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SUR UN THEOREME D'INTERPOLATION
par

Michel ARTOLA

0. - Introduction.

Plusieurs auteurs se sont intéressés & des propriétés de dérivées inter-
médiaires ; (voir [1] [2] [3] [8]1 [10] [111 [1k] [151) .

Cepéndant le théoréme hilbertien de [15] n'a pas regu semble-t-il de gé-

néralisation satisfaisante au cadre "Banach".

En effet, le résultat de [16] obtenu & 1'aide du "foncteur trace" ne re-

donne pas le résultat de [15].

L'objet de cette conférence est de présenter par utilisation du foncteur
holomorphe un thécréme de dérivées intermédiaires dans un cadre "Banach restreint",
mais suffisant pour les applications, qui se réduit au résultat de [15] dans le

cas hilbertien.

Dans le §. 1, on donne les notations générales et on &nonce le résultat

principal.

. La démonstration utilise les propriétés de la convolution au sens des dis-

tributions vectorielles avec la famille de distributions tempérées -

1 1 .
T(=2) Pf ) , zEL .
Xy

Cette démonstration est valable dans les espaces IF(B) (B Banach) dans lesquels

la dérivée d'ordre complexe D "(n€R) opdre (condition C ). Elle est susceptible
P
L

d'extension aux espaces avec poids.

Par utilisation de la transformation de Fourier, il est possible (cf.[2])
de donner une autre démonstration utilisant le théoréme de Mihlin sur les multipli-
cateurs de FIP . En fait si B est tel que le théordme de Mihlin soit vrai dans
5 1P(B) alors IP(B) vérifie la condition (@) , mais nous ignorons si la réci-

proque est vraie, en l'absence d'une caractérisation convenable de ces espaces.

Dans le §. 2 nous donnons des compléments et des exemples d'espaces
d'usage courant dans les applications. Pour 1'intérét de tels résultats nous renvo-

yons & [1] [3] [17]. Les démonstrations complétes seront publides dans [2].
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§. I - LE THEOREME PRINCIPAL.

I-1. Hypoth&ses et notations générales.

- D'une maniére générale, si B est un espace de Banach, on note
P( B8)(1<p<+ ») 1'espace des (classes de) fonctions u fortement mesurables

(pour 1la mesure de Lebesgue sur Rn) a valeurs dans # telles que
f }u(t)|§ dt < + » (modification habituelle pour p = ») . Muni de la norme na-

n
R
turelle, LP(B) est un espace de Banach.

- On considére deux espaces de Banach complexes Ao et Am contenus avec
injection continue dans un espace vectoriel topologique localement convexe @ .
On suppose :

Aoﬂ A dense dans chaque Aj(j =0, m)

(1-1)
Aj réflexif (j =0, m) .

On peut alors définir 1l'espace Ao + Am , qui, muni de la topologie de

A x A
o pi _ -
A (Z = Ker {(ao , am) ~ata ajGAoﬂAm j =0, m}

est un espace de Banach (cf. [9]).

On se donne encore Py s Py >1 et 1l'on pose

Ty =0
(1-2) {Xj-—L Aj j=0,m .

Ceci posé pour m>1 , on considére 1l'espace : (pour simplifier on considére le

cas n = 1)

y(m) = {u|u€x_, D"u€x}
P, s Pp ° n
(1-3)
D™ dérivée au sens des distributions vectorielles [23],

qui est un espace de Banach pour la norme naturelle :

- m
- { bl = sl *
Py o Py

o

On introduit enfin
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= 1 1
LT TP Tmr vef Gen)
(1~5) Xy
= 5 (k)
Y—k =6 k€N
La fonction 1z - Y_z est ainsi une fonction analytique de la variable complexe
3 valeurs deans SYR) .
I-2. Le théoréme principal.

Nous considérons la condition suivante (sur les espaces !).

Condition (C) :

Aj (j = 0, m) est tel que

(1-6)
¥YneER , Y—in est un convoluteur de Xj(j =0, m) .

On a le :

THEOREME 1. - On suppose (1-1), (1-6) vérifiés. Dans ces conditions 1'applicati

J
u-+D u (j entier ou non)
est continue de :
P.
wm) > LY[(A ,A).,1 0<j<m
Py s Py <] m’ j/m

w L. l-im , im

= P, P,

La démonstration de ce théoréme repose sur la condition (C ) et les
propriétés de la convolution avec Y_z ; 2EL . Notant A = D" , elle utilise le

lemme suivant :

LEMME 1. - Sous les hypothéses du théoréme 1, et pour :

z=p + 1 O0<p<<l , EER

1 1 s

15

zZ

)

Z —_— X ® P .

A m . Pf , —— ( désigne la convolution
+

(m)

o

est un opérateur qui envoie continuement W

dans X0 + Xm .

s P
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-in"}n €R
d'opérateurs de classe @° opérant dans Xj (j =0, m) , on sait que 1'on a (pro-

Comme par ailleurs, si la condition (€ ) a lieu {Y définit un groupe

priétés des semi-groupes de classe €° )

¥YneR

b4 alnl
(1-7) v_;, ”,t(xj LX) S

o, Y ctes .

I1 est donc possible de trouver (cf. [2]) une fonction z » X(z) convenable telle

que l'on puisse appliquer le théoréme des trois droites & :

£z £z, 2) = X(mz) A%u(.) uew™
7 z mz u u b, » P,

d'ol on déduit le théoréme 1.

Remarque 1 : Pour le cas de n quelconque, on considére n = (nl 5 N aeees nn) N

X = (xl s Xy seees xn) et

Y. =Y. ®7Y. ® ... Y%
=-1n —lnl —1n2 =-1n
(1-8)
J - 1 1
in, © Tl ©fF —T a1
J J X.+
J

L'espace Wl()m est alors :

Po B Pn
w(m) ul ueL (Ao) , D'UEL (Am) pour tout B = {Bl yeeos Bn}

Py » Py ]B|=31+32+...+ B, =m

espace de Banach pour la norme :

B8
lall (py = lully + = 2% ull
W(m) Xo ]B]=m xm
on obtient
Pour tout o vérifisnt 1< |a] <m , 6 = |2
(1-9) 0 m
o o 1l _ 1-8 6
D% u€ L ((Ao,Am)e)g—-—P;o-+—P;.
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§. II - COMPLEMENTS ET EXEMPLES.

II-1. Propriétés générales de {Y . ¥}

On a : (en considérant pour simplifier le cas n = 1)

PROPOSITION 2-1. - Soit A, j=0,m dans la situation du §. 1. On suppose

qu'existe P; (j =0, m) tel que {Y—inx}neﬁ opére dans Xj .
1-6 0

1 . N
== — 4 — 0 0] « Al Y . ®
On pose > D, o € 10, 1[ ors { -in }n gg pore dans
Pl(A_ ,A), 1 et IP[(a ,a).1.
o’ me, po — o’ m6

PROPOSITION 2-2. - Soit A un espace de Banach réflexif, A' son dual et l<p<+w .

. % S p 3 S P'iar 1,.1_
si {Y-in }nER opére dans L°(4) , {Y—in }HER opére dans I© (A') , p,+ > 1.

Remarque 2-1 : {Y_in”}nE 7 n'opére pas dans LY(B) comme on le voit simplement
en prenant B = R , et en transformant une fonction caractéristique d'intervalle.

II-2. Exemples.

Exemple 1 : Soit H un espace de Hilbert, C”/p(H) 1l'espace des convoluteurs de

IP(H) 1<p<+e normé par :
(2-1) LEGP(H) = “L ::” -C(LP(H) , LP(H)) .

On montre & 1'aide du théoréme de Mihlin [12], [13], [18], [21] que V¥ne€R ,

Y-fn E(Y_in) est un multiplicateur dans ZIP(H) (3F transformation de Fourier).

On a ainsi plus précisément

PROPOSITION 2-3. - Soit p avec 1 <p < + » , Alors,

” _in”a - < Yp eaplnl
P
(2-2) % si 1< pxg2
a =
P %, si p>2,%+ %,=l.
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Exemple 2 :
PROPOSITION 2-4. - Soit B =1%(8") , 1<q<+=. Yn€R ,Y . opére dans

—in
IP(B) 1 <p<+ o avec une indgalité du type 2-2.

Remarque 2-2 : La proposition (2-4) s'étend aux espaces obtenus & partir de deux
espaces de Lebesgue pour une mesure quelconque par interpolation et application des
propositions 2-1 et 2-2.

Donc, pour les espaces de Lorentz, Sobolev, Besov, etc ...

Remarque 2-3 : Nous avons considéré ici le cas d'espaces IP(B) définis sur la
droite. Tous les résultats précédents s'appliquent encore aux cas d'espaces
P(8R" , B) par considération de Y-in avec n = (nl s Ny aeees nn) (voir remarque
1-1).

On peut encore considérer dans ce cas les espaces 4 norme mixte de
Benedeck, Calderon, Panzone [3], [13].

Remargue 2-l : Enfin (cf. [14] ) on peut étendre les résultats précédents & des

espaces LE (B) ol w est un poids.
w
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