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INTRODUCTION

Notre but principal dans ce mémoire est d'étudier la structure de cer-
taines C^-algèbres. Les travaux réalisés auparavant ( [l 7] et [19] ) concer-
nant la structure des C -algèbres à trace continue ont abouti à une^solution assez satisfaisante . Une C -algèbre B à trace continue, homogène
de degré Ko C [l 6] , déf. 1 0 . 9 . 4 ) est souvent ( e n un sens qui se précise à
la lecture de ( [16] , corol. 1 0 . 9 . 6 ) isomorphe à ç° ( B , -^(H) ) , où H est
un espace hilbertien de dimension Ko • Quand on veut dépasser le cas des
C^-algèbres à trace continue, on est conduit au problème suivant : détermi-

•)<• /s
ner la structure d ' u n e C -algèbre B connaissant B et sachant que B
est une extension d ' u n e C^-algèbre connue A par une C^-algèbre connue C ._̂Rappelons en effet que toute C -algèbre postliminaire admet une suite de
composition dont les quotients sont des C -algèbres à trace continue C [ 1 9 ] ,
t h . 4 . 2 ) . Nous nous limiterons ici à l ' é t u d e de l'ensemble E x t ( A . C ) des

x* •K*extensions d ' u n e C -algèbre à trace continue A par une C -algèbre C e t ,
le plus souvent, nous supposerons que A s ^ " ( X , ^ é ' ( H ) ) et
C a ( ^ ( Y , ^ ^ ( H ' ) ) , où X , Y sont deux espaces localement compacts et H ,
H ' deux espaces hilbertiens. Bien qu'ainsi limité, le problème consistant
à classer les éléments de E x t C A . C ) semble encore difficile. Il serait na-
turel de classer les extensions à équivalence faible près ( 0 . 1 3 ) ; pour des
raisons techniques, c'est surtout une relation intermédiaire entre l ' é q u i -
valence et l'équivalence faible qui Interviendra [voir en I V . 3 . 4 la défini-
tion de la semi-équivalence).

Dans le chapitre 1 nous rassemblons principalement des résultats permet-
tant de déterminer les limites et les valeurs d'adhérence d ' u n filtre 0

^ <̂- +
sur le spectre B d ' u n e C -algèbre B à partir de l ' é t u d e , pour bé. B
des fonctions t » — ^ I b C t ) ] ] ou t *—»- Tr b ( t ) définies sur B . Les résul-
tats du paragraphe 1 . 1 sont classiques pour la plupart C [l ô] , Î I I . 9 ) . Ils
montrent q u ' i l existe des relations étroites entre les nombres réels
lim inf /J13^3!! ( r e s p . . l l m sup J [ b ( t ) | [ ) et les limites ( r e s p . les va-
leurs d'adhérence) de 0 ( 1 . 1 . 8 ) . Dans le paragraphe 1 . 2 , nous montrons
comment on peut déterminer certaines limites de 0 grâce aux fonctions
t>—^ Tr b ( t ) , et même parfois toutes les limites de 0 ( 1 . 2 . 1 3 ) . Le cas
le plus intéressant est celui où llm sup ^ rg b ( t ) < +00 et où
lim, „ Tr b ( t ) existe pour tout b appartenant à l'idéal de Pedersent , 0
( 0 . 1 0 ) de B ( 1 . 2 . 1 7 et 1 . 2 . 2 6 ) » en particulier, ces hypothèses entraînent

Aque 0 converge vers chacune de ses valeurs d'adhérence dans B . Dans le
paragraphe 1 . 3 , nous étudions une réciproque de ce résultat ( 1 . 3 . 6 ) » dans
certains cas, elle permet d'obtenir des renseignements Intéressants sur une
C^-algèbre à partir de l' é t u d e de son spectre ( V I . 1 . 5 ) .

Le chapitre II est purement topologique. Dn y étudie les extensions loca-



lement quasi-compactes d ' u n espace localement quasi-compact X par un es-
pace localement quasi-compact Y . Ce chapitre contient, comme cas particu-
liers, des résultats concernant les compacti-Fications des espaces locale-
ment compacts (voir à ce propos [ 2 6 ] et [ 3 5 ] ) . En supposant X séparé, on
caractérise dans le corollaire 1 1 . 1 2 toutes les extensions localement
quasi-compactes Z de X par Y telles que les points de X soient fer-
més et séparés C d é f . 1 1 . 6 ) dans Z . On note ^ C X . Y ) leur ensemble.

Le chapitre II est une première étape dans l ' é t u d e de l ' e n s e m b l e
E x t ( A , C ) des extensions B d ' u n e C^-algèbre A par une C^-algèbre C ;
en effet B est une extension localement quasi-compacte de A par C .
Signalons à ce propos q u ' u n e extension localement quasi-compacte de A

Apar C n ' e s t pas nécessairement le spectre d ' u n e extension de A par C
[ v o i r , par exemple, V I . 2 . 1 5 ) . Le problème consiste maintenant à déterminer
combien il existe, à équivalence faible près, d ' é l é m e n t s de E x t ( A . C )
ayant un spectre d o n n é . D ' a p r è s [ s ] , il existe une extension H C A ) de A
telle que les éléments de E x t C A . C ) soient canoniquement associés aux
homomorphismes de C dans n ( A ) / A ( 0 . 1 4 ) . Nous supposons, dans la suite

Ade cette Introduction, que A est séparé. Nous montrons l'existence d ' u n
idéal bilatère fermé L C A ) de M ( A ) , contenant A , tel que les éléments
B de E x t ( A . C ) pour lesquels B C ^ C A . C ) soient canoniquement associés
aux homomorphismes de C dans L ( A ) / A ( I V . 1 . 3 ) . Nous notons ^ f C A . C )
l 'ensemble des B € E x t ( A , C ) tels que B e y C A ' , 0 . Signalons que les C^-al-
gèbres des groupes de Lie niipotents connexes conduisent à de telles exten-
sions ( [ l 4 ] ) . Soient y ç. Hom ( C , L ( A ) /A) et B l'élément de ^ ( A , C ) qui
lui est associé; nous éclaircissons dans la proposition I V . 1 . 4 les rapports
existant entre1 y et B € S f C Â . Ê ) .

L ' é t u d e détaillée de L C A ) est faite au chapitre III. Elle se révèle
être plus simple que l ' é t u d e de H ( A ) . A i nsi, lorsque A = ë° ( X , <$f^CH) ) ,
on a L ( A ) = (fob ( X , oîf^CH) ) . La C^-algèbre L C A ) est définie par un champ
continu de C -algèbres sur (SA , mais ses composantes L ( A ) C x ) pour

A Ax € (3A - A peuvent être très compliquées C I I I . 4 . 1 2 ) .

Le chapitre V groupe un certain nombre de lemmes techniques qui seront
utilisés dans les chapitres suivants.

Soient X et Y deux espaces localement compacts et H , H ' deux espa-
ces hilbertiens. Nous supposons à partir de maintenant que A = d" ° C X , ̂ ë{ H ) )
et C = ê ° ( Y . <^(H' ) ) . Il existe dans L ( A ) un idéal bilatère fermé uni-
formément liminaire ( d é f . 1 . 2 . 2 ) E ^ C A ) , contenant A , tel que les exten-
sions de A par C canoniquement associées aux homomorphismes de C dans
E ( A ) / A soient les C -algèbres uniformément liminaires qui appartiennent
à y ( A . C ) ( I V . 2 . 1 et V I . 1 . 2 ) ; nous notons < ? ( A , C 5 l'ensemble de ces ex-
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tensions. Lorsque X est normal, E'1 ( A ) n ' e s t autre que le plus grand
idéal postliminaire de L ( A ) ( I I I . 4 . 1 5 ) . Les éléments de § ( A , C ) sont les
plus faciles à étudier, étant donné que E ^ C A ) a une structure relative-
ment simple ( I I I . 2 . 1 3 ) . On verra heureusement des cas où beaucoup d ' e x t e n -
sions sont de ce type ( V I . 1 . 3 , 4 et 5 ) . On associe à chaque B € ^ ( A , C ) un
invariant Ç ( B ) ( p o u r la semi-équivalence, S étant la classe de semi-équi-
valence de B 3 . Cet invariant est plus fin que B ; il est directement lié
au comportement des fonctions t»—> Tr b ( t ) sur À , pour b 6 B'1' . Dans le
paragraphe V I . 2 , on étudie l ' i m a g e de Ç e t , à cette occasion, on donne un
procédé simple pour obtenir des éléments de S C A . C ) ( p r o p . V I . 2 . 6 ) . Dans le
paragraphe V I . 3 . on étudie une situation où Ç ( B ) suffit pour déterminer
a»B ( V I . 3 . 3 et V I . 3 . 4 ) . Dans une telle situation on peut donc dire que notre
objectif de classification est atteint. Mais il existe aussi des exemples
de C -algèbres A et C et d'extensions non semi-équivalentes ( n i même
faiblement équivalentes) B et B ' dans ( ? ( A , C ) telles que Ç ( § ) = Ç ( B ' )
( V I I I . 3 et V I I I . 4 ) . Dans certains cas ( V I . 3 . 8 ) , on classe toutes les exten-
sions de A par C ayant un spectre d o n n é . Ce résultat permet de détermi-
ner complètement la structure de certaines C^-algèbres à partir de l ' é t u d e
des fonctions t' •—> Tr b ( t ) sur une partie de leur spectre ( V I I I . 4 , 5 et 6 )

Dans le chapitre VII nous nous intéressons à des éléments de î f ( A , C )
n 'appartenant pas nécessairement à < ? ( A , C ) . Le problème que nous abordons
peut aussi se formuler comme suit. Soit W un espace localement compact,
w un point non isolé de W , et X = W - { w } . E xiste-t'il des champs con-
tinus de C -algèbres sur W qui induisent sur X le champ constant défini
par oSS&(H) et dont la fibre en w est C ? Si o u i , combien existe-t'il de
tels champs ( à isomorphisme p r è s ) ? Dn obtient des cas d'impossibilité
( V I I . 1 . 4 et V I I . 1 . 5 ) et une condition suffisante d'existence ( V I I . 2 . 3 ) . Les
propositions V I I . 3 . 4 et V I I . 3 . 5 prouvent l'existence d ' u n grand nombre de
solutions, sous certaines conditions. Le problème de la classification des
solutions ( d u moins pour des familles suffisamment vastes d'espaces Y , W
et X = W - { w } ) reste posé. Nous n'obtenons une solution satisfaisante
que dans un cas très particulier ( V I I . 4 . 3 ) . Un réponse à ce problème serait
utile pour l ' é t u d e de la structure de certaines C^-algèbres non uniformé-
ment liminaires ( I X . 5 ) .

Le chapitre VIII rassemble des exemples illustrant certains résultats
obtenus au cours des chapitres précédents. Ainsi dans VIII.2 nous montrons
q u ' i l existe exactement 6 classes d'équivalence faible d'extensions de
A = ^ " ( I R . H S Î C ) ) par C = M z t C ) . Dans VIII.4 nous prenons
A » < r ° ( [ o . + o o [ . ^ Ç ( H 5 ) ( o u A = ^ ° ( R 2 , - ^ ( H ) ) ) et C = ^ ( H ' ) avec
0 < dim H ' < dim H = Ho ' Nous montrons que les éléments de J ( A , C ) sont
classés, à équivalence faible près, de façon simple par M . Dans VIII.7



nous prenons A = ( ? ° ( I M , - S ? ( ? ( H ) ) avec dim H > J<o » et C = C . Nous clas-
sons, à équivalence faible près, les éléments B de 2 f ( A , C ) tels que ê
soit le compactifié d'Alexandroff de M . On remarquera que cette classifi-
cation est plus compliquée que les précédentes. Au paragraphe V I I I . 6 , nous
déterminons simplement, grâce à V I . 3 . 9 , la structure de la C^-algèbre du
groupe S L C 2 . C ) . C^-algèbre déjà étudiée par Fell ( [ l 9 ] ) .

La plupart des résultats ont été annoncés dans [ s ] , [ 7 J , [ ô ] et [ s ] •

Je tiens à remercier ici très sincèrement Monsieur J . Dixmier qui m'avait
suggéré d'entreprendre ce travail et n ' a cessé de me prodiguer conseils et
et encouragements tout au long de son élaboration.



CHAPITRE 0
Préliminaires

0 . 1 . Nous noterons Z l'ensemble des entiers rationnels, R l'ensem-
ble des nombres réels, C l ' e n s e m b l e des nombres complexes, T l'ensemble
des nombres complexes de module 1 , et IN ( r e s p . |M ) l'ensemble des en-
tiers > 0 ( r e s p . > 0 ) . Pour tout cardinal p , nous choisirons un ensem-
ble de cardinal p que nous noterons N ( p ) . Si p est fini nous pren-
drons N ( p ) s { l , . . . , p } , et si p = Ko nous prendrons N ( p ) = |N
D ' a utre part, si p et q sont deux cardinaux tels que q < p , nous
supposerons parfois implicitement que N C q ) C N C p ) . Pour tous cardinaux p
et q strictement positifs, nous noterons [ p : q] le plus grand cardinal
r tel que rq -$ p . Remarquons que si p est infini, on a [ p : q1 = p
lorsque q ̂  p et [ p : q] = 0 lorsque q > p .

0 . 2 . Soient X un espace topologique et Y une partie de X . Nous
noterons Y (V^ en cas d ' a m b i g u ï t é ) l'adhérence de Y , et Int Y l ' i n -
térieur de Y .

0 . 3 . Rappelons q u ' u n espace topologique X est quasi-compact si
tout filtre sur X possède au moins une valeur d ' a d h é r e n c e , et que X est
localement quasi-compact si tout point de X admet un système fondamental
de voisinages quasi-compacts. Si X est séparé et quasi-compact ( r e s p . lo-
calement quasi-compact), alors X est compact ( r e s p . localement c o m p a c t ) .

0 . 4 . Soit X un espace localement compact. Nous noterons (3X le
compactifié de Stone-Cech de X . Nous désignerons par X l'espace X si
X est compact, et le compactifié d'Alexdrandroff de X si X n ' e s t pas
compact. Nous désignerons par X* l'espace X si X n ' e s t pas compact, et
la somme topologique de X et d ' u n espace réduit à un point si X est
compact. Le point de X - X sera appelé point à l'infini de X .

Soient x € gX - X et 0 la trace sur X du filtre des voisinages de
x dans 0X • Ce filtre possède la propriété fondamentale suivante : il
existe une base V de 0 , formée d'ensembles ouverts, telle que pour
tout V € y , il existe W£ y contenu dans V et une fonction continue de
X dans [ 0 , 1 ] égale à 0 dans W et à 1 hors de V . Un tel filtre
est dit complètement régulier ( [ 2 ] , e x . 8 , p . 2 3 ) . Remarquons q u ' u n filtre
complètement régulier possède aussi une base formée d'ensembles fermés.

0 . 5 . Soit Y un espace topologique. Nous notons 3^ ( Y ) l'ensemble



1 0

de ses fermés et 3^ ( Y ) l ' ensemb le de ses fermés d iscrets . Pour toute par-

tie quas i -compac te K de Y , posons ^CK) = ( F e ^ C Y ) | F D K = / } ; nous

appel lerons topologie surfell ienne la topologie sur 3^CY) qui possède com-

me base d ' o u v e r t s l 'ensemble des 1^ 'CK) . Pour tout ensemble fini d ' ouve r t s

0 , . . , , 0 de Y , posons

I^-CO , . . . , 0 ) = (F Ê S ^ C Y ) [ F U O . ^ (f> pour i = 1 , . . . ,n} »

l 'ensemble des ^(O ,..., 0 ) est une base d ' ouve r t s pour une topologie

sur ^ (Y) que nous appel lerons topologie sousfel l ienne. Enfin, nous appel-

lerons topologie fell ienne la borne supérieure des deux topologies précé-

demment définies sur îF'(Y) . Cet te dernière topologie a été introduite par

J . M . G . Fell dans [20]; en particulier, 11 est démontré dans [20] que

3 '̂C Y ) est localement quas i -compact et que, si Y est localement quasi -com-

pact , alors ^ C Y ) est séparé (on notera que les topologies surf el Hennés

et sousfe lHennés sont non séparées en généra l ) .

Soit f une application d ' u n espace topologique X dans ^ C Y ) . Nous

dirons que f est cont inue C r e s p . semi-cont inue intérieurement (s .c . i . ) ,

resp. semi-cont inue supérieurement ( s . c . s . ) ) si elle est continue lorsque

3^ÎY) est muni de la topologie fellienne C r e s p . sousfel l ienne, resp, sur-

fel l ienne).

0 .6 . Soient X et Y deux espaces topologiques. Nous noterons

( ? ( X , Y ) l 'ensemble des fonct ions cont inues de X dans Y . En particulier

& ( X , 3 ' ^ C Y ) ) désignera l 'ensemble des fonct ions cont inues de X dans

y'(Y) . Si V est un espace vector iel norme, nous noterons S C X , V ) l 'en-

semble des fonct ions cont inues bornées de X dans V . Si de plus X est

localement compact , ( ? ° ( X , V ) désignera l 'ensemble des fonct ions continues

de X dans V qui tendent vers 0 à l'infini. Lorsque V = C nous po-

serons Ç C X . V ) = Ç C X ) . Ê ^ C X . V ) = ^(X) et ^ ° ( X , V ) = ^ ° C X ) .

0 .7 . Soit H un espace de Hilbert. Nous noterons j?(H) la C^-algè-

bre des opérateurs linéaires continus dans H et oë^CH) la C^-algèbre

des opérateurs compacts dans H . Le groupe unitaire de H sera noté ^»(H)

et tPU»(H) désignera le groupe projecti f unitaire (i.e. le groupe quotient

de Î^ (H) par son cen t re ) . Si u € U ( H ) , nous noterons u l ' image de u

par passage au quotient. Nous identifierons canoniquement yt(»(H) au groupe

des automorphismes de c£5(H) et nous le munirons de la topologie de la

convergence simple normique. Nous munirons U(H) de la topologie for te.

D 'ap rès ( [11J , lemme 3 ) , la fonction u *—> u est continue. Lorsque la di-

mension de H est finie, les groupes U(H) et ÎP^(H) sont compac ts .

Nous noterons dim H la dimension hllbertienne de H et Tr la trace
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canonique sur ^6 ( H ) . Soient a e ^ ( H ) et a ( H ) l ' i m a g e de a ; nous po-
serons rg a = dim a ( H )

Soit x un vecteur de norme 1 appartenant à H ; nous noterons Px
le projecteur y » — ^ < x [ y > x de H sur Cx .

0 . 8 . Pour tout n € IM , nous désignerons par H ( C ] la C -algèbre
des matrices sur C à n lignes et n colonnes. Pour tout cardinal p ,
nous noterons l2 l'espace hilbertien des familles ( Ç . ) . . . , , de nom-
bres complexes telles que y , , , | Ç . | 2 < +°° .

^0 . 9 . Soit A une C -algèbre. L ' e n s e m b l e des classes des représenta-
tions irréductibles non nulles de A , muni de la topologie de Jacobson,/\ . - isera noté A et appelé spectre de A ^ [ 1 6 ] , $ 3 . 1 ) . Lespectre de toute
C -algèbre canoniquement isomorphe à un idéal bilatère -Fermé de A sera

A ^identifié à un ouvert de A , et le spectre de toute C -algèbre canonique-
ment isomorphe à une C -algèbre quotient de A sera identifié à un fermé
de A ^ [ l ^ ] , prop. 3 . 2 . 2 ) . Soit t une représentation de A ; nous note-
rons souvent A ( t ) l ' i m a g e de A par t e t , pour tout a e A , l ' i m a g e
de a par t sera souvent notée a ( t ) . D ' a p r è s ce qui précède, A C t ) ^
sera identifié à un fermé de A .

Soit ae A ; nous considérerons souvent a comme un champ d'opérateurs
sur A , la valeur de a en t €. A étant a ( t ) . Remarquons que cette va-
leur n ' e s t définie q u ' à équivalence unitaire près.

0 . 1 0 . Pour tout espace vectoriel ordonné V , nous noterons V le
cône de ses éléments > 0 .

Soit A une C^-algèbre. Nous dirons q u ' u n idéal bilatère ( o u q u ' u n e
s o us-C^"-algèbre) B de A e s t f a c i a l ( e ) si B = B/^A est une face de
A et si le sous-espace vectoriel de A engendré par B est égal à B
( [ 4 ] , déf. 1 . 1 ) . Nous noterons 5 C ( A ) le plus petit idéal bilatère facial
de A qui soit dense dans A et nous l'appellerons idéal de Pedersen de
A ( [ 2 9 ] , t h . 1 . 3 ) . Il résulte immédiatement de la définition de 5 < ; ( A )
q u e , pour tout a £ X ( A ) , l ' ensemble { t ç. A | a ( t ) ^ 0} est contenu dans
une partie quasi-compacte de A . Soit a € Ï 6 ( A ) ; d ' a p r è s ( [ 3 l ] , p r op. 4 )
la s o us-C"^-algèbre de A engendrée par a est contenue dans j ^ ( A ) . En
particulier, pour tout a € Î C ( A ) et toute fonction complexe continue f
définie sur R telle que f ( 0 ) = 0 , on a f ( a ) £ j 6 ( A ) . D 'après la défi-
nition de ^ C ( A ) ( [ 2 9 ] , p . 1 3 3 ) . tout projecteur de A appartient à Î C ( A ) ;
d ' a u t r e part, pour tout a £ A et toute fonction complexe continue f
définie sur R et nulle au voisinage de 0 , on a f ( a ) e X ( A ) .
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Si A est une C^-algèbre commutative de spectre X . alors J C ( A ) n ' est

autre que l'ensemble des fonctions complexes continues à support compact
définies sur X , et sera aussi noté J C ( X ) .

0 . 1 1 . Soient A une C^-algèbre et F une trace définie sur A+ .
Posons I'*' = { a e A " * " | F ( a ) < +<»} . D'après ( [l 6] , prop. 6 . 1 2 ) , I* est la
partie positive d ' u n idéal bilatère facial 1 de A et 11 existe une
forme linéaire unique sur 1 qui coïncide avec r sur 1 j cette forme
linéaire sera toujours notée comme la trace qui a servi à la définir. Nous
dirons que 1 est l ' i d é a l de définition de F . Nous noterons Ç ( A ) l ' e n -
semble des traces semi-continues intérieurement ( s . c . l . ) sur A à idéal
de définition dense dans A (nous dirons aussi densément d é f i n i e s ) . D ' a -
près D . 1 D , l ' i d é a l de définition de tout élément de % ' ( A ) contient 5C(A) .
Nous munirons S ' ( A ) de la topologle de la convergence simple sur JC(A)
( [ 3 2 ] . S 1 . 3 et 1 . 4 ) .

D . 1 2 . Soit X un espace localement compact. Nous noterons c^(X )
l'ensemble des mesures de Radon positives sur X et nous munirons t/6(X)^de la topologle vague. Soit A une C -algèbre à trace continue de spectre
X . D'après ( [l 2] , t h . 1 ) , pour tout r £ % ( A ) 11 existe v- unique appar-
tenant à UUa{\} tel q u e , pour tout a £ j ^ ( A ) , on ait

F ( a ) » j Tr a ( x ) . d ^ p ( x )
et l'application F l—^v- est une bijection de % ' ( A ) sur <^(X) (voir
aussi ( [ 3 2 ] . corol. 2 . 4 ) ) . De p l u s , on s'assure facilement que cette bijec-
tion est un homéomorphisme de ^ f ( A ) sur c/6 ( X ) •

0 . 1 3 . Soient A et C deux C -algèbres. Nous appelons extension de
A par C une suite exacte D —»• A —> B —> C —^ D de C^-algèbres.
Nous disons que deux extensions

0 —^ A —>• B —f- C —^ D et D —> A —»- B ' —> C —> D
sont équivalentes s ' i l existe un isomorphisme & de B sur B ' tel que
le diagramme

B
0 —> A @| "^ C —^ Q

^̂  B'^^
soit commutatif. Dans la suite nous dirons "ex t e n s i o n " pour "classe d ' é q u i -
valence d ' e x t e n s i o n " , et la classe de la suite exacte

D —> A —> B —> C —> o
sera notée plus brièvement B ( [ 3 ] , déf. 4 . 1 ) . Nous noterons E x t ( A . C )
l'ensemble des extensions de A par C .
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Nous dirons que deux extensions B et B ' de A par C sont faible-

ment équivalentes s ' i l existe des automorphismes a et 6 de A et C
respectivement et un isomorphisme 0 de B sur B ' tels que le diagram-
me suivant soit commutatif ( [ 3 ] , $ 5 ) :

" i ^ ^
0 ——»- A —»- B'—> C ——> 0

0 . 1 4 . Soient A et C deux C^-algèbres. Dans [ 3 ] R . C . Busby a asso-
cié à A une C -algèbre fondamentale pour l ' é t u d e de E x t ( A , C ) . Nous
notons M ( A ) (comme dans [ 3 ] ) cette C^-algèbre et nous renvoyons à ( [ 3 ] ,
$ 2) pour sa définition. D'après ( [ 3 ] , prop. 3 . 1 ) A s'identifie canoni-
quement à un idéal bilatère fermé de M ( A ) , et nous notons IT (II s ' i l
y a ambiguïté) la surjection canonique de M ( A ) sur M ( A ) / A . Le résultat
fondamental de [ 3 ] est le suivant ( [ 3 ] . t h . 4 . 3 ) : l 'ensemble
H o m ( C , M ( A ) / A ) des homomorphismes de C dans H ( A ) / A est en bijection
canonique avec E x t ( A , C ) . Plus précisément, cette bijection fait corres-
pondre à Y€ H o m ( C , M ( A ) / A ) l'extension

B = { ( m , c ) € M ( A ) x C | I I ( m ) = Y ( c ) }
Nous lirons que B est associée à y et que y est associé à B . Remarquons
que A s'identifie à un ouvert de B et à un ouvert de M ( A ) " . En parti-
culier, si b = ( m . c ) appartient à B , on a b ( t ) = m ( t ) pour tout
t c Â (e t évidemment b ( t ) » c ( t ) pour tout t € Ê ) . Lorsqu'un élément de
B sera écrit ( m , c ) on sous-entendra que m c M ( A ) , que c e C et que
n ( m ) = y ( c ) .

0 . 1 5 . Soient A une C^-algèbre et a un automorphisme de A . Alors
d'après ( [ 3 ] , prop. 3 . 8 ) 11 existe un automorphisme unique 'a de r i ( A ) et
un automorphisme unique ^ de M ( A ) / A tels que le diagramme

0 —> A —»• M ( A ) —^ M ( A ) / A —> 0
°4 ^ H

0 ——^ A —^ M ( A ) —> M ( A ) / A —^ 0
soit commutatif
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CHAPITRE I

Limites et valeurs d'adhérence d ' u n filtre
sur le spectre d ' u n e C -algèbre

1 . 1 . Norme et topologie sur le spec t re d ' u n e C^- algèbre.

Dans le paragraphe 1 . 1 , nous entendrons par représentat ion d ' u n e
.̂ V,

C -algèbre A un homomorphisme de A dans une C -algèbre que lconque.

1 . 1 . 1 . DEFINITION. Soient A une C^-algèbre, œ une partie de À

et a e A . On dira que a est porté par œ si 1 ' e n s e m b l e

{x e A | a C x ) / 0}

est contenu dans œ •

1 . 1 . 2 . PROPOSITION. Soient A une C^-algèbre, T un ensemble de re-

présentat ions de A et 0 un filtre sur T . Notons f 1 ' application

^ T dans ^[À) définie par f ( t ) = A ( t ) " pour tout t € T .

(i) Un fermé F d_e À est limite de f suivant 0 dans f^CÂ)

muni de la topologie sousfel l ienne si et seulement si on a

sup^p | | a C x ) II < lim inf^Q || a î t ) ||

pour tout a € A .

(ii) Soit F l 'ensemble des x e A tels que, pour tout voisinage œ

de x , il existe a e A porté par a) pour lequel lim inf ^ | [ a [ t ) [ | ^ 0 .

Alors F est le plus grand élément de l ' ensemble des fermés de A qui

sont limites de f suivant 0 dans ^C A î muni de la topologie sous fe l -

lienne.

DEMONSTRATION DE C l î . Supposons que

sup^p | | a C x ) | | < lim inf^Q || a ( t ) ||
A /

pour tout a & A . Soit cj un ouvert de A tel que o)r\F ^ f) . Il existe

a é A , porté par cj , tel que sup - [ | a ( x ) [ | ^ D et donc

lim inf ç. | |a( t ) | ] ^ 0 . Ceci entraîne que a ( t ) est non nul pour tout t

appartenant à un élément V de 0 et donc que A C D ^ H œ ^ ^ si t £ V .

Supposons maintenant que F est limite de f suivant 0 dans

9"(A) muni de la topologie sousfel l lenne. Soit a 6 A . Soient ÀÊ.IR tel

que sup - | | a C x ) | [ > À , et œ = { x f c A | | | a ( x ) [ | > X } On a évidemment

(oOF ^ <f> et donc il existe V fc 9 tel que f C V ) C. {F ' ç, ^"(Â) | F ' C\ a) ^ ^ } .

Si t é V on a | |a î t ) | ( = sup^.p^. l l^x^l l > ^ d ' o ù lim inf -||a(t)|| > \ .
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Ceci en t ra îne que sup || a ( x ) |) < lim inf ][ a ( t ) [| .

DEMONSTRATION DE (il). Soit œ un ouvert de A tel que œ 0 F ^ ^ .

Il ex is te a porté par œ tel que lim inf - [[ a C t ) [| ^ 0 . Dn en déduit

l ' ex i s tence de V e 0 tel que A ( t ) ^ / ^ a ) / ^ si t € (A) , ce qui prouve que

F est une limite de f suivant 0 dans ^IA] muni de la topologie sous -

fell ienne. Supposons l ' ex i s tence d ' une limite F ' telle que F ' (t F .

Soient x ' € F ' - F et œ un voisinage de x ' . Prenons a e A porté par

œ tel que a ( x ' ) ^ D . D ' a p r è s (i), on a

lim inf^Q f[ a C t ) || ^ s^^p' ll^^ll ^ II a [ x ' ) II ^ ° •

A lors x ' appart ient à F , ce qui est absurde.

1 . 1 . 3 . PROPDSITIDN. Dn conserve les notat ions de la proposit ion

1 . 1 . 2 .

C i ) Un fermé F _^e A est limite de f suivant 0 dans ^CÂ)

muni de la topologie surfell ienne si et seulement si on a

sup^p | | a ( x ) [ ] > lim sup^ | [ a ( t î | |

pour tout a £ A .
A

(i i) Soit F 1 ' e n s e m b l e des x € A tels que, pour tout vois inage a)

de x , il ex is te a € A porté par œ pour lequel lim sup „ [ | a C t ) | | ^ D .

Alors F est le plus petit élément de l ' ensemble des fermés de A qui

sont limites de f suivant 0 dans (̂ A ) muni de la topologie surfel-

lienne .

DEMONSTRATION DE (i). Supposons que sup || a C x ) ]| > lim sup | |aCt) | ]
X€ r ^ L , U

pour tout a S A . Soit K une partie quas i - compac te de A telle que

K/^F = <jf> et montrons l ' ex i s tence de V €. 0 tel que

f ( V ) C { F ' € ^ ( ^ ) | F ' U K = ^ } .

Supposons au contraire que, pour tout V e. Q , il ex is te t., £ V tel que

f ( t ) ^ K / ^ . Chois issons x Ê f C t I O K et soit x é K une valeur d ' a -

dhérence de la famille îx. , î . , ,^ suivant 0 . Puisque x ^ F , 11 ex is te
V V é. U 0 '

a £ A tel que | | a ( x ) | | = 1 et sup | [ a C x ) | | = 0 , d ' o ù

lim sup g ||att)|| = 0 . Il existe alors V i € 0 tel que || a C t ) |j < 1 / 2 si

t € V i . D 'au t re part, il ex is te V 2 e 0 , contenu dans Vi , tel que x..

appart ienne au voisinage { x £ A [ ] [ a C x ) [ | > 1 / 2 } de x . Ceci est absurde

puisqu 'on a ||a(t^ ) ( > | | a î x^ ) H .

Supposons maintenant que F est limite de f suivant 0 dans

^CA) muni de la topologie surfell ienne. Soient a e A et X € IR tels que

À > sup - ( |a (x ) | | . Appelons K l 'ensemble quas i -compact

{x é À | | | a C x ) ( | ï \} .

On à F Q K = ^ et donc il existe V <L 0 tel que
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f C V Î C ( F ' e ^ C Â ) | F ' H K = / } .

Or, si f C t ) n K = / , on a [ [a (x ) | | < X pour tout x e, f ( 1 5 et donc

||a(t)|| < À . Il en résulte que sup^^ [| a ( t ) [[ < \ , d ' o ù

lim sup I j a t t î l < À •

Ceci entraîne que lim sup, -. |a(t)|| < sup p | [ a ( x ) [ | .

DEMONSTRATION DE (ii). Montrons que F est limite de f suivant G

dans O ^ C A Î muni de la topologie surfellienne. Soit K une partie quasi-

compacte de A telle que K Q F = ^ . Supposons que pour tout V € 0 il

existe . t é V tel que f ( t ) / ^K ^ ^ . Prenons x € f ( t î F ï K et soit

x £ K une valeur d 'adhérence de C x . , ) . — / . . Il existe alors a e A tel queo v VfcU
| |a(x ) || a 1 et lim sup. c, ||a(t)|| s D , car x dp . Dn termine comme dans
" 0 ' L , U 0
la démonstrat ion de (i) pour obtenir une contradiction.

Supposons l 'ex is tence d 'une limite F' de f suivant G dans ^( A )

muni de la topologie surfellienne, telle que F' "p F . Soient X ' Ê F - F'

et a) un voisinage de x ' tel que c o D F ' 3 y . Pour tout a £ A , porté

par aï , on a

D » sup^p, ||a(x)|| > lim sup^ Q ||a(t)|| .

ce qui est absurde puisque x ' €. F .

1 . 1 . 4 . CDRDLLAIRE. Dn conserve les notations de la proposition

1 . 1 . 2 . Un fermé F de A est limite de f suivant 0 dans «^(Â) muni

de la topologie fellienne si et seulement si on a

s u p , , ||a(x)|| = lim || a ( t ) ||
X€F """'II — — — t . (

pour tout a € A

Cela résulte des propositions 1 . 1 . 2 . e t 1 . 1 . 3 .

1 . 1 . 5 . CDRDLLAIRE. Soient A une C^-algèbre et T un ensemble de
représentations de A , muni d ' u n e topologie. Appelons f la fonction de
T dans ^ ( Â ) telle que f ( t ) = A ( t ) ^ pour tout t e T . Les conditions
suivantes sont équivalentes :

( i ) f est s . c . i . ( r e s p . s . c . s . , resp. continue) de T dans y ( A ) j
( 1 i ) pour tout a c A , la fonction t '—> [| a ( t ) [| est s . c . i . ( r e s p . s .

c . s . , resp. c o n t i n u e ) .
Démontrons le corollaire dans le cas de la semi-continuité inférieu-

re. Soit t € T . D'après la proposition 1 . 1 . 2 , f ( t ) est une limite,
lorsque t tend vers t , de f dans 9 ? ( A ) muni de la topologie sous-o
fellienne si et seulement si on a

^xcfd ) ll3^!! < llm ̂ t̂ t ll^^ll0 0
pour tout a c A , c'est-à-dire si et seulement si on a
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| ] a C t ^ î | [ <$ llm inf^ [| a ( t ) ||
o

pour tout a € A

1 . 1 . 6 . Soient A une C -algèbre et a e. A . On note S p ' a le spec-

tre de a dans la C -algèbre déduite de A par adjonct ion d 'une unité.

COROLLAIRE. Soient A une C^-algèbre, T un ensemble de représenta-

tions de A et 0 un filtre sur T . Soient F un fermé de À et a

un élément hermitlen de A tels que, pour toute fonction continue œ de

K dans R nulle en 0 . on ait lim | |Cp(a)( t ) [ | = sup [ | C p C a ) C x ) | [ .

Appelons 1 l'idéal bilatère fermé de A tel que (A/ I ) " = F , et s la

surject ion canonique de A sur A/I . Alors on a llm S p ' a ( t ) = S p ' s ( a )

dans «^(R) muni de la topologle fellienne.

Soit C la C -algèbre commutat ive engendrée par a . Pour tout

c f c C on ^"^o ll^^ll = | |s(c)|| = ^P^esrc)^0^!! • II ^sulte alors de
1 . 1 . 4 que llm ^ C C I ) " = s(0" dans î fCC) muni de la topologie felllen-

ne. D 'aut re part S p ' a = Ê U { 0 } est un fermé de R , et donc la topologle

fellienne de ^(6U{0}) est induite par la topologie fellienne de ^CR) .

Il en résulte facilement qu 'on a lim. -, C ( t ) ^ U { 0 } = s ( C ) " U { 0 } dans ^CR)
t , U

muni de la topologle fellienne, c 'es t -à-d i re que lim, „ S p ' a ( t ) = S p ' s ( a ) .
t , Q

1 . 1 . 7 . LEriME. Soient T un espace localement quasi -compact et 0

un filtre sur T . Notons g l 'application de T dans ^f(T) telle que

g ( t ) » {T} pour tout t € T .

( 1 ) L 'ensemble fermé F des limites de 0 est le plus grand élé-

ment de l 'ensemble des limites de g suivant 0 dans ^(T) muni de la

topologie sousfel l ienne.

(il) L 'ensemble fermé Fi des valeurs d 'adhérence de 0 est le

plus petit élément de l 'ensemble des limites de g suivant 0 dans (̂ T)

muni de la topologle surfellienne.

La démonstrat ion ne présente pas de difficulté. Nous nous contente-

rons de prouver (ii). Prenons une partie quasi -compacte K de T telle

que K^F I = / . Pour tout t e K il existe un voisinage ouvert œ de t

et un élément V de ô tels que œ. F}V « ^ . Grâce à la quasi-compaci-

té de K , on peut trouver un ouvert œ contenant K et un élément V €. Q

tels que œ ^ V » <f . Alors, si t € V , on a g(t)^( i) s / , d ' o ù

g ( V Î C {Fe ^(T) | F U K = /} .

Soit maintenant F une limite de g suivant 0 dans ^(T) muni de

la topologie surfellienne et montrons que F i C F . Soient t £ T - F , et

K un voisinage quasi-compact de t tel que K Ï Ï F » ^ . Il existe V € Q

tel que g ( V ) C { F ' e ^ ( T ) | FTlK = ^} . d ' o ù V ^ K = ^ . Ainsi t n 'es t

pas valeur d 'adhérence de 0 .

2
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1 . 1 . 8 . Soit A une C -algèbre. Remarquons que pour tout t € Â , le
fermé A [ t ) " est l'adhérence de t dans A . On déduit alors immédiate-
ment des résultats précédents les corollaires connus suivants (Fi 8J, $ 1 1 . 9 ) .

COROLLAIRE a ) . Soient A une C^-algèbre et Q un filtre sur X .
C i) Une partie F de A est contenue dans l 'ensemble des limites de

Q si et seulement si on a sup H^^H < lim inf | [a(t) | | pour tout

a £ A . L 'ensemb le des limites de Q est l 'ensemble de s x £ A tels que,

pour tout voisinage a) _d_e x , il ex is te a e. A porté par ^ pour lequel

lim inf^ . | | a C t ) [ | ^ 0 .

Cil) Un fermé F de A contient l 'ensemble des valeurs d 'adhérence

de 0 si et seulement si on a sup ||a(t)|| > lim sup | | aC t ) [ | pour

tout a e A . L 'ensemble des valeurs d 'adhé rence de 0 est l 'ensemble des

x £ ^ tels que, pour tout voisinage oj de x , il existe a é A porté par

ùû pour lequel lim sup || a ( t î || / 0 .pour lequel lim sup [| a ( t î || / 0 .

COROLLAIRE b ) . Soient A une C^-algèbre et Q un filtre sur X
Les conditions suivantes sont équivalentes ;

(i) 0 converge vers chacune de ses valeurs d 'adhérence ;

Cil) pour tout a c A , la fonct ion t ^-^ || a ( t ) [| a une limite suivant
Q ,

Ci il) ti—^ A C t ) " a une limite F suivant 0 dans g^CÂ) muni de la
topologie f e 1 1 1 e n n e.

Supposons (iil) vérif iée. Alors F est l 'ensemble des limites de 0

st on a l±m^^ ll^^ll = ^PfeF ll'3^5!! PO^ ^ut a ^ A .

1 .2 . Trace et topologie sur le spectre d 'une C^-algèbre.

A partir de maintenant nous entendrons, comme d 'habi tude, par repré-

sentat ion d ' u n e C -algèbre une représentat ion dans un espace hilbertien.

1 . 2 . 1 . OEFINITIONS. Soient A une C^-algèbre, T un ensemble de re-

présentat ions de A et Q un filtre sur T . Soit (p une fonction défl-

nie sur un élément de 0 à valeurs dans ]0 ,+oo[ , Nous dirons qu 'un

élément a de A est <ç>-encadré suivant 0 s'il existe V é 0 tel que

sup Cp( t ) . rg a ( t ) < +00 . Nous dirons simplement que a est encadré sul-

vant Q si a est cp-encadré suivant 0 avec (p = 1 .

L 'ensemble des éléments de A qui sont (p-encadrés suivant Q est

un idéal bilatère facial de A que nous noterons E^ (ou E ^ t A . Q ) en cas

d 'ambiguï té) . L 'ensemble des a & A tels que lim. . C P ( t ) . r g a ( t ) = 0 est
t » Q

aussi un idéal bilatère facial de A qui sera noté Z^ Cou Z ^ C A . Q Î ) •

Remarquons que nous avons Z ^ C E ^ et E9 = (E^ ) 2
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Nous dirons que A est (p-encadrée suivant 0 s_i_ E^ est dense dans A .

Nous dirons simplement que A est encadrée suivant 0 sj_ A est (^-enca-
drée suivant 0 avec çn= 1 .

1 . 2 . 2 . DEFINITIONS. Soient A une C^-algèbre et T un ensemble de
représentations de A . Nous dirons q u ' u n élément a de A est encadré
sur T si s u p . _ rg a C t ) < + oo . Nous dirons que A est encadrée sur T
si l ' i d é a l bilatère facial des éléments de A qui sont encadrés sur T
est dense dans A .

Nous dirons qu 'une C "^-algèbre A est uniformément liminaire si elle

est encadrée sur A .
Cette dernière notion a été introduite par J . M . G . F e l l dans une ré-

daction non publiée (voir aussi [32] , $ 2 . 1 Î . Remarquons q u ' u n e C^"-algèbre
uniformément liminaire est liminaire. Toute C^-algèbre à trace continue
est uniformément liminaire C I I I . 3 . 1 ) . D ' a u t r e part, d ' a p r è s ( [l ô ] , lemme
3 , 4 ) la C -algèbre d ' u n groupe de Lie réel connexe semi-simple linéaireeat
uniformément liminaire.

1 . 2 . 3 . DEFINITION. Soient A une 0'^'-algèbre et F une trace sur
A . Nous appellerons support de r et nous noterons Supp F ( o u Supp F ]
l'ensemble fermé des x €. A tels q u e , pour tout voisinage œ d e x , il exis-
te a é A porté par œ pour lequel on ait F C a ) > 0 .

et œ = A - Supp F . Pour tout a e. A porté par a) on a F ( a ] = 0 .
Pour tout x é . 0 ) , il existe un voisinage ouvert V de x , contenu+ x

dans a) , tel q u e , pour a e A porté par V , on ait F C a ) = 0 . Appelons
1 ( r e s p . 1 ) l ' i d é a l bilatère fermé de A tel que î = œ C r e s p . î = V ) .
Alors L. 1 est un idéal bilatère autoadjoint dense dans 1 e t , pourX e Q) X
a € A QC^ I ) , o n a r ( a ) = 0 . Comme T est s . c . i . , on a donc r ( a ) = 0
pour tout a g i

1 . 2 . 5 . PROPOSITION. Soient A une C^-algèbre, T un ensemble de re-
présentations de A et^ 0 un filtre sur T * Soient (0 une fonction définie
sur un élément de 9 à valeurs dans ] o , + oo[, et D une sous-algèbre invo-
lutive de E^ telle que :

( i ) D est dense dans A î

( l i ) pour tout a & D , la fonction t » — ^ C p ( t ) . T r a ( t ) a une limi-
te suivant 0 .

Il existe une et une seule trace s . c . i . T sur A telle que l ' i -
déal de définition de F contienne D et telle que :
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lim^Q (p(t) .Tr a ( t ) = F (a )

P0^ tout a € D . De plus. EV est contenu dans l'idéal de définition de

F et, pour tout a € E^. on a llm^ ^ (pCt ) .T r a ( t ) = F (a ) .

L'unicité d 'une telle trace résulte évidemment de ( [l 6] , lemme 6 . 5 . 3
et proposition 6 . 4 . 5 Î .

Soit 0' un ultrafiltre sur T , plus fin que Q . Pour tout a e E^. la

fonct ion t h—^Cp( t ) .T r a ( t ) est bornée en valeur absolue sur un élément
de 0 , posons A ' ( a ) = lim^, (p(t ) . Tr a ( t ) . Appe lons s la fonction défi-

nie sur E^x E^ par s ( a . b ) = A ' î a b ^ ) . C ' e s t évidemment une forme sesqui-

linéaire hermitienne posit ive. Pour tous b.c € E^ et tout a £ A on a

s ( a b . c ) = lim^Q,Cp(t) .Tr a (t ) b ( t ) c (t )^

= umt.e' (p(t) -Tr b î t i c t t ^am » s îb .a^c) .

De même, pour tous a. b é E^ . on a s ( a , b ) = s(b*,a") , pour tout a € A
et tout b c. ^ on a s ( a b . a b ) Olafstb.b) . Ainsi s satisfait aux axiomes

(i). (il), (ili). (lv) de ( [16] , déf. 6 . 2 . 1 ) (avec 1t = E ̂  ) . En utilisant

ces axiomes et l 'égalité E < ^ = (E^)2 on prouve, comme dans ( [l 6] . 6 . 4 . 2 ) .

l 'ex is tence d 'une trace F' sur A* . s.c.i. et densément définie, telle

que r ' ( aa^ ) = s ( a , a ) pour tout a e E<P. De plus une telle trace est uni-

que. Montrons maintenant que F * ne dépend pas de 0 ' . Soient 9" un au-
tre ultrafiltre plus fin que 0 , et F- la t race s.c.i. sur A* , densé-

ment définie, construi te (comme précédemment) à partir de Q H . Les idéaux

de définition de F * et F" contiennent E^. et on a ' r ' | D = F ^ D . Il ré-

sulte alors de ( [16] , lemme 6 . 5 . 3 et prop. 6 . 4 . 5 ) que F ' = F" . Ainsi

pour tout a <L E^ on a lim^ (p( t ) . Tr a ( t ) = F ' ( a ) . Ceci achève la démons-
tration de la proposition.

1 .2 .6 . Pour tout e > 0 . nous noterons g^ la fonct ion continue de
P dans [0. + «[définie comme suit :

gç ( t ) = 0 si t < Ê, g^ ( t ) = t si t > 2e s g linéaire sur [e . 2e] .

Conservons les notations de 1 . 2 . 1 et. pour tout a C ' K C A ) * . supposons

que t *—> (p(t).Tr a ( t ) ait une limite finie. Pour tout e > 0 et tout

t 6 T . on a e^.rg g g ( a ) ( t ) < Tr a ( t ) . Il en résulte que g (a) £ E^ pour

tout a e J ^ A ) * et tout e > 0 . Comme on a ̂  (a) - a|| ^ e6. on en déduit

que E^ est dense dans A (voir aussi ( [32]. lemme 2 . 2 ) ) . On a donc

K(A) C E4' et on peut alors appliquer la proposition 1 . 2 . 5 avec D » J - C ( A ) .

1 . 2 . 7 . Pour que la proposition 1 . 2 . 5 soit valable, il est essentiel

que D soit contenu dans E^ . comme le prouve l 'exemple suivant. Prenons

A - ^ ° ( ] 0 .1 ] ) . Appelons âo l 'élément x i—> x de A . et D l 'algèbre

involutive engendrée par a, , alors D est dense dans A . Soient H un
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espace hilbertien de dimension .K,et ( e . ) . . une base orthonormale de H .1 lerl n -i
A tout entier n > 0 assoc ions la représentat ion a »—^ V a(——-) Pe

—— Q +1 Qq = o • •
de A et notons-la t . Soient T = {t | n e IN} et 0 le filtre desn n '
complémentaires des parties finies de T . Enfin, soit CD la fonct ion

n 1 -1t •—> ( V ——) . On a llm, ^CP(t ) .rg a o ( t ) = + < » , donc D n ' es tn £—f q+i t »Q n nq2' o n
pas contenu dans E^ . D 'aut re part, les éléments de 5C(A) sont encadrés

suivant 0 î il en résulte que J C C A Ï C Z^ C E^ et donc que

lim^ (pCt ) .Tr a( t ) s 0 pour tout a £ K(A) . La seule trace s.c. i . F
n

sur A'*' telle que lim, /sCPCt ) .Tr a ( t ) = F ( a ) pour tout a e. E(p estt » 0 ' n nn
donc la trace nulle. On a lim n^^ ^ - T r â o î t ) s 1 ^ 0 ss r î a o ) •

n

1 . 2 . 8 . PROPOSITION. On conserve les notat ions de la proposit ion I«2.5.

Soit F le support de r . Alors, pour tout a e A on a

sup^||a(x)||< lim inf^j|a(t)]l .

O 'ap rès la proposition 1 . 1 . 2 ( 1 ) , 11 suffit de montrer que F est

une limite suivant 0 de t î—=^ A î t ) ^ dans ^(Â) muni de la topologie

sousfel l ienne. Soit (jj un ouvert de À tel que a) F» F ^ / . Prenons

a £ E*' , porté par a) , tel que F C a ) ^ 0 . Comme r (a ) = lim (p(t ) .Tr a C t )
î- , 0

il existe V 6 Q tel que Tr a C t ) ^ 0 sur V . On a évidemment a ( t ) ^ 0

si t £ V . et donc A C t ) " n 0) ^ ^ .

1 . 2 . 9 . LEMME. Soient H un espace hilbertien, n ê OM o^ a 6 ^(H)

tels que rg a ^ n . Soient a > 0 erfc b un opérateur hermitien tels que

||a - b||< a • Alors Sp 'b n Ja* +°°[ possède au plus n points, multiplici-

tés comprises.

Supposons que b ne vérifie pas la condition énoncée. Alors on peut

construire n+1 vecteurs unitaires x , . . . ,x , appartenant à H deux à

deux orthogonaux ainsi que les vecteurs b x , . , . , b x , tels que j b x ( | > a

pour i = 1 , . . . n + 1 . Hontrons que les vecteurs ax , . . . ,ax , sont indépen-

dants. Sinon il existe des nombres complexes p.,...,p . tels que
n+1 2 n+1
S 11^ | s 1 et ^ ^i0^ = ° • on a alors d 'une part

n+1 n+1
(b - a ) ( Yi n^) = ^ p^bx^ ,

d ( o ù nll nll
|(b - a ) ( E M^^2- E K îll2 > a 2 -

n+1
et d 'aut re part ||Cb - aï ( ̂  P ^ X ^ ^ B < a * ce qui est absurde. On en déduit

rg a > n+1 , ce qui est contraire à l 'hypothèse.
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1 . 2 . 1 0 . LEMME. Soient A une C^-algèbre, T un ensemble de repré-

senta t ions de A et 0 un filtre sur T . Soit (p une fonct ion définie

sur un é lément de 0 à valeurs dans ] o , + o o [ . Pour tout b £ [ E^) ( resp.

(Ï^^ ) et tout e > 0 , on a g C b ) € E^ C r e s p . Z^ ) .

Démont rons le lemme en supposan t b e. (E"^') . Soit e > 0 , et prenons

a e. E^ tel que || a - b [| < e* . D ' a p r è s le lemme 1 . 2 . 9 , il ex is te V e Q tel

que, pour tout t € V , l ' ensemb le C S p ' b ( t ) ) F } ] e , + 0 0 [ possède au plus

rg a ( t ) points, multiplicités compr ises. Il en résul te que g ( b ï est

^ -encad ré suivant 0 .

1 . 2 . 1 1 . On démontre de même le résultat suivant. Soient A une

C -a lgèbre et T un ensemble de représentat ions de A . Soit ae . A ,

adhérent à l ' idéal des é léments de A qui sont encadrés sur T . A lors ,

pour tout e > 0 , l 'é lément g Ç a ] est encadré sur T .

1 . 2 . 1 2 . PROPOSITION. On conserve les hypo thèses et les notat ions de

la proposit ion 1 . 2 . 5 . Soit a e A . On a F C a ) = 0 si et seulement si

a^T^ .

Soit a £ C Z ^ ) * . On a F ( a ) = lim (p(t) .Tr a ( t ) = 0 . Comme F

est s.c. i . , on en déduit que T est nulle sur C Z<p )

Soit maintenant a £ A tel que F C a ) = 0 . Supposons que a ^ Zv .

Il exis te £ > 0 tel que la boule fermée de centre a et de rayon e ne

rencontre pas Z^ . On en déduit que g (a ) i Z^ , d ' o ù

lim sup^ Q (p( t ) . rg g ^ [ a ) ( t ) > 0 .

D ' a p r è s le lemme 1 . 2 . 1 0 , l 'é lément g . (a ) appartient à E^ ( rappelons

que, par hypo thèse , on a E^ = A 3 ; d 'au t re part, pour tout t 6. T , on a

Tr g . ( a ) ( t ) ^ e.rg g ( a ) C t ) . De tout ceci résulte que

r (g^^ (a ) ) = lim^ Q ( j p C t ) . T r g ^ (a ) ( t ) > e.lim sup^ Q ^ C t J . r g g C a ) ( t ) > 0

d ' o ù r ( a ) > r C g , - ( a ) ) > 0 , ce qui est absurde. Donc a appartient à

7^ .

1 . 2 . 1 3 . PRDPOSITION. On conserve toujours les hypothèses et les no-

tat ions de la proposit ion 1 . 2 . 5 . Soit F le support de F . Les conditions

suivantes sont équivalentes :

(i) pour tout a e. A tel que lim Q p ( t ) . r g a ( t ) = 0 , on a
l±mt,Q Ik l̂l = ° >

(ii) F est la limite suivant 9 de t »—-> A ( t ) " dans 3^CÂ) muni de

la topologie fell iennej

(iii) pour tout a G A , on a lim ,. | |a(t)[| = sup - ||a(x)|| j

( iv) pour tout a e A et tout filtre 0' plus fin que 9 tels que
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lim ç), Cp( t ) . rg a ( t ) = 0 , on a lim |[ a ( t ) || = 0

D 'ap rès le corollaire 1 . 1 . 4 , on a Cii) ^^ (iii) . D 'au t re part on

a évidemment ( iv) w^ (i) .

( 1 ) ===̂  ( 1 1 3 : Supposons que A possède la propriété énoncée dans

( i ) . D 'ap rès la proposition' 1 . 2 . 8 , F est une limite suivant 0 de

t '—> A ( t ) ^ dans S^CA) muni de la topologie sousfe l l ienne. Montrons que
. A

F est aussi une limite de t '—^ A î t ) dans 3?T A ) muni de la topologie

surfell ienne. Soit K une partie quas i -compac te de A telle que

K n F = ^ et prouvons l ' ex i s tence de V € 0 tel que A ( t ) " n K = ^ sur V .

Sinon, pour tout V é O il ex is te t € V tel que A Î D ^ ^ K ^ ^ s prenons

x . . é A C t . J ^ F l K et soit x e. K une valeur d ' adhé rence de la familleV V o
(x . . ) . . Q suivant 0 . Montrons que, pour tout Q€ A vérifiant a [ x ) ^ D ,

on a lim sup, „ | |a ( t ) | [ ^ 0 . Supposons par exemple que |j a ( x ) || = 1 . L ' en -

semble (A) = {x e A [ ] | a ( x ) | [ > 1 / 2 } est un vois inage ouvert de x ; donc

pour tout V € 0 il exis te W Ê 0 contenu dans V tel que x „ e a) . Dn a

alors ||a[t )|| > | [ a ( x )|| > 1 / 2 , d ' o ù lim sup [ |a( t ) | [ > 1 / 2 . Comme
W w t, U

x ^ F , il existe un voisinage œ de x tel que, pour tout a € E^ por-

té par œ , on ait lim, , . cp ( t ) .T r a î t ) = 0 . Cho is issons a é . C E 4 ' ) ' * ' porté
0 "C , U

par (A) tel que || a ( x 3 || = 1 . Appe lons f la fonct ion continue posit ive

sur R qui vaut 0 si x < 1 / 2 et 2 x - 1 si x > 1 / 2 . On a

f ( a ) ( x ) / 0 , d ' o ù lim sup Q | [ f ( a ) ( t ) | | > 0 . Il en résul te, par hypothè-

se, que lim sup „ Û>( t ) . rg f ( a ) ( t î / 0 . Soit maintenant g une fonct ion
b , U

continue positive sur R qui vaut 1 si x ^ 1 / 2 et 0 si x < 1 / 4 .

On a Tr g ( a 5 ( t ) > rg f ( a ) ( t ) pour tout t f c T , d ' o ù

lim^ - < 3 p C t ) . T r g ( a ) C t ) ^ lim sup^ ^ (p( t ) . rg f ( a ) ( t ) > 0 .

Ceci est absurde puisque g ( a ) appartient à E^ et est porté par œ

Ainsi il existe V e 0 tel que A C t ) ^ K = ^ sur V .

Clil) ÎKa^ (iv) ; Supposons que A possède la propriété énoncée dans

(lil). Soit ô' un filtre plus fin que 0 et supposons qu'il ex is te

a c A tel que lim | |a<t3| | ^ 0 et lim (p( t ) . rg a ( t î » 0 . On peut

évidemment choisir a hermitlen, de sor te que AaA est un idéal bilatère

autoadjoint de A . Pour tout b e AaA on a lim -, C ( ? C t ) . r g b ( t ) = 0 ,

d 'où lim „, C p ( t ) . T r b ( t ) = 0 grâce à l ' inégalité

Tr b ( t ) < | |bCt ) | | .rg b ( t ) .

Appelons I l 'adhérence de AaA dans A • II résulte de la proposition

1 . 2 . 5 (appliquée à la C^-algèbre I , à sa sous-a lgèbre involutive AaA et

au filtre 0' ) que lim ^ , C p ( t ) . T r b ( t ) = 0 pour tout b £ E'*'0 I . Remar-

quons que I r\ F n 'es t pas vide puisqu 'on a

sup^p [|a(x)| | » lit"^e- ll̂ "!! '' ° •
A A

Ainsi tout point de If\F possède un voisinage, à savoir I , tel que
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(0 A

pour tout b C E - porté par 1 on ait

r(b) = lim^ Q q p ( t ) . T r b ( t ) » lim C(?(t) .Tr b ( t î = 0 .

Ceci est absurde puisque F est le support de F .

1 . 2 . 1 4 . DEFINITION. Soient A une C^-algèbre, T un ensemble de re-

présentat ions de A e_b_ 0 un filtre sur T . Soit Cp une fonct ion défi-

nie sur un élément de 0 à valeurs dans ]û,+oo[ . Nous dirons que A est

bien Çp-encadrée suivant 0 si :

( 1 ) A est (p-encadrée suivant 0 s

( i i ) pour tout a ç, A et tout filtre 9' plus fin que 0 tels que

llm^Q, <p(t).rg a ( t ) - 0 on a lim^ | |aCt ) | | = 0 .

1 . 2 . 1 5 a ) . Conservons les notations de 1 . 2 . 1 4 . Remarquons que A est

bien (p-encadrée suivant 9 si et seulement si A est bien to-encadrée

suivant tout filtre plus fin que 0 .

b) . Considérons le cas particulier important où Cp est cons-

tante de valeur 1 . Soient 0' plus fin que 9 et a é, A tels que

lim Q, rg a ( t ) » 0 . Il existe V e O ' sur lequel rg a ( t ) = 0 ; on a donc

lim^ g, ||a(t)|| s 0 . Cela signifie que si A vérifie la condition (i) de

la définition 1 . 2 . 1 4 (c 'es t -à -d i re si A est encadrée suivant 0 ), alors

A satisfait aussi à la condition (ii).

1 . 2 . 1 6 . Soient A une C -algèbre, T un ensemble de représentations

de A et 0 un filtre sur T . Supposons que A est liminaire séparable

et que 0 a une base dénombrable. Alors on peut montrer qu'il existe une

fonction Op définie sur un élément de G , à valeurs dans J 0 , + w [ , telle

que A soit ûp-encadrée suivant 0 . Mais nous donnerons un exemple

(VIII.1) où T = A et 9 converge vers chacune de ses valeurs d 'adhérence
A

dans A , et pour lequel 11 n 'ex is te pas de fonction Cp définie sur un

élément de © , à valeurs dans Jo,+0 0 [ , telle que A soit bien ûp-enca-

drée suivant 0 ( A étant liminaire séparable et 0 à base dénombrable).

Par contre F. Perdrizet a montré le résultat suivant ( [32] , p rop .2 .11 ) .
•x- /s

Soient A une C -algèbre liminaire et 0 un filtre sur A qui n 'a qu'une

seule valeur d 'adhérence to » vers laquelle il converge. Alors il existe

une fonction <? définie sur un élément de 0 , à valeurs dans ]o ,+oo[ .

telle que lim Q (p(t).Tr a ( t ) = Tr a ( t < » ) pour tout a € J<,(AÎ . On déduit

de 1 . 2 . 6 que A est <p-encadrée suivant 0 . Il résulte maintenant de la

proposition 1 . 2 . 1 3 que A est bien (p-encadrée suivant Q .

1 . 2 . 1 7 . On déduit de 1 . 2 . 1 5 b) et de la proposition 1 . 2 . 1 3 la propo-

sition suivante qui généralise ( fl 8J, th. 2 .3 ) .
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PROPOSITION. Soient A une C^-algèbre, T un ensemble de représenta-

tions de A et 0 un filtre sur T . On suppose l'existence d ' u n e sous-
-algèbre involutive D de A telle que :

C i ) D est dense dans A et tout élément de D est encadré suivant
0 , ~

( i l ) pour tout a&D , la fonction t ^-^ Tr a ( t ) a une limite suivant
0 . " " "
II existe une et une seule trace s . c . l . F sur A* telle que l ' i d é a l de
définition de T contienne D et telle que lim - Tr a ( t ) = F C a ) pour
tout a e. D • Soit F son support; pour tout a €. A , on a

lim^Q [ | a ( t ) | [ = sup^p | | a ( x ) | l .

1 . 2 . 1 8 . Soit A une C -algèbre. Interprétons certains des résultats
qui précèdent lorsque T » À . D'après le corollaire 1 . 1 . 8 , la proposition
1 . 2 . 8 indique que les points du support de F sont des points limites de
0 ( e n conservant les notations de cette proposition). On peut facilement
construire des exemples où Supp T est strictement contenu dans 1'ensemble
des limites de 0 . La proposition 1 . 2 . 1 7 se reformule comme suit. Soient
A une C -algèbre et 0 un filtre sur A . On suppose l'existence d ' u n e
sous-algèbre involutive D de A telle que ;

D est dense dans A et tout élément de D est encadré suivant 0 i
pour tout a €, D , la fonction t «—> Tr a ( t ) a une limite suivant 0 5

Alors 0 converge vers chacune de ses valeurs d'adhérence et l'ensemble
des limites de 9 est le support de la trace r définie dans la proposi-
tion 1 . 2 . 1 7 .

1 . 2 . 1 9 . Avec les hypothèses de la proposition 1 . 2 . 1 7 on peut préciser
la forme de la trace T • Pour simplifier la rédaction, nous supposerons à
partir de maintenant que T = A . Les raisonnements qui suivent et qui
aboutissent à la démonstration de la proposition 1 . 2 . 2 6 sont Inspirés
d ' u n e rédaction non plubliée de J . M . G . Fell où un théorème voisin de la pro-
position 1 . 2 . 2 6 est démontré.

1 . 2 . 2 0 . Soient A une C^-algèbre et B une sous-C^-algèbre faciale
de A • Soient t une représentation irréductible de A et K le sous-
-espace essentiel de t | B . Alors t J B est une représentation irréductible
de B dans K lorsque K ^ 0 ( [ 3 0 ] , t h . 1 . 3 ) ^ notons-la t- et posons
î » { t e î | B d. ker t} . D'après ( [ 3 0 ] . t h . 1 . 6 ) , l'application t<—> t
est un homéomorphisme de A- sur B . Nous identifierons B au sous-es-

A A B

pace ouvert A- de A et nous conservons dans la suite les notations quiu
viennent d'être Introduites.
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1 . 2 . 2 1 . LEMME. Soient A une C"^- algèbre, 0 un filtre sur À et F

l'ensemble des limites de 0 • Soit a e A tel q u ' i l existe V e. 0 pour le-
quel sup „ rg a ( t ) = n < +00 .

C i ) Soit se F tel que a ( s ) / 0 . Alors il existe une sous-C^-algè-
bre faciale B de A contenant a et W c0 tels que :

a ) ^CÂg e^ s^te^ dim tB < 2n '•
b ) le filtre 0 n ' a q u ' u n nombre fini de limites dans Ap dont s .

î i i ) On a sup rg a ( t ) < 2n ',

( i i i ) L 'ensemble { t £ F [ a ( t ) ^ 0} est fini.
/\Démontrons ( 1 ) . Pour tout te A notons H C t ) l'espace de la repré-

sentation t . Puisque s est limite de 0 et que a ( s ) n ' e s t pas n u l ,
nous pouvons supposer a ( t ] ^ 0 sur V , en restreignant au besoin V .
Choisissons, pour tout t 6, V , un projecteur P C t ) £ .S&C H ( t ) ) de rang ,$ 2n
tel que P ( t ) a C t ) P C t ) = a ( t ) . Appelons B la C^-algèbre des b e A tels
que P ( t ) b ( t ) P ( t ) = b ( t ) sur V ; c ' e s t une sous-C^-algèbre faciale de A .
Elle contient a e t , d ' a p r è s les rappels 1 . 2 . 2 0 , à chaque point t & V est
associée une représentation irréductible t- de B , de dimension < 2n ;u ^
de même, à s correspond la représentation ' s _ de B . On a ainsi s € A-

A A u A . D

et VCA- . Grâce à l'identification de A_ avec B , on déduit de C M ô l ,D B L -
lemme 2 . 4 ) que 0 ne peut avoir q u ' u n nombre fini de limites dans À- .

D
En particulier, Q converge vers s e t , toujours d ' a p r è s C [ l 8 ] , lemme 2 . 4 ) ,
on a dim s- <: 2n • Alors, comme a € B , on a rg a ( s ) ,$ dim s- <$ 2n .D D

On déduit immédiatement l'assertion C i i ) de ce qui précède.
Oémontrons ( i i i ) . Supposons q u ' i l existe s c F tel que a ( s ) ^ 0 .

Alors, en reprenant les notations de ( i ) , l ' e n s e m b l e F f } A - des limites
A D

de 0 appartenant à A- est fini. L'ensemble { t é F [ a ( t ) ^ 0} , qui est
A B

contenu dans A_ F\ F est donc fini.D

1 . 2 . 2 2 . PROPOSITION. Soient A une C^-algèbre et 0 un filtre sur
A tel que A soit encadrée suivant 0 . A lors, pour toute valeur d ' a d h é -
rence s de Q , la C^-algèbre A ( s ) est élémentaire.

On peut supposer que s est limite de 0 • Sinon, il suffit de pren-
dre un filtre Q' plus fin que 0 qui converge vers s . Soient b e A et
e > 0 . Il existe a e A , encadré suivant 0 , tel que ] [ a - b || ̂  e . O ' a -
près le lemme 1 . 2 . 2 1 , a ( s ) est un opérateur de rang fini; donc b ( s ) est
un opérateur compact.•

1 . 2 . 2 3 . PROPOSITION. Soient A une C^-algèbre et ft une partie de
A A —————————— —————— ——————————————————— —————————————————————————A dense dans A . Alors A • est uniformément liminaire si et seulement si
A est encadré sur Ci .

Prenons a e A avec ^P^-go ̂  a ^ t } = n < +00 . Soit se A - n . Comme
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il existe un filtre sur Î2 qui converge vers s , on déduit du lemme 1 . 2 .
21 que rg a C s ) < 2n . A insi, on a sup ^ rg a ( t ) < 2n . La proposition
1 . 2 . 2 3 en résulte immédiatement.

1 . 2 . 2 4 . PROPOSITION. Soient A une C"^-algèbre et 0 un filtre sur
A tel que 'A soit encadrée suivant 0 . L ' e n s e m b l e F des limites de 0
est discret.

Soit s é F . Il existe a cA , encadré suivant 0 , tel que a C s ) ^ 0.
Reprenons les notations du lemme 1 . 2 . 2 1 C i ) . O ' a p r è s ce lemme, l ' e n s e m b l e
A n F des limites de 0 appartenant à A_ est fini et contient s . On aB u
ainsi montré que tout point de F possède un voisinage dans F ne conte-
nant q u ' u n nombre fini d ' é l é m e n t s . Comme d ' a u t r e part les points de F
sont fermés d ' a p r è s la proposition 1 . 2 . 2 2 , on en déduit que F est discret.

1 . 2 . 2 5 . L E M M E . Soient A une C^-algèbre, 0 un filtre sur A e^_
BI , B^ deux sous-C^-algèbre s faciales de A telles que :

( i ) A- contient un élément V . de 0 C j = 1 , 2 ) ;
^ ————————————————— j

( i i î sup^^ dim tg = k < +~ ( j = 1 . 2 ) .
Il existe une sous-C^-algèbre faciale 83 àe_ A , contenant Bi (J 62 ' qui
possède les propriétés ( i ) et ( i i ) définies précédemment avec j = 3 .

On peut supposer que Vi = M ^ = V . Pour j = 1 . 2 et t € V , soit
P ( t ) le projecteur de H ( t ) (espace de la représentation t ) sur le
sous-espace essentiel de t\Qf • cln a* P^ hypothèse, rg P ( t ) < k . . Pour
tout t e V posons 0 ( t ) = sup ( P I ( t ) . Pz ( t 5 5 . Appelons 63 la C^-algèbre
des a e A tels que Q C t ) a C t ) Ç ( t ) = a ( t ) sur V . Alors 83 satisfait aux
conditions exigées.

1 . 2 . 2 6 . PROPOSITION. Soient A une C"^- algèbre et 0 un filtre sur
A . Notons F l'ensemble des limites de 0 . On suppose l'existence d ' u n e
sous-algèbre involutive 0 de A telle que

( i ) 0 est dense dans A et tout élément de 0 est encadré suivant
0 s

( i i î pour tout a c O , la fonction t i—^T r a ( t ) a une limite suivant
e •
Alors :

a ) pour tout a ^ A , on a llm ) | a ( t ) ] | = sup - | [ a ( x ) | | ;
b ) il existe une fonction m unique de F dans BM^ telle que

lim Tr a ( t ) = / . - m ( t ) . T r a ( t ) pour tout a encadré suivant 0 .

L'assertion a ) a été démontr'ée dans la proposition 1 . 2 . 1 7 .
b ) Notons E ^ A . Q ) l' i d é a l des éléments de A qui sont encadrés
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suivant 0 . Soit Bi une sous-C^-algèbre faciale de A telle q u ' i l exis-
te V i ^ e avec ViC ̂  et ŝ ^ dim tg < +00 . On a B i ^ E ^ A . O ) et
11 résulte de la proposition 1 . 2 . 5 que lim. - Tr a ( t ) existe pour tout

A t ' y Aa éBi . D 'autre part. A- 0 F est l'ensemble des limites de 0 dans A-" i BI
Aet Q n ' a pas d ' a u t r e valeur d'adhérence dans A . Alors, d ' a p r è s C 1.16J ,

lemme 2 . 5 ) , il existe une fonction m- de A- H F dans M^ telle queBI BI
lim ..Tr a C t ) = ~t€F/U ^Q c t ) • T ^ a c t ) pour tout a « B i . Soit Bz une

^ BI x
autre sous-C -algèbre faciale de A telle q u ' i l existe Va €. 0 avec

/s AVzCA et s u p . . , dim t < +00 . Notons m- la fonction de A- H FBz t€V2 Bz Ba BZ.̂dans 1M définie comme précédemment. Montrons que m_ ( s ) = m C s ) siBz BI
seF/^A- ̂  A- . Supposons tout d ' a b o r d que BI^BZ . Soit 1 l ' i d é a l bi-bi Uz
latère fermé de Bi tel que ( B i / I ) ' ^ = A- H F . La C^-algèbre Bi/I estbi
liminaire et son spectre est fini; il existe donc be Bi/I tel que bCt^O
si t é: A Q ̂  F ~ ^ s} et tel aue b ( s ) soit un projecteur de rang 1 . Par
conséquent, il existe a é B I tel que a ( t ) = 0 si te F - { s } et tel que
a ( s ) soit un projecteur de rang 1 . On a lim, _ Tr a ( t ) = m_ ( s ) . D ' a u t r et , 0 b i
part, considérant a comme un élément de Bz , on obtient
lim „ Tr a [ t ) = m ( s ) , d ' o ù m- [ s ) = m- ( s 3 . Si Bz ne contient past , y BZ BI BZ
BI , soit Ba la C -algèbre faciale construite dans le lemme 1 . 2 . 2 5 ; on a^
d'après ce qui précède, m- ( s ) = m- ( s ) = m- ( s ) . Ainsi m- ( s ) ne dépendBI 03 Ba BI
pas de BI et on le note m ( s ) • Remarquons que m est définie sur tout
F car, d'après le lemme 1 . 2 . 2 1 , pour tout té F il existe une sous-C^-al-
gèbre faciale convenable B de A telle que t€ A- . Soit alorso
a e E ^ A . O ) . Si a ( t ) = 0 pour tout t e. F , on a

lim^^||a(t)|| = sup^p ||a ( t )|| = 0 .
d ' o ù lim. - Tr a C t ) = 0 . Sinon, d'après le lemme 1 . 2 . 2 1 , il existe une

^ A
sous-C -algèbre faciale B de A contenant a , et W 60 tels que WCA-

D

et s u p . . . , dim t- < +00 . Il résulte de ce qui précède quet fc W 0

lim^ Q Tr a ( t ) » Z^p^A m [ t ) . T r a ( t ) = Ẑ  p " ^ ^ î - 7 " 1 ' ̂ ^ •
B

L'unicité de m se vérifie immédiatement.

1 . 3 . Filtres sur J C A ) ^
1 . 3 . 1 . Soit A une C^-algèbre. L'ensemble des a 6 A + tels que la

Afonction ti—> Tr a ( t ) soit finie et continue sur A est la partie posi-
tive d ' u n idéal bllatère facial de A ( [l 6] . 4 . 5 . 2 ) . Nous noterons J C A )
l'adhérence de cet idéal dans A . Alors A est une C^-algèbre à trace con-
tinue si et seulement si A s J ( A ) . D'après ( fi 3] , lemme 3 . 4 ) pour tout
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t c J C A ) ^ . la C^-algèbre A ( t ) est élémentaire.

1 . 3 . 2 . DEFINITIONS. Soient H un espace hilbertien et a Ê ^ÇCH)* ..

Soit (a^ , . . . , a , . . . ) la suite décro issante des valeurs propres non nul-

les de a , multiplicités comprises. SI cet te suite est finie et possède p

éléments, posons y, = 0 pour tout r e IM . Par abus de langage, nous

dirons que la suite infinie ( a j l j »^ ainsi obtenue est la suite décrois-

sante, multiplicités comprises, des valeurs propres de a .

Soient un espace T et, pour t e T , un espace hilbertien H( t )

Soit a un champ d 'opéra teurs compacts posit i fs appartenant à | j <S£ÇÎ H C t ) ) •^^.

En chaque point t soit (f ( t ) ) -^ la suite décro issante , multiplicités

comprises, des valeurs propres de a ( t ) . On dira que les fonct ions

t *—»- f ( t ) , avec j € M^ , sont les fonct ions propres de a sur T .j ——— ^ ———

1 . 3 . 3 . LEMME. Soient A une C^-algèbre et a e A * . Les fonct ions

propres de t i—> a ( t ) sur J C A ) ^ sont cont inues.

r 'o tons ( f , ) . ^Me la suite décro issante des fonct ions propres de

t i—»-a( t Ï sur J ( A ) ^ . D 'au t re part, pour tout t f c J C A ) " . appelons H ( t )

l ' espace de la représentat ion t .

Soit to e J C A ) " * et soient a,g deux réels n 'appar tenant pas à

S p ' a ( t o ) tels que D < a < (3 • Mont.rons "que le nombre de valeurs propres de
a ( t ) contenues dans ] c t » 0 [ sst constant au voisinage de to . Supposons

qu 'on ait

f ^ ( t o ) > ... > ^to) > $ > -Pp+i^o) > ... ^ ^^oî > a > ^.^to) > ...

Choisissons deux réels on 6't 0.2 tels que f ( t o ) > 0 + 0i > 6 et

f ^ î t o î < a ~ ai < a • D 'ap rès t [ l3 ] , lemme 3 . 4 ) les points de J C A ) ^

sont séparés (au sens de î [ l l ] ' î 1 Î Î dans A . Il en résulte que, pour

tout b e B , la fonct ion t i—^||b[t î | | est continue sur J ( A ) " C[ l l ] , $ 1 ) .

A lors, d 'après le corollaire 1 . 1 . 6 , la fonct ion t » — > - S p ' a C t ) est continue

de J ( A ) " dans ytR) . Il existe donc un voisinage ouvert a) de to »

contenu dans J ( A ) ^ , tel que S p ' a C t ) / ^ ( [g .8 + 0 i ]U[a ~ a i<a ] ) a ^ sur

0) . Soit g une fonct ion continue réelle définie sur R , valant 1 sur

[a,0] et D si t < a - ai et si t > g + 0i . Alors, si t e œ , l 'opé-

rateur g ( a ) ( t ) est le projecteur de H( t ) sur le sous -espace propre de

a ( t ) correspondant à cel les de ses valeurs propres qui appartiennent à

]a,0[ • Comme le lemme 4 . 1 de [ 1 9 ] reste valable pour une C -algèbre A

quelconque lorsqu'on se restreint à un ouvert contenu dans J ( A ) ^ , on en

déduit que t>—>- rg g ( a ) ( t ) est continue sur û) et donc que rg g ( a ) ( t )

est constant au voisinage de to •

Montrons la continuité de f en to . Nous supposerons j > 1 et

a ( t o ) ^ D . Si j = 1 ou si a ( t o 5 = D , la démonstrat ion qui suit s ' adap -
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te faci lement. Notons n le plus grand entier tel que f ( t o ) > t . C t o î •

Soient ] a , @ [ un voisinage de [f C t o ) , | | a | ] et ] a ' , & ' [ un voisinage de

f . ( t o ) tels que ] a, @ [ (} ]a ' , & ' [ = ^ . O n a

( [O, | [a | | ] - C [ o , B ' [ U ] a , ( 3 [ n H S p ' a ( t o ) = / .

Si t c J C A ) ^ , notons P C t ) le projecteur de H ( t 5 sur le s o u s - e s p a c e

propre de a ( t ) correspondant à celles de ses valeurs propres qui appar-

tiennent à ] a , @ [ . Grâce à la continuité en to de t ^-> S p ' a ( t ) et de

t'—^ rg P ( t ) , on peut trouver un voisinage (A) de to contenu dans J ( A ) ^
tel que

S p ' a ( t ) C [ O , e ' [ U ]a 'e [ si t e œ ,

S p ' a ( t ) FI ] a ' , 3 ' [ ^ (f) si t e a) j

rg P ( t ) = rg P ( t o ) si t e œ .

Il en résul te que f C t ) £ ] a ' , 6 ' [ sur œ . Ceci achève la démonstrat ion.

I'. 3 .4 . LEMME. Soient X un espace localement quasi -compact , T un

ensemble et 0 un filtre sur T . Soit f une fonct ion de T dans 3^ (X) .

Alors n^Q U+.cv f c t ) est la plus petite limite de f suivant 0 dans
f^(X) muni de la topologie surfellienne. En particulier, si f converge

suivant 0 dans ^ f C X ) muni de la topologie fellienne, sa limite est

^€9 Utcv fm • ________

Posons F = ^Vé© ^téV f ( t ) ' soit K un quasi-compact de X tel
que K U F =^ . Il existe V Ê Q tel que U. „ f C t ) n F = / . Ceci ent raî -

ne que F est une limite de f suivant 9 dans ^(X) muni de la topolo-

gie surfellienne. Supposons l 'ex is tence d ' une limite Fi ne contenant pas

F . Soient ti f c F - Fi et œ un voisinage ouvert de ti contenu dans un

quasi -compact K tel que KiïFi = ^ . Pour tout V € Q , o n a

ti € U^^/ •F( t ) , d ' o ù ( U^^ f C t ) ) H (jj ^ <f> , ce qui entraîne
( ^ t€V f ( t ) ) H K ? ^ ^ . Ceci est absurde puisque Fi est une limite de F
suivant 0 dans ^f (X) muni de la topologie surfell ienne.

1 . 3 . 5 . LEMME. Soient A une C^-algèbre et 0 un filtre sur J ( A ) "

qui possède une base formée de parties connexes . Soit a e A tel que

tt—> S p ' a ( t ) converge vers F suivant 0 dans ^f(R) muni de la topolo-

gie fellienne. Notons ^^^ M* la suite décro issante des fonct ions pro-

pres de t l — ^ a ( t ) sur J ( A ) " . Alors, pour tout j e |M^ , la fonct ion f

a une limite a. suivant 0 et, si a = inf. -^ a . , on a
——""———————————— J —"——————— ———————— __________j6.Sv J —————

F = [o,a]U(U^< { a ^ } ) .

Soit p € M . Supposons qu 'on ait démontré l 'ex is tence de

lim f . C t ) pour tout j < p . Posons s = llm sup - f ( t ) et

r = lim inf. ^f ( t ) . Nous allons montrer que r s s • Supposons au contrai-

re r < s et vérifions que [r»sj est contenu dans F . Soient une partie
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connexe V é 9 , et c e lo.5-^. Il ex is te t <L V tel que f (t ) > s - e

et t^ e V tel que f ^^ < r + e . Grâce à la continuité de f ( lemme

1 . 3 . 3 ) et à la connexi té de V , on a [r+e.s-e] C -F C V ) . Comme ceci est

valable pour tout e e 'Jo..3^1^ , on a ]r,s[ C f ( V ) , d ' o ù [r, s ] (_ f~TvT .

Enfin, p u i s q u e c e c i est vrai pour toute partie connexe V e. Q , on obtient

[r,s] C HveO^o^3 ' D 'ap rès le lemme 1 . 3 . 4 , on a C\ f C V ) C F . d ' o ù 11

résulte que [r,s]<CF . Prenons deux points Ui , Uz dans ]r,s[ et n > 0

tel que r < u^ - n < Ua + n < Ui - n < Ui + n <s . O n peut trouver W 6. Q

tel que, pour tout t é. W , l 'opérateur a ( t ) ait une valeur propre dans

Ju2-n ,U2+n[ et une valeur propre dans ]u i -n,Ui+n[ , puisque t ' — > S p ' a ( t )

converge vers F suivant 0 (dans £T(R] muni de la topologie fell ienne)

et que Ui et uz appart iennent à F . D 'au t re part, d ' a p r è s l ' hypo thèse

de récurrence, la fonct ion f converge suivant 0 vers a > s . On

peut donc supposer f _ . ( t ) > Ui + n si t e W . De plus, on a

lim ^'^e'^+l ( t ) ^ r et donc il ex is te t^ Ê W tel que f (t ) < u ^ - n .
Ainsi on a

^I^W3 < "2 - H < U2 + n < Ui - n < ui + n < f ^ C t ^ ) .

Il est donc Impossible de trouver une valeur propre de a ( t ) dans
W

Ju2-n ,U2+n[ et une autre dans Ju^ -n ,U i+n [ . Par conséquent , on a r = s .

Pour tout j Ê IN* , posons a = llm^ Q"^^ • La suite î a . î . ^ est

évidemment décro issante . Posons a = inf ^a^ st montrons que [0,a] est
contenu dans F . On peut évidemment supposer a > 0 . Soient e€ . ]o ,a /2 [

et V une partie connexe appartenant à 0 . Prenons t € V ; il exis te un

indice i tel que f (t ) < e . D 'au t re part, on a lim, . f . ( t ) = a. > a •J- v t , Q 1 1

II existe donc t^ ^ v tel que ^^^u^ > a - e . On en déduit que

[e,a-e] C f ^ ( V ) C U^Sp'a(t) .

Comme ceci est valable pour tout e g j0 ,a /2 [ et pour toute partie connexe

V é 0 . on a [O'aKOveO^tfcV3 1 3 '6^ = F • Ainsl 1^0 .a] U ( U^^Ca } ) est
contenu dans F . Supposons l ' ex is tence de y e. F tel que

y ^ [o,a]U(U^{a^}) .

On a par exemple V é j a ^ ^ * a [ . Soit n tel que

Qj+i < y - n < y + n < a
II existe évidemment V é Q tel que, si t ê V , on ait f C t ) > y + n et

f . ^ ( t ) < y - n , d ' o ù Sp ' a ( t ) C\ ]y-n, y+n [ = ^ . Ceci est absurde puisque

t ' — — > S p ' a ( t ) converge vers F dans ^(R) muni de la topologie fellienne.

On obtient ainsi l'égalité F = [0 ,a ]U(LA .,»{a.}î .

1 . 3 . 6 . PROPOSITION. Soient A une C^-algèbre et 9 un filtre sur

J Î A ) qui possède une base formée de parties connexes . On suppose que 0

converge vers chacune de ses valeurs d 'adhérence dans À et que 1 ' e n s e m b l e
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F des limites de 0 dans A est discret. De plus, si 1 désigne 1 ' i -

déal bilatère fermé de A tel que (A/I)^ = F , on suppose que A/I est

liminaire. Alors A est encadrée suivant 0 e_t^ lim /.Tr a C t ) existe
pour tout a é A encadré suivant 9 .

Notons s la surjection canonique de A sur A/I . Soient a e X î A ) *

st ^ 1 ^ 1 |M^ ^a suite décroissante des fonct ions propres de t»—>-a( t )
sur J (A)^ . D 'après ( [3l] . corol. 6 ) , s ( a ) appartient à 3<(A/I) . On vé-

rifie facilement que l'idéal bilatère facial des b & A/I , encadrés sur F

et tels que b ( t ) = 0 sur F sauf en un nombre fini de points, est dense

dans A/I . On en déduit que s ( a ) ( t ) est de rang fini pour tout t é. F

et que s ( a ) ( t ) = 0 sur F sauf en un nombre fini de points. Il en résul-

te que S p ' s ( a ) = U S p ' s ( a H t ) est fini. Par hypothèse, on a

lim Ql|b(t)|| = sup -||b(t)|| pour tout b é: A ; alors, on déduit du corol-

laire 1 . 1 . 6 que lim Q S p ' a C t ) = S p ' s ( a ) dans ^(R) muni de la topologie

felllenne. O 'ap rès le lemme 1 . 3 . 5 , lim Q ^ î t î existe pour tout j e M* .
Posons a s lim ©^ t t ) et a = inf >.*a . On a

S p ' s ( a ) = [O.a] U( U^^{a^})

toujours d 'après ce lemme, d ' o ù a = 0 car S p ' s ( a ) est fini. Oonnons-

nous e > 0 et soit j o tel que a. < e . Il existe V € 0 tel que
J 0

f . ( t ) < e si t €. V , et donc tel que f . ( t ) < e si t e M et j > jo .
11 -

On a (a - gç (a ) | |< e et sup^^rg g ^ ( a ) ( t ) < j o . Ceci entraîne que tout
élément de X(A) est adhérent à l'idéal des éléments de A qui sont enca-
drés suivant 0 .

Soit maintenant b G. A encadré suivant 9 , et considérons la suite dé-

croissante t f . ) , ^» des fonctions propres de t»—»b( t ) sur J ( A ) A . Il

existe V f c O et j o tels que f ( t ) = 0 si t € V et j > jo . De

plus. llm^ Q^ î t î existe pour tout i . On a Tr b C t ) » S î î  s1

Jo
t € J C A ) ^ , d 'où lim. ,JTr b ( t ) » ^ lim. / J - t t î < * oo .t, o . ̂  t ,y j

1 .3 .7 . La proposition 1 . 3 . 6 n 'es t pas vraie si on ne suppose pas que

0 a une base formée de parties connexes comme le prouve l 'exemple VIII.7.
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CHAPITRE II

Extensions localement quasi-compactes d'espaces
localement quasi-compacts

1 1 . 1 . DEFINITIONS. Soient X et Y deux espaces topologiques. On
appelle extension de X par Y un triplet C Z . ^ , ^ ) où Z est un es-
pace topologique, ^ un homéomorphisme de X sur une partie ouverte de
Z ŝ . ŷ un homéomorphisme de Y sur la partie fermée Z - ^ y ( X 3 de Z .

On dit que deux extensions ^'^v '^y 5 1̂ ^ ' ' ^ v ^y1 de X par Y
sont équivalentes s ' i l existe un homéomorphi s m e g d e Z sur Z ' tel que
g-^ s ^x ̂  S^Y = ^Y . - ——

Toute extension ( Z ' , i | / . . , 4 ; ' , ) est équivalente à ( Z . i d . i d ) , où Z
est l'ensemble XJJ.Y (somme ensembliste de X et Y ) muni de la topolo-
gie transportée de celle de Z ' par la bijection g telle que g | X = ^'
st g | Y = I^Y . Comme on ne s'intéresse q u ' a u x classes d'équivalence d ' e x -
tensions, on ne considérera que le représentant ( Z , i d , i d ) de la classe
de ( Z ' , i ^ ,1^) . On le notera plus brièvement Z et on dira " e x t e n s i o n "
pour "classe d'équivalence d ' e x t e n s i o n " .

1 1 . 2 . Soient X et Y deux ensembles, et f une application de X
dans l'ensemble fPCY) des parties de Y . Pour tout E e ̂ ( Y ) on notera
f * ( E ) l'ensemble des x € X tels que - F ( x ) H E i- ^ .

1 1 . 3 . PROPOSITION. Soient Xi ej^ Y deux esp.aces localement quasi-
compacts, et X une partie ouverte de Xi . Soit f une fonction de X^
dans y(Y) qui possède les propriétés suivantes ;

a ) f est s . c . i . sur Xi - X j
b ) pour toute partie quasi-compacte K de Y et tout ouvert ^ de

Y contenant K , il existe une partie F de Xi - X contenue dans
f" 1*^) telle que f'^CK) U F soit quasi-compacte.

Soit Î2 l'ensemble des parties 0 de XJJ.Y qui possèdent les proprié-
tés suivantes :

( i ) 0 n Y est ouvert dans Y ;
( i i ) o n x D x n f " 1 * ( o n Y ) ;
( i i i ) (0 H X ) U f ' ^ C O U Y ) est ouvert dans Xi

Alors îî est l'ensemble des ouverts d ' u n e topologie sur XlLY qui en
fait une extension localement quasi-compacte de X par Y .

Montrons que Î2 est l'ensemble des ouverts d ' u n e topologie sur XliY.
Soient Oi et Oz deux éléments de îî . Alors Oi Fl 0̂  vérifie évidem-
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ment ( i) . On a

f ' ^ C O i n O z n Y ) C f '^COi H Y) n f ' ^ C O z n Y ) ,
d ' o ù

x n f ' ^ c o i n o z n Y î c x n f ' ^ c o i n Y i n f ' ^ o z n Y i c c o i n x i n c o z n x ) .
Ainsi Oi nOz vérifie Ci i) . Il résulte de la semi-continuité Inférieure de

f sur Xi - X que t '^COi H Oz C\ Y) C\ (X i - X ) est un ouvert de X ^ - X s

donc X U f ^ ( O I ^ O Z Ï Ï Y ) est un ouvert de Xi . Posons

œ = e x U f ' ^co lUoz rm) o c c o i H xyUf '^ îO i n Y ) ) nccozFm u f ' '1^(02n Y ) ) .
On a

œ n x = O i ^ O z ^ X et œ n C X i - X ) = t '^COi H Oz H Y) H (X i - X ) ,
d ' o ù

a) = (oiU 02 ri x) u f'^coi n Oz n Y) .
Comme (A) est l ' intersection de trois ouverts de Xi , on en déduit que a)

vérifie aussi (ill). On s ' a s s u r e facilement,' grâce à l 'égalité

f '^ '^CU Î O ^ ^ Y ) ) = (J f ' ^ ' ^ C O . f} Y ) , qu 'une réunion quelconque d 'é léments de
i 1 i 1 .

Î2 appartient encore à Î2 . Appelons Z ( f î l ' espace XHY muni de la to-

pologie dont 0 est l 'ensemble des ouverts; c ' es t évidemment une extension

de X par Y .

Montrons maintenant que Z C f ) est localement quasi-compact. Il suf-

fit de vérifier que tout point y e Y possède un sys tème fondamental de

voisinages quasi -compacts dans Z ( f î . Soit 0 un voisinage ouvert de y

dans Z ( f ) . L ' e s p a c e Y étant localement quasi-compact , 11 existe des

ouverts 0)1 , 0)2 st des quasi -compacts K.i . K g de Y tels que

y^e 0)2 ^ Kg C œi C KI C 0 ^Y . Soit Fz une partie de Xi - X contenue dans

f ^ ^ C œ l î telle que f ' ^ C K z î U F z a Fz soit quasi -compact . On a

f ' ^ ÎKz îC f ' ^Co i i lC (ormUf'^Cœi) ;
donc

( O U X ) L/ f '^Co)! ) = (XUf '^Ca) ! ) ) ^ ( î o n x ) U f ' ^ ' ^ C O U Y ) )

est un voisinage ouvert de Fz dans Xi . Soit K un voisinage quasi-com-
) _ A „

pact de Fa dans Xi contenu dans ( o n x ) U f Ch)i) . Nous allons montrer

que ( K H X ) U K i est un voisinage quasi-compact de y dans Z C f ) (évidem-

ment contenu dans 0 ). Notons I n t ( K O X ) l'intérieur de K O x dans X

(ou Xi ) et vérifions d 'abord que Int (K C\ X ) U 0)2 est un voisinage ouvert
de y dans Z ( f ) . On ao

(D int(K nx)3 Fznx-^ f ' ^ tKz in x ̂ f '1^^)^ x .
O'au t re part, comme K est un voisinage de Fz dans Xi , il existe un

ouvert V de Xi - X contenant F^tXi - X ) tel que I n t C K O X î U V soit
ouvert dans Xi . On a

V ^ F z H C X i - X ) ^ f ' ^CKz ) H (X i - X l ^ f ' ^ C o î î n (X i - X ) j
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d 'où

(2) In tCK riX3 Ut"1^^) = ( I n t C K 0 X ) U V ) n (X Ut"1^^) ) .

Ainsi I n t C K riX) Uo)2 vérifie Cil) d ' ap rès C 1 Î ; de plus Int CKUX 5 U f"1^"^ )

est ouvert dans Xi d ' a p r è s ( 2 3 , c 'es t -à -d i re que Int ( K F\ X ) U (1)2 vérifie

(iii) .

Montrons que C K F ï X l U K i est quas i -compac t . Soit ( 0 . ) un recou-

vrement ouvert de ( K U X ) U K i . Alors ( ( 0 H X ) U t ' ^CO n Y ) ) . const i tue
_ A »,

un recouvrement ouvert de C K ^ X Î U f (K. i) dans Xi . Or on a

( K H X ) Uf '^CKi) 3 C K H X ) Uf '^CcDi) 3K .

Comme K est quas i -compact , il existe un recouvrement fini

Î O ^ n ̂ r^ d6 C K n x ) extrait de (0 U X ) . D 'au t re part, Ki

étant quasi-compact , on peut extraire de (0 ) . un recouvrement fini

(0 ) de KI . Alors les ouverts 0 ,...,0 ,0 , . . . ,0 re-jg s - i , . . . . q l^ ip j^ j^

couvrent ( K ( ^ X ) U K i . Ceci prouve la quasi -compaci té de cet ensemble et

achève la démonstrat ion de la proposit ion.

1 1 . 4 . Conservons les notat ions de 1 1 . 3 . Pour tout x e X on a

f ( x ) C { x } Q Y . En ef fet , soient y € f C x ) et 0 un voisinage ouvert

de y dans Z ( f ) . On a x £ t '^CO H Y ) H X C 0 H X , d ' o ù x e O .

Lorsque X i est quas i -compact , les fonct ions s . c . s . de X i dans

^(Y) dont la restriction à X i - X est continue vérifient les condit ions

a) et b) de 1 1 . 3 . En effet, pour tout quasi -compact K de Y , l 'ensemble
~ 1^<-f ( K î est fermé dans X i et donc quas i -compact . Dans la suite nous uti-

liserons souvent le cas particulier de 1 1 . 3 énoncé dans la proposit ion

1 1 . 8 . Introduisons auparavant deux définitions.

1 1 . 5 . DEFINITION. Soient X un espace localement compact et Y un

espace compact . On appelle compactif ication de X par Y une extens ion

compacte de X par Y dans laquelle X est dense.

1 1 . 6 . DEFINITION. Soit X un espace topologique. On dira que deux

points de X sont séparés dans X s'i ls possèdent des voisinages dis-

joints. On dira qu'un point x é. X est séparé dans X si, pour tout poin t

y e X non adhérent à x , les points x et y sont séparés dans X
(voir [11 ] , $ 1 ) .

1 1 . 7 . LEMME. Soient X et Y deux espaces topologiques et Z une
extension de X par Y tels que les points de X soient séparés dans
Z . Notons g la fonction de X dans ^(Z) telle que g ( x ) = {x"} 2 pour
tout x € X i alors g est un homéomorphisme de X sur g CX 5 •

La fonction g est évidemment ouverte et injective, et sa continuité
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résulte de ( [l 5J t h . 1 7 ) .

On pourra donc dans ces conditions identifier X à un sous-espace topo-
logique de ^(Z) .

1 1 . 8 . PROPOSITION. Soient X un espace localement compact. Xi une
compacti-Fication de X , je_t_ Y un espace localement quasi-compact. Soit
f une fonction continue de Xi - X dans 3^(Y) . Appelons ft l'ensemble
des parties 0 6j3_ XiiY qui possèdent les propriétés suivantes :

C iî 0 H Y est ouvert dans Y j
( i i ) ( 0 H X ) U f'^CO H Y ) est ouvert dans Xi ;

Alors îî est l'ensemble des ouverts d ' u n e topologle sur XllY qui en
fait une extension localement quasi-compacte Z ( f ) de X par Y ,0e plus ;

a ) les points de X sont fermés et séparés dans Z ( f ) ;
b ) pour xfiXi - X . notons 0 la trace sur X du filtre des voi-^^"'—'—— ^—— x ——

sinages de x dans Xi . Alors, dans Z ( f ) , le filtre 9 converge vers
chacune de ses valeurs d ' a d h é r e n c e , et f ( x ) est l'ensemble des limites
de 0^ s

c) la fonction g ^ Xi dans f^(Z) telle que g ( x ) » { x } si

x f c X e_b g ( x ) = f ( x ) s^ x e . X i - X est continue .

Notons f la fonction de Xi dans ^CY) telle que f ' C x Ï = / si

x e X et f ' ( x ) = f ( x ) si x € X^ - X . Alors f est une fonction s . c . s .

de Xi dans f?^(Y) dont la restriction à X^ - X est continue. O 'ap rès

la remarque 1 1 . 4 , f satisfait aux conditions a) et b) de 1 1 . 3 . On déduit

alors immédiatement de la proposition 1 1 . 3 que Î2 est l 'ensemble des ou-

verts d 'une topologie sur XUY qui en fait une extension localement qua-

si-compacte de X par Y (remarquer que X C\ f '^CEÎ a ^ pour toute

partie EC Y ). Oe plus, on vérifie facilement que les points de X sont

fermés et séparés dans Z ( f ) .

Oémontrons b) . Montrons d 'abord que tout point y e f ( x ) est limite de

0 . Soit 0 un voisinage ouvert de y dans Z ( f ) * alors

( O U X ) L / f ' ^ C O U Y ) est un voisinage de x dans X j , et ainsi O U X ap-

partient à © . Vérifions maintenant qu'un point ye Z C f ) - f ( x ) n 'est

pas valeur d 'adhérence de Q . C ' e s t évident si y e X et on supposera

donc que y € , Y . Soit K un voisinage quasi-compact de y dans Y tel

que K H f ( x ) = ^ , et notons œ l'intérieur de K dans Y . L'en&emble

f (K) est fermé dans Xi - X et ne contient pas x . Prenons un voisi-

nage ouvert V de f * (KÏ dans Xi et un voisinage W de x dans Xi

tels que V Q W « ^ . L'ensemble ( v n x ) U o ) est un voisinage de ' y dans

Z ( f ) car ( V U X ) U f'^Cû)) » V U (X U f ' ^Cœ) ) est ouvert dans Xi . Com-

W U X appartient à 0^ et ( W U X ) ^ ( C V n x ) U ù ) ) » / , le point y n 'est

pas valeur d 'adhérence de 0

Oémontrons c ) . O 'après le lemme 1 1 . 7 et a), la fonction g | X est continue.
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Soit x e X i - X j grâce à b) et au lemme 1 . 1 . 7 , on a lim / g C x ' ) =g C x )
X •••^X , X £ À

dans ^ ( Z î f ) ) muni de la topologie felllenne. Alors c) résulte de C [ l ] ,

chap. 1 , $ 8 . th. 1 ) .

1 1 . 9 . Conservons les notations de la proposition 1 1 . 8 . Nous dirons

que Z ( f ) est l 'ex tens ion de X par Y assoc iée à f , et que Z C f )

est obtenue par l ' intermédiaire de X i . Remarquons que les fermés de Z ( f )

se décrivent simplement de la façon suivante. Une partie F de Z C f ) est

fermée si et seulement si ;

( 1 ) E U X est fermée dans X et F C \ Y est fermée dans Y ;

(ii) F ^ Y contient f ( x ) pour tout x e. [ X i - X ) D F H X^ .

Vérif ions-le. La condition ( 1 ) est évidemment nécessai re pour que F soit

fermé dans Z ( f ) . Supposons donc que F satisfait à cet te condit ion. A-

lors F est fermé dans Z ( f ) si et seulement si (X -F H X ) U f ' ^CY-F F» Y )

est ouvert dans X i . S i (X - F O X Î U f ' ^ C Y - F U Y ) est ouvert dans X^ ,

on a évidemment F H X^F» f ' ^CY - F U Y ) = ^ . Réciproquement, si

FY^XI^^- I^^Y - F U Y ) = <ft . on a

(X - F O X ) U f '^CY - F O Y ) » (X U f ' ^CY - F U Y ) ) H ( X i - FF» X^) ,

et donc (X - F O X ) U f ' ^ ÎY - F U Y ) est ouvert dans X i . Enfin l 'égalité

F 0 X^O f'^'^'C Y - F U Y ) = ^ est équivalente à (ii).

1 1 . 1 0 . Soient X un espace localement compact et Y un espace loca-

lement quasi-compact . Nous notons ^ C X . Y ) l 'ensemble des extens ions loca-

lement quasi -compactes Z de X par Y telles que les points de X

soient fermés et séparés dans Z • La proposit ion 1 1 . 8 donne un procédé

pour construire des éléments de y ( X , Y ) . Nous allons maintenant étudier

comment s 'obt iennent tous les éléments de y ( X , Y ) (voir corollaire 1 1 . 1 2 ) .

Nous nous intéressons d 'abord à l 'ensemble des extensions Z de X par Y

telles que les points de X soient séparés dans Z .

1 1 . 1 1 . PROPOSITION. Soient X un espace localement compact et Y

un espace localement quasi-compact .

a) Soit f une fonction s . c . s . de 0X dans ^(Y) dont la restric-

tion à 3X - X est continue. Appelons Çî l 'ensemble des parties 0 de

xllY telles que :

( 1 ) O H Y est ouvert dans Y i

(il) ( O U X ) "̂  X D f ' ^CO UY) s

(iii) ( O U X ) U f ' ^ C O n Y ) est ouvert dans ^X .

Alors ft est l 'ensemble des ouverts d 'une topologie sur xJJ-Y qui en

fait une extension localement quasi-compacte Z ( f ) cje^ X par Y telle

que les points de X soient séparés dans Z ( f ) .

b) Soit Z une extension localement quasi-compacte de X par Y
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telle que les points de X soient séparés dans Z. Notons g le prolonge-

ment continu à 0X de la fonct ion x < — — ^ { x } de X dans ^(Z) . On a

g ( x ) C Y pour tout x é 8X - X . Appe lons -F la fonct ion de 3X dans

^ f ( Y ) telle que f ( x ) = g C x î D Y pour tout x € 0X . A lors f est s . c . s .

dji 3X dans ^CY) et sa restriction à @X - X est cont inue.

c) Les applications f h—^ Z ( f ) e_t_ Z »—^ f sont des bi ject ions ré-

ciproques entre les deux ensembles suivants :

l 'ensemble des fonct ions s . c . s . de |3X dans ^CY) dont la restr ic-

tion à @X - X est continue ;

l 'ensemble des extens ions localement quas i -compac tes Z de X par

Y telles que les points de X soient séparés dans Z .

a) D ' a p r è s la proposition 1 1 . 3 et la remarque 1 1 . 4 , Sî est l ' ensem-

ble des ouverts d ' u n e topologie qui fait de X-L-LY une extens ion localement

quas i -compacte de X par Y . D 'ap rès la remarque 1 1 . 4 , pour tout x & X ,

on a i { x ^ C.T^}^{^} r\^ . Montrons qu'ici on a f ( x ) = ^)^}^[i} C\ ^ . Soit

y 6 Y - f ( x ) et soit K un voisinage quas i -compact de y dans Y tel

que K 0 t C x ) = p • Notons V et W des vois inages ouver ts disjoints de
— 1 -Mx et f (K ) respect ivement dans ( ÎX . Soit a) un voisinage ouvert de

y dans Y , contenu dans K . Dn a f'^Ca)) C f ' ^ ' ^ 'CK) C W . Il en résulte

que f '^Ca^nx est contenu dans W Ï Ï X et que

c w n x ) u f ' ^cœ) = ( xU f ' ^ cc j ) ) n w
est ouvert dans 0X . Ainsi ( W O X ) U o ) est ouvert dans Z ( f ) . Alors V / ^ X

et ( W Ï Ï X ) \J (A) sont deux voisinages disjoints de x et y respect ivement

dans Z ( f ) . Ceci prouve que fx'î^^nY = f ( x ) et que les points de X

sont séparés dans Z ( - F ) .

b) La continuité de xi—•9- { x } 7 définie sur X résulte du lemme 1 1 . 7 .

Soit X o € (3X - X et montrons que g ( x o ) est contenu dans Y . Remarquons

que si x i 6 g ( X o î ^ X , on a g ( x i ) = g ( X o ) . En ef fe t , sinon, prenons

X 2 € g î X o î - { x i } . Par hypothèse, il existe dans Z des voisinages ouverts

disjoints Vi et V z de x i et X 2 respect ivement . On a V i F i g C x o ) ^ ^

et V z U g C x o ) ^ ^ . Comme g ( X o ) est adhérent à g ( X ) dans ^(Z) , il

existe X S Ê X tel que g t x a ^ n V i / <f> et g [ x 3 ) n V 2 ^ ^ , c 'es t -à -d i re tel

que x 3 € V i D v z , ce qui est absurde. Montrons maintenant qu 'on ne peut

avoir g ( X o ) = g C x i ) • En ef fet , g [ x est un homéomorphisme de X sur g ( X )

d 'ap rès le lemme II.7s alors Cvo i r [22 ] , lemme 6 . 1 1 ) , g ( X ) - g [ X ) est l'i-

mage par g de (SX - X et on a donc g ( X o 5 ^ g^ i î

D 'après ce qui précède, on a f - ( x 3 = g ( x ) pour tout x € $X - X ; d 'au -

tre part, si x é X , on a f C x ) U { x } s g C x ) . Comme la topologie fellienne

de ^CY) est induite par la topologie fellienne de î^(Z) , la fonction

f | @ X - X est continue de 0X - X dans ^(Y) . Soit K une partie quasi-

compacte de Y . On a f ( x ] H K = ^ si et seulement si g ( x ) D K = ^ s donc
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(x € X | f ( x ) H K = f] est ouvert dans 0X et f est s . c . s .

c) Conservons les notat ions de b) et montrons que les ouver ts de Z

sont définis à partir de f par les conditions (i), (ii). Ciii) de a ) .

Soit 0 un ouvert de Z . Il vérifie évidemment (i). Soit x €. X tel que

f C x ) ^ ( O n Y ) ^ ^ . On a g ( x ) U O ^ <f> d ' o ù x é. 0 i ceci entraîne que

( O U X ) 3 X Ht "''^(Orm . Enfin ( O P T X ) U f - ^ C O n Y ) = g '^CO) est ouvert

dans 0X puisque g est s.c.i. Réciproquement, montrons qu 'une partie 0

de Z qui vérifie les conditions (i), (il), (iii) de a) avec f = f est

ouverte dans Z . La condition (iii) entraîne que

O U X = X H C ( O O X ) U f . ^ C O n Y ) )

est ouvert dans X et donc dans Z . Il suffit maintenant de vérifier que

0 est voisinage de chaque point de OFlY . Supposons l 'ex is tence de y é ODY,

non intérieur à 0 . Comme O ^ Y est ouvert dans Y , tout voisinage V

de y dans Z rencontre X - 0 0 X . Soit x c V 0 (X - 0 DX) . Dans

BX - ( O U X U f - ^ C O r l Y ) ) , la famille (x ) , Indexée par l 'ensemble fil-

trant des voisinages de y dans Z , admet une valeur d 'adhérence X o . On

a g ( X o ) 0 0 = <f . Il existe donc un voisinage quasi-compact K de y dans

Z tel que K F I g C x o ) = ^ • Comme œ = (x fc pX | g ( x ) n K = ^} est un voisi-

nage de X o * il existe un voisinage W de y dans Z , contenu dans K ,

tel que x -ea) , c 'es t -à-d i re tel que g C x . j n K = ^ , ce qui est absurde

puisque x ^ f c g î x ^ î ^ 1 1 ^ C g ( x ^ ) O K . Ainsi 0 est ouvert dans Z .

Soit f une fonction s . c . s . de (SX dans Î?'(Y) dont la restriction à

&X - X est continue. Pour achever la démonstration de c) il faut montrer

que f ss t.,,-,;-» • Nous poserons f = 'P^ r / . t • II résulte de la démonstration

de a) que f ( x ) = Y C\ {x }7 ̂ f j pour tout x ^ X . d ' o ù f | x = f ' | X . D 'ap rès le

début de la démonstrat ion de c) les fonct ions f et f déterminent tou-

tes deux la topologie de Z ( f ) de la façon décrite dans a ) . Supposons

qu'il existe x e $X - X et y é. Y tels que y é f ' C x ) - f ( x ) . Soit a)

un voisinage ouvert de y dans Y contenu dans un quasi-compact K de Y

tel que K Ï Ï f C x ) » ^ . Posons W = {t é. 0X | f C t î H K = ^ } . Alors W est

un ouvert de $X i de plus on a W ^f'"1^(a)) = ^ et x é W Uf ' "^(œ) . Soit

U un voisinage compact de x dans 0X contenu dans W . Alors

(X - U) U 0) est ouvert dans Z ( f ) : on a X^f '^Ca)) C X - U . et

(X - U) U f '^ '^Co)) = (pX - U) n ( X U f ' ^ C o ) ) ) est ouvert dans 0X . Il en

résulte que (X - U) U f '^Cœ) est ouvert dans 0X et donc que

U F\ ( ( X - U) U f '^ '^Co))) est un voisinage de x dans $X . Ceci est ab-

surde car ce voisinage ne rencontre pas X . On a donc f ' ( x ) C f ( x ) . De

même, on montre que f ( x ) C - F ' î x ) , d 'où f ( x ) a f ' C x ) pour tout x é. B X — X

et donc pour tout x é 0X .

1 1 . 1 2 . COROLLAIRE. Soient X un espace localement compact et Y un

espace localement quasi-compact.
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aï Soit Z e ^ C X ^ Y ) . La -Fonction g : x . — » { x } àe_ X dans < (̂ Z ) est

continue. Pour x É 0X - X , posons f ^ C x î s l i m , , v ê ^ x ' ^ (dans
^ Z X *X i X £ X ———

O^C Z ) muni de la topologie fel l ienne). Alors f / est une fonct ion continue

d^ 0X - X dans (̂ Y ) C f^î Z ) .
b ) Pour tout f é <?( @X - X , f{ Y ) ) notons Z ( f ) l 'é lément de ^fC X , Y )

assoc ié à f (voir 1 1 . 9 ) . A lors f ' — > Z ( f ) e^_ Z»—^ f- sont des bi jec-

tions réciproques de ^( $X - X , î / (Y ) ) sur J C X , Y ) et de ^ ( X , Y ) sur

^cex - x, ^ (Y) ) .
L 'asse r t i on a) résul te immédiatement de la proposit ion II.II.b) en

remarquant que {x} = { x }

b) Soit Z une ex tens ion localement quas i - compac te de X par Y telle

que les points de X soient séparés dans Z . Soit -F la fonct ion s . c . s .

de 6X dans ^(Y) dont la restr ict ion à 0X - X est continue qui a été

assoc iée à Z dans la proposi t ion II.II.b). Pour x ^ X on a

f - ( x ) a { x } O Y ; donc les points de X sont fermés dans Z si et seule-

ment si f ( x ) = y pour tout x €. X . Comme on a f [ @ X - X = f la con-

clusion résul te immédiatement de la proposition. I I . 1 1 . C ) .

1 1 . 1 3 . Conse rvons les notat ions de 1 1 . 1 2 . Nous dirons parfois que f

est assoc iée à Z .

1 1 . 1 4 . COROLLAIRE. Soient X et Y deux espaces localement compacts

L ' e n s e m b l e des extens ions localement compac tes de X par Y est en bi jec-

tion avec l ' ensemble des coupleâ C ( j û * f ) * où œ désigne un ouvert de

0X - X et f une fonct ion continue de ou dans Y telle que, pour tout^ ^
compact K de Y , f C K ) soit compac t . Cet te bijection assoc ie au cou-

ple (o )< f ) l ' ex tens ion Z (o ) , f ) suivante : Z ( o ) » f ) est 1 ' espace XllY mu-

ni de la topologie pour laquelle une partie 0 de X U Y est ouver te si et

seulement si :

Ci) O H Y est ouvert dans Y ;

(ii) ( O O X ) U f ' ^ O U Y ) est ouvert dans $X .

Ce corollaire ne sera pas utilisé dans la suite. Sa démonstrat ion ne

présente pas de difficulté et nous l 'omet t rons.

1 1 . 1 5 . On déduit facilement du corollaire 1 1 . 1 4 le corollaire connu

suivant (voir par exemple [26 ] ) .

COROLLAIRE. Soient X un espace localement compact et Y un espace

compact . L 'ensemb le des compacti f icat ions de X par Y est en bijection

avec l 'ensemble des fonct ions continues de @X - X sur Y . La compactif i-

cation Z assoc iée à une fonct ion continue h de 0X - X sur Y est dé-

finie de la façon suivante. Notons T» la fonct ion de 0X sur XljLY telle

que " h ( x ) » x sj_ x € X e ^ h ( x ) = n ( x ) s_l_ X 6 . 0 X - X , et notons ^
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la relation d'équivalence Tï ( x ) = h ( x * ) définie sur 0X . Alors Z est
l'espace topologique quotient de 0X par Çf.

1 1 . 1 6 . Soient X un espace localement compact et Xi une compacti-
fication de X . On notera h la fonction continue de 0X - X surA i A i
Xi - X associée à cette compactification d ' a p r è s le corollaire 1 1 . 1 5 . On
notera h „ la fonction de 0X sur Xi telle que h ( x ) = x si

A , À 1 A , À 1

x e X et h „ ( x ) = h . , . , ( x ) si x € 0X - X . On notera plus simplementA , A i A , À i
h et h ces fonctions s ' i l n ' y a pas d'ambiguïté sur les espaces X et X i .

1 1 . 1 7 . Soient X un espace localement compact et C o m p ( X ) l'ensem-
ble de ses compactifications. Si Xi et X2 appartiennent à C o m p ( X )
posons Xi < X2 s ' i l existe une fonction continue (P de Xz sur Xi
telle que < p ( x ) = x pour x e X . Cette relation est une relation d'ordre•
sur C o m p ( X ) . L'espace X est le plus petit élément de C o m p ( X ) e t , d ' a -
près le corollaire 1 1 . 1 5 , l'espace 0X est son plus grand élément.

1 1 . 1 8 . Soient X un espace localement compact. Xi et Xz deux
compactifications de X telles Xi < X2 * et <y la fonction continue de
X2 sur Xi telle que ( p ( x ) = x si x e. X . D'après ( [ 2 2 ] , lemme 6 . 1 1 ) .
<p' = <P|X2 - X est continue de Xz - X sur Xi - X . Soit Y un espace
localement quasi-compact, f e Ç ( X i - X , ^ ( Y ) ) et Z € y ( X , Y ) . On s'assu-
re facilement que Z est associé à f si et seulement si Z est associé
à f < ( ? ' é g(X2 - X . ^ ( Y ) ) .

1 1 . 1 9 . PROPOSITION. Soient X un espace localement compact, Y im
espace localement quasi-compact et Z e. y ( X , Y ) . Identifions canoniquement
X à un sous-espace topologique de 9^( Z ) (voir 1 1 . 7 ) . L'ensemble des com-
pactifications Xi de X telles que Z soit obtenu par l'intermédiaire
de Xi (voir 1 1 . 9 ) possède un plus petit élément, à savoir l'adhérence de
X dans gTÏZ) .

Soient Xi une compactification de X et fie^tXi - X , e ^ ( Y ) ) tel-
le que Z soit associée à fi . Soit gi la fonction de Xi dans ^(Z)
telle que g i ( x ) s x (Identifié à { x } ) si x e X et g i ( x ) = f i ( x ) si
x € X i - X . O'après la proposition I I . 8 . c ) , gi est continue. Posons
X ' s g i ( X i ) j alors X ' est compact et c'est l'adhérence de X dans

S?'(Z) . Oe plus, d'après ( [ 2 2 ] , lemme 6 . 1 1 ) , on a g i ( X i • X ) » X ' - X .
Il en résulte que X est ouvert dans X ' et que X ' - X C ̂ (Y5 C Î^ÎZ) •
On a évidemment X^ ̂  X ' . Notons f l'injection canonique de X ' - X
dans 9 " ( Y ) . Comme fi s f ' » ( g i | X i - X ) , l'extension Z est associée à
f (voir 1 1 . 1 8 ) .

11.20. Indiquons un procédé pour construire des éléments de ^ ( X , Y ) •
PROPOSITION. Soient X un espace localement compact, Y un espace
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localement quasi-compact et 1 une fonction continue de X dans 9'tY) .

Soit ft l 'ensemble des parties 0 de XU.Y telles que :

( 1 ) 0 < ^ X est ouvert dans X et O ^ Y est ouvert dans Y s

(il) pour tout y ^ O / ^ Y , il existe un voisinage V de y dans Y ,

contenu dans 0/" IY , et un compact K de X tels que

(X - K) n i '^CV) C. O U X .

Alors fl est l 'ensemble des ouverts d 'une topologie sur XllY qui en fait

un élément Z de y ( X , Y ) • En outre, si on note 1 ' le prolongement con-

tinu de 1 ^ @X . l 'espace Z est l 'élément de y ( X , Y ) associé à

f - 1 ' 1 0 X - X .

Notons Z ( f ) l 'élément de y ( X , Y ) associé à f . Soit 0 un ouvert

de Z ( f ) . Il vérifie ( 1 ) . Soit y e 0C\Y et prenons un voisinage quasi-

compact V de y dans Y ,contenu dans OFlY ; alors l '~ "^(V) est un

compact de BX . Posons K = l ' ^^CY) - ( ( O U X ) U f ' ^ ' ^ t O U Y ) ) s c ' es t une

partie compacte de X telle que Î X - lOOl '^CV) C 0 F\X . Ainsi 0 véri-

fie (li). Soit maintenant 0 é. Sî et montrons que ( O U X ) U f ' ^ C O ^ Y ) est

ouvert dans 0X . Il suffit de montrer que cet ensemble est voisinage de
chacun des points de f ' ^CO/nY) . Soient z & f ' ^ C O n Y ) et y é f C z î U O .

Prenons un voisinage V de y dans Y , contenu dans O ^ Y , et un com-

pact K de X tels que (X - K) 0 l'^m C. O F t X . Alors
r '^ '^CV) H (ÇX - K) est un voisinage de z dans @X contenu dans
( O U X ) U f '^unY) , ce qui achève la démonstrat ion.

1 1 . 2 1 . Conservons les notations de la proposition 1 1 . 2 0 . La topologie

de Z s' interprète de la façon suivante. Notons ^ (Y) l 'ensemble des

fermés de Y muni de la topologie sousfell ienne. L ' espace Y est homéo-

morphe à un sous-espace de 7. ( Y ) par l'application qui à y f i Y fait cor-
___ y __Y

respondre {y} s en effet, pour tout ouvert a) de Y , on a {y} ^\œ ^ ^

si et seulement si y é 0) . On identifie ainsi Y ,à son image dans ^ ( Y ) .

Notons G le graphe de 1 dans X x 9 ^ ( Y ) et Z ' le sous-espace
G U ( { x ^ } x Y î de l 'espace produit X* x ^ (Y) , où x^ désigne le point à

l'infini de X . Alors la fonction <p de Z sur Z ' telle que

<?(x î » ( x , l ( x ) ) si x ^ X et ÇPCy) a (x ,y) si y e -Y est un homéomor-

phisme de Z sur Z ' muni de la topologie induite par celle de X x Î ^ C Y )

Soit y € Y • Prouvons la continuité de <p en Y . Soit V x W un voisina-

ge ouvert de (x ,y î et montrons que Cp (V x W) est ouvert dans Z . On

peut supposer qu'il existe un ouvert œ de Y tel que

W - {F e^Y ) | FHO) ^ /} ,

alors Cp'^V x W) « ( l'^Co)) f\ V ) U (*) . Comme X - V » X - V est compact.

l 'ensemble ( l ' ^ C œ î / ^ V Î U ù ) satisfait à la condition (ii) de la proposi-

tion 11 .20 . C 'es t donc un ouvert de Z puisqu'il satisfait évidemment à la
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condition (i). Montrons que <?" est continue au point (x^ ,y) . Soit 0

un ouvert de Z contenant y • II existe un voisinage a) de y dans Y

contenu dans 0 FlY , et un compact K de X tels que

(X - K) H l'^Co)) C 0 UX .

Posons W = {F€ O^CY) | F H (A) jt </>} . Alors on a Cp"1 ( (X* - K) x W) C 0 . Ain-

si (p~1 est continue en C x ,y) . Comme (p|x est évidemment un homéo-

morphisme de X sur G , la démonstrat ion est achevée.

Ce résultat généralise le théorème de [35J .

1 1 . 2 2 . Remarquons que tout élément de y ( X . Y ) ne s'obt ient pas de

la façon décrite dans la proposition 1 1 . 2 0 . Il suffit pour cela de prouver

qu 'une fonct ion continue de BX - X dans f^CY) ne se prolonge pas tou-

jours en une fonction continue de &X dans ^(Y) . Prenons X = IN et

Y = 61N - OM j soit f la fonction de 01M - IN dans ytPIM - IN) telle que

f ( x ) = { x } pour tout x € 01N - 1M . Supposons que f se prolonge en une

fonction continue de 01^ dans SPt PIN - IN) , notée encore f . L'ensemble

{x € ti | f ( x ) = / } est un fermé de 0|M disjoint de fMN - 1M . et on peut

donc supposer que cet ensemble est vide. Pour tout x €BM choisissons un

point g ( x ) appartenant à f ( x ) . Montrons que la fonction g de &(^

dans 01M - IN ainsi définie est continue. Il suffit de prouver la continui-

té en chaque point x e &M - IN . Soit a) un voisinage ouvert de x dans

6 1 M - 1 M . Alors l 'ensemble { x ' e . & N | f ( x ' ) ^ ( ( 8 1 ^ - M ) - (*)) « ^ } est un

voisinage de x dans 3M et, sur ce voisinage, on a g ( x ' ) 6 f ( x ' ) C ù) .

Ainsi g est une rétraction de &M sur BM - IN . Mais. d 'après ( [5] . th.

2 . 7 ) , 11 n 'ex is te pas de rétraction de &IM sur @M - M .
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CHAPITRE III

L'extens ion L ( A )

Pour toute C -algèbre A à spectre séparé nous allons Introduire et

étudier dans ce chapitre une extension de A qui est fondamentale pour la

suite.

III.1. Quelques préliminaires.

1 1 1 . 1 . 1 . Soient T un espace localement compact et

^ s ( ( A ( t ) ) - ,A) un champ continu de C^-algèbres sur T . Soit f?^^)

l 'ensemble des a ^ A tels que sup, - j a ( t ) l < +<» . Munissons (f {j^} de la

norme l|a|| a sup. -.||a(t)| . Pour cet te norme la sous-algèbre involutive

É^C^) de A est une C^-algèbre. Soit ^° (f^) l'idéal bilatère fermé des

a é S {sk} tels que ||a(t)|| tende vers 0 à l'infini sur T . Nous dirons

que <?°(<^) est la C^-algèbre définie par ck (volr f l6] , 1 0 . 4 . 1 ) . Pour

t & T , on a évidemment A ( t ) a { a ( t ) | a 6 S ° ^ } i nous dirons que A ( t )

est la composante de ^f°(^) (et de vo ) en t • Si B est une partie de

Ç (<4) nous poserons B C t ) = { a C t ï | a e 8} .

Notons que la structure de (?°((^) est assez bien connue (en particulier

son spectre est connu) dès que les composantes A ( t ) sont connues (voir

[l9], $ 1 . 2 ) .

1 1 1 . 1 . 2 . LEMME. Soient T un espace localement compact et ^ uji

champ continu de C^-algêbres sur T . Soit B une sous-C^-algèbre de

A » ^°(<^5 telle que, pour tout t f i T , on ait A ( t ) » B ( t ) . Les deux

conditions suivantes sont équivalentes :

( 1 ) B = A i

(il) pour tout b c B et tout f c ^ C T ) , le champ t >—>• f ( t ) b ( t )

appartient à B .

( 1 ) ===» (ii) : évident.

(il) s==^ (1 ) : supposons que B satisfait à la condition (il). Con-

sidérons deux points distincts ti et ta dans T et prenons ai €. A ( t i )

et ( ^ c A C t z ) • Soient bi et b^ deux éléments de B tels que

bi(t i) » ai et b2 ( t ) » 02 • Soit f e Ê ^ C T ) telle que f ( t i ) - 1 et

f ( t 2 ) -8 0 et appelons b l'élément t »—> f ( t )b i ( t ) + (1 - f C D î b ^ C t ) .

Il appartient à B par hypothèse et on a b( t i ) " ai et b C t z ) " 0 2 •II

suffit maintenant d'appliquer ( [ is j» corol. du th. 1 . 4 ) .
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III.1.3. LEMME. Soient T un espace localement compact et ^fs un

champ continu de C -algèbres sur T . Soit B une s o us-C"^-algèbre de

^ (<^) telle que, pour tout • b e B et tout f e ( ^ ( T ) , 1 e champ

t 1 — > - f ( t ) b ( t ) appartienne à B . Il existe un champ continu unique (à iso-

morphisme près) 3)' de C^-algèbres sur BT tel que (Ç : a i—^a |T soit un
isomorphisme de ç (.35' ) sur B .

Pour tout b € B , la fonction Ç définie par Ç . C t ) = ( b î t ) | est

continue et bornée sur T i elle admet donc un prolongement continu à 0T

que nous noterons encore Ç . Pour tout t e BT . on a Ç ( t ) ^ |b || et

b l—^"Ç, ( t ) est une C -semi-norme sur B au sens de C H s ] , 1 . 9 . 3 ) . . Appe-

lons IC t ) l'idéal bilatère fermé des b e B tels que Ç ( t ) = 0 . Notons

B ' ( t ) la C^-algèbre quotient de B par I(t) et b ( t ) l ' image de b e B

dans B ' ( t ) . Remarquons que si t € T la C^-algèbre B ' ( t ) s' identifie

canoniquement à B ( t ) = (b ( t ) | b e B} . Soit B * l 'ensemble des champs

d 'opérateurs t t—»-b( t ) sur gT avec b e B . C ' e s t une sous-a lgèbre invo-

lutive de TT^ g^ B ' ( t ) et, pour tout b e. B ' on a

sup^ç^ |b(t)|| = ^Pf&T ll^^ll • II en ^sulte que l 'application
^ •• b » — ^ b J T de B' sur B est un isomorphisme. Pour tout t 6. (ST , on a

évidemment B ' ( t ) = { b ( t ) [ b e B ' } . De plus, pour tout b e B ' . la fonc-

tion tl—>-||b(t)[ = Ç ^ C t ) est continue sur @T . D 'après ( [l 6] . prop.

1 D . 2 . 3 et 1 D . 3 . 2 ) , il existe un champ continu unique 35' = ( ( B ' C t ) ) , A ' )
•x- ^€ pT

de C -algèbres sur BT tel que b € Â ' pour tout b € B ' . Montrons que

pour tous b e B 1 et f e ^ î B T ) le champ t » — ^ f ( t ) b ( t ) appartient à B ' .

Appelons c le champ t « — » - f ( t ) b ( t 5 restreint à T . Par hypothèse, c

appartient à B et on vérifie Immédiatement que c ( t ) = f C t ) b ( t ) pour

tout t e BT . Alors, d 'après le lemme III.1.2, on a B' » ^b(%)• ) .

Montrons l'unicité de ^ . Soit 2>" » ( C B - C t ) ) . ._ , A " ) un autre
•X- t^P'

champ continu de C -algèbres sur BT tel que (p " : a » — ^ a [ T soit un iso-

morphisme de ^(Ê") sur B . Alors ^(î)') et ^b Wï sont canonique-

ment Isomorphes. Il en résulte que S)' et !&" sont Isomorphes.

III.1.4. Grâce à <p nous identifierons B à ^b (35'î .

III.2. Définition de L ( A ) et prem'ières propriétés.

III.2.1. DEFINITIDN. Soit A une C^-algèbre à spectre séparé. D 'a -

Près ( [24 ] . th. 4 . 1 ) la fonction t»—9- |a ( t ) || est continue sur À pour

tout a e A . Alors, grâce à ([ l6], prop. 1 D . 2 . 3 ̂  1 D . 3 . 2 ) il existe un

champ continu unique ^ - ^^^teÂ ' A ) d-8 ^"Q^^es sur À tel que
a € A pour tout a e A . Nous dirons que ce champ est défini par A .

Grâce à ([ l9], th. 2.3) nous identifierons canoniquement A à

<f°(^) » c 'est-à-dire à un idéal bilatère fermé de ^(Jg.) . Nous noterons
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L ( A ) l 'extension ^(^ ) ^ A .

III.2.2. LEMME. Soit A une C^-algèbre à spect re séparé .

Ci ) II existe un homomorphisme unique j de L ( A ) dans M ( A ) tel
que j ( a ) » a pour tout a e A .

Cii) Pour tout l e L ( A ) il existe m unique e M ( A ) tel que

"^A a 1 et on a j( l) » m . En particulier j est injectif et j C L ( A ) )

est l'idéal bilatère fermé des m c M C A ) tels que m | Â € L ( A ) .

(i) L 'ex is tence et l'unicité de j résultent de ( [s], prop. 3 .7 ( i ) ) ,

(li) Notons 1 l 'application de M ( A ) dans TT ^ A ( t ) telle que

1 (m) at m | A pour tout m e M ( A ) . Remarquons que 1 C a ) = a pour tout a e A

D 'après ( [3] , prop. 6 .2 ) À est dense dans M ( A ) ^ s pour m e M ( A ) , on a

donc i(m) » 0 si et seulement si m = 0 . Soit l e L ( A ) . On a

i* j ( l )a » i ( j ( l )a) = 1 - j C l a ) » la pour tout a f c A , d ' où l» j ( l5 = 1 .

Pour achever la démonstrat ion de (il) 11 reste à vérifier que la C^-algè-

bre des m e M ( A ) tels que m | Â » L ( A ) est un idéal bilatère fermé de

M ( A ) . Il suffit de montrer que cet te C^"-algèbre est un idéal à gauche

dans M ( A ) . Soit m f c M ( A ) et soit m ' e M ( A ) tel que m ' | Â e L ( A ) . Pre-

nons t i e Â . Pour tout e > 0 il existe a fc A tel que |m ' ( t ) - a [ t ) ] [ < e

au voisinage de ti . d ' où | | m ( t ) m ' C t ) - m C t ) a ( t ) | | < e||m|| sur ce voisina-

ge. Comme ma £ A , le champ mm' est continu en ti pour la structure
Ï. . Ainsi mm ' [ A appartient à J&. .

1 1 1 . 2 . 3 . Grâce à j nous identifierons L ( A ) à un idéal bilatère
fermé de M ( A ) .

1 1 1 . 2 . 4 . LEMME. Soit A une C^-algèbre à spectre séparé. Alors

L ( A ) est le plus grand idéal bilatère fermé I jd_e M ( A ) qui contient A

et tel que les points de À soient fermés et séparés dans î .

Soit I un idéal bilatère fermé de M ( A ) contenant A et soit

t é A . Alors t est fermé dans î si et seulement si IC t ) » A ( t ) . De

plus. d 'après ( [ i1 ] , $ 1 ) t est séparé dans î si et seulement si

"t ' »—^l"1^')) ! est continue en t pour tout m e l . Il en résulte que les

points de A sont -fermés et séparés dans I si et seulement si on a
I C L ( A ) .

1 1 1 . 2 . 5 . LEMME. Soient A une C^-algèbre à spectre séparé et ^ le

champ continu de C^-algèbres défini par A sur A . Soit ^' le champ

continu de C^-algèbres sur 0Â tel que L ( A ) = ^(JC.) (voir III.1.3 et

III-1.4) et soit J^ le champ induit par £. sur @Â - À . L'application

^ qu± è l ^LCA) fait correspondre 1 1 0Â - À est un homomorphisme de
L ( A ) sur (^C^) de noyau A .
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Pour l € L ( A ) on a évidemment ^ ( 1 5 » 0 si et seulement si

le^° (<S^) s A . D'après ( [ l6], prop. 1 0 . 2 . 3 ) . ^ est le champ continu de

C^-algèbres défini par ^ ( L ( A ) ) sur 0Â - A . On a ^ ( L ( A ) ) C ^C^;).
^ /s "

Soient ip(l) € i p (L (A ) ) et f e ( 5 ( & A - A) . O n peut évidemment supposer que

-F se prolonge en un élément de (? ( (3A Î que nous noterons encore f . A-

lors t ^—•> f ( t ) l(t) appartient à L ( A ) , et sa restriction à 0Â - A

appartient donc à ^ ( L C A ) ) . Il résulte maintenant du lemme III.1.2 que
^(^î s ^ ( L ( A ) ) .

1 1 1 . 2 . 6 . Conservons les notations du lemme III.2.5 et précisons les

identifications que nous ferons constamment dans la suite. La C^-algèbre

L ( A ) = t? («Sf ) sera canoniquement identifiée, soit à ^b '(JÇ«) (voir III.2.

5) , soit à la C^-algèbre des m Ê M ( A ) tels que m | Â 6 L ( A ) (voir III.2.3).

De plus, grâce à i|/ nous identifierons L ( A ) / A à ^b (^w ) . et la surjec-f\
tion canonique de L ( A ) sur L ( A ) / A sera identifiée à l'application qui à

1 6 L ( A ) associe sa restriction à 0A - A .

Nous utiliserons fréquemment le fait que t i—>- f ( t ) l ( t ) appartient

à L ( A ) pour tout lé L ( A ) et tout f € Ç ( ( S Â ) .

1 1 1 . 2 . 7 . Soit A une C^-algèbre à spectre séparé. Pour tout t €. A

on a L ( A ) ( t ) a A C t ) . Nous allons maintenant poursuivre notre étude de

L ( A ) en nous intéressant aux composantes L ( A ) ( t ) pour t é. (SA - A .

1 1 1 . 2 . 8 . Soit X un espace localement compact. On notera Ox le

filtre des voisinages de l'infini dans X et ^ l 'ensemble des germes
V

suivant 0 des fonctions continues bornées de X dans ]u,+«»[ . Pour

x € (3X - X , on notera 0 (ou plus simplement 0 ) la trace sur X du
X X

filtre des voisinages de x dans (3X . Ce filtre possède la propriété sui-

vante que nous utiliserons souvent. Soit f une fonction continue définie

sur un élément de 0 à valeurs dans [o,+<»[. Alors lim „ f ( t ) existe
X t , Q

- - v X
dans [0,+ooJ . On notera $ (ou plus simplement $ ) l 'ensemble des ger-x x
mes suivant 0 des fonctions continues bornées de X dans ]o,+œ[ .

Etant donnés (j? et &?' dans $ posons

(p-< y si lim^ Q <p'(t)/(p(t) » a < +00 .

Cette relation est une relation de préordre sur $ . S i a " 0 on dira

que (f' est strictement inférieur à <p . D'autre part, on définit dans $
la relation d'équivalence

<p ûi <P' si lim^ Q <p'( t ) /<p(t) « a avec 0 < a < +« .

On notera 9' le quotient de $ par cette relation d'équivalence. La re-

lation de préordre sur $ est compatible avec l 'équivalence et définit

par passage au quotient une relation d'ordre total sur $* . Dans $• 11 y
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a un plus grand élément : la c lasse des germes des fonctions constantes .

Dans cet te c lasse on choisira comme représentant canonique la fonction

constante de valeur 1 sur X , qui sera notée 1 .

III.2.9. Soit A une C^-algèbre à spectre séparé. Soient x € 0Â - À

et (ûe$ . L'idéal bllatère E ^ C L C A ^ O ) des éléments de L C A ) qui sont

^P-encadrés suivant 0 sera noté simplement E ^ C A ) ; son adhérence sera

notée " E ^ C A ) . De même, on notera simplement Z ^ C A Î l'idéal Z ^ ( L ( A ) , 9 )

et Z ^ ( A ) son adhérence dans L ( A ) . Les propriétés suivantes se vérifient

facilement ;

les idéaux E ^ C A ) , E^CA) , Z ^ C A ) et Z^CA) ne dépendent que de la

c lasse d 'équivalence de (p i

si (Ç'-< ^ et Cp non équivalent à cp' , o n a Z ^ C A ) C E4' Ç A ) C Z^ Ç A )

et Ï^(A)Ci^(A)C7^(A) .
^ /\

Soit <(?e $\. De même, on posera E ^ C A ) " E ^ C L C A ) ^ ) et

Z ^ C A ) = Z ^ C L C A ) ^ ) j on notera E^CA) et 7^(A) les adhérences de E ^ C A )

et Z ^ C A ) respect ivement dans L ( A ) .

En particulier, nous aurons à considérer les idéaux Z^A) , Z^A) ,

IPtA) , E^A) pour x € @Â - A , et les idéaux T1 Ç A ) , Z1 ( A ) , F1 ( A ) .

E^A) .

III.2.1D. LEMP1E. Soient A une C^-algèbre à spectre séparé, x e. PÂ - À

et (p e $ • Soit 1 € L ( A ) • Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) l ( x ) € E ^ C A ) ( x ) (resp. f ^ C A ) ( x ) ) j

(il) pour tout e > D , il existe a € E ^ Î A ) (resp. Z * ( A ) ) et V € 9

tels que sup ^ || a ( t ) - 1 ( t ) || < e j

(ill) I c E ^ C A ) (resp. ^(A) ).

(iil) —^ ( 1 ) : évidentj

(i) «^ cii) ; supposons que 1 ( x ) c E ^ t A ) ( x ) et soit e > D. Il exis-

te a e E ^ Î A ) tel que | | a C x ) - l(x)| | < e . D'après la continuité de

t » '» II a ( t ) - l(t)|, il existe un voisinage a) de x dans @Â tel que

||a(t) - l ( t ) ( < e sur ù) . Il suffit de poser V " û) (\A .

(li) ==»(iii) : supposons la condition Cii) vérifiée et 'montrons que 1

est adhérent à E ^ C A ) . Prenons e > 0 j il existe a & E ^ ( A ) et V é 9

tels que ^P^y ll6^5 " ^^ll <: e • D 'autre part. il existe W & 9 conte-
nu dans V et une fonction continue f de A dans [o*l] tels que

f ( t ) « D si t ^ V et f C t ) « 1 si t c W . Alors l'élément b défini par

b( t ) » ( 1 - f ( t ) ) l ( t ) * f ( t ) a ( t ) pour t e Â appartient à E ^ C A ) et on a

sup ^ ||lCt) - b ( t ) \ < e .

« ÀIII.2.11. LEMME. Soient A une C -algèbre à spectre séparé et Cp€$
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Alors :

( 1 ) E ^ ( A ) - ̂ .̂, E^ (A ) ,

( 1 1 ) on a E ^ C A H x ) = E ^ C A H x ) pour tout x € 6Â - A ;

( 1 ) Pour démontrer ( 1 ) 11 suffit de vérifier que tout

a e O g . _ . E ^ ( A ) appartient à E ^ C A ) . Pour tout x e BÂ - A . il exis te

un voisinage ouvert 0) de x dans (SA tel que

^teœ HÂ ^^^e a ( t ) < +00 -

Extrayons un recouvrement fini (œ , . . • ,œ ) de (SA - A et posons
n - A X1 xn

V = ((J 0) ) H A . On a V 6 0 et sup <y( t ) . rg a ( t ) < +œ .
i»1 xi w v

(il) Comme on a évidemment E ^ C A ) ( x ) C E ^ ( A ) ( x ) . il suffit de prouver

que E ^ C A ) ( x ) C E ^ C A ) C x ) . Soit l € E ^ ( A ) s par définition 11 existe V £ 0

tel que sup. .. (p(t).rg 1 ( 1 ) < +«» . D 'aut re part, il existe W e O , conte-

nu dans V , et une fonction continue f de A dans [o*l] qui vaut 0

si t ^ V et 1 si t € W . Alors l 'élément a c L C A ) défini par

a ( t ) s f [ t ] l ( t ) pour tout t € Â appartient à E ^ C A ) et on a a ( x ) » l (x) .

^
1 1 1 . 2 . 1 2 . On démontre de même les égalités suivantes pour (p € $ :

ïcf^ • ^x.BÂ-Â ^(A) - z ( f (A ] - ^.BÂ-Â Z;(A1 • ?<P(A) - ^CBÂ-Â ^Â1 î
^

et, pour x e ÇA - A et Cp e $•• ;

i^CAUx) = f^Anx) , Z ^ ( A H x ) » Z ^ C A Î C x ) . Z ^ C A H x î = Ï ^ ( A ] C x ) .

D'après le lemme III.2.10, on a A C Ï ^ C A ) pour tout x € (SA - À et tout

(Ç? € $ , d ' o ù A C Ï ^ C A î C Ï Ï ^CA) pour tout <y e ̂  , d 'ap rès ce qui précède.

1 1 1 . 2 . 1 3 . PROPOSITION. Soit A une C^-algèbre à spectre séparé.
1 M- A

( i) II existe un champ continu unique Jg. de C -algèbres sur $ A

tel que E ^ C A ) = g13^'1) .

(il) Pour tout x € 0 Â - À , _l_a C^-algèbre E ' ^A lCx ) est duale.

( 1 1 1 ) Supposons que A est liminaire. Alors E 1 Ç A ) est liminaire.

(iv) Supposons que A est uniformément liminaire. Alors E 1 ( A ) est

uniformément liminaire et c ' es t l 'adhérence de l 'ensemble des éléments de""——^ —i^—^——^— ^
L ( A ) qui sont encadrés sur A •

( 1 ) Soit y » ( ( L ( A ) ît^g^ ' A > ) le champ continu de C^-algèbres

sur PA tel que L ( A ) » ê^C^.) . Appelons Ai- l 'ensemble des l e A * tels

que l ( t )e i 1 ( A ) ( t ) pour tout t € 0^ et posons

^Â1 a ( ( i l (A^tnt<e» ' ̂  •

On a évidemment ^(AHt) » { l ( t) | i e A { } pour tout t € 0Â , et donc ^.1

est un champ continu de Cf^-algèbres. Comme if1 (A ) est un idéal bllatère

fermé de ^(«g.1) . il résulte de ([ l6], 1 0 . 4 . 2 ) que E'1 (A ) =(?b (oî?. l ) .

4
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( 1 1 ) Soit x €. 0Â - À . Pour tout l é E ^ C A ) . on a

lim^Q ||lCt)|| = ||lCx)|| .

Alors, d 'ap rès 1 . 1 . 8 corollaire b) , le filtre 0 converge vers chacune de

ses valeurs d 'adhérence dans E^A)^ , et E^AHx) " est l 'ensemble des

limites de 0 . Comme I? ( A ) est encadrée suivant 0 » l 'ensemble

E ^ A H x ) ^ est discret d 'après la proposition 1 . 2 . 2 4 . De plus, d 'après la

proposition 1 . 2 . 2 2 , la C^-algèbre i ^ C A K x ) est liminaire. On en déduit

que E1 ( A ) ( x î est isomorphe au produit restreint (voir [l 6] , 1 . 9 . 1 4 ) d 'une

-Famille de C -algèbres élémentaires et donc que E 1 Ç A ) C x ) est duale [voir

[ 1 6 ] . 4 . 7 . 2 0 )

Ciii) Supposons que A est liminaire. Alors d 'après (i),(ii) et C [l6] .

th. 1 0 . 4 . 3 ) , E ^ Î A ) est liminaire.

(iv) Supposons maintenant que A est uniformément liminaire.Soient
_ î

l e E ^ A ) et e > 0 . Il existe V é O et a & E ^ A ) tels que [a - l|| < e
À 'let sup ..rg a ( t ) < +00 . On peut trouver W é. 0 contenu dans V et une

fonct ion continue f de A dans [û,l] égale à 0 hors de V et à 1

sur W . L 'é lément b défini par b C t ) = ( 1 - f ( t ) ) l ( t ) sur A appartient

à A . Il existe alors c & A , encadré sur A , tel que jb - c||< e . Soit

d l 'élémsnt de L ( A ) défini par d ( t ) = c ( t ) + f C t ) a ( t ) si t e. A . Cet

élément est encadré sur ^ et on a ||l - d| < 2e . Par ailleurs, E1 (A )

contient évidemment l 'adhérence de l 'ensemble des éléments de L ( A ) qui
/\

sont encadrés sur A .

La première assert ion de (iv) résulte de ce qui précède et de la proposi-

tion 1 . 2 . 2 3 (rappelons que A est dense dans r i C A l ^ ï .

III.3.Etude de L ( A ) lorsque A est à trace continue.

III.3.1. Oémontrons brièvement le résultat connu affirmant qu'une

C^-algèbre A à trace continue est uniformément liminaire. L'ensemble des

a €. A , à support compact et tels que t *—»• Tr a ( t ) soit finie et conti-

nue sur A est la partie positive d 'un idéal bilatère facial 1 dense

dans A . Soit a e .1* . On a sup. ^Tr a ( t ) s m < +" ; donc, pour tout
t Cs n

e > 0 et tout t & A , on a e.rg g ( a ) ( t ) < m , d 'où

sup. Arg g ( a ) ( t ) < +" . Enfin, on a évidemment jlg (a) - aj < e . Il en ré-

sulte que l'idéal bilatère facial des éléments de A qui sont encadrés sur
A
A est dense dans A .

Remarquons que ÏC(A) est contenu dans 1 • Donc, pour tout a e Ï C ( A ) , la

fonction t '—^ Tr a ( t ) est continue sur À • De même, Ï C C A ) est contenu

dans l'idéal bilatère facial des éléments de A qui sont encadrés sur A .

Donc, pour tout a e. % ( A ) , on a sup. Apg a( t ) < +00 .te f\
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III.3.2. LEMME. Soit A une C^-algèbre à t race continue.

(i) Soient a) un ouvert de A et le L ( A ) tels que

SUD, rg l(t) < +00 . A l o r s t«—> Tr l(t) est continue sur a) .i-^ç^ e ———— ——————————————
(ii) Pour tout 1 & : K ; ( L ( A ) ) . la fonct ion t«—f Tr l(t) est finie et

continue sur A .

Ci) Vérif ions d 'abord que, pour tout compact K de A et tout

b e L C A ) , il existe a e A tel que a ( t ) = b ( t ) si t e K . Prenons une

fonction continue complexe f sur A , à support compact , telle que

f ( t ) = 1 si t e K . Alors t i — > f ( t ) b î t ) appartient à L C A ) et comme cet

élément est nul en dehors d 'un compact il appartient à A . Enfin, on a

f ( t ) b ( t ) " b ( t ) si t e K .

Soit l€ L C A ) tel que sup rg l(t) < +» . Prenons t o é 0) et

soit a e A tel que a ( t ) s l(t) au voisinage de to . Alors a est enca-

dré au voisinage de to et donc, d ' ap rès ( [ 1 9 J , th. 4 . 1 ) la fonct ion

t»—^ Tr a ( t ) est continue en to . Il en résulte que ti—>Jr l(t) est

c o n t i n u e e n t o .

(ii) Soit 1 C Ï C Î L C A ) ). Il suffit de vérifier que pour tout compact K

de A on a sup .. rg l(t) < +<» , et d'appliquer (i). L 'ensemble des
L ̂  IN

b c L ( A ) tels que sup rg b( t ) < +<» est un idéal bilatère facial It& l\ l\
de L ( A ) . Soit b e L C A ) " " . Il existe a e A tel que a ( t ) = b ( t ) si

t c K . d 'où g C b ) ( t ) = g ( a ) ( t ) pour tous e > 0 et t € K . Comme

g ( a ) 6 . î C ( A ) (voir 0 . 1 0 ) , on a sup. „ g ( b ) ( t ) < +00 . Ainsi !.. est densee t e K £ K
dans L ( A ) et, par conséquent, contient U C L ( A ) ) .

III.3.3. PROPOSITION. Soient A une C^-algèbre à t race continue,

x € 0A - À et C p € $

(i) Sur E^CAHx)' ' ' . il existe une trace s.c.i. unique T^ telle

que, pour tout lé E ^ C A ) ' 1 ' on ait llm. „ (P(t) .Tr l(t) = T ^ C K x ) ) < +00 .
———————————————— X ——————— t , U ' X

(il) Soit beE^CAnx ) " ' j on a T ^ t b ) » 0 si et seulement si

b ^ f ^ C A U x ) .

Pour tout I C E ^ C A ) , montrons l 'ex is tence de lim q ? C t ) . T r l(t) .x t.y^

Par hypothèse, il existe V ouvert, appartenant à 0 , tel que

sup. .. (p(t).rg l(t) < +00 . Comme <p est continue et ne s 'annule pas sur

V , on déduit de l'inégalité précédente que 1 est encadré au voisinage de

chaque point de V . Alors, d 'après le lemme III.3.2. la fonct ion

t*—> Tr 1 ( 1 ) est continue sur V . Ainsi-, t»—>- (Jp( t ) .T r l(t) est continue

et bornée sur V , d ' où résulte l 'existence de lim „ (p( t ) .Tr I C t ) dans

C • D'après la proposition 1 . 2 . 5 , il existe une trace a.c.i. unique T

sur i ^CA)* telle que lim. . CpCD.Tr l(t) » r(l) pour tout l ê E ^ C A ) * .x ^ ^ t,u^ x

Pour tout ^ E ^ Î A ) . montrons que Fd) ne dépend que de l ( x ) . On a
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P(I) a 0 ««"» I Ê Ï ^ C A ) d 'après la proposition 1 . 2 . 1 2 »

^^ l (x ) e "Z^tA) ( x ) d 'ap rès le lemme III.2.10.

En particulier, si l (x) = 0 on a F C l ) = 0 . Notons T v la trace s.c.i.

sur E ^ C A l C x ) déduite de F par passage au quotient. C ' e s t évidemmentx
l'unique trace s.c.i. T sur E ^ C A H x ) telle que lim g ( p C t ) . T r l(t) =

' ^
T ( l ( x ) ) pour tout l e E ^ C A ) * . Enfin, pour b e i ^ C A H x ) * , on a, d ' ap rès

ce qui précède. T ^ ( b ) » 0 si et seulement si b c f ^ C A ) ( x ) .

III.3.4. Conservons les notations de la proposition III.3.3. La t race

T^ donne, par passage au quotient, une trace s.c.i. fidèle sur

i ^ C A ) ( x î / Z ^ C A ) ( x ) ) * , d e n s é m e n t définie; on la notera -^ . D 'au t re part, la

trace T^ se prolonge en une trace s.c.i. sur L ( A ) ( x ) valant T ^ C b ) si

b e E^CA) ( x ) et +08 sinoni on la notera aussi T4' . Remarquons que T 1

est fidèle sur L ( A ) ( x ) . Par ailleurs, on s ' a s s u r e Immédiatement que, si

(p et Cp' sont équivalentes dans $ , les traces T^ et T<p sont pro-

portionnelles .

III.4. Etude de L ( A ) lorsque A » ê ' ° C X . ^(H))

III.4.1. PROPOSITION. Soient X un espace localement compact , H ^

espace hilbertien et A = 6'°(X, ^(?(H)) . Alors L ( A ) » ^(X. ^ Ç ( H Î ) . Soit

0 l 'ensemble des fonctions continues de X dans <SS6CH) qui, pour tout

x é @X - X , convergent normiquement suivant 0 dans «6Ç(H) . Alors :

( 1 ) 0 est une sous-C^-algèbre de 'E1 Ç A ) ;

(ii) pour tout x & 0X - X et tout d & O , llm „ d ( t î ne dépend que

•É8 d t x ) • Oe plus, l'application ^ d^ 0 ( x ) dans x ^Ç( H) telle que
^i ( d ( x ) ) a lim „ d ( t ) pour d e O est un isomorphisme de 0 ( x ) surx "c, y ——— ——————————————————— ——
^(H) , x

( 1 1 1 ) 1 'appl icat ion ^ qui à d e 0 fait correspondre le champ d ' opé -

rateurs valant d ( x ) si x € X et ^ ( d ( x ) ) si x e. 0X - X est un isomor-

phisme de D sur (?( BX , ̂ (? (H) ) .

( 1 ) Soit d e O . Remarquons tout d 'abord que t»—>- | |d ( t ) | est bornée

sur X et donc que d € L ( A ) . Soient x e $X - X et £ > 0 ; comme

t i—^-d( t ) converge normiquement suivant 9 dans «2?^(H) , on en déduit

facilement l 'ex is tence de V € 0 et de a € E1 ( A ) tels que

sup „ ||a(t) - d î t ) II < e . Il en résulte, d 'après le lemme III.2.10, que

d e E ^ A ) pour tout x e 0X - X . et donc que d 6 E'1 ( A ) [voir III.2.12).

( 1 1 ) Soient x 6 PX - X et d e 0 . On a

d ( x ) " 0 «°̂  llm^ Q ||d(t)|| » 0 ^=» lim^ ç d ( t ) = 0

(dans «S?^(H) muni de la topologie normique) . On en déduit l 'ex istence
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de ^ et son injectivité. Enfin, toute fonction constante d de X

dans <WH) appartient à 0 et ^) ( d ( x ) ) est égal à la valeur de d

sur X . Ceci prouve que î  est sur ject ive.

Ciii) Soit d e D . Alors t *—> i^(d) ( t ) est normiquement continue de

@X dans WH) d 'après ([ l ] , chap. I, $ 8, th. 1 ) et ^ est évidemment

un isomorphisme de D sur ^(&X, ^ ^ C H ) ) .

1 1 1 . 4 . 2 . Grâce à la proposition III.4.1 Cdont nous conservons les

notat ions), nous identifierons dans la suite ^(0X. <y^(H)) à une sous-C^-

algèbre de i1 ( A ) et <?(0X - X , ^ f ? ( H ) ) à une sous-C^-algèbre de i ^ A Î / A .

De même pour tout x ç. (SX - X , nous identifierons <^f(H) à une sous-C -al-

gèbre de E ^ A Ï C x ) . Nous utiliserons souvent les propriétés suivantes :

a) Soient 1 6 L ( A ) et x e 0X - X . On a l (x) e ^?(H) si et seule-

ment si t»—> l(t) converge normiquement (vers l (x) ) suivant 9 dans

^ÎH) ,

b) Soit 1 € L ( A ) / A . Alors l £ ( ? ( e x - X . ^ t f C H ) ) si et seulement si

I C x î e . W H ) pour tout X C 0 X - X i

c) Soit lé L ( A ) tel que 1 [ 0X - X Ê ^(0X - X, .6CCH)) ; alors

1 € <?(0X, ^ 1 ? ( H ) ) .

Les propriétés a) et b) se vérifient Immédiatement. Montrons c ) . Il

existe d e ^ (0X, ^(H)) tel que d | @X - X » 1 1 0 X - X (voir par exemple
[l6], 1 0 . 1 . 1 2 ) . Alors 1 - d appartient à A C <?( (3X. Ï ^(H) ) , d 'où

1 & < ? Î 0 X , ^f?W} .

1 1 1 . 4 . 3 . LEriME. Soient X un espace localement compact, H un espace

hllbertien et A " < ? ° ( X , ^ ^ ( H ) ) .

( 1 ) Pour tout x é 0X - X , ̂ (H) est une sous-C^-algèbre faciale

de L ( A ) ( x ) .
( 1 1 ) Ç (gX - X , 4 ? & ( H ) ) (resp. ^(gX, ^?P(H) ) ) est une sous-C^-algèbre

faciale de L ( A ) / A (resp. L ( A ) ) .

( 1 ) Soit x € (SX - X . Soient p un projecteur de «,S?<?(M) et

a € L ( A ) ( x ) tels que 0 < a < p . Appelons d la fonction constante de

X dans ^(H) , oe valeur p . O'après ( f3 l ] , prop. 5 ) , il existe
l é L t A ) * tel que l(x) « a et 1 < d . Ainsi 1 est une fonction conti-

nue de X dans ^^(p(H)) ; comme dim p(H) < +<» , cette fonction converge

normiquement suivant 0 dans «^(?(H) , et donc a £«îWH) .

Soient maintenant b€.SWH) et a é L ( A ) ( x ) tels que 0 < a < b .

Pour tout e > 0 , il existe un projecteur p €. ^lf(H) tel que, si

q ' 1 - p « o n ait ||q bq | ̂  e . Il en résulte que ||q aq | < e • On
déduit de l'égalité

q^aq^ « (q^/aq^)2 * (q^/ap^)(p^/aq^) .
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que

I q /aq || ^ /£ et |[ q /aPg|| "II P /aa |1 < Ve /

d ' o ù

[|/i - p /ap II < 3/e .

Or, d 'ap rès le début de la démonstration, on a p /ap €. <^(H) pour tout

e > 0 , d ' o ù /à e ^f^CH) , ce qui entraîne a ç, ogë'(H) .

Cli) Soient b € ( fC^X - X.^(H)) et a e L ( A ) / A tels que

0 ^ a <: b . D 'ap rès (i) on a a ( x ) € £^{\\}} pour tout x €, (SX - X , d ' o ù

a € (? (eX - X, XSW} (voir III.4.2 b ) ) .

III.4.4. Soient A une C^-algèbre et B une sous-C^-algèbre de A .

Soient t une représentation de A dans un espace hilbertien H et u

une représentation de B dans un sous -espace hilbertien K de H , tels

que b (u ) = b ( t ) | K pour tout b f e B . Alors on dira que t est un agran-

dissement de u .

LEMME. Soient X un espace localement compact, H un espace hilber-

tien et A = Ç° (X , <^(H) ) . Soit x € @X - X .

(i) La représentation identique de <^Ç(H) admet un et un seul agran-

dissement v en une représentation irréductible de E ^ A l î x ) et , si

V Ê l ^ C A n x ) " - {v } . on a <^<?(H)CKer v .x •~-''~—~— _ ^
(ii) II existe une fonction n unique de E^AHx)^ - {v } dans |M

telle que

T ^ ( K x ) ) ' lim^g Tr l(t) - Tr l(^) ^^^(AK^)- - {v }nlv'l •Tr l(v)

X A

pour tout 1 e 'E1(A) encadré suivant Q . En particulier, si

I e ^(ex, ^&(H) ) est encadré suivant Q^ , on a

T ^ C K x ) ) = lim. . Tr Kt î s Tr l(v ) s Tr l (x) .x t ,Q^ x

L 'asser t ion (i) résulte du lemme III.4.3 C i ) , de ( [30] , th. 1 . 6 ) et

du fait que ^^(H) n 'a qu 'une seule représentation irréductible.

( 1 1 ) Pour tout 1 e KîE'1 Ç A ) ) C E^A) , on a montré l 'ex is tence de

lim ^ Tr l(t) (voir III.3.3 (D). D 'aut re part, E ^ C A n x ) " est l 'ensem-

ble des limites de 0 dans E ^ C A ) " . Alors, d 'après la proposition 1 . 2 . 2 6

II existe une fonction m unique de E ^ Î A ) " dans M^ telle que

lim - Tr l(t) = £. ̂ ^ ^ iç^^ m ( v ) . T r l(v)
' x

pour tout le t^A) , encadré suivant 0 . Soit 1 une fonction constante

sur X , prenant pour valeur un projecteur p de rang 1 appartenant à

«ygCH) . On a 1 a lim. - Tr ICt ) = m(v ) puisque l(v ) = l (x) » p ett,0^ x x

l (v) = 0 pour tout v e E ^ A H x ) ^ - {v } . De même, pour tout

b € ^ (8X, ^ f? (H) ) , encadré suivant Ô^ » on a b î v ^ ) = b ( x ) € £SW et
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b ( v ) = 0 si V Ê l P c A H x ) " - {v } Cvoir ( 1 5 5 , d ' o ù

lim^Q Tr b ( t 5 = Tr b C v 5 = Tr b C x 5 .

Cela signifie que T^ induit la trace canonique sur o^Ç(H5 *C Ï Ï 1 ( A 5 ( x 5 +

1 1 1 . 4 . 5 . DEFINITIONS. a5 Soient T un espace topologique et
G » ( ( H ( t 5 5 ^ ^ , A5 un champ continu d ' e s p a c e s hilbertiens sur T . Soit

P un champ de projecteurs appartenant à TT « î ? ( H ( t 5 5 . On dira q u e p ~ ~

est trivial pour $ s'il existe une famille C x 5 . d 'é léments de A

telle que,pour tout t & T . la famille ^i^^.îe.T soit une base orthonor-

male de p ( t 5 ( H ( t 5 ) . Soit U une partie de T ; on dira que p est tri-

vial pour ^ sur U sj_ p est trivial pour le champ continu d ' e s p a c e s

hilbertiens Induit par S sur U .

b5 Soit T un espace topologique, H un espace
hilbertien et p une fonct ion de T dans l 'ensemble des pro jecteurs de

^(H) • On dira que p est trivial sur T s_a_ p est trivial pour le champ

constant d ' e s p a c e s hilbertiens défini par H sur T C voir [l 6], 1 0 . 1 . 4 5 .

1 1 1 . 4 . 6 . LEMME. Soient X un espace localement compact , H un espace

hilbertien et A = ë ° (X . <^& ( H 5 5 . Soient x Ê 0X - X , V e O et

l e ^ C V . ^ (H55 tels que sup rg Ktl < +" .

(i5 II existe l ' e E ^ C A ) e_t_ W e, Q contenu dans V tels que
I |w = 1 ' J W .

tiiî Supposons de plus que, pour tout t & V , l [ t5 est un pro jecteur .

Il existe W e 0 contenu dans V tel que le rang de 1 soit constant
sur W .

L 'assert ion ( 1 ) se démontre facilement en utilisant le fait que 0
est complètement régulier.

(li5 Comme t»—> rg l ( t5 est continue sur V , il existe une parti-

tion finie de V en sous-ensembles fermés (dans V 5 sur lesquels le rang

de 1 est constant . D 'après le lemme V . 1 . 1 , l'un de ces fermés appartient
à 0 .x

III.4.7. PROPOSITION. Soient X un espace localement compact , H un

espace hilbertien et A = &° (X , ^ & ( H 5 Î . Les conditions suivantes sont
équivalentes :

( 1 5 pour tout x e 6 X - X . la C^-algèbre E ^ C A Î C x î est élémentaire;

(ii5 i^Aî^^ = ex i
( 1 1 1 5 i^AÎ est à t race continuej

( ivî pour tout x £ 0X - X . tout V e O et tout champ de projecteurs

p e Ç ( V . ^ g ( H ) î tel que sup^^ rg p ( t ) < +°o , il existe VI € Q , contenu
dans V , sur lequel p est trivial.
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Introduisons la condition (il)' : E ^ C A ) " est séparé.

(il)' ==» (1 ) : supposona E ^ C A ) ^ séparé. Soit x € 0X - X j supposons

que E^AHx)^ possède deux points distincts v. et v- . On déduit immé-

diatement de la proposition III.2.13 (1 ) et de C |l 9], th. 1 . 2 ) que les

points v^ et v^ ne sont pas séparés dans E ^ C A ) ^ , ce qui est absurde.

Ainsi i ^ A Î C x ) est une C^-algèbre duale (voir III.2.13 Cil)) dont le
spectre est réduit à un point, et donc Ï Ï ^ A Î C x ) est élémentaire.

( 1 3 =^ Cil) : cela résulte de la proposition III.2.13 (iî et de
( [l9] , corol. du th. 1 .2) .

(ii) ==»(iil) : supposons que E ^ C A ) " » 0X . Ceci entraîne, d 'après ce

qui précède que E^AHx) est élémentaire pour tout x e pX - X . Alors il

résulte du lemme III.4.4 que, pour tout x e 0X - X et tout le KCE'1 (A ) ) .

on a ^"^Q Tr Kt î a Tr Kx) < +œ . D'autre part, si 1 £ }C(E'1 (A) ) , la

fonction ti—> Tr l(t) est continue sur X d 'après le lemme III.3.2 (ii).

Il en résulte que t»—^ Tr l(t) est finie et continue sur 0X pour tout
1 € K C E ^ A ) ) et donc que E ^ C A ) est à trace continue.

(iii) ==>(ii)' : évident.

(i) ===» (iv) : supposons que E^CAHt ) soit élémentaire pour tout

t € 0X - X . Soient x e. @X - X , V é9 et p un champ de projecteurs ap-

partenant à (?(V,^(H)) tel que s"P^v rg p c t ) < +co • C1 8?1*^ le lemme
III.4.6, on peut supposer que p se prolonge en un élément de IPCA) (no-

té encore p ) et que le rang de p( t ) est constant sur V . Soit ù> un

voisinage ouvert de x dans 0X tel que V 3 œi ïX . Pour tout t eœ ,

p(t ) est un projecteun posons n • rg p ( x ) et soit d une fonction

constante sur X prenant pour valeur un projecteur de rang n appartenant
à <?&(H) . Alors d ( x ) est un projecteur de rang n dans

^fc(H) Ct^A) (x ) . Il existe donc a e f ^ A î ï x ) tel que aa^ • p (x ) et

a a m d ( x ) . D'après C [l 9] , lemme 3 . 2 Î il existe un voisinage u' de x

dans 0X , contenu dans ù) , et r e t P î A Î tels que r C t î r C t ) " ^ " p( t ) et

r C t ) r ( t ) " d ( t ) si t feù) ' . Comme d est trivial sur ù ) ' / 1x , on en dé-
duit que p est trivial sur œ'^ X C V .

(iv) ==^ (i) : supposons la condition de (iv) réalisée. Soit

x c 0X - X tel que E ^ t A K x ) ^ contienne deux points distincts v. et v« .

Comme t ^ A Î C x ) " est discret, 11 existe a e E P C A H x ) tel que a.,(v.J

soit un projecteur non nul et a . ( v ) - D si v e E ^ C A n x ) " - {v } (1 « 1 , 2 ) «
D'après ( [31]. corol. 6) , il existe 1 ^ € Î C C E ^ C A ) ) + tel que l . (x) - a. .

car a^ appartient évidemment à i C C E ^ C A ) ( x ) ) + (1 - 1 , 2 ) . Par des raison-

nements classiques de calcul fonctionnel et puisque JGÎE^CA)) est stable

par calcul fonctionnel (voir. D . 1 0 ) , on peut de plus supposer l 'existence

de V 6 9^ tel que l^(t) soit un projecteur sur V (1 - 1 . 2 ) . Dn a



57

sup^^ rg 1 (t) < +œ puisque l e J - C î E ^ A ) ) i on peut donc supposer que

les champs de projecteurs ^ [ v et ^[v sont triviaux. A partir de là,

on peut facilement construire une fonction normiquement continue b de V

dans ^(H) telle que lim û 1| 1 - î t î b ( t î l o î t ) || ^ 0 et on peut évidemment

supposer que b est la restriction à V d 'un élément (noté encore b ) de

L ( A ) . On a 1 ( x ) b ( x ) l (x ) / 0 j ceci est absurde d 'après le choix de a
et ^ .

1 1 1 . 4 . 8 . On ne sait pas si les conditions équivalentes de la proposi-

tion III.4.7 sont toujours réalisées. Remarquons que, grâce au lemme

III.4.6 (il) la condition (Iv) est équivalente à

( iv) ' pour tout x € @X - X , tout V e. 0 et tout champ de projec-

teurs pe 6'(V. ^(H) ) tel que rg p( t ) soit fini et constant sur V . il

existe W e Q , contenu dans V , sur lequel p est trivial.

Oonnons des exemples où les conditions de la proposition III.4.7 sont

réalisées. Tout d 'abord c 'es t le cas si dim H < +00 . En ef fet , lorsque

dim H < +<» , tout élément de (? (X , ^ (H ) ) se prolonge en une fonction con-

tinue de BX dans Jg(H) . On a donc L C A ) » Ç (pX , ^ (H ) ) » E'1 ( A ) . Par ail-

leurs, notons qu 'on a M ( A ) » L ( A ) d 'après ( [3] , th. 3 . 1 5 ) .

O 'aut re part, outre le cas évident où X est discret, la condition

(iv)' est réalisée quel que soit H lorsque X est un ouvert de P . En
effet, prenons un ouvert Sî de X et un champ de projecteurs

p € t ? ( t 2 , <3?^(H)) tel que rg p( t ) soit fini et constant sur îî . L 'ouvert

îî s'écrit comme réunion d'intervalles ouverts deux à deux disjoints, et p

est trivial sur chacun de ces intervalles (voir [l 7] , remarque p. 250 ) . Il

en résulte que p est trivial sur Sî .

1 1 1 . 4 . 9 . Conservons les notations de la proposition III.4.7 et suppo-

sons que les conditions de cette proposition sont réalisées. Soit

x e 0X - X . La C^-algèbre élémentaire E^CAHx) contient ^(H) (voir

III.4.2), et on peut facilement s 'assurer que F^AHx) n 'est pas toujours

égale à cTÇ(H) (utiliser III.4.2 a ) ) .

III.4.10. LEMME. Soient H un espace hilbertien de dimension infinie

e^ A " <?°(H, ^(H)) . Soit x &01M - ^ .

(i) ÏÏKA) » n^ 7^ (A) , où Cp décrit l 'ensemble des éléments de *

strictement inférieurs aux germes des fonctions constantes.

(li) Z^AHx) est strictement contenu dans E ^ ( A ) ( x ) pour ( ^ f c $

(ill) 'E^AHx) est strictement contenu dans ^'(AUx) si Cp ' estx ————_————>——————i—•~——_^— x
strictement inférieur à (p dans $

(Iv) Ï Ï ^ ( A ) ( x ) s E ' ^ (A) (x ) si et seulement si c^ et Cf ' sont équi-

valentes dans $ •
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(v) Ï ^CAHx) s ?^ ( A ) ( x ) si et seulement si (f et Op' sont équiva-

lentes dans $————————— x

(1 ) Notons $' l 'ensemble des éléments de $ strictement infé-x x
rieurs aux germes des fonctions constantes. On a évidemment

i^CA) C n Ï fCA) . Soit a positif appartenant à W ., Z^(A) . Sup-
x y

posons qu'il existe e > 0 tel que g (a) ne soit pas encadré suivant

0 . Posons Cp(t ) = [rg g ( a ) ( t ) ] ~ 1 pour t appartenant à un V G Q sur
lequel rg g ( a ) ( t ) / 0 . On a

lim^ q?(t) » 0 et lim^ (p(t) .rg g (a) (t) » 1 .

Ceci est absurde puisque, d 'après le lemme 1 . 2 . 1 0 , on doit avoir

g ( a ) € Z ^ Î A ) . Ainsi on a g ( a ) £ E^A) pour tout e > 0 et donc

a c ^ ( A ) .

(ii) Pour tout réel r ^ 0 , nous notons E(r) sa partie entière.

Prenons i e L ( A ) tel qu'il existe V e Q sur lequel l(t) soit un pro-

jecteur de rang E«p( t )~ 1 ) + 1 . On a <p(t ) . rg l(t) <? 1 + <pCt) pour tout

t € V , d 'où I C E ^ C A ) . Supposons que 1 appartienne à Z'^(A) . A l o r s 11

existe a € L ( A ) tel que || a - 1 1 | ^ 1 / 2 et lim Q <f ( t ) . rg a( t ) " 0 .

O'après le lemme 1 .2 .9 , on a rg a ( t ) > rg l(t) pour tout t e - V , d 'où

Cp(t).rg a ( t ) > Cp(tHE(Cp(t) '1 ) + 1 ) > 1 sur V , ce qui est absurde. Ainsi.

1 n'appartient pas à Ï ^CAÎ et donc l (x) n'appartient pas à T^CAHx)
(voir III.2.10).

(iii) Supposons que lim, g <y ' ( t ) / (p( t î s 0 . On a évidemment

i ^A lC 'Z^CA) . Prenons l & L C A ) tel qu'il existe V f c O sur lequel

l(t) soit un projecteur de rang égal à E C C y C t ) ' 1 7 2 (p 'C t ) " 1 7 2 ) . On a

(p'(t).rg l(t) < <p ' ( t ) 1 7 2 (pC t ) " 1 7 2 si t ÊV . d 'où

lim^ Q q?' C t ) .rg l(t) = 0 .
' x

1 / 7 - 1 / 7
0'autre part, on a <()(t) .rg l(t) ^ <ip(t) ' /- (?' (t) 1 / - - y(t) si t € V .d'où

lim^ Q (p(t) .rg l(t) - *oo .

Comme dans la démonstration de (il), on prouve que l(x) i. E^ (A ) ( x ) en u-

tilisant le lemme 1 .2 .9 .

(iv) Si lim (p'(t)Ap(t) » 0 , on a

i ^ (A ) (x ) ^?^ ' (A ) (x )C?^ ' (A ) (x ) .

On en déduit immédiatement (iv) •

L'assert ion (v) se démontre comme (iv) .

III.4.11. LEnnE. Soient H un espace nilbertien de dimension infinie



59

Q^ A » Î?°(JM. "^(T(H)) . Soient x & 01M - BM eĵ  <y&$ . Pour tout idéal bila-

tèrs fermé K ^ L(AHx) , on a soit K C f ^ C A n x ) , soit i ^ C A ) ( x î C K .

Supposons K ^ Z ^ C A H x ) . Prenons l e L C A Î * tel que K x î f c K et

l(x) ^L Î ^CA) ( x ) . Il existe e > 0 tel que la boule fermée de centre l (x)

et de rayon e ne rencontre pas Z ^ C A ) ( x ) . Or on a

||g (IHx) - Kx) | .$ £ i il en résulte que lim^ ^ Cp(t) .rg g C D C t ) > 0

(éventuellement +00 ). Notons p l 'élément de L ( A 5 tel que, pour tout

t € IN » p ( t ) soit le projecteur de H sur le sous-espace propre de l(t)

correspondant aux valeurs propres de l(t) strictement supérieures à € .

On a rg p ( t î s rg g ( D î t ) pour tout t € IN , d ' où

lim <p(t).rg p( t ) » a c j O . + o o ]

Nous supposerons par exemple a < +00 • On a p( t ) < l ( t ) /e pour tout

tcIN , d 'où p ( x î < l ( x ) /£ i ceci entraîne que p ( x ) € K . Soit b f E ^ C A )

et montrons que b ( x ) é K . Appelons q l 'élément de L ( A ) tel que q( t )

soit le support de b( t ) pour tout t & M . On a b ( t ) ^ ||b||qCt) sur M ,

d 'où b ( x ) ^ |b||q(x) . Il suffit donc de montrer que q C x ) appartient à

K . Par hypothèse, on a

llm. -. < ip( t5. rg q( t ) = lim. ,. (p(t).rg b( t ) = 0 < +oo .
t.Q^^ t*e^

Prenons un entier r tel que ra > 0 et soit n > 0 tel que
P + 2n < ra • On peut trouver un projecteur p' e. L ( A ] tel que p ' ( x ) 6 K

et llm Q Çp(t) . rg p ' ( t ) = ra • II suffit de prendre, en chaque point
x

te (N un projecteur p ' ( t ) de rang égal à r.rg p( t ) . En ef fet , il exis-

te alors des éléments u. ,.... u appartenant à L ( A ) tels que
r r

p ' C t ) » C u. ( t )^p( t îu , ( t ) sur CM , d ' où p ' ( x ) = 2Z u ( x î ^ p C x ) u ( x ) e K .
1»1 i 1 i=1 1 1

Soit V un élément de 9 sur lequel on a

q?(t).rg q ( t ) < : B + n < r a - n < Cp(t) . rg p ' ( t ) .

Alors 11 existe U Ê L ( A ) tel qu'on ait q( t ) <: u ( t î^p f (t) u (t) si t f i V ,

d 'où q ( x ) < u ( x ) ^ ? ' ( x ) u ( x ) . Ainsi q ( x ) appartient à K . Ceci prouve

que E^AHx) est contenu dans K . d 'où i^AKx^K .x x

III.4,12. Nous dirons qu'une C^-algèbre B est simple si elle ne

possède pas d' idéaux bllatères fermés autres que {0} et B .

PROPOSITION. Soient H un espace hilbertien de dimension infinie,

A » Ç°(1N. «?ç(H)) et L (A ) J_a C^-algèbre des suites bornées d'éléments de

<}f(?(H) . Soit x 6 PIN - IN .

(1 ) Pour tout C p 6 $ , l'idéal bilatère fermé ?^(AHxî de L ( A ) ( x )

est primitif.
(ii) L'ensemble des idéaux primitifs de L ( A ) ( x ) a un cardinal supé-



60

rieur ou égal au continu.
(111) SI Cp est un germe de fonction constante suivant © , la C^-al-

gèbre i^(A) ( x ) / ^ ( A ) ( x ) » J1 ( A ) ( x ) est élémentaire. Sinon,
i^tA) ( x ) / Z ^ ( A ) ( x ) est une C^-algèbre simple, antillminaire, qui possède
une trace s . c . i . , fidèle et densément définie.

( 1 ) Ï^tAHx) est l'Intersection des Idéaux primitifs de L ( A ) ( x ) qui
le contiennent. Or les idéaux bilatères fermés de L ( A ) ( x ) qui contiennent
strictement Z ^ ( A ) ( x ) contiennent E^CA) ( x ) d'après le lemme I I I . 4 . 1 1 .
Comme i ^ ( A ) C x ) contient strictement Z^CA) ( x ) d'après le lemme I I I . 4 . 1 0 .
11 en résulte que T^CAKx) est primitif.

( i l ) D'après ( 1 ) et le lemme III.4.10 ( v ) . il suffit de vérifier que
le cardinal de $* est supérieur ou égal au continu. Pour tout r ̂  0 ,
soit Cp la fonction telle que Cf C n ) s ( n + 1 ) r si n& IN . Lorsque r et
r ' sont deux réels ^ 0 distincts, les fonctions Cp et Cp , ne sont
pas équivalentes dans $ , d ' o ù card $' > card [o,+oo[ .

Cili) La première assertion de Clli) résulte de la proposition III.4.7
et de III.4.8 (remarquer que ^ ( A H x ) a 0 ) . Démontrons les autres asser-
tions. Soit <(»&$ tel que lim < p ( t ) » 0 . D'après le lemme I I I . 4 . 1 1 ,
la C^-algèbre E ^ C A ) î x ) / Z ^ ( A ) ( x 5 est simplej l'existence d ' u n e trace fidè-
le, s . c . i . et densément définie résulte de I I I . 3 . 4 . Montrons que
E ^ ( A ) ( x ) / Z ^ t A ) ( x ) est antiliminaire. Nous allons prouver dans la suite que,
pour tout espace localement compact Y à base dénombrable, il existe une
sous-C^-algèbre de Ï Ï ^ C A ) C x ) / Z ^ ( A ) ( x ) isomorphe à ^ ° ( Y ) (voir V I I . 3 . 7 ) .
Ceci entraîne évidemment que E ^ ( A ) ( x ) / Z ^ ( A ) ( x ) n'est pas élémentaire et
donc que ÏÏ^tAHx) /Z^tA) ( x ) est antiliminaire.

1 1 1 . 4 . 1 3 . Remarquons que dans ( [24}, t h , 7 . 6 ) il est déjà prouvé que
(? ( M , j ? Ç ( H ) ) n ' e s t pas postllminaire lorsque dim H » +00 . Par contre,
nous verrons ( I I I . 4 . 1 6 ) que ( ^ ( X . ^ i r î H ) ) peut être postliminaire (et mê-
me à trace continue) pour certains espaces espaces X localement compacts
non compacts, bien que dim H = +00

1 1 1 . 4 . 1 4 . LEMME. Soient X un espace localement compact normal, H
un espace hilbertien séparable ( r e s p . de dimension quelconque) et
A « ^ ° ( X , < a ^ ( H ) ) . Soient F un fermé ( r e s p . un fermé dénombrable) de X
e^ Ap - & ° ( F , ^ & ( H ) ) .

( i ) F ( -F̂  ) est le compactiflé de Stone-^ech de F . Posons
F ' " F n(0X - X ) .

( i l ) Notons L ( A ) p - ̂  C^-algèbre des l [ F avec I f c L ( A ) . ja^ L ( A ) - .
la C^-algèbre des l | F ' avec l € L ( A ) . L'application Cp qui à l € L ( A ) _ -
associe l [ F est un isomorphisme de L ( A ) = - sur L ( A p ) - ̂ (F, < - ^ ( H ) ) .
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-iL'application qui à 1 € L C A _ ) associe Cp ( 1 ) ] F ' est un homomorphisme de

L ( A - ) sur L ( A ) _ , dont le noyau est A- .
L'assertion ( i ) se démontre facilement en utilisant la normalité de

X .

( i l ) Prouvons que V est surjective . Soit b e ̂ b ( F , £Ç ( H ) ) . Dans
les deux situations considérées b prend ses ses valeurs dans un sous-es-

pace de Banach séparable de <^S(H) . Alors, d 'après ( [2?] , th. 3 . 1 ) , b se

prolonge en une fonction normiquement continue bornée de X dans cî?S(H) ,

c 'est-à-d i re en un élément 1 de L ( A ) . Posons c = 1 |F . On a <p (c ) = b .

Les autres assert ions de (il) se vérifient immédiatement.

III.4.15. PROPOSITION. Soient X un espace localement compact nor-

mal, H un espace hilbertien de dimension infinie et A s Ç ° (X . ^&CH) ) .

Ci) ÏÏ^A) est le plus grand idéal postliminaire de

L ( A ) = ^(X. o S f & C H ) ) .

(ii) L ( A ) est postliminaire (et donc égale à E ^ C A ) ) si et seulement

si X ne possède pas de sous-ensemble fermé, discret, infini dénombrable.

( 1 ) On sait déjà que E^A) est uniformément liminaire (voir

III.2.13 ( iv)) . Soit K un idéal postliminaire de L C A ) non contenu dans

i^A) . Il existe x e @X - X tel que K (x ) (fi E'1 ( A ) C x ) d 'après ( [16] , lem-

me 1 0 . 4 . 2 ) . Prenons 1 e K'1" tel que 1 ( x ) ^ E'1 ( A ) (x ) . Il existe e > 0 tel

que g ( 1 ) (x ) ^ E^A) C x ) . On a Tr g ^( l)( t) > c.rg g ( l ) ( t ) sur X i il

en résulte que ll"i ,. Tr g , C l ) ( t ) +00 , car t t—>Tr g , ( l ) ( t ) est con-

tinue sur un élément de 0 (voir III.3.2). Soit (t ) ... une suite de

points de X telle que la suite CTr g , ( l ) ( t ) ) ^ soit strictement

croissante et tende vers l'infini avec n i alors {t ,..., t ,...} esto n
un sous-ensemble fermé discret de X . Posons F = {t ,..., t ,...} et

A " (r°(F. «^(H)) . Soit x ' € ^ n c e x - X ) . O 'ap rès le lemme III.4.14. la

C^-algèbre L ( A ) ( x ' ) s'identifie canoniquement à L ( A ) ( x ' ) . Puisque

lim Tr g , - ( l )C t ) = +00 , il résulte du lemme 1 . 2 . 1 0 que 1 | F (qui estn '̂ oo1 e/ £. n
un élément de L ( A p ) ) n'appartient pas à E ^ C A - ) , et donc que

l ( x ' ) ^.i1, (A ) ( x ' ) . On déduit alors des lemmes III.4.10 (1 ) et III.4.11

l 'existence d 'une fonction Cp de F dans ]o,+oo[ qui tend vers 0 sui-

vant la trace sur F de 0^. et telle que K ( x ' ) 3 i ^ . C A p î t x ' ) . O 'ap rès

la proposition III.4.12, la C^-algèbre ' E ^ , C A p ) ( x ' ) a un quotient antili-

minairei il en résulte que K ( x ' ) n 'es t pas postliminaire. Il en est donc

de même pour K .

(ii) Supposons que X possède un sous-ensemble F fermé, discret,

infini dénombrable. Posons A- = & ° ( F , - < ? ^ C H ) ) . O 'ap rès le lemme III.4.13

(ii), la C^"-algèbre L (Ap) est isomorphe à la C^-algèbre des 1 |F avec

I f c L ( A ) . c 'est-à-dire à un quotient de L C A ) . Comme L (A - ) n 'es t pas
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postllminaire d'après la proposition I I I . 4 . 1 2 , on en déduit que L ( A )
n ' e s t pas postllminaire.

Supposons maintemant que L ( A ) n ' e s t pas postliminaire. Alors L ( A )
contient strictement E^ÏA) . Soit l e L C A ) ' 1 ' tel que l^t^A) . Comme on
l ' a fait dans la démonstration de ( i ) , on peut construire, grâce à 1 , un
sous-ensemble de X fermé, discret, infini dénombrable.

I I I . 4 . 1 6 . Soient X un espace localement compact, H un espace hil-
bertien et A = Ç ° ( X , ^ l g ( H ) ) . Lorsque dim H < +" , on a déjà remarqué
( I I I . 4 . 8 ) que M ( A ) = L ( A ) = ê ' ( e x , - 6 ( H ) ) . N o u s allons maintenant donner
un exemple montrant q u e , même lorsque dim H = +°o , il existe des cas où
L ( A ) = i^A) = Ç ( & X , o C Ç ( H ) ) . P r e n o n s pour X l'espace des ordinaux dénom-
brables muni de la topologie de l ' o r d r e . C'est un espace localement com-
pact normal (voir [ 2 2 ] , 5 . 1 1 . b ) dans lequel les ensembles dénombrables sont
relativement compacts (voir [ 2 2 ] , 5 . 1 2 . a ) . De p l u s , la démonstration de
( [ 2 2 ] , 5 . 1 2 . c ) prouve que toute fonction continue bornée de X dans un es-
pace de Banach converge suivant le filtre des voisinages de l'infini dans^X . De ceci résulte que le compactifié de Stone-Cech de X est égal à son
compactifié d'Alexandroff et que L ( A ) = ^ ( B X , < K ^ ( H ) ) . En particulier
L ( A ) / A est isomorphe à ^Ç(H) .
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CHAPITRE IV

.̂Extensions d ' u n e C -algèbre à speêtre séparé

^
IV.1 . Spectre d 'une extension de C -algèbres.

I V . 1 . 1 . DEFINITION. Soient A une C^-algèbre à spectre séparé et C

une C^-algèbre. Nous noterons yC A , C ) l 'ensemble des extensions B de A

par C telles que les points de A soient fermés et séparés dans B •

IV .1 .2 . PROPOSITION. Soit A une C^-algèbre à trace continue et C

une C^-algèbre. Pour tout B € ^f ( A. C ) on a A CJ[B 5 . En particulier, si

A et C sont à trace continue, les éléments de ^ f ( A , C ) sont des C -algè-

bres à trace continue généralisée (voir [12] , d é f. 4 ) .

Soit a e ^ ( A ) . La fonct ion ti—> Tr a C t ) est continue sur À et à

support compact (dans À ). Comme les points de A sont fermés et séparés
/\ A

dans B , ce compact est fermé dans B . Alors, puisque Tr a ( t ) = 0 pour

tout t € B - A , on en déduit que t «—>Tr a ( t ) est finie et continue sur

B . Il en résulte que A est contenu dans J C B ) . Si de plus C est à

trace continue, B satisfait à la condition Cii) de î [ l2 ] , prop. 1 1 ) et

donc B est à t race continue généralisée.

IV .1 .3 . PROPOSITION. Soient A une C^-algèbre à spectre séparé et
.̂ " —"'""̂ — —————————^———•_——>—>—_>_—___i

C u n e C -algèbr e. Soit B e E x t ( A . C ) , associée à un homomorphisme y de

C dans M ( A ) / A . Alors B appartient à ^ C A . C ) si et seulement si

y ( C ) C L ( A ) / A .
A /\

Les points de A sont fermés dans B si et seulement si

A ( t ) = B C t ) pour tout t e A • De plus les points de A sont séparés dans

B si et seulement si t«—>• [| b ( t ) |) est continue sur À pour tout b € B

(voir [ 1 1 ] » î 1 ) . Il résulte de ce qui précède que ;

B 6 ^ f ( A , C ) •<==» pour tout b s ( m . c î f c B , on a m | A 6 L ( A ) j

•̂ •̂  pour tout b a C m , c ) & B , on a m e L ( A ) (voir III.2.6)i

^—^ pour tout c € . C , on a Y^^^^ Cvoir 0 . 1 4 ) .

IV .1 .4 . PROPOSITION. Soient A une C^-algèbrs à spectre séparé et

C une C -algèbre. Soit B e ^ C A . O , associée à un homomorphisme y de C

dans L C A ) / A . Notons f la fonction de gÂ - À dans 9^(Ê) définie par

f ( x ) s y^C^x^ pour tout x é @Â - À , grâce à l'inclusion

Y ( C ) C L ( A ) / A " (f13^)r"Cette fonction est continue e t § " " est l 'élément

de y(Â,É) associé à f (voir 1 1 . 9 ) .
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La continuité de f résulte du corollaire 1 . 1 . 5 . Montrons que B

est associé à f . Soit x £ p ^ - À . Pour tout b a (m ,c ) fc B on a

lim^Q l |b(t) [ | = lim^ ^ ||m(t)||= ||m(x)|| » | [ y ( c ) ( x ) | |
' x ' x

^^ftx) ll^^ll ° ^yefîx) 1 1 ^ ^ 1 1

Alors, d 'après le corollaire 1 . 1 . 4 . f ( x ) est la limite suivant 0 , dans
A X

y ( B ) muni de la topologle felllenne, de la fonction t »—^{ t } définie
A

sur A . Il suffit maintenant d'appliquer le corollaire 1 1 . 1 2 .

Notons que, d 'après ce qui précède, 9 converge vers chacune de ses
A x

valeurs d 'adhérence dans B , et que y ( C 5 ( x ) " est l 'ensemble des limites
de 0 .x

IV .1 .5 . Soient A une C^-algèbre à spectre séparé et C une C^-al-

gèbre. D 'après la proposition IV .1 .3 , la bijection de E x t ( A , C ) sur

H o m ( C , M ( A ) / A ) rappelée en 0 . 1 4 induit une bijection T de ^ ( A , C ) sur

H o m ( C , L ( A ) / A ) . Désignons par À l 'application de ^ C A . C ) dans ; f (Â.Ê)

telle que X ( B ) » B pour B 6 ; f ( A , C ) , et par p la bijection canonique

de ; f (Â,Ê) sur Ç(0A - ^.7(0) (voir 1 1 . 1 2 ) . Enfin, soit x l 'applica-

tion de H o m ( C . L ( A ) / A ) dans ^ CeÂ - Â , ^ 'CÊ) ) qui, à y £ Hom (C , L Î A ) / A )

fait correspondre la fonction x » — > y ( C Î ( x ) ^ Cvoir I V . 1 . 4 ) . La proposition

IV .1 .4 signifie que le diagramme suivant est commutatif .

< f C A , C ) <<———î—> H o m ( C , L ( A ) / A )

4 x !
ycÂ .c ) <——P-^ ff-^Â - Â/3f(Ên

IV .1 .6 . Pour^ la définition des extensions scindées nous renvoyons à

([3], déf. 5 . 2 ) .

PROPOSITION. Soient A une C^-algèbre à spectre séparé, C une

C -algèbre et B une extension de A par C , associée à

V € H o m ( C , M ( A ) / A ) .

v ( 1 ) B est scindée et appartient à y ( A , C ) si et seulement si il

existe un homomorphisme 6 de C dans L ( A ) tel q u e n»6 s y.

(il) Supposons que B soit scindée et appartienne à y ( A , C ) . Soit

ô un homomorphisme de C dans L ( A ) tel que n<»6 s y . La fonction

t»—^ <S (C) (tF de À dans ^(Ê) est continue, et B est l 'élément de
A A """'"''"'"'-"" ———————————————————^— ——^^-^_—_______________

3 ( A , C ) associé à cette fonction grâce à la proposition 1 1 . 2 0 .

L'assert ion (1 ) résulte immédiatement de la proposition IV.1 .3 et de
( [3] , prop. 5 .3) .

(il) Appelons 1 la fonction t « — > < S ( C ) ( t ) " de RÂ dans ^(C) .

Elle est continue d 'après le corollaire 1 . 1 . 5 . On a l(t) " y ( C ) ( t ) " pour

tout t e 0Â - A puisque y ( C ) " 1 1 ( 6 ( 0 ) . D'après la proposition IV.1.4.
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B est l 'élément de Ï(Â.Ê) associé à l[p^ - A . Il suffit maintenant
d'appliquer 1 1 . 2 0 .

I V . 1 . 7 . La proposition I V . 1 . 6 va nous permettre de construire une
•N"

C -algèbre B , séparable et à trace continue général isée (voir [ l2] , d é f . 4 ) ,

telle que l 'ensemble des points séparés de B ne soit pas contenu dans une

partie ouverte et séparée de B . Ceci fournit une réponse négative au pro-
blème posé dans [ [16], 4 . 7 . 9 ) .

Soient A = &° (1M.M^C) ) et C = l ° ( [ -1 . l ] ) . On a L ( A ) = ^( IN.MzCO)

Ecrivons ^ comme réunion infinie de sous-ensembles X X
o ' n ' ' ' '

deux à deux disjoints et eux-mêmes infinis. Notons [ 0 1 , 0 2 ) la base cano-

nique de 1 ^ et ^nînfcrj l 'ensemble des rationnels de ] 0,1] . Soit

C & C et posons 6 ( c ) ( t ) = c ( q )Pei + c ( - q ÎPe , pour tout t é X et tout
n n n

n e 1M . Alors t » — ^ 6 ( c ) ( t ) appartient à L ( A ) et c * — ^ < S ( c ) est un homo-

morpnisme de C dans L ( A ) . Soit B l 'ex tens ion scindée assoc iée à

II<>6 ï elle est à trace continue généralisée d 'après la proposit ion IV. 1 .2.

D 'ap rès la proposition IV .1 .6 , B est l 'ex tens ion de À par 8 assoc iée à

la fonction 1 de (N dans ^(Ê) telle que l(t) = { -q , q } pour tout
A n n

n € IN . Vérif ions que A U{0} est l 'ensemble des points séparés de B . Mon-

trons que 0 est séparé dans B . Soit r e [ - 1 . 1 J , distinct de 0 , et

supposons par exemple r > 0 . Prenons, dans [ - 1 * l ] * des voisinages v et

w de r et 0 respect ivement tels que v i ïw = ^ et ( - v ) / ^ w = é (où

-v = { t e [ - 1 , 1 ] | - t £ v } . On a alors l"1^ ( w ) H l'^Cv ) = ^ . d ' o ù

( l ' ^ C w î U w î / l (l '^Cv) Uv) = / . Or l ' ^ î w î U w et l '^Cv^v sont des

voisinages de 0 et r respect ivement dans B (voir 1 1 . 2 0 ) , ce qui en-

traîne que 0 et r sont séparés. Montrons par contre que les points de

[-1,l] distincts de 0 ne sont pas séparés dans B et, plus précisément,

que les points r et -r avec re [ -1 , l ] - {0} ne sont pas séparés .

Soient V et W des voisinages de r et -r respect ivement, dans Ê .

Il existe n tel que q^é V et - q ^ € W . Il résulte alors de la condition

(ii) de la proposition 1 1 . 2 0 que V ^ X et W C\î. contiennent tous les

points de X sauf un nombre fini, d ' o ù ^ ^ V Q W / À .
A A

Soit maintenant une partie ouverte U de B contenant A U { 0 } .

Alors U contient un voisinage de 0 dans [~1' l ] st donc des points r

et -r avec r € [-1.1] - {0} . Il résulte de ce qui précède que les points

r et -r ne sont pas séparés dans U et donc que U n 'es t pas séparé.

IV.2. Extensions bien Cp-encadrées d 'une C^-algèbre à trace continue.

IV .2 .1 . PROPOSITION. Soient A une C^-algèbre à spectre séparé et C

une C^-algèbre. Soit B € i f ( A , C ) , associé à y Ê Hom (c 'L ̂ A ) / A ) •

(i) Soient x fe ̂  - A je_^ C f€$^ . Alors B est Cp-encadrée suivant

5
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0 si et seulement si y C C ) (x ) C i^CA) (x ) .
^

( ii ) Soit C(? £ $ . Les conditions suivantes sont équivalentes :
—————— /s

a ) B est CP ~encadrée suivant 9 ;

b) y ( C ) C i ^AÎ /A ,

c) y ( C ) C x ) C Ï Ï ^ C A K x ) = f ^ C A U x ) pour tout x £ @Â - A .

Nous allons par exemple démontrer (ii).
î

a) a«â . c) : supposons que B est C|p-encadrée suivant 0 . Soient
A A A

x e 0A - A et b = (m,c ) £ B , Qp-encadré suivant 6 . Alors m est y-en-

cadré suivant eA et donc y ( c ) ( x ) = m ( x ) appartient à E ^ C A H x ) . On en

déduit l'inclusion Y Î C ) ( x ) C E ^ C A ) C x ) .

c) «^-b) : l 'assert ion résulte de l 'égalité L ( A ) / A = ^(.g") (voir

III.2.6) et de ( [l6], 1 0 . 4 . 2 ) .

b) =*=^a) : supposons que y C C ) C E^(A)/A . Soit b = (m,c ) € B* . On

a m e i ^ C A ) , d ' o ù g C m I C E ^ C A ) pour tout e > 0 , d 'après le lemme

1 . 2 . 1 0 . Il en résulte que g [b) = |g C m ) , g ( c ) ) est ûp-encadré suivant
À e e e À

0 pour tout £ > 0 , et donc que B est (p-encadrée suivant 0 .

IV.2.2. Soient A une C^-algèbre à trace continue, C une C^-algèbre

et y € H o m ( C , L ( A ) / A ) . Pour tout xe. &Â - X et tout < p € $ , on notera
p(f ^ ç p<iP'Y gp, ^gg d 'ambiguï té) la trace s.c.i. sur C* telle que

F ^ C c ) = T ^ t Y C c ) ( x ) ) pour c f c C ' 1 ' .

LEMME. Conservons les notations précédentes. Soit B 1 'é lément de

Sf( A , C ï associé à y et notons P la surject ion canonique de B sur C .

( i ) Soient x e & Â - Â e^_ C p c $ . Pour tout b € B , y-encadré sui-

vant 0 . on a F ^ C P C b ) ) = lim. „ O p ( t ) . T r b ( t ) .
•"~~—~~" X X "C , 0

(ii) Soit (.PC^ . Supposons que y C C ) CE'< f (A) /A . Alors x -̂->- F^

est continue de (3A - À dans %'CC) .

(i) Soit b = ( m , c ) é B , (D-encadré suivant 0 . D 'après la proposi-

tion III.3.3 ( 1 ) , on a llm Q Cp( t ) .Tr m ( t ) = T ^ ( m ( x ) ) . Or m( t ) = b C t )

si t € A et m ( t ) = y ( P ( b ) ) ( t ) si t € 0Â - À , d 'où

F ^ C P C b n = lim. -. CPCD.Tr b( t )x t .O^

(ii) Soient c 6 Î C C C ) " * ' et m e L C A ) ' 1 ' tels que (m,c) € ÏC(B) . D'après

la proposition IV .2 .1 . l'idéal des éléments de B qui sont Cp-encadrés

suivant 0 est un idéal bilatère facial dense dans B , II en résulte que

(m,c ) est (p-encadré suivant 9 , c 'est -à-d i re que m € E ^ C A ) . D'après

( 1 ) , on a F ^ C c ) = llm C P ( t ) . T r m ( t ) < +00 pour tout x É 0A - A . Commex w ' ^v, A
At ^—»-Op(t) .Tr m( t ) est continue sur un élément de 9 (voir III.3.2 C D ) ,

on en déduit que x t — ^ - F ^ C c ) est continue sur (SA - A (voir [1] , chap. I,
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IV.2.3. LEMME. Conservons les notat ions du lemme IV . 2 .2 . Soient

x e @Â - A _e^ ^^ • Supposons que y C C H x ) C C E ^ C A H x ) - Z ^ C A ) (x ) 1 U {0} .x ———————————— ^ x x
Alors r^ est une t race s.c.i. sur C , densément définie et de support

y ( C ) ( x ) ^ . En outre, pour tout tp '& $ str ictement inférieur à (o , la

trace T^ est nulle et, pour tout ( p ' e $ str ictement supérieur à (o ,

la trace T^ est la t race qui vaut +°o en tout point non nul de C+ .

Vérif ions que y C C Î ( x ) ^ est le support de F^ . D 'après la proposi-

tion 1 . 2 . 8 , le corollaire 1 . 1 . 8 a) et le lemme IV .2 .2 C i ) , on a

supp^ r^ = suppg r ^op c y c o c x ) " .
car y C O C x ) ^ est l 'ensemble des limites de 0 dans B . Soient

y e y C O C x ) ^ st œ un voisinage de y dans Ê . Prenons c e C+ , porté

par a) , tel que c ( y ) ^ 0 . On a | | y C c 5 ( x ) | | = sup^ ^) ( x ) " ll0^1! ft 0

et donc. par hypothèse, Y ( c ) ( x ) n 'appart ient pas à Ï ^ C A Î C x ) . On déduit

alors de la proposition III.3.3 (li) que F ^ C c ) = T ^ C y C c î C x ) ) ^ 0 , d ' o ù

y € S u p p T^ . D 'aut re part, on s ' a s s u r e immédiatement que F^ est densément
définie.

Soit <p' € $ , str ictement inférieur à (p . On a

Y ( C ) î x ) C Î ^ Î A ) ( x ) C ^'(A) ( x )x x
d 'où r^ 'Cc) = 0 pour tout c e C'1' [voir III.3.3 ( l i ) î . ^Soit < ? ' € $

x T x
strictement supérieur à (p . On a

0 c y C C ) C x ) Ui^CA) ( x ) C Y Î C ) ( x ) H Ï ^ C A ) ( x ) = 0x x

d ' où I^(c) = +00 pour tout c ^ 0 appartenant à C'1' (voir III.3.4).

IV.2.4. PROPOSITION. Soient A une C^-algèbre à t race continue et

C une C^-algèbre. Soit B € ^ ( A . C ) , associée à y £ Hom (C , L Ç A ) / A ) .

(i) Soient X 6 0 A - A e^ c y é $ . Si B est bien çp-encadrée sui-

vant 0 , on a Y C O ( x ) C ( i ^ ( A ) C x ) — Ï ^ C A l t x ) ) U {0 } .——— x ——— x x
À A

(ii) Soit (f é $ . Alors B est bien Cp-encadrée suivant OA si et

seulement si y ^ î ^ î C ( i^CAUx) - Ï ^ C A ) (x ) ) U {0} pour tout x Ê ̂  - À .

(i) Supposons que B est bien (p-encadrée suivant 0 . D 'ap rès la

proposition IV.2.1 (i), on a y C O C x l C E^CAUx) . Soit (m^éB'* ' tel que

y ( c ) ( x ) ^ 0 . Par hypothèse, on a llm sup - (p( t ) . rg g ( m ) ( t î ^ 0 pour
tout e > 0 tel que x

l im^^Q | ë ç ( m ) ( t ) j » j g g t y C c ) ( x ) ) | jt 0 .

On déduit alors du lemme 1 . 2 . 1 0 que m ^ - Ï ^ C A Ï , d ' o ù m î x ) i ^(A) (x ) (voirx x
III.2.10). On a donc y C C Î ( x ) C (E^CAUx) - T ^ C A Î C x ) ) U(0} .
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(il) Supposons que B est bien (p-encadrée suivant 0 . Pour tout

x fc 0A - A . la C^-algèbre B est bien Cp-encadrée suivant 9 . d ' o ù

Y C C ) ( x ) C ( E ^ ( A ) ( x ) - T ^ C A ) ( x ) ) U{D} d 'ap rès C l ) .

Supposons maintenant que y C C H x ) C Î E ^ C A H x ) - Ï ^ C A ) (x ) ) U {0} pour

tout x e 8A - A . D 'ap rès la proposition IV.2.1 (il), la C^-algèbre B
Àest Cp-encadrée suivant 0 . Supposons que B ne soit pas bien Cp-enca-

drée suivant 9 . Alors il existe b e B et un ultrafiltre 0' plus finA
que 0 tel que llm g, Cp ( t ) . r g b ( t ) = 0 et lim g. [ |b( t ) | | ^ 0 (voir

1 . 2 . 1 4 ) . Cet ultrafiltre converge dans $/\ vers un point x e (SA - A , et

il est donc plus fin que © . D 'ap rès le lemme IV.2.3, on a

Supp r^ = Y Î C ) ( x ) ^ . D 'au t re part, pour tout b ' e B , on a

lim^g^ l |b - ( t ) | | - suppôt.)- ^'^ll •

Alors, d 'après la proposition 1 . 2 . 1 3 , B est bien (p-encadrée suivant 0 .

Ceci est absurde car lim ^. (Ç?( t ) . rg b ( t ) = D et lim „, || b ( t ) || ^ D .

IV.2 .5 . CDRDLLAIRE. Soient A une C^-algèbre à t race continue et C

^ne_ C^-algèbre. Soit Cpc^ et soit B € ^ f ( A , C ) , bien (p-encadrée suivant

9 • Notons Y 1 'homomorph isme de C dans L ( A ) / A assoc ié à B , et f

la fonct ion continue de (SA - A dans ^C?) assoc iée à B e y ( Â , Ê ) . On a

f ( x ) = y t G î t x î " = Supp r^ pour tout x € 0Î - A .

Cela résulte de la proposition I V . 1 . 4 , du lemme IV.2.3, et de la

proposition IV.2.4 (ii).

IV.2.6. Soient A une C^-algèbre à trace continue et C une C^-al-

gèbre. L 'exemple VIII.1 montre qu 'é tant donné B e ^ t A . O 11 n 'ex is te pas
À Ànécessairement < P € $ tel que B soit bien (p-encadrée suivant ©

IV.3. Extensions semi-équivalentes.

IV .3 .1 . LEMME. Soient X un espace localement compact , H un espace

hilbertien et A = S° ( X , <^g(H) ) . Désignons par 3ê (X ) le groupe des homéo-

morphismes de X sur X . Soient f e S C C X ) o^ v € (?(X, ^P^(H) ) . Pour tout

a e A , l 'élément x v—>-v (x ) a (f (x ) ) appartient à A . Notons i ^ C f . v )

l 'application de A dans A qui à a fait correspondre l 'élément

x »—>-v ( x ) a (f ( x ) ) . Alors l^( f ,v) est un automorphisme de A et 1 ' appli-

cation ^ qui associe i ^C f . v ) à ( f ,v ) est une bijection de

3 6 C X ) x ^(X. $PMH)) sur le groupe des automorphismes de A .

Les premières assertions se vérifient faci lement. Montrons que tout

automorphisme a de A est de la forme ^ ( f , v ) . Soit x c X et considé-

rons la représentation irréductible a * — ^ a ( a ) C x ) de A » il existe

f C x ) ^ X tel que cette représentation soit équivalente à la représentation

a » — ^ - a C f C x ) ) . et cette propriété détermine f ( x ) de façon unique. Il
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existe alors un élément unique v ( x ) dans ^Î^H) tel que

d ( a î ( x ) ^ v ( x ) a ( f ( x ) )

pour tout a & A . Ensuite on vérifie sans peine que les fonct ions
x l — ^ " F î x ) et x i—»-v(x) sont continues. Montrons que ^ est injective.

Soit ( f ' , v ' ) e î G ( X ) x <f(X,^(H)) tel que ^ ( f , v ) = ^ ( f , v ' ) . Pour tout

x € X et tout a e A , on a v ( x ) a ( f ( x ) ) = v ' ( x ) a ( f ' ( x ) ) , d î o ù

f ( x ) = f ' ( x ) . On en déduit alors que v » v ' .

IV.3.2. Conservons les notations du lemme IV .3 .1 . Si v e 6 ( X ̂ tôC H) )
on notera a^ 1 ' automorphisme de A qui à a e A associe x < — ^ v t x ) a ( x ) .

Soit u une fonct ion fortement continue de X dans. %(H) . Alors

x t - ^u (x ) est continue de X dans SPUCH) (voir 0 . 7 ) < on posera a = a,y .
u u

IV.3.3. On conserve toujours les notations du lemme IV .3 .1 . Soit a

un automorphisme de A . On a a ( L ( A ) ) = L ( A ) et Ï ( L ( A ) / A ) = L C A Î / A . On

notera encore a et a respectivement les automorphismes î [ L ( A ) et

a | L ( A ) / A . Oe même, on a oTti^A)) = i1 ( A ) et ÎC Ï Ï ^A Î /A ) = Ï Ï ^A Î /A . Re-

marquons par contre que la sous-C^-algèbre faciale Ç(ex,<^(H)) ( resp.

^Cex - X . ^ ^ ( H ) ) ) de i^A) (resp. ^ ( A Î / A ) n 'es t pas nécessairement
stable par a (resp. î ) .

Soient ve^ (X . ^U(H) ) , x e $X - X et l € L ( A ) . On a

| |^( l)(x) | | = ^t^Q ||^(int)|l = llm^ | | v ( t ) l ( t ) | |
x x

» ^'Ye ll1^1! = ll1^^ •
II en résulte que ^ ( l ) (x) ne dépend que de l (x ) et que l 'application

l(x) l—> a ^ ( l ) ( x ) est un automorphisme de L ( A Î ( x ) . On notera a' ( x ) cet

automorphisme. Si t e X . on posera oT ( t î = v ( t ) . L'automorphisme a

(resp. a^ ) de L ( A ) (resp. L ( A ) / A ) fait donc correspondre à l c L ( A )

(resp. L ( A ) / A ) le champ t«—>-o^( t ) l ( t ) sur 0X (resp. PX - X î . Pour
tout t € ex - X , on a ^ (t) (i1 ( A ) ( t ) ) » ^(Ant) . Par contre la spus-

-C^-algèbre faciale <i^(H) de i^AKt) n 'es t pas nécessairement stable

par a^( t ) . Lorsque dim H < +» . la fonction v se prolonge en une

fonction continue (notée encore v ) de 0X dans ^PUtH) puisque yU(H)

est compact, et a t t ) n 'est autre que 1 ' automorphisme v ( t ) de
L ( A Ï ( t) » «^(H) si t € 0X .

Si u € ^ ( X , U(H)) , on adoptera les notations correspondantes à par-
tir de 1 'automorphisme a de A .u

IV.3.4. OEFINITION. Soient X un espace localement compact, H un

espace hilbertien, A » <r°(X. ^C(H)) . e^_ C une C^-algèbre. Soient Bi

^1 -82 deux extensions de A par C . On dira que Bi et 82 sont

semi-équivalentes s'il existe une fonction continue v de X dans fP%(H)
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et un isomorphisme 0 de Bi sur 62 tels que le diagramme suivant soit

commutati f ;

0 —> A —^ Bi

^ ^ ^ C ^ O

0 ——>• A ——» Bz
'V

Si B € E x t [ A , C ) , on notera B sa c lasse de semi-équivalence. L 'en -

semble des B avec B e E x t C A , C ) ( resp. ^ f C A , C 5 ) sera noté E x t C A , C ) ^

( resp. ; f (A,C)^ ) .

IV .3 .5 . LEMME. Soient X un espace localement compact , H un espace

hilbertien, A = ç ° (X , ^ £ & ( H ) ) ^ C une C^-algèbre.

(i) l f (A ,C) est stable par semi-équivalence, et deux ex tens ions

semi-équivalentes appartenant à ^ (A ,C ) ont même spec t re .

(ii) Soient Bi et Bz deux ex tens ions semi-équiva lentes appartenant

_à î f C A , ^ . Soit Cpé; $ . A lors Bi est bien çp-encadrée suivant Ox si

et seulement si Bz est bien (p-encadrée suivant ex .
y

( i 1 i ) Soit ^€ $ . Soient Bi et B 2 deux ex tens ions semi-équiva-

lentes appartenant à ^ ( A , C ) et bien (D-encadrées suivant Ox . Notons

Yi et y 2 les homomorphismes de C dans L ( A ) / A assoc iés respect ive-

ment à Bi _ej^ Bz . Pour tout x € BX - X on a r^^1 = r^^2 .

Soient Bi et Bz deux ex tens ions semi-équivalentes de A par C ,

assoc iées respect ivement aux homomorphismes yi e^ Y2 de C dans

M ( A ) / A . Soient v une fonct ion continue de X dans y^CH] et g un

isomorphisne de Bi sur Bg tel que le diagramme suivant soit commutat i f :

0 —^ A —^ Bi

3|e ":c — o
0 —>- A ——>- Bz

On a S^.Yi = Y2 i donc, comme ^ ( L ( A ) / A ) = L ( A ) / A . on a yi 0 e î C L ( A ) / A

si et seulement si Y2 tC.) C L ( A ) / A , c 'es t -à -d i re B i € y ( A , C ) si et seule-

ment si B 2 € ^ f C A , C ) (voir I V . 1 . 3 Î . Ceci prouve la première assert ion de

(i) .

Supposons que Bi et Bz appartiennent à î f ( A , C ) . Il résulte de

l'égalité ^oYi = Y2 que ^ (x ) (yi ( C ) (x ) ) = Y 2 C O ( x ) pour tout

x f eex - X , d ' o ù Y i C C Î C x ) " = Y 2 Î C ) ( x ) " pour tout x & @X - X . On déduit

maintenant de la proposition I V . 1 . 4 que Bi = §2 . Ceci prouve la deuxiè-

me assert ion de ( 1 ) . Pour tout b = ( m . c ) é . B i , on a 0 ( b ) = (^ ( m ) , c )

d 'après la commutativité du diagramme précédent. Il en résulte que

et
rg b ( t ) = rg m ( t ) » rg v ( t ) m ( t ) = rg B ( b ) ( t )

Tr b ( t ) = Tr m ( t ) = Tr v ( t ) m ( t ) = Tr $ ( b ) C t )
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pour tout b e BI et tout t e X . Les assert ions (il) et (iii) s ' e n dédui-

sent immédiatement.

IV.3.6. Conservons les notations du lemme IV .3 .5 . L 'appl icat ion de

y (A ,C )^ dans y C X , ^ ) qui, à B C ^ C A ^ C ) ^ fait correspondre B . sera
/u

notée À .
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CHAPITRE V

Quelques lemmes

On groupe dans ce chapitre quelques résultats qui n 'ont pas d' intérêt

en eux-mêmes mais seront utilisés à plusieurs reprises dans la suite.

V . 1 . Lemmes sur les filtres.

V . 1 . 1 . LEMME. Soient X un espace localement compact , x e (ÎX - X et

V £ 0 . On suppose que V admet une partition finie en sous-ensembles

V^ , . . . , V fermés dans V . Alors il existe un indice i tel que V € 0 ,

On peut évidemment supposer que n = 2 et que V est -Fermé dans

X . Il existe deux éléments W et F appartenant à 0 et une fonction

continue f de X dans [o»l] tels que :

(i) F soit fermé dans X et W soit ouvert dans X i

(il) FC W C V s

(iii) f soit égale à 1 sur F et à 0 hors de W .

Appelons g la fonction de X dans [0, i] telle que g. ( t ) = f ( t ) si

t ^ V ^ et g ^ C t î = 0 si t £ V ^ (i = 1 , 2 ) . Cet te fonction est continue sur

X et on notera encore g son prolongement continu à ÔX . On a

F ^ V ^ C g ^ d ) et F U V ^ C g ^ C O Î { donc F UV^ et FUV^ ont des adhéren-

ces disjointes dans 0X . On a évidemment

F^ ' FÏTv"^ U F-TVV^

et x € F . Supposons par exemple que x €. F'TTv'"5 . Alors

{t € X | g^ ( t ) > 1 / 2 }

appartient à 0 et est contenu dans W Û V , d 'où V f c 0 . S i x € F H V^

on utilise g, pour prouver de même que V o ^ Q

V . 1 . 2 . LEMME. Soient X un espace localement compact, 0 un filtre

complètement régulier sur X . et K l 'ensemble des valeurs d 'adhérence de

0 dans BX . Alors 9 est la trace sur X du filtre des voisinages de K

dans 0X .

Soit îî un voisinage ouvert de K dans 0X . Comme F\ 7 est

contenu dans !î , il existe V e O tel que V C Sî

Soit V € Q . Il existe W e. 9 , contenu dans V , et une fonction continue

f de X dans [û*l] égale à 0 dans W et à 1 hors de V . Cette
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fonction se prolonge continuement à @X et le prolongement est évidemment

nul sur K . Alors { x e X | f ( x ) < 1 / 2 } appartient à la trace sur X du

filtres des voisinages de K et est contenu dans V .

V . 1 . 3 . LEMME. Soient X un espace localement compact ,e t X i une

compactif ication de X . Soient F un fermé de X ^ - X et Q la trace

sur X du filtre des voisinages de F dans X ^ . Alors hy1 (F) est

l 'ensemble des valeurs d 'adhérence de Op dans 0X et Op est la trace

sur X du filtre des voisinages de h.,1 (F) dans 0X .

Posons h a hy . Vérifions d 'abord que h ^ C F ) est contenu dans
' 1 -4

l 'ensemble des valeurs d 'adhérence de Op dans (3X . Soit t e h (F) .

Supposons qu'il existe un voisinage V de t dans 0X et W appartenant

à 0- avec V Q W = ^. Soit Sî un voisinage de F dans X i tel que

Î2 D X = W . Alors h ( î î ) est un vols.inage de t dans 0X et on a

ï ï ^ m n v U X = W U V = / $ . Ainsi h " 1 ( î 2 )nv est un voisinage de t dans 0X

qui ne rencontre pas X , ce qui est absurde.

Soit maintenant t € (0X - X ) - h"1 (F) . Comme F est compact , il

existe, dans X i . des voisinages disjoints Î2 et Q' de F et h( t )

respect ivement. On a ï ï ^ C f t î / ^ ï ï ' ^ C f t ' î ^ / j o r h"1 ( Î2) H X € Q et ïï~1 ( î2 ' )

est un voisinage de t dans 0X , donc t n 'es t pas valeur d 'adhérence de

^ •
La deuxième assertion résulte immédiatement du lemme V . 1 . 2 .

V . 1 . 4 . LEMME. On conserve les notations du lemme V . 1 . 3 . Soient 0 un

ouvert de Xi - X ojt^ Oo la trace sur X du filtre des voisinages de 0
-1 ——————————————~~—'~~—————~

dans Xi . Alors h (0) est contenu dans l 'ensemble des valeurs d 'adhé-

rence de Oo dans @X , o^ Oo est la trace sur X du filtre des voisi-

nages de h'^OÎ dans 0X .

Soit un ouvert V € Oo • Alors V U o est ouvert dans Xi et

ïï ( V U O ) = VUh ' ^O) est ouvert dans gX . Donc Oo est moins fin que la

trace sur X du filtre des voisinages de h (0) dans (SX . Soit mainte-

nant W C X tel que W U h ' 1 (0 ) soit ouvert dans 0X . Alors

F » ï ï(ex - ( W U h ' ^ O ) ) ) est fermé dans Xi . On a 0 C Xi - F et

(X i - F) Q X = W . d ' où W € 0 o . Ainsi Oo est la trace sur X du filtre

des voisinages de h (0) dans 0X . On en déduit que h (0) est contenu

dans l 'ensemble des valeurs d 'adhérence de Oo dans (3X .

V . 1 . 5 . LEMME. Conservons les notations du lemme V . 1 . 4 et supposons que

que 0 est réunion dénombrable de compacts . Il existe V € Oo tel que
VU h (0] soit paracompact.

Soit (K ) -^ une suite de compacts dans Xi - X telle que

0 s U ^ K . On construit sans difficulté, dans Xi , une suite (H )ncM\ n n ne^
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de compacts et une suite (ft ) d ' o u v e r t s telles que

^"n0 "n^n.l et "n n (x» - x ) c °

pour ncH . Posons î2 ° U^ ^ S2^ et V » SI H X . On a fi ° ^neN "n et

Sî F! (Xi - X ) ' 0 . Les égalités

VUh-^O) - ï ï^tR) . ^tU^ H^ - U,̂  ^"''CH^

entraînent que V U h (0) est ouvert dans gX et dénombrable à l'infini,

d ' o ù 11 résulte que V U h (0) est paracompact .

V . 1 . 6 . DEFINITION. Soient X un espace localement compact et 0 un

fiItre sur X . On dira que 0 se divise en n bouts s'il ex is te n fil-

tres complètement réguliers 0. , . . . , 9 possédant les propriétés suivan-
tes ; n

Ci) pour i = 1 , . . . , n , prenons V €. 9. i alors U V é 9 et une——— —————— l i ———— ^ i —————
base de 0 est formée de tels ensembles;

(ii) pour tous i jî_t j dist incts, il ex is te V € 9^ _e_t V é 9

tels que V^ H V = ^ ;

(lit) H V € O v = ^ pour ± = 1 - • • - - n »

( iv ) 0 possède une base formée de parties connexes , pour i = 1 , . . . , n.

V . 1 . 7 . Conservons les notations de V . 1 . 6 . Il résulte évidemment de

(i) que chaque filtre 0 est plus fin que 0 .

Supposons l 'ex is tence de deux ensembles C 9 . ) . , . et

C 9 ' ) , . de filtres sur X qui sat is font aux conditions de la défi-j j»! , . . . ,m
nition V . 1 . 6 . Montrons d 'abord que tout filtre 0' est plus fin que l 'un

des filtres 9 ,..., 9 . Pour i s 1 , . . . , n prenons des ouver ts V €. Q.

tels que V Û V = ^ si i / 1 ' . Il exis te V ' é O ' , que l 'on choisira1 1 n J J
connexe, tel que v! C U ^ ' et' ^ar conséquent , 11 existe li tel que

J 1 = 1 -
V ' C V . Prenons un ouvert W . € 0. contenu dans V . . Comme précédem-
j i l i l i l il , ,

ment, il existe un ensemble connexe W é O * contenu dans W . U î LJ .1., V., 5
J j . . il ±rll ±

Alors W est contenu soit dans W, soit dans \^J. ,. V, • Cet te derniè-j il l^ii 1
re éventualité est impossible car [J j . V est disjoint de V . lequel

appartient à 0' . Ainsi 0' est plus fin que 0. . De même, on démontre
j J il

que tout filtre 0. est plus fin que l'un des filtres O * ,..., © ' . Ilj 1 m
résulte alors de la condition (li) de la définition V . 1 . 6 que tout filtre

Ô' est égal à l'un des filtres 0 ,..., 9 . que tout filtre 9 est

égal à l 'un des filtres 9' ,..., 9' , et donc que m = n .j m

On dira que les filtres 9, , . . . ,9 sont les bouts de 9 .

V . 1 . 6 . OEFINITION. Soit X un espace localement compact . On dira que
y

X a un nombre fini de bouts si le filtre 9 des voisinages de l'infini•-.^——————————————————————«——————, —————————————————————
dans X se divise en un nombre fini de bouts. Un bout de 9 sera appelé
bout de X .
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V . 1 . 9 . Lorsque X a un nombre fini de bouts, chaque bout de X pos-

sède une base formée de parties fermées connexes, à frontière compacte non
vide. En effet, soient Q , . . . , 0 les bouts de X . Prenons V fcO .
Pour j = 1 , . . . , n , choisissons des fermés F e © , deux à deux disjoints.J J p
avec F connexe et contenu dans V . L'ensemble F = \J F . appartient

j ' I J

à 0 et donc F U C@X - X ) est un voisinage fermé de (3X - X dans 0X .
Il existe donc un ouvert ùû de X , contenu dans F , tel que 0)UC@X - X )
soit ouvert dans (SX . Il en résulte que F - œ est compact. On a

n
F - œ 3 F r ( F ) = U Fr( F ) ( o ù Fr désigne la frontière). Donc F r ( F )

j = 1 j
est compact. Ainsi 0. possède une base formée de parties connexes, fer-
mées, à frontière compacte. La condition ( 1 1 1 ) de V . 1 . 6 entraîne que F
contient strictement un fermé G à frontière compacte, appartenant à Q . .
La frontière de G n ' e s t pas vide puisque F est connexe.

Des notions voisines de cette notion de bout d ' u n espace localement
compact ont déjà été considérées précédemment (voir [ 2 1 ] par e x e m p l e ) .

V . 1 . 1 D . LEMME. Soit X un espace localement compact.
( i ) Soient 0 et 0' deux filtres complètement réguliers tels

q u ' i l existe S €. Q ^ S* 6 0' avec S U S ' = <fî . Soient K e^ K* les
ensembles des valeurs d'adhérence dans 0X de 9 et 0' respectivement.
Dn a K H K* = (f> .

( i i ) Soit 0 un filtre sur X se divisant en n bouts 9^ . . . . , G^.
Soit K . l'ensemble des valeurs d'adhérence de 0, dans (3X , pour
i = 1 , . . . , n . Les ensembles K , . . . , K sont des fermés connexes, deux à——————————— 1 n n —————————————————————————————
deux disjoints dans $X - X , et [ j K est l'ensemble des valeurs d ' a -————————————————— — \g/ i ——————————————————————————
dhérence de 0 dans (SX .

( i ) Soit xé K O K ' . Alors 0 et 0' sont moins fins que la trace
sur X du filtre des voisinages de x dans 0X d'après le lemme V . 1 . 2 ,
ce qui est absurde.

A"\ Q y( i i ) Dn a K s f l . , „ V j ceci entraîne que K est connexe. La
deuxième assertion de ( 1 1 ) résulte de ( 1 ) et la troisième est évidente .

V . 2 . Lemmes de prolongement.

V . 2 . 1 . DEFINITIDN. Soient X un espace topologique et 9 un filtre
sur X . Soit H un espace hllbertien de dimension finie r . Dn dira que
0 possède la propriété de prolongement j si, pour tout V é. 0 et tout
f € ^ ( V . ^(H) ) , il existe W e 0 contenu dans V eĵ  g 6 ( ? ( X . ÎP?À(H) )
tels que g | W = f | W .

Cette propriété est par exemple vérifiée lorsque 0 possède une ba-
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se formée de rétractes de X .

V . 2 . 2 . Soient X un espace localement compact , H un espace hllber-

tien et A s < ? ° ( X , ^ ^ ( H ) ) . Soit e^'1 le champ continu de C^-algèbres dé-
n

fini par ~E1 ( A ) sur gX Cvoir I I I .2.13). Pour toute partie Sî de $X ,

on notera A1 ( î 2 ,A ) l 'ensemble des champs d 'opérateurs continus pour X 1 1
f\

sur Cl . En particulier, si ft C X . on a A^ Î Î .A ) = Ç (ft. ^ ï f (H ) ) .

Soit ft C 0X - X . Considérons un champ de pro jecteurs P e A ^ ^ A )

tel que " ^ ( P C x ) ) soit constant sur Cl . Puisque E ^ C A H x ) est une C^-al-

gèbre duale pour tout x c î 2 , et d 'ap rès la forme de T1 Cvoir III.4.4)

cet te constante est nécessairement un entier k > 0 . O n dira que P est

de rang k .

V . 2 . 3 . LEMME. Soient X un espace localement compact , îî une partie

de gX - X , et Q la trace sur X du filtre des voisinages de î2 dans

(3X . Soient H un espace hilbertien de dimension finie r et

A = (?° (X, o 6 ( H ) ) . On fait les hypothèses suivantes :

a) pour tout W € 0 et tout champ de pro jecteurs appartenant à

6 ( W , o i ^ C H ) ) , de rang constant , il existe W e0 , contenu dans W , sur

lequel ce champ soit trivial ;

b ) il existe V e Q tel que V U îî soit paracompactj
c ) 0 possède la propriété de prolongement p̂
( 1 ) Soit P un champ de projecteurs, de rang k , appartenant à

A^ft^A) . Il existe un projecteur O & L C A ) tel que rg 0 ( t ) = k si t e X
et tel que Q\Çî = P . De p l u s , on peut choisir 0 de façon que les champs
t ^—> 0 ( t ) et t -— 1 - Q C t ) soient triviaux sur X „

(il) Soient P. ,..., P des champs de projecteurs appartenant à

A ^ Î Î ^ A ) , de rang k. ,..., k respect ivement, tels que ^^ a 0 pour
1 ^ j • Donnons-nous des projecteurs R , • • • , R appartenant à J8CH) ,

deux à deux orthogonaux, tels que rg R. = k. pour 1 s 1 , . , . , h . Il exis-

te une fonction continue v de gX dans yZ6(H] telle qu 'on ait

v ( t ) P C t ) » R pour tout t€ !ï et 1 = 1 . . . . . n .

Prouvons (il). Soit V € 0 tel que V U îî soit paracompact. Remar-
n

quons que ft est fermé dans V U îî . Considérons l 'élément T^ jP. de
j=1 J

A ^ f t ^ A Î . D'après ( [ l6] , 1 0 . 1 . 1 2 ) 11 existe un champ d 'opéra teurs
n n

I C A ^ V U S ^ A ) tel que 1 | !î = ^ jP . Posons w s \J ] j - 1 / 3 , j + 1 / 3 [ .
j=1 J j»0

Comme t '—> Sp ' l ( t ) est une fonction continue de V U f t dans y C R ) (voir

1 . 1 . 6 ) , il existe W & Q , contenu dans V , tel que S p ' l ( t ) C o ) si t £ W .

Pour j 3 1 , . . . , n soit f . une fonct ion continue de R dans [°'l] q'-il

vaut 1 sur [j-1 /3, j+1 /3] et 0 hors de ] j -1 /2 . j +1 /2 [ i on a

f . C D j f t s P. . Posons f . ( l ) | W U t î = 0 . . C e raisonnement classique de Fell
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nous prouve l'existence de champs de projecteurs 0. , • • • , 0 appartenant
à A^WUSÎ-A) , deux à deux orthogonaux, tels que O . | î î * P . pour
j = 1 , . . . , n . On déduit de la proposition I I I . 3 . 3 que la fonction qui vaut
Tr 0 ( t ) sur W et T^CP ( t ) ) sur Î2 est continue sur W U Î2 . Donc on
peut supposer que rg O . ( t ) = k pour tout t € W et j = 1 , . . . , n , en res-
treignant au besoin W . Alors, grâce à l'hypothèse a ) , on peut supposer
que les champs de projecteurs 0 , . . . , 0 sont triviaux sur W ainsi que

n
le champ 0 défini sur W par On^î s 1 ~ ̂  O . . ( t ) . Posons
R = 1 - ̂  R . . Pour j = 0 , . . . , n soit ( u . ( t ) ) „ un champ d'isomé-u 4 ̂  ̂  J j t e w
tries u ( t ) : Q ( t ) ( H ) — ^ R ( H ) . transformant l'ensemble des fonctions
continues a de W dans H telles que a ( t ) € Q ( t ) ( H ) pour tout t c W
en l'ensemble des fonctions continues de W dans R . ( H ) . Alors

n J

t » — ^ u ( t ) = 7" u ( t ) est une fonction de W dans Î(»(H) j vérifions
j=0 j

q u ' e l l e est continue. Soit 26 H ; les fonctions t >—»• u . ( t ) 0 . ( t ) ( z ) sont
continues de W dans R . ( H ) par définition des champs t »—>- u ( t ) , d ' o ù
il résulte que t » — > - u ( t ) ( z ) est continue. D'après l'hypothèse c ) , il exis-
te W € 9 , contenu dans W , et v e ^ C X , IPZ6CH) ) tels que v ( t ) = î ( t )
sur W . • Comme Î?Z6(H) est compact, v se prolonge en une fonction conti-
nue (notée encore v ) de @X dans yi6(H) . On a v ( t ) 0 , ( t ) » R pour
tout t € W , d ' o ù v ( t ) P ( t ) s R sur Cl , et ceci pour j » 1 , . . . , n « .

L'assertion ( 1 ) se déduit immédiatement de ( i i ) . Conservons les nota-
tions de la démonstration de ( i l ) avec n = 1 , et posons P s P . 1 1 suf-

-1fit de prendre pour 0 la fonction continue t *—^ v ( t ) R de X dans
< ^ ( H ) .

V . 2 . 4 . LEMME. Soient H un espace hilbertien de dimension infinie, T
un espace paracompact, S un fermé de T et 0 un voisinage ouvert de S .

( i ) Soit u une fonction fortement continue de 0 dans Î 6 ( H ) . Il
existe une fonction fortement continue u ' de T dans U ( H ) telle que
u ' | S » u | S .

( i i ) Soit ( x . ) . , une famille de fonctions (normiquement) continues
de 0 dans H telle que, pour tout t f i O , ( x . ( t ) ) , - forme une base
orthonormale de H . Il existe une famille ( y . ) . - de fonctions conti-
nues de T dans H telle que ^YI^^I^T soit une base orthonormale de
H pour tout t c T , et telle que y . | S = x . | S pour tout i fi I .

( 1 ) D'après ( [ 1 6 ] , 1 0 . 8 . 2 ) . 2<6(H) muni de la topologie forte est
contractile. Alors ( i ) résulte de ( [ 3 3 ] , exposé 1 , t h . 1 ) .

( i i ) Choisissons une base orthonormale ( e ) . - de H e t , pour tout
t c0 , soit u ( t ) l'opérateur unitaire qui à x ( t ) fait correspondre
e . ( i € I ) . On définit ainsi une fonction fortement continue t '—> u ( t )
de 0 dans K » ( H ) . O'après ( 1 ) , il existe une fonction fortement continue
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u' de T dans K»(H) telle que u | S = u ' | S . Il suffit maintenant de po-

ser y ^ î t ) = u ' C t ) ^ e .

V . 2 . 5 . LEMME. Soient X un espace localement compact paracompact , îî

une partie de 0X - X , et 0 la t race sur X du filtre des voisinages de

Sî dans (3X . Soient H un espace hilbertien de dimension infinie et

A = (?° (X, ^ & C H ) ) . On fait les hypothèses suivantes :

a) pour tout W € 0 et tout champ de pro jecteurs appartenant à

Ç (W, ^^ (H) ) , de rang cons tan t , il existe W fc 0 , contenu dans W , sur

lequel ce champ soit trivial;
b) il existe V e O tel que V U Sî soit paracompact ;

c) 0 a une base formée de parties fermées.

(i) Soit P un champ de pro jecteurs, de rang k , appartenant à

A^ f t .A) . Il existe un projecteur Q € L ( A ) tel que rg 0 ( 1 ) = k sj_ t € X

et tel que 0 |H = P . De plus, on peut choisir Q de façon que les champs

t * — ^ O C t ) et t*—> 1 - 0 ( t ) soient triviaux sur X .

Cii) Soient P ,..., P des champs de projecteurs appartenant à

A^ Î Î .A ) , de rang k. ,..., k respect ivement , tels que P ^ P ^ = 0 si

i ^ j . Donnons-nous des projecteurs R , . . . , R appartenant à ^f6[ H ) ,

deux à deux or thogonaux, tels que rg R = k pour i = 1 , . . . , n . Il exis-

te une fonct ion fortement continue u de X dans Î A C H Î telle qu 'on ait

'0 ( t ) P ( t ) = R pour tout t 6 îî et i » 1 , . . . , n .

L 'asser t ion (i) résulte immédiatement de (ii). Prouvons Cii). Comme

dans la démonstrat ion du lemme V . 2 . 3 , on montre l 'ex is tence d 'un ouvert

W c O et de champs de projecteurs 0 ,..., 0 appartenant à A ^ W U Î L A ) ,

deux à deux orthogonaux, triviaux sur W , tels que rg O . ( t ) = k. si

t c W et tels que O . | î 2 = P. pour j = 1 , . . . , n . D 'après ( [ l7] , prop. 1 8 ) ,
J J n

le champ de projecteurs t«—>1 - Y" 0 est trivial sur W . Comme dans
j=1 j

la démonstrat ion du lemme V . 2 . 3 , on construit une fonction fortement conti-

nue u de W dans K»(H) telle que u (t ) Q ( t) u ( t)'^ = R pour tout
j j

t € W et j = 1 , . . . , n . Soit W un fermé appartenant à 0 , contenu dans

W . D 'après le lemme V . 2 . 4 (i), il existe une fonction fortement continue

u' de X dans K»(H) telle que u ' j w = u | W . Dn a alors

^ . ( t )P (t) » S^ . ( t ) 0 , ( t ) = R pour tout t 6 S Î et j » 1 , . . . , n .

V . 2 . 6 . LEMME. Soient A une C^"-algèbre à spectre séparé, P un pro-

jecteur de L ( A ) j3^ A ' = ( 1 - P ) A ( 1 - P ) . A-lors L ( A • ) est canonique-

ment isomorphe à (1 - P ) L ( A ) ( 1 - P) , et l ' injection canonique de L ( A ' )

dans L ( A ) donne, par passage au quotient, une bijection de L Î A ' ) / A ' sur

la C^-algèbre des l 6 L ( A ) / A tels que K t )P( t ) = P ( t ) K t ) » D pour tout
t < 0Â - À .

Ce lemme se démontré sans difficulté. Il permet d'identifier L ( A ' )
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( r e s p . L ( A ' ) / A ' ) à une sous-C^-algèbre de L ( A ) ( r e s p . L C A 5 / A )

V . 2 . 7 . I-EMNE. Soient X un espace localement compact dénombrable à

1'infini, Î2 une partie de BX - X , ^k_ Q la t race sur X du filtre des

voisinages de ^ dans 0X . Soient H un espace hilbertien de dimension

^ o jsj^ A = Ç° ( X, ^ (? ( H ) ) . On fait les hypo thèses su ivantes :

a) pour tout W e. 0 et tout champ de pro jec teurs appartenant à

S ( W , ^ Ç ( H ) ) , de rang constant , il ex is te W € 0 , contenu dans W , sur
lequel ce champ soit trivial;

bî il exis te V e O tel que V U f t soit paracompact ;
c) 0 a une base formée de parties fermées.

Soit (P ,..., P ,...) une suite infinie de champs de pro jec teurs non

nuls appartenant à A ^ Q . A Î , de rang k ,..., k ,... respect ivement ,^ ————— i n —————————_—,—__
tels que p j _ p ^ = l : l s± i ^ J • Donnons-nous une suite (R ) ^ de pro jec-
teurs deux à deux or thogonaux dans ^&(H) , de somme 1 , tels que

rg R = k pour i e IM . Il exis te une fonct ion for tement continue u de

X dans Î4(H) telle qu ' on ait ^ ( t ) P . ( t ) = R. pour tous t e Cl et i fc IM'̂ .-——-— ——————————. u i i ——————— —,

Chois issons deux suites cro issantes de compacts : (L ) ^ et• , n neBM
^n^ttBM^" telles ^ue ^ncl^ l-n = x 6t Ln (^ Int ^ ' D t a P r è s le Ismme
V . 2 . 5 (i), il existe un projecteur 0 e L C A ) et une famille ( x 1 ) ., ̂  de

i i I€BM
fonct ions continues de X dans H tels que :

1 3 OjSÎ = P^ s

2) (x ( t ) ) . ^^- est une base orthonormale de H pour tout t e X ;

3 3 O C t ) est le projecteur sur le s o u s - e s p a c e engendré par les vec-

teurs x ( t ) . . . . , x pour tout t e x .
1

On posera 0^ = 0 , h^ = 0 , et h^ = j^ k pour tout 1 > 2 . Soit
•x- ~

n € IN . Supposons démontrée, pour tout j < n , l ' ex is tence d 'un pro jecteur

O . e L ( A ) et d ' une suite ^'p.i^.h de "Fonctions continues de X dans H
tels que : J

(i) 0. |îî s P. ;

J j-1

(ii) ^i^^j^h est une base orthonormale de ( 1 - V Q ( t ) ) ( H )
J k= o

pour tout t € X î

(ili) O . C t ) est le projecteur sur le s o u s - e s p a c e engendré par les vec-

teurs x;3 ( t ) , . . . .x j ( t ) pour tout t é X ;
J J+1

(iv) x^"1 |L^ = x^ |L^ si i > h ;

n
Posons S (t) = Y" O . ( t ) pour tout t € X i on a S £ L ( A ) . D 'ap rès

n k-1 K n
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( [l7], prop. 1 8 ) , le champ de projecteurs t *—» 1 - S (t) est trivial sur

X . Notons A l 'ensemble des champs d 'opérateurs (1 - S ) a ( 1 - S ) avecn n
a € <?(X, cS^(HÎ) . Alors ^' = C C C 1 - S p ^ î î <^<?(H) Cl - ^^^teX ' A) est

un champ continu trivial de C -algèbres. Notons A ' la C -algèbre définie

par o7É" j on a évidemment A ' = (1 - S ) A C 1 - S 3 . D 'après le lemmen n
V . 2 . 6 . L C A ' ) s'identifie canoniquement à Cl - S^LCAHl - S^) et

L C A ' ) / A * s'identifie canoniquement à la C^-algèbre des l e L ( A ) / A tels

que l C t ) S (t) = S ( t ) l ( t ) = 0 pour tout t € &X - X . Il en résulte quen n
P . est un élément de A ^ Î L A ' ) . Donc, d 'après le lemme V . 2 . 5 ( i î , iln +1
existe un projecteur 0' e L ( A ' ) tel que 0' . | î2 s P „ et tel que les

champs t t—^ 0 ' ^ C t î et t*—>- (1 - S ( t ) ) - 0' ( t ) soient triviaux sur

X . On a 0' .0. s 0 pour j < n . Soit un ouvert W e O , disjoint de

K . . Prenons une suite C y . ) . . de fonct ions continues de W dans
n +1

H telle que ^n^^i (tn 1=1 , . ., k^ soit une base orthonormale de

0 ' ^ ( t ) ( H ) et ^'i1*1 ( t ) ̂ h soit une ba9e o^thono^mal^ àe

n+1
(1 - S ( t ) ) ( H ) , pour tout t ê W . Soit un fermé W ' f c Q , contenu dans W .

D 'après le lemme V . 2 . 4 (il), il existe une suite (x . ) . , de fonc-

tions continues de X dans H telle que ;

a) (x',1"1"1 (t) ) . .. est une base orthonormale de (1 - S ( t ) ) ( H )
1 ^n+l n

pour tout t e X ;
81 -îi^i —ris^ 31 1 >\^ '
Y) x^lw . y;+ ' l |W• si 1 > h .̂, ,

Pour tout t & X , appelons 0 -i^^ ^e projecteur sur le sous-espace de H

engendré par les vecteurs x"* .(t),...^^ (t) . Alors 0 appar-

tient à L ( A ) et O^JW = O^JW' . On a oonc O^Jîî s O^Jîî s P^-, .

Ainsi, les éléments 0 ^ et ^'i1*1^^ vérifient, avec j = n+1 , les
n +1

conditions ( 1 ) , (il), Cliiï, (iv) précédemment énoncées.

De cette façon, on construit par récurrence une suite ^ O . ) . , ^ de

champs continus triviaux de projecteurs, appartenant à L ( A ) . tels que

0 [ î î » P . pour 1 € rj^ et O.,0.i = 0 si 1 / j . Montrons que

?Z œ- C L Î t ) = 1 pour tout t £ X . Supposons que t 6 L . Par construction

( x ^ C t ) ) . . est une base orthonormale de l 'espace (1 - ^2" Q ( t ) ) ( H ) .j j>h^ j -o j

De plus, on sait que 0 (t) est le projecteur sur le sous-espace engendré

par les vecteurs x^ ^ ( t ) , . . . ,x^ (t) pour tout r £ (N** . Comme t ^L^ ,

on a x ^ C t ) s x ^ C t ) pour tout j > h et tout r ^ n . Il en résulte que

ET.i Oi t t î E 1 •



81
Soit ^i^^tex un chamP d'isométries u ^ ( t ) : Q ( t î ( H ) — > R ( H )

qui transforme l'ensemble des fonctions continues a de X dans H telles
que a ( t ) 6. Q ( t ) ( H ) pour tout t €. X en l'ensemble des fonctions continues
de X dans R . ( H ) . Pour tout t €. X , soit u ( t ) l'opérateur unitaire de
H dont la restriction à 0 ( t ) ( H ) vaut u ( t ) si i ê 1M^ . Alors
t < — ^ u ( t ) est une fonction fortement continue de X dans UCH) . On a
u ( t ] Q ( t ) u ( t ) ^ = R sur X , d ' o ù a ( t ) P ( t ) = R sur îî , et ceci pour
tout i el^ .

V . 2 . 6 . LEMME. Soient Z un espace normal et S un fermé de Z . Tou-
te fonction continue de S dans T se prolonge en une fonction continue
définie sur un voisinage de S à valeurs dans T .

Soit Cp une fonction continue de S dans T • Prenons un voisinage
0 de T dans R2 tel que T soit un rétracte de 0 . Il existe un voisi-
nage V de S dans Z tel que <̂ p se prolonge en une fonction continue
de V dans 0 , d ' o ù on déduit un prolongement de Û̂  en une fonction con-
tinue de V dans T .

V . 2 . 9 . LEMME. Soient X un espace localement compact, Cl une partie
de 0X - X , et 0 la trace sur X du filtre des voisinages de ft dans

@ X . Soient H un espace hilbertien de dimension finie r , et

A = <?° (X , ^ ( H ) ) . On fait les hypothèses suivantes :

a) pour tout W c O et tout champ de pro jecteurs appartenant à

S C W . < j ? ( H ) ) , de rang constant , il existe W e. Q contenu dans W sur lequel

ce champ soit triviale

b) il existe V € 0 tel que V U !i soit paracompact ;

c) Q possède la propriété de prolongement ^P

Toute fonction continue de îî dans ^Pî^CH) se prolonge en une fonct ion con-

tinue de 0X dans îPK»(H) .

Soit ( e . ) . . une base orthonormale de H et, pouri î  , . . . , r
i a 1 , . . . , r , appelons a le projecteur sur le sous -espace Ce . Le

choix de cet te base nous permettra d 'écr ire les éléments de j?CH) comme des

matrices à r lignes et à r colonnes.

Soit t »-> g( t ) une fonction continue de Î2 dans ^^(H) . Les fonc-

tions t »—»• g ( t ) a . sont continues de Cl dans e!?(H) , et g ( t ) a est un

projecteur de rang 1 pour tout t e f t et i s 1 , . . . , r . D 'ap rès le lemme

V . 2 . 3 (ii), il existe une fonction continue v de gX dans fPU»(H) telle

qu'on ait v ( t ) g ( t ) a . = a pour tout t 6. ft et i = 1 , . . . , r . S i t é . Q ,

soit u C t î un élément de U(HÎ tel que S ( t î = v ( t ) g ( t ï . D 'ap rès ce qui

précède, u ( t ) s 'écri t / X ^ ( t ) D \ a v e c X ^ C t î é T pour 1 = 1 . . . . , r .

[ 0 '^r^)
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Alors u ( t ) est entièrement déterminé par les condit ions u ( t ) = v C t ) g C t )

et À < . ( t ) = 1 • A v e c ce choix de u C t ) . les fonct ions t » — » - X . C t 5 sont

cont inues de ^ dans T . En ef fe t , t •—»• u ( t ) est cont inue, et l 'ensemble

des matrices diagonales de Î6(H) dont le premier coeff ic ient vaut 1 est

canoniquement homéomorphe à son image dans ^P?6CH) . On déduit du lemme

V . 2 . 8 l ' ex is tence de W c Q et d ' une fonct ion cont inue de W U îî dans ^(H)

prolongeant u • On notera encore u ce pro longement. Puisque 0 possède

la propriété de prolongement ^P , on peut supposer , en restreignant au be-

soin W , qu'il ex is te une fonct ion cont inue v ' de X dans ^? 26( H ) telle

que v ' [ W = u [ W . Appelons w la fonct ion continue de @ X dans ^PUCHÎ

telle que, si t 6 X , on ait w ( t ) s v C D ^ v ' C t ) . Alors on a w ( t ) = g ( t )

pour tout t € Î2 •

V . 2 . 1 0 . L Enn E. Soient X un espace localement compac t dénombrable à

1'infini, îî une partie de 0X - X , et 0 la t race sur X du filtre des

voisinages de Çî dans $X . Soient H un espace hilbertien de dimension

Ko eĵ  A = ^ o ( x ' <^CH)) . On fait les hypo thèses suivantes :

a) pour tout W £ 0 et tout champ de pro jecteurs appartenant à

^(W, ^ f & ( H ) ) , de rang constant , il existe W é. © , contenu dans W , sur

lequel ce champ soit triviali

b) il ex is te V é 0 tel que V U ft soit paracompact i

c) 0 possède une base formée de parties fermées,

d ) il existe V ' é 0 tel que toute fonct ion continue de î2 dans T

se prolonge en une fonct ion continue de V ' U Î2 dans T .

Soit g une fonct ion continue de Çî dans y26(H) . Il existe une fonct ion

fortement continue w de X dans t fcCH) telle que a C t ) |<SWH) = g ( t )

si t e S2 .

Soit (e ) . ̂  une base orthonormale de H , et pour tout 1 e IM^

appelons a le projecteur sur Ce . . Comme dans la démonstrat ion du lemme

V . 2 . 9 , on prouve, en utilisant cet te fols le lemme V . 2 . 7 , l 'ex is tence d ' une

fonct ion fortement continue u de X dans T^CH) telle qu 'on ait

a ( t ) g ( t ) a = a pour tout t € Cl et tout i € BM "̂ . Montrons que
n

a ( t ) ( - e ( ? ( H ) ) » ^(?CH) si t € Cl . Soit de^C^ tel que d < T" g ( t )a , .
- n - 1 = 1

On a a ^ C t î d < ^ a , d ' o ù a ( t ) d € J ? g ( H ) d 'ap rès III.4.3 C i ) . Les élé-
l^l n

ments d de ^gCh^ tels que d < ^ g ( t ) a pour un certain n engendrent
1 = 1 1

^&(H) s on en déduit que a ( t ) ( ^ Ç ( H ) ) C ^6(H) . O 'au t re part, le projecteur

a^ appartient à H ( t 5 ( ^ f ? ( H 5 ) pour tout 1 € t^ puisque a = 'a C t ) g C t ) a .

Il en résulte que ~d (t ) (.^(H) ) » J6&CH) . Pour tout t € ft , soit u ( t ) un

unitaire de H tel que u C t ) = a Ct) |^ (H) . Vérifions que la fonct ion^ u
t»—>-u ( t ) est continue de X U f t dans ^K»(HÎ . Soit a € j g ( ? ( H ) . Sur X .
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la fonct ion t * — » - u ( t ) a est normiquement continue. D 'ap rès C [ l 1 , chap. I,

$ 6 , th. 1 ) , pour montrer la continuité normique de t t — ^ û ' C t î a sur X ^ Î 2 ,
(U

il suffit de montrer, pour tout x é. îî « que u C x î a est la limite normique

de t ^—» ï ï ( t ) a suivant 0 . Sur X U Î2 , on a u ' ( t )a = "S C t ) a ; c ' e s t - à -
o, x — u

-dire que t l—>• u C t ) a est la restriction à X U Î2 de a (a) e L ( A ) . Comme

on a î ( x ) a £ ^6CH) pour tout x c f t , il suffit d'utiliser III.4.2 a ) .

Si t & 0 , soit u ' ( t ) un élément de UCH1 tel que

u ' ( t ) = u ( t ) g ( t ) ; on a u ' ( t ) a . s a. pour tout ie.|\j , En prenant

( e . ) . ..•K comme sys tème orthonormal de référence, on écrira les éléments de

â6(H) comme des matrices infinies. D 'après ce qui précède, u ' C t ) s 'écr i t

/V". o \

''vt)
\ ° ' - . 1

avec À ( t ) fiT pour i & IN** et t <e. îî . Alors u ' ( t ) est entièrement déter-

miné par les conditions u ' C t ) = û ' ( t )g ( t î et \ s 1 . De plus, avec ce

choix de u ' ( t ) , les fonctions t < — ^ À . ( t ) sont continues sur îî . Grâce

à l 'hypothèse d) , on peut prolonger u' en une fonct ion fortement continue

de V ' U !î dans U(H) ; on notera encore u' ce prolongement. Soit W un

fermé appartenant à 0 et contenu dans Int V ' . D 'après le lemme V . 2 . 4 (i)

il existe une fonction fortement continue u" de X dans ^»(H) telle que

u " | w = u ' | W . Posons w ( t ) » u(t)^u' ' ( t ) si t 6. X . Alors, pour tout t Ç. H .

on a

^Ct ) | ^K(H) = ^( t) '1e^„m |^(H) = ^ ( t ) " 1 o ^ ( t ) o g C t ) = g ( t ) .
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CHAPITRE VI

Extensions encadrées d 'une C —algèbre à trace continue

V I . 1 . Général i tés.

V I . 1 . 1 . DEFINITION. Soient A une C^-algèbre à spect re séparé et C

une C"^-algèbre. On notera ( ^ (A .C ) l 'ensemble des éléments de ^ Î A . C ) qui
———————————— A ^

sont encadrés suivant 0

V I . 1 . 2 . PROPOSITION. Soient A une C^-algèbre uniformément liminaire
.̂

à spectre séparé et C une C -algèbre uniformément liminaire. Alors

< ? ( A , C ) est l 'ensemble des C^-algèbre uniformément liminaires qui appar-

tiennent à S f C A . C ) .

Soit B £ < ? ( A , C ) . Pour tout b s ( m , c } é B ' 1 ' , on a

II(m) = Y t e l c i ^ A Î / A (voir IV .2 .1 (il)), d ' o ù m f c E ^ C A ) . Il résulte de la
/\

proposition III.2.13 (iv) et de 1 . 2 . 1 1 que g (m) est encadré sur A pour

tout e > 0 . Par ailleurs g (c ) , qui appartient à 5C(C) , est encadré
^ ^ <^ +

sur C . On en déduit que g,,(b) est encadré sur B pour tout b € B et£
tout e > 0 , et donc que B est uniformément liminaire. Réciproquement,

tout élément uniformément liminaire de î f ( A , C ) appartient évidemment à

< ? C A , C ) .

V I . 1 . 3 . Soient X un espace localement compact , H un espace hilber-

tien de dimension finie, et A » 6 ' °CX , <^ (H ) ) . Comme on a

M ( A ) = L ( A ) = i 1 (A ) (voir III.4.8). il résulte de la proposition IV .2 .1 (il)

que E x t ( A . C ) = ; fCA ,C) = <?(A,C) pour toute C^-algèbre C .

V I . 1 . 4 . PROPOSITION. Soient A une C^-algèbre à t race continue et C^ —————— ^
une C -algèbre unifère. On suppose que A a un nombre fini de bouts. Alors

J f ( A . C ) = ^ ( A . C Î .

Notons 1 l 'unité de C . Soient y un homomorphisme de C dans

L ( A ) / A et B l 'extension assoc iée. L 'é lément y î 1 ^ est un projecteur de
L ( A ) / A . Par un raisonnement classique de calcul fonctionnel, on montre

l 'ex is tence d 'un élément 1 de L ( A ) tel que JICl) = y ( 1 ) et tel que

l(t) soit un projecteur pour tout t appartenant à un voisinage de l'in-

fini dans A . On peut supposer que V s (J V où V ,..., V sont des
A .- - •

parties connexes de A . D 'après ( [19j , lemme 4 . 1 ) , la fonct ion

t»—^rg l(t) est continue sur V et donc constante sur chaque V . , d ' où
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sup^^ rg l ( t ) < +« . Ainsi yCD appartient à E^CAÎ/A . Soit c e. C j on
a y C e ) s Y î c ) y ( 1 ) ei^AÎ/A . Il en résulte que y^ c E^ÎAÎ/A d ' o ù
B € < ^ ( A , C ) d'après la proposition I V . 2 . 1 ( i i ) .

V I . 1 . 5 . Soient A une C^-algèbre à spectre séparé et C une C^-algè-
bre. Lorsque B C ^ C A . C ) la fonction continue f de 0Â - î dans O^ÎÊÎ

A la A A <^ Aassociée à B £ j ( A , C ) prend ses valeurs dans J^CC) , d ' a p r è s les proposl-d
tions 11.8 bî et 1 . 2 . 2 4 . Nous allons donner un cas où la réciproque est
vraie.

PROPOSITION. Soient X un espace localement compact. Xi une com-
pactification de X , et Y un espace localement quasi-compact. Soient f
une fonction continue de Xi - X dans 3̂  C Y ) , et
0 = {x £ X i - X | f ( x ) / <f> } . On suppose q u e , pour tout x € 0 , la trace 0
sur X du filtre des voisinages de x dans Xi se divise en un nombre
fini de bouts. Notons Z l'extension de X par Y associée à f . Soient
A une Ĉ - algèbre à trace continue de spectre X , et C une C^-algèbre
liminaire de spectre Y . Toute extension B de A par C telle B = Z
appartient à £ ( A , C ) . En outre, si X € 0 et si G1 est un bout de Q ,
il existe un fonction m unique de f C x ) dans IM^ telle que

llm^^l Tr b ( t ) =Cy^^ m ^ ( y ) . T r b ( y )

pour tout b fc B encadré suivant 0
On pose h = hy Y . Soit B une extension de A par C telle queA A , A i

B » Z , et soit y 1'homomorphisme de C dans L ( A ) / A associé à B .
D'après la proposition I V . 2 . 1 ( i i ) , pour prouver que B appartient à
^ ( A , C ) il suffit de prouver que y f . C ] C x ) est contenu dans E ^ ( A ) ( x )
pour tout x 6 0X - X . Soit x € 0X - X - h " 1 ( 0 ) s on a
y C O C x ) " = f o h ( x ) =/ (voir I V . 1 . 4 et 1 1 . 1 8 ) ' . d ' o ù y^lîxî 3 û . S o i t
x € h ( 0 ) et posons x i = h ( x ) . D'après la proposition 11.8 b ) , 0 con-x iverge vers chacune de ses valeurs d'adhérence dans Z et f ( x i ) est l ' e n -
semble des limites de G . 1 1 en est de même pour chaque filtre plus finx lque 9 et en particulier pour chaque bout de 9 . D'après la proposi-x i x ̂
tion I V . 1 . 2 , on a A C J ( B ) . Il résulte alors de la proposition 1 . 3 . 6 que
B est encadrée suivant chaque bout de 9 et donc suivant 9 . Le fll-xi x l .-1tre 9 est aussi la trace sur X du filtre des voisinages de h ( x i )x ldans 0X (voir V . 1 . 3 ) et donc 9 est plus fin que 9 . Ainsi B est
encadrée suivant 9 e t , d'après la proposition I V . 2 . 1 , on a
Y ( C ) ( x ) C I^A) ( x ) .

La deuxième assertion de la proposition résulte des propositions
1 . 3 . 6 et 1 . 2 . 2 6 b ) .

V I . 1 . 6 . Soit C une C^-algèbre. Dn notera %CC) l'ensemble des
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t races s.c. i . F sur C , densément définies, à support discret F , tel-

les qu'il ex is te une fonct ion m de F dans IN^ pour laquelle

F ( c ) = Ï2 m ( t ) . T r c ( t ) si c fi C'1' . On dira que m ( t ) est la multipli-

cité de r en t € Ê . Si C est une C^-algèbre commutat ive de spectre Y ,

cet ensemble ' îF .CC) sera aussi noté c ^ 6 f Y ) . Nous munissons ^.ÇC} de lad d d
topologie induite par celle de *^tC) .

V I . 1 . 7 . Soient A une C^-algèbre à t race continue et C une C^-al-

gèbre. Soit y & Hom (C ,'E1 ( A ) / A . Rappelons que, si x e. 3^ - À , F1 désigne

la t race c » — ? - T 1 ( y ( c ) ( x ) ) définie sur C* (voir IV .2 .2 ) . D 'ap rès le lem-

me IV.2.2 (ii), x »—^ F1 est une fonct ion continue de 0Â - À dans 1f(C)

et, d 'ap rès le corollaire IV.2.5, on a y C O C x ) " = Supp F1 pour tout

x £ (3Â - A • On vérifie immédiatement (comme dans la démonstrat ion du lemme

III.4.4 (ii)), en utilisant la proposit ion 1 . 2 . 2 6 , que, pour tout

x é 0Â - À , 11 ex iste une fonct ion m de i l ( A ) ( x ) A dans IM "̂ satisfai-

sant à T^b) = £2, T i f ^ r .A m ( t ) .T r b ( t ) si b é E ^ C A H x ) ' 1 ' . Il en ré-
X t C t i A J I X J X . -

suite faci lement que T 1 £ ÏAC} pour tout x € (SA - A .

V I . 1 . 6 . PROPOSITION. Soient T un espace topologique, C une C^- a 1 -

gèbre, et F € (f(T, Ï. [C ) ) . La fonction ti—> Supp F. est continue de T

dans ^ î^) .
A y

Soit t e T et soit un ouvert œ de C tel que œ / i S u p p F. ^ y .
+ o

II existe c fc^(C) , porté par œ , pour lequel F. (c ) / 0 . On a
o

F ( c ) ^ 0 au voisinage de t et, d 'après le lemme 1 . 2 . 4 , on a

Supp F.noJ i- ^ sur ce voisinage. Soit maintenant une partie quasi-compacte
A r\ JK de C telle que K Ï ÏSupp P. = f . Supposons l 'ex is tence d 'une famille

o
filtrante C t . ) . - de points de T qui converge vers t et telle que

K^Supp F. ^ à pour tout j e J . Prenons x ,e ,K.nSupp F, . On peut sup-
^ j J ,

poser que la famille ( x . ) . - converge vers x e, K . Soit c e î C C C ) tel

que c ( x ) ^ 0 et c ( x ) = 0 si x e Supp F, . On a Tr c ( x ) / 0 , d ' o ù
0 t 0

1 o
Tr c ( x ) ^ — Tr c ( x ) au voisinage de x . O 'au t re part on a

F^ (c ) = ^-y^supp F ^ (y ) .T r c ( y ) > m ^ ( x ^ ) . T r c C x ^ ) ^ Tr c C x ^ ) .
j ^

II existe donc j tel que, si j > j , on ait F. (c ) > — Tr c ( x ) > 0 .

Ceci est absurde car lim F (c ) = F (c ) = 0 . ^
J 'j "o

V I . 1 . 9 . Soient Y un espace localement compact. H' un espace hilber-

tien, et C = Ç° (Y , of^CH ' ) ) . L 'espace ^(C) Cresp . ^(C) ) est canoni-

quement noméomorphe à c^(Y) (resp. C^. ÎY) ) (voir 0 . 1 2 ) . Oans la suited ^
un élément de ^(C) sera considéré Indifféremment comme une trace sur C

ou comme une mesure sur Y .
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LEMME. Soient X e^ Y deux espaces localement compac ts , H et H'

deux espaces hilbertiens de dimension finie, A = ( f ° C X , j g ( H ) ) , et

C = ^ ° ( Y , ^ C H ' ) ) . Soit y & H o m ( C , L ( A ) / A ) ; pour tout x € 0X - X , on a
F 1 ( Y ) . d i m H 1 <: dim H .

Ici, on a L ( A Î / A = g ( 3 X - X , J g ( H ) î . Soit x e ^X - X . Comme y ( C ) ( x )

est une sous-C^-algèbre de ^(H) , 11 ex is te, dans JÊ(H) , des pro jecteurs

deux à deux orthogonaux P^ ,..., P^ qui commutent avec y ( C ) ( x ) , tels

que y ( C K x ) P ^ = ^ ( P ^ ( H ) ) pour i = 1 , . . . , n et

n
C y C c H x ) ) (^ P ^ ) = y C c î C x )

pour tout c e C . On a évidemment dim P. (H) = dim H' , et il ex is te

y ^ € Y tel que la représentat ion c ^—»• c (y ) soit équivalente à

c ^--^y(c) ( x ï | P ^ ( H ) (1 = 1 , . . . , n 5 . On a Supp F1 = {y ,..., y } et, si

y € Y , l'entier r ^ ( { y } ) est égal au nombre d ' indices i tels que

y^ = y . On en déduit que n = F 1 ( Y ) . Comme d 'au t re part on a évidemment

n.dim H' < dim H , l'inégalité r ^ ( Y ) . d i m H' < dim H est démont rée.

V I . 1 . 1 0 . Soient X un espace localement compact , H un espace hll-

bertien, A = Ç ° ( X , £ S ( H ) ) , et C est une C^-algèbre. On notera g C A . C ) ^
/u ,

l'ensemble des B avec B € $ ( A , C ) ; et i la sur ject ion canonique de
< ? ( A , C ) sur § (A.C)^ .

Soit Y un espace localement compact . Si p& BM , on notera c^^CY)

l 'ensemble des r ec^ (Y ) tels que F C Y ) ^ p . et ^(Y) l 'ensemble desa d
fermés de Y ayant au plus p points. Si p est un cardinal infini, on

posera o^CY) = ^ ( Y ) et ^ ÎY) = ^ ( Y ) .d d d d

Pour tout cardinal p , l'application de ^ C ^ X - X . c ^ C Y ) ) dans

&W - X. ^ (Y)) qui associe x*——> Supp 1^ à F € Ç ( @ X - X . ̂  C Y ) ) , se-

ra notée Ç13 ou plus simplement Ç (voir V I . 1 . 8 Î .

Supposons toujours que A = ^°(X, «^^(H)) et prenons maintenant

C = f f ° (Y , 4 ? & ( H ' ) ) où H' est un espace hilbertien tel que

dim H' < dim H i posons p » [dim H : dim H'] . Soient y € H o m ( C , i 1 ( A ) / A )

et B l 'extension de A par C associée à y . D 'après V I . 1 . 7 et le

lemme V I . 1 . 9 la fonction x >—^ F1 appartient à (?(0X - X . c^ C Y ) ) ; l'apll-

plication de Hom(C,ÏÏ1 ( A ) / A ) dans e (0X - X, c^ ( Y ) ) ainsi définie sera
d

notée p . Par ailleurs, d 'après le lemme IV.3.5 ( 1 1 1 ) , cet te fonction

xi— '> F^ ne dépend que de § j on notera Ç l 'application de ^ (A .C)^

dans Ç(ex - X . c & ^ C Y ) ) qui à § associe x ^—^ F1 .u x

Grâce au corollaire IV.2.5, à la proposition IV.2.1 (ii), et à ce

qui précède, le diagramme commutatif de I V . 1 . 5 se précise comme suit lors-
qu 'on se restreint à S ( A , C ) .
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^ ( A , C ) «-̂ î A-y. Hom(C,E'1 ( A ) / A )

z | P 1 \
&(A,C)^————S———^ Ç(px - X .c^ (Y) ) ^sX 1 H o m C C . E 1 ( A ) / A )

^1^,0^ ^^^>
;f(X,Y) <————Ê——» S(pX - X , ^ ( Y ) ) <—————^ Ç(pX - X , 3 ^ C Y ) )

/^
( rappelons que la définition de X est donnée en I V . 3 . 6 ) .

Lo rsqu 'on a dim H < dim H' et dim H < +oe , l 'ensemble E x t ( A , C )

ne contient que l 'ex tens ion A x C .

VI.2. Surject iv i té de Ç e_t_ Ç .

V I . 2 . 1 . LEMME. Soient X un espace localement compact , H un espace

hilbertien, A = ^ ° ( X , < ^ ( ? C H ) ) , et C une C^-algèbre. Soient Xi une com-

pactif ication de X et y un homomorphisme de C dans ^T ( X i - X , e^Ç ( H ) ) .

Notons y ' 1 ' homomorphisme de C dans (?($X - X , cS f^ (H) ) tel que

Y ' C c H x ) = y ( c ) C h . , ^ ( x ) ) pour tout x € @X - X et tout C Ê C . Si

x e Xi - X , désignons par 0 la t race sur X du filtre des voisinages

de x dans Xi . Soit

B = { ( m , c ) € ^(X, <J?dr(H)) x C | lim, . m ( t ) = Y t c H x ) , V x f e X i - X }t,9^

(les limites étant les limites normiques dans »€S (H) ) .

C i ) B es t 1 ' e x t ension de A par C assoc iée à 1 'homomorph isme y /

de C dans ( f C g X - X , }£Ç (H) ) C i1 ( A ) / A , et on a donc B € ^ ( A , C ) .

(il) B est l 'ex tens ion de X par C assoc iée à la fonct ion continue

x l — > - Y Î C ) ( x ) ^ de Xi - X dans 3^(?) .

(lil) Pour tout x c 0X - X et tout c e C ' * " . on a

F1 ( c ) = Tr y C O ( h ( x ) )

L 'asser t ion (i) résulte Immédiatement de la définition de l 'extension

de A par C assoc iée à y' •
"N A

(li) D 'après la proposit ion I V . 1 . 4 , B est l 'ex tens ion de X par C

assoc iée à la fonction continue x * — ^ - y ' t C ^ x l ^ = y C O C h ^ C x ) ) ^ de

ex - X dans î^((î) . Il suffit alors d'utiliser la remarque 1 1 . 1 8 .

(iii) Pour tout x €. 0X - X et tout c e C " 1 ' , on a par définition

F^c) = T ^ Y ' î c H x ) ) » Tr Y ' î c H x ) = Tr Y t c H h y y ( x ) ) .
X X A i J\ ^

VI.2.2. DEFINITION. Soient T un' espa'c'e topologique, Y un espace

localement compact et p un cardinal. On appellera" ^ C T , Y ) le sous-en-

semble des éléments T de (? (T, <^6, ( Y ) ) qui possèdent la propriété suivan-

te : il existe une famille ^ . t^ icT de fonct ions continues de T dans Y
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avec card I .$ p telle que, pour tout t € T et tout y € Y . 1 'ent ier

r . C { y } ) soit égal au nombre d' indices i pour lesquels f . ( t ) = y .

On dira que F est déterminé par la famille ^^^er - un élément

de S ' ( T , Y ) peut évidemment être déterminé par des familles distinctes de

fonct ions continues de T dans Y' . On a ^(T.Y) C (?(T, Jilf ( Y ) ) mais

l'inclusion peut être stricte comme le prouve l 'exemple V I . 2 . 1 2 .

VI .2 .3 . LEMME. Soient T un espace topologique, Y un espace locale-

ment compact, et p un cardinal.

Ci ) Soit F e ^ C T . Y ) . déterminé par une famille (f ) de fonc-

tions continues de T dans Y avec card I .$ p . Alors (f ) - satis-———————————————— ——— ——— ———— i l€l ————
fait aux conditions suivantes ;

a) pour tout t £ T et tout compact K de Y , l 'ensemble

{ ie l | f ( t) € K} est finif

b) pour tout compact K de Y et toute partie J de I , l 'ensem-

ble n.^j (t € T | f C t î ^ K } est ouvert.

(ii) Soit ^i^ri une famille de fonct ions continues de T dans V

avec card I ^ p . satisfaisant aux conditions a) et b) c i -dessus. Alors

^±^±€1 détBrmine un élément de ^(T.Y) .

(i) Puisque I. € c ^ L . Î Y ) pour t € T , la condition a) est évidemment

satisfaite. Montrons que r satisfait aussi à la condition b) . Soient K

un compact de Y et J C I . Soit t £ T . Notons i, ,..., i les indi-o 1 q
ces i tels que "P^t ) € K et supposons que {i ...., i } H J s ^ . Po-

sons K Q S u p p F. = {a ,..., a } . où les points a ,..., a sont deux
p

à deux distincts. Pour 1 = 1 , . . . , n , choisissons des voisinages compacts

V^ et W^ de a^ dans Y tels que W^ C Int V^ , V Ç\ Supp T « {a } ,

et V ^ H V = <f) si i ̂  j . On a (K -^ Int W ^ ) C\ Supp F. 3 ^ , et donc
o

il existe un voisinage h» de t sur lequel

(K - U Int W ) C\ Supp F. a f

(voir V I . 1 . 8 ) . Pour i » 1 , . . . , n , prenons une fonction continue réelle

(p. sur Y , valant 1 sur W et 0 hors de V . Comme les fonctions

t f r—»- r . ( (p . ) sont continues, on peut supposer, en diminuant au besoin (D ,

que r.((p.) < F. ( {a } ) + 1 / 2 pour tout t £ œ et i « 1 , . . . , n . De plus,
o

grâce à la continuité des fonctions f , on peut supposer que, si
K

f . ( t ) C W , on a encore f. ( t ) €. W sur œ , et ceci pour
J ° "J j "j

j « 1 , . . . , q . Ce qui précède Interdit l 'ex is tence d 'un point t & ù) et

d 'un Indice i^ {1^ , . . . , 1 } tels que f ^ ( t ) €. (j W . . En effet, sinon

on aurait F. (CR. ) > T C { a . } ) + 1 pour au moins un indice j e (1 , . . . ,n ) .
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II en résulte que a) C /\gj (t e T | f . C t ) < K} .

( 1 1 ) Pour tout t € T et tout y e Y , posons

r . ( { y } ) = card {1 | f . C t ) = y} .
u 1

Grâce à la condition a) on définit ainsi, pour tout t e T , un élément T

de c^^CY) . Il reste à démontrer que t'—»• I, î<p) est continue pour tout

CpeJ{.(Y) . Posons K = Supp q? . Soit t e T , et notons i ..... i les

indices i tels que f , ( t ) £ K . D 'après la condition b) , il existe uni o
voisinage û) de t tel que, si t € œ et i^{i ,..., i } , l 'ensemble

K ne contienne pas f . ( t ) . D 'au t re part, d 'ap rès la continuité des fonc-

tions f. , on peut supposer, étant donné e > 0 , que

sup^_^ |Cp(f^ ( t ) ) - ( f^ C t ^ ) ) | < e/q

si t £ 0) . Il en résulte que
«I

| r ^ c < p ) - r^ ( c p ) | = |̂  c p c f ^ C D ) - <jpcf^ C t ^ ) | ^ e
sur (J •

V I .2 .4 . LEMnE. Soient T un espace topologique, H e^_ H' deux es-

paces hilbertiens, Y un espace localement compact , et C = É?° ( Y , <S?&CH ' ) î .

Posons p = [dim H : dim H' ] . Soit F e . ^CT.Y) , déterminé par une fa-

mille ^ . t ^ - t c M f i de fonct ions continues de T dans Y avec q < p .

Identifions H à H' 0 l2 ® R où R est un espace hilbertien. Appelons

( e . ) . ^, . la base orthonormale canonique de l2 .

(i) Pour tout c e C , la fonct ion t ^-^ 22. .,, , c ( f . ( t ) ) ® P e . est———————— —————————— l€N(.qJ i i ——
normiquement continue de T dans <^TCH) [ on pose c ( y ) = 0 si y est le

point à l'infini de Y ) .

( i i ) La fonct ion y qui à c e C assoc ie t »—> Z.» , . c ( f ( t ) ) ® P e
est un homomorphisme de C dans ^ (T , »£Ç C H ) ) .

(i) Soit c f e C et montrons que la fonct ion

^^lêNtq) ^l^H ® p e i

est normiquement continue de T dans j?&(H) . Soient t e T et e > 0 .o
Posons K = {y fcY | | |c (y) | > e/2f s c ' e s t une partie compacte de Y . No-

tons 1 ,..., 1 les indices i tels que f . C t ) e K • D 'après le lemme

VI.2.3 (i), il existe un voisinage œ de t tel que, si t e a) st

± é { i ,..., 1 } , le point f . ( t ) n 'appart ienne pas à K . On a donc' I n 1
. ï r . . i [|c(f ( t ) ) [ | < e/2 pour t € (i) . D 'au t re part, d 'après lai^ti^,,... i^î l

n
^^^.n i \ II ̂ '^ [ t J 3 II < e/2 Pou1* t € (D1 ^ 1 1 ^ , , . . . .L^f 1

continuité des fonctions f. , on peut supposer, en diminuant au besoin

û) , que sup.^ l0^! ( t ) ) " c{•'p± (t n 1 < £ si t e œ . Il en résul-

te que ^PicMfnl l0^.»^^ " c C f . C t ) ) [[ ^ e sur œ . Ceci démontre la

continuité de t<—>»ÎL^^. . c( f ( t ) ) (g) Pe en t
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(il) Evident.

V I .2 .5 . Conservons les notations de VI .2 .4 . On dira que Y est asso-

cié à la famille ^^i fcNfq) •

V I .2 .6 . Soient X et Y deux espaces localement compacts. Xi une

compacti f icat ion de X , et p un cardinal. Alors «S^CXi - X , Y ) s 'envo ie

injectivement dans ^(PX - X , Y ) par l 'application h^ qui à

r e ^ C X i - X , Y ) assoc ie Foh., .,
A , A ^

PROPOSITION. Soient X et Y deux espaces localement compacts . Xi

une compactif ication de X , H et H' deux espaces hilbertiens,

A = ^ ° (X , <^(H)) , e^ C = ^°(Y, < & < ? ( H ' ) ) . Posons p = [dim H : dim H'] .

Alors h^ (^(Xi - X , Y ) ) est contenu dans Ç ( S ( A . C ) ^ ) . Plus précisément

soit Fe^CX i - X , Y ) ,. déterminé par une famille ^ i ^ ieNCo) de fonct ions

continues de Xi - X dans Y avec q < p . Identifions H à

H' ® l2 ® R où R est un espace hilbertien. Appelons ^ i^ i feNfaI la base

orthonormale canonique de l2 . Alors on a h „ (D a Ç ( B ) où B est la—————————————————————— q ———————— X , X i

C^-algèbre des couples (m,c ) appartenant à g ( X , o î f & ( H ) ) x C et tels que

lim m ( t ) = ^^|ur ) c ( f ( x ) ) <2) Pe^ pour tout x £ Xi - X (0^ dési-

gnant la trace sur X du filtre des voisinages de x dans Xi si

x é X i - X , et les limites étant les limites normiques dans i£1g ( H ) ) .

En particulier, pour tout x £ Xi - X et tout b € B encadré suivant

°x ' on a ^t.e Tr b ( t ) s ^leN(q) Tr "^i^^ •

Posons h s h., ., • Soit y 1 *homomorphisme de C dans
X » Xi

(^(Xi - X . ^ Ç ( H ) ) associé à ^i^Nf ) lorsqu'on identifie H à

H' 0 l2 Q R . O 'ap rès le lemme V I . 2 . 1 , on a B € ^ C A , C ) . Oe plus, pour tout

x € $ X - X et tout c e C * on a

r^c) = Tr Y î c ) ( h ( x ) ) » ^ICN( q) Tr t3^!0"^1 1 s ^(x^0 1 '

d ' o ù Ç(^) = r1 = h^CD .

VI.2.7. La proposition VI .2 .6 permet de construire simplement des

éléments de § ( A , C ) . Conservons toujours les notations de VI .2.6 et suppo-

sons que dim H' <; dim H . On a

^(ex - X . Y ) c ç c 8 ( A . c ) ^ ) c ^ c e x - x.c^mî .
Ainsi le problème de la surjectivité de Ç serait résolu si on avait

^(pX - X , Y ) » t?(0X - X , c / 6 p ( Y Î ) . Nous étudierons des cas où il en est

ainsi (voir V I . 2 . 1 1 ) , mais nous donnerons aussi un exemple où on a une in-

clusion stricte <2)PceX - X . Y ) C Ç (ê (A ,C)^ ) (voir V I . 2 . 1 3 ) .

VI .2.8. LEMME. Soient T un espace topologique, Y un espace locale-



92

ment compact , jjt p un cardinal. Soit F € g ( T « c ^ ^ Î Y ) ) et soit une fonc-

tion continue f, c^e T dans Y telle que f. ( t ) € Supp F, en tout point

t ^ù f . ( t ) est distinct du point à l'infini de Y . Pour tout t e. T ,

appelons F, l 'élément de cA^CY) défini par F , C { y } ) = F ( { y } ) s^

f ( t ) ^ y ^ F . C { y } î s F ( { y } ) - 1 j3^ f . î t ) s y . Alors F' appartient

i &(T,c/6^m) .
On vérifie immédiatement que, pour tout Cp€5(,(Y) , la fonct ion

t t — ^ F . C y ) est continue.

VI .2 .9 . PROPOSITION. Soient T un espace topologique et Y » ]û,l]

(ou [o,l] ). Pour tout cardinal p , on a ^(T.Y) " <?(T. (MS^. ( Y ) ) .

Nous identifions Y* à [0,1] . Soient F € <?(T. c^P ( Y ) ) et f la

fonction t'—>• sup {y | y £ S u p p F. } (si F. = 0 , c 'es t -à-d i re si

Supp F. s P , on pose f . ( t ) » 0 ) . La continuité de t »—^-Supp F. entraî-"c i t
ne la continuité de f . On construit f de la même façon, à partir de

la fonction F' Introduite dans le lemme VI .2 .8 . On obtient ainsi une

suite décroissante de fonctions continues de T dans [o.l] . Si p est

fini, on s 'ar rê te au rang p , sinon on construit cet te suite par récurren-

ce.. Posons q a inf ()<o,p) et notons ^.i^-i^Mr i cet te suite. Soient

to £ T et y < , £ S u p p F , et posons 1 = SZ F. ( { y } ) . Alors, par cons-1 o y>y o ^ o
truction, on a f . ( t o ) = Y o pour 1 s 1 * 1 , . . . , 1 + F . ^{y,}) . Ceci prouve que

1 t o
F est déterminé par la suite C f . ) . .,,. , .l 16 N l q J

Remarquons que la démonstration précédente fournit un procédé canoni-

que pour construire une suite C f . ) . ^ . , / •> qui détermine F .

V I . 2 . 1 0 . Indiquons rapidement un autre cas où on a

5 ) ^ ( T , Y ) a 6'(T, c^é^ ( Y ) ) . Soient T un espace compact totalement discontinu

et Y un espace localement compact à base dénombrable. Alors, pour tout

cardinal p , on a ^(T.Y) = ^ (T . c ^CY) ) . Prenons F 6 ^(T, ̂  ( Y ) ) . Appe-d d
Ions y le point à l'infini de Y et, pour tout t € T , posons

f ( t ) = Supp F, U {y ) • un vérifie facilement que f est continue de T
•• - °°

dans S^CY) • Grâce au théorème 1 . 2 de [2ô], on prouve que, pour tout t é T

et tout y € f ( t ) , il existe une fonction continue g de T dans "Y tel-

le que g( t ) = y et g C t ' ) € f ( f ) si t ' e T . En utilisant ce résultat

et la compacité de T , on construit une suite ^ i^ ieNf t de Fonctions
continues de T dans Y*, avec q s inf ()<o'PÎ / qui détermine F . Nous

n'entrerons pas dans les détails de cet te démonstration.

V I . 2 . 1 1 . PROPOSITION. Soient X ejb^ Y deux espaces localement com-

pacts, H j9^ H' deux espaces hilbertiens, A " ^ °CX , <tWK) ) , eĵ

C " f f ° (Y , <S?^ (H ' ) ) . Posons p " [dim H : dim H'] et supposons p > 1 . O n

^ ^ ( ( ÎCA .C )^ ) » ^(0X - X.c/^m) dans les deux cas suivants :
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(i) X quelconque et Y = ]0,l] (ou [o. i] ) j

(il) X = IN o^_ Y à base dénombrable.

La première assert ion résulte de la proposit ion V I .2 .9 et de V I .2 .7 .

Par ailleurs, d 'après t [22], 6 . M ) , l 'ensemble 8M est ext rêmement discon-

tinu et donc 01N - M est totalement discontinu. La deuxième assert ion ré-

sulte alors de V I . 2 . 1 0 et de V I .2 .7 .

V I . 2 . 1 2 . Donnons maintenant deux exemples où ^ (T .Y) est str icte-

ment contenu dans ^(T, c ^ C Y ) ) . Prenons T = Y = T e t p = 2 . Considé-

rons la fonct ion continue F de T dans A(T) définie par

F . n î { y } ) » 1 si y = e1 9 7 2 ou y = -e1 9 7 2 et par F , / j {y}) = 0 si
s p v

" î f l / 9 î f i / 7
y ^ : { e ,-e } . Supposons l 'ex is tence de deux fonct ions continues f

et f de T dans T telles que Supp F = [ f . C x ) , f (x) } pour tout

x eT . Supposons par exemple que f.d) = 1 et f - ( 1 ) a -1 . Par raison de

continuité, on doit avoir f (e 1 6 ) =• e±Q/2 et f (e 1 9 ) = -e1 8 7 2 si

6 € j o , t [ ^ , pour tout t < 2'iï . Mais ceci est en contradiction avec la con-

tinuité de f et f au point 1 . Ainsi F n 'appart ient pas à

^CT.T) .

Considérons maintenant le disque unité ouvert X de R 2 et son adhé-

rence Xi . Alors h s "y y est un8 fonct ion continue de (3X - X sur
Xi - X = T . Posons F' s h*'(F) € Ç(p)X - X , cA^ (T) ) , et vérif ions que

F' é «^tPX - X,T) . Supposons l 'ex is tence de deux fonct ions continues f

et f. de @X - X dans T telles que Supp F. s { f . ( t ) , f _ C t ) } pour tout

t €. gX - X . Tout d 'abord, si x e X i - X , l 'ensemble h ^ C x ) est connexe

car c ' e s t l 'ensemble des valeurs d 'adhérence du filtre 0 ( t race sur X

du filtre des voisinages de x dans X i ) (voir V . 1 . 3 ) , lequel a une base

formée de parties connexes . Il en résulte que les fonct ions f et f
-1 i 2

sont constantes sur h ( x ) . On en déduit l 'ex is tence de deux fonct ions

f et f" de T dans T telles que foh s f ' et f ^eh = f- . Comme

Xi est l 'espace topologique quotient de 0X par la relation x % x ' si

h ( x ) a h ( x ' ) (voir 1 1 . 1 5 ) , les fonct ions f" et f" sont continues. Mais

ceci est en contradiction avec la première partie de V I . 2 . 1 2 , car on a

Supp F = { f ^ t x î . f ^ t x ) } pour tout x e T .

V I . 2 . 1 3 . Conservons les notations de V I . 2 . 1 2 . Soient A = ^ ( X . M z C O )

et C » € (T) . Montrons que F' appartient à Ç C ^ C A . C ) ^ ) . Notons

(e i .ea l la base orthonormale canonique de la s t* pour tout c 6 C , appe-

lons ^{c} la fonction continue de T dans M z C C ) telle que, si

0 ê[0.2TT[ .

y C c î C e 1 9 ) » c C e ^ ^ P C C c o s 0 /4)e i + (sin 6 / 4 ) 0 2 )

+ c C - e ^ ^ î P C C - s i n e /4 )e i * (cos 6 / 4 ) 0 2 ) .
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Alors c « — » » y ( c ) est un homomorphisme de C dans ( f C T . M z î C ) ) . Soit B

la C^-algèbre des couples ( m , c ) e (^ ( X , M z ( C ) ) x C tels que

llm „ m ( t ) = Y t c ) ( x ) pour tout x e . X i - X = T . D 'ap rès le lemme
L f \J

X ^

V I . 2 . 1 , B appartient à ^ (A ,C) et on a Ç ( B ) = h^CD = F' .

Dans cet exemple, on obtient donc les inclusions suivantes :

^W - X , Y ) Cç rë (A .O^ ) C?(0X - X . û ^ C Y ) ) .

Le problème de la surject iv i té de Ç en général reste posé.

V I . 2 . 1 4 . Donnons un exemple montrant que l 'application ç de

^ fCex - X ^ ^ C Y ) ) dans ^(gX - X ^ ^ Î Y ) ) (voir V I . 1 . 1 0 ) n 'es t pas tou-d d
jours sur ject ive. Prenons Y = [0, 1^ et appelons f la fonction continue

de T dans ^CY) définie pard

f ( x ) = {l,9/-iï,0} si x e e 1 9 et Q € . [ 0 , - n ]

f ( x ) = { 1 , 0 } si x » e18 et 9Ê[' i ï ,2-i ï ] .

Supposons l 'ex is tence de F €. Ç(T, cMa3 ( Y ) ) tel que f ( x ) s Supp r pour

tout x cT . D 'après la proposition VI .2 .9 , 11 existe des fonct ions conti-

nues f , , f - , f de " T T d a n s [o' t ] t e l l e s q u e

f C x ) » -ff C x ) , f ( x ) . f (x )J pour tout x eT . Soient e o ^ ] 0 . 7 r [ et
1 A

i o 6 { l < 2 , 3 } tels que f . C e °) a 9o/' f f • Alors, pour tout e€ [D, - i ï ] . on a
± 0

nécessairement f. (e 1 6 ) » e/ir , d ' o ù f, ( - 1 ) » 1 et f, (e 1 6 ) » 1 si
io io io

9 €. [_7r, 27rJ . Ceci contredit la continuité de f . en 1 .

Soient X le disque unité ouvert de R2 et Xi son adhérence dans

R 2 . Dn déduit facilement de ce qui précède que la fonction x « — ^ f ^ h C x )

de 0X - X dans ^(Y) n'appartient pas à l ' image par Ç de

<T(ex - X . c^ (Y ) ) .

V I . 2 . 1 5 . Conservons les notations de V I . 2 . 1 4 , Soient

A » ( f ° ( X , M 3 ( C ) ) et C » ( ° ( [ 0 , 1 ] ) . On a Ç(8 ' (A ,C)^ ) = 6 (gX - X.^([0,l])

d 'après la proposition VI .2 .9 . Par contre, d 'après V I . 2 . 1 4 et la commutatl-

vité du diagramme de V 1 . 1 .10 , on a po'51 ( & C A . C)^) C &C0X - X . f3 C [0,1 ] ) ) .

Comme E x t ( A , C ) = <?(A.C) (voir V I . 1 . 3 ) , l 'extension de X par [O.l]

associée à f n 'es t le spectre d 'aucune extension de A par C .

VI.3. Injectivité de Ç .

V I . 3 . 1 . DEFINITIONS. Soient T un espace topologique, Y un espace

localement compact, et F € Ç C T, c^. ( Y ) ) . Soit îî une partie de T . On di-

ra que F est simple sur îî s'il existe une famille C f . ) . , de fonc-

tions continues de îî dans Y telle que :

(1 ) pour tout t G Sï et tout y é Y , on a
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I \({y}) » card {1 [ f ^ ( t ) = y} ,

(il) si -F. et -F. sont deux fonct ions qui prennent la même valeur

en un point de Sî , alors f . = -F. .

Appelons î g j ^ v la 'Famille des fonct ions dist inctes qui se trou-J 3e N

vent dans ^ - t ^ f fT ett ^our J € K » posons k ( j ) = card { t e l | f = g } ;
ainsi k est une fonct ion de K dans M"̂  . On dira que r est déterminé

par ( (g . ) . ^ , k î (ou par ^^^el ) sur ^ •

On dira que r est simple si r est simple sur {teT [ r. ^ 0} .

On notera ^ (T .Y) l 'ensemble des éléments simples de < ? ( T , c ^ . C Y ) ) qui

sont déterminés sur { t e T [ F, ^ 0} par une famille ^f.,^ T telle que

card 1 <: p .

VI .3 .2 . Conservons les notat ions de V I . 3 . 1 . On a o î ^ C T . Y ) Câ^Cî^Y) .

En ef fet , soit F € < î P ( T , Y ] , déterminé par une famille ^ . j î . i cMf C a v e c

q <p î de fonct ions continues de Î2 = {t e T [ F. ^ 0} dans Y qui vérifie

les conditions (i) et (ii) de V I . 3 . 1 . Soit E un compact de Y . Pour

i £ N(q) on a f . 1 ( E ) C { t e T | E O S u p p F. ^ </)} C f t . Comme t ^-> Supp T

est continue de T dans ^'(Y) (voir V I . 1 . 8 ) , l 'ensemble

{ t c T | EUSupp r^ ^ ^ } est fermé dans T . Il en résulte que f ^ C E ) est

fermé dans T • On peut donc prolonger f . en une fonct ion continue f.

de T dans Y , en posant f . ( t ) = y pour t e. T - îî (y désignant le

point à l'infini de Y ) . On en déduit que ^CT.Y) C ^ (T.Y) .

Soit maintenant r e S C T , c / é . C Y ) ) . Supposons l 'ex is tence d 'une parti-d
tion finie de ft = {t c T | F. ^ 0} en ouverts sur lesquels F est simple

et déterminé par une famille dénombrable de fonct ions. A lors , on montre de

même que F € <& ° (T .Y ) .

VI .3 .3. PROPOSITION. Soient H et H' deux espaces hilbertiens de

dimension finie avec dim H = r et F0^1'" ^ : d^ ^ '1 = P • Soient X et
Y deux espaces localement compacts , A a ^ ° C X , 2 C H ) ) et C = (f° ( Y , j& C H ' ) ) .

Soit re^W - X , Y ) , et posons ft = {x g &X - X | F ^ 0} . Appelons 0

la trace sur X du filtre des voisinages de Î2 dans 0X . On fait les

hypothèses suivantes (voir V I .3 .6 ) :

a) pour tout W c O et tout champ de projecteurs appartenant à

^ ( W , ^ ( H Î ) . de rang constant, il existe W ç O contenu dans W sur le-

quel ce champ soit trivial.

b) il existe V € 9 tel que V (J !î soit paracompact s

c) 9 possède la propriété de prolongement ^

Soient B et B' deux éléments de § ( A , C ) tels que Ç ( B ) = Ç C B ' Î » F .
'~~~~~~~~~^ /v r̂" "—~~~————"~"~—— —————
Alors B » B' . \
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VI .3 .4 . PROPOSITION. Soient X un espace localement compact dénom-

brable à l'infini, Y un espace localement compact , H un espace hilbertien

de dimension ^o , et H' un espace hilbertien séparable. Soient

A » <?° (X , ^(HU _^t C = g°(Y, ^ g ( H ' ) ) . S ^ T b F € .S^SgX - X . Y ) , et po-

sons îî = { x c B X - X | F^ ^ 0} . Appe lons 0 la t race sur X du filtre

des voisinages de îî dans BX . On fait les hypo thèses suivantes (voir
V I .3 .6 ) :

aï pour tout W fc 0 et tout champ de pro jecteurs appartenant à

Ç (W . - ^Ç(H) ) , de rang constant , il ex is te W € 0 , contenu dans W , sur
lequel ce champ soit trivialj

b) il existe V € Q tel que V U Î2 soit pa racompac t j

c) 0 possède une base formée de parties fermées;

d) il existe V ' € 0 tel que toute fonct ion continue de î2 dans T

se prolonge en une fonct ion continue de V ' U n dans T .

Soient B et B' deux éléments de < ? C A , C ) tels que Ç ( § ) = Ç C § ' ) = F^ ^ ——-——————————— ———————
Alors B s B ' .

Les méthodes de démonstrat ion des proposit ions VI .3.3 et VI .3 .4 sont

les mêmes à quelques détails techniques près. Nous démontrerons seulement

la proposition VI .3.4. Cet te proposit ion résulte évidemment du lemme sui-
vant.

VI .3 .5 . LEMME. Conservons les notat ions et hypo thèses de la proposi-

tion VI .3 .4 . Soit B £ < ? ( A , C ) tel que Ç ( S ) = F , et soit y l 'homomor-

phisme de C dans E ^ A Î / A associé à B . Supposons que T est détermi-
né PQr ^^^eNCq) ' k) sur Î2 avec q < )So • Posons h C O ) = 0 et.

Pour J e N ( q ) , posons h ( j ) » ^ k(i) . Identifions H à H' ® 1^ . e t
i=1 ^ °

appelons ^i^^^ la base orthonormale canoniqu.e de 1 ^ . Il existe une

fonction fortement continue u d_e^ X dans U(H) telle ^ u ' o n ait

T-. h(i)
a , C t ) Y C O ( t ) »E^^ ^ ̂ ^^ c C ^ C i n ^ P e ^ )

pour tous c € C et t € îî .

< x ^ ( t ) Y ( c î C t ) » 0 pour tous c e C et t € ( @X - X ) - îî .

Démontrons ce lemme. Nous supposerons pour fixer les idées que

q s H^ et dim H ' » )S, , et nous identifierons H' à lî. . Grâce à la

base ^i3^^ nous écrirons les éléments de «S5C1^ ) comme des matrices
infinies. Nous noterons (a ) le système d 'uni tés matricielles de

•^^X^î où ^i est la matrice dont tous les coeff ic ients sont nuls sauf
celui se trouvant à la i-lème ligne et j- ième colonne qui vaut 1 . Rappe-

lons qu 'on a a^a^ » 6^a^ et a^ » a^ (avec 6 ^ . 1 si i . 1
et 0 sinon) .

Nous noterons f la fonction t »—> Supp F définie sur 0X - X .
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( 1 ) Fixons deux Indices i et j . Soit x e îî . Prenons C p ^ e X C Y ) *

telle que C p ^ C g . C x ) ) = 1 et (p^Cg ( x ) ) = 0 si r ^ j . Considérons l 'élé-
J <J J -

ment c^ . de C tel que c^ . ( y ) = ^Cy la . . pour y e. Y . Posons
i*j i * j 3 i » i

P. . C x ) a y C c ^ . ) ( x ) . On vérifie immédiatement que P. . ( x ) est un pro-
l * J l » j 1 ' J

jecteur de P t A Î C x ) , indépendant du choix de ((̂  . Par définition, on a

F C c ^ ) = T^yCc^ ) ( x ) ) = T1 (P^ ( x ) ) . Par ailleurs, on a

r^(c^) = S^^ k ( r ) .T r c^ (g^ (x ) ) = k ( j ) . T r c ^ C g ^ C x ) ) » k C j )

d ' o ù T1 (P (x')) = k ( j 3 .x i, j
Appelons P. . le champ de projecteurs ainsi construit sur îî , et

montrons que P. .CA^^A) . Soit xc Î2 . Prenons deux voisinages compacts

W et W de g . C x ) dans Y tels que f t x i F l W " { g . ( x ) } et W ' C I n t W .

Il existe un voisinage cj de x dans îî tel que, si t ç. a) , on ait

f ( t ) H W = { g . î t ) } et g ( t î e w (voir VI .2 .3 ( ! ]) . Soit ^ une fonct ion

continue de Y dans [0*l] * égale à 1 sur W et à 0 hors de W . et

considérons l 'élément b. . de C tel que b . ( y î ' ^ ( y ) a ^ pour

y e Y . Alors on a P. . ( t ) » y [b Ht) sur œ . Ainsi P coïncide
j_, j i * j •*• ' J

avec un élément de E ( A ) / A au voisinage de chaque point de Cl , d ' o ù

P ^ . C A ^ Î Î . A ) .

(2) Pour tous i et j e IN^ , on construit de cet te façon un champ

de projecteurs P. . e A ^ Î Î . A Î . de rang k ( j ) . De plus. les champs de

projecteurs ainsi construits sont deux è deux orthogonaux . Donnons-nous

dans c f&CH) une suite (R . . ) / . ^gnu» •f de pro jecteurs deux à deux or-
thogonaux de somme 1 , tels que rg R. . a k ( j ) pour tous i, j € BM . D ' a -

près le lemme V . 2 . 7 , il existe une fonction fortement continue w de X

dans tG(H) telle qu 'on ait a ( t 5 P ( t ) = R^ pour tout t e.!î et tous

i *J€IN^ . Ainsi, en remplaçant B par l 'extension semi-équivalente asso-

ciée à S •Y ' on peut supposer que les champs de projecteurs P . sont

constants sur î2 , de valeur R . , ce que nous ferons à partir de mainte-

nant •

Vérifions que dans ces conditions y est un homomorphisme de C
dans Ç C & X - X, <^(H)) C ^ Î A Î / A . Soit q?€ K ( Y ) * et. si i € |̂  , soit

c l 'élément de C tel que c (y ) s <|?(y)a pour y € Y . Montrons que

Y ( c ) 6 & ( 0 X - X ,o^ (H) ) . D 'après III.4.2 b) , i isuff i t de montrer que.

pour tout x e 0X - X , on a y ( c . ) ( x ) € <S%(H) . Comme y (c ) C x ) » D si

x e ( p x - X ) - n * on peut supposer que x e îî . Soient j^ ,..., j les

indices tels que f ( x ) 0 Supp (p a {g. ( x ) , . . . . g . ( x ) } . En conservant pourS ^ , , . . . .6 . .

^ ^

<?'
q q

Y ( c ^ ) ( x ) = Yî^ ̂  ̂ i.i^^ s rîl ^^j ^^^^j 6 ^^ (H)
Jr * ' * - • ^r '-r
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n
Soit maintenant c &C tel que 0 ^ c < V c . Comme ^ ( @ X - X , -^CH) )

_ î l
est une sous -C -algèbre faciale de E ^ A Î / A (voir III.4.3 (il)), on a

y ( c ) 6 t H 6 X - X. ^ {? (H) ) . Ceci entraîne y î C ) C ( ? C | 3 X - X . ^Ç(H] ) car les
+ n

éléments de C majorés par un élément de la forme y>—><p(y ) T^ a ,
avec ^e^m"*" et n e IN^ , engendrent C . 1 = 1 '

CD

(3) Posons R = ^ R . Vérif ions que, pour tout x e $X - X et
^ J 1=1 'J

tout c 6. C , on a y ( c ) ( x ) R = R . y ( c ) ( x ) . Il suffit de le démontrer pour
+ A

les éléments c e X C O tels que c ( y ) < Z. a. . sur Y . Comme
1=1 1 ' 1

y ( c ) ( x ) = 0 si x f e ( 0 X - X ) - îî , on peut supposer que x e Cl . Soient

j^ ,..., j les indices tels que f ( x ) f\ Supp c = { g ( x ) , . . . . g ( x ) } . On a

v ^ q
Y ( c ) ( x ) » y ( c ) ( x ) ( ^ R ) = ( ^ R ) y ( c ) ( x ) .

1 = 1 . . . . , n '^r 1 = 1 . . . . . n '•^r
r = 1 . . . . . q r = 1 , . . . ,q

On en déduit que y î c î C x î R = R , y ( c ) ( x ) .
J J

Appelons y. 1 'homomorph isme c * — > " Y Î c ) R . de C dans
Ç ( 0 X - X. ^(H)) .

(4) Nous allons maintenant nous intéresser à y . Posons

H-, = ^ ÎH ) • Soient 1. j € BM "̂ et x € Î2 . Prenons ^ e î C C Y ) tel que

i p ^ g ^ C x ) ) » 1 . Appelons d^ l 'élément y f — ^ ^ C y l a , et posons

< S ^ j î x ) s V 1 ( d î ^ ) ( x ) • Alors <S^ ( x ) appartient à ^S(H ) . et cet élé-
ment est indépendant de la fonction ^ pourvu qu'el le vaille 1 en
g< , (x ) .

On construit de cette façon, pour tous i. j € IM "̂ . une fonction

^l.j : x h""̂  ^1 l^5 de n dans ^&ÎH ) . On vérifie facilement qu'el le
est normiquement continue. En chaque x € Sî , la suite

^i.J^^l.jeBM^ "Forme un sys tème d'unités matricielles de ^(H î . Enfin.
on a évidemment 6 ( x ) = R. . pour 1 € 1^ et x e f t .

•L . J- 1,1

Puisque ^i^lejN^ est unB suitB de Pro jecteurs deux à deux ortho-
gonaux dans <JÎ(H ) , de rang k ( 1 ) et de somme 1 , on peut identifier

^ è ^o 0 l k ( 1 ) ' les P^J6^8"1^ R. . devenant les projecteurs
Pe^ (8 1 dans l'identification. Pour le moment les éléments de ^(H î se-

ront considérés comme des matrices infinies dont les coeff icients appar-

tiennent à ^(- i )1 1^ • En particulier, pour x e Î2 et i fe r^ , 6 ( x )
est une matrice dont les coeff icients sont nuls sauf celui à la i^ième

ligne et i+1- lème colonne, qui appartient à ^ ( l 2 , ) i on note ô ( x ) ce
K l i 1 i

coefficient. La fonction x ^ — ^ 6 ( x ) est évidemment continue de $î dans
î^i^,) .

Pour x é Sî , soit v ^ ( x ) la matrice diagonale dont le 1-lème
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coeff icient sur la diagonale vaut 1 si i = 1 , et 6 ( x ) . . . ô ^ î x î si
^ ^ ~i > 2 . Pour chaque i e M , v , ( x ) < S . . ^ ( x 5 est la matrice dont tous les

coeff ic ients sont nuls sauf celui à la i-ième ligne et i+1- ième colonne

qui vaut 1 • On déduit alors des relations qui lient les 6 . ( x ) que,

pour tout ( i , j )€ l^x lN^ , l 'élément v ' , î x ) ô . , ( x ) est la matrice dont
i i, J

tous les coeff ic ients sont nuls sauf celui à la i-ième ligne et la j- ième

colonne qui vaut 1 . D 'au t re part tl—^ v C t ) est une fonct ion fortement

continue de Sî dans U(H,) s donc, d 'ap rès le lemme V . 2 . 1 0 , il existe une

fonction fortement continue u de X dans îUH.) telle que

î ( x ) = ' o î ( x ) | ^Ç(H )

pour tout x e Î2 .

Soit c e C . On a c ( y ) s 2-. .. .. .̂i . « t y î a . » .. pour tout y ^ Y avec
^. . e Ç ° ( Y ) . Pour tout x fe Sî on vérifie facilement que

d 'où
Y ^ ( c ) ( x ) » E^ ^i.j^l^^i.j^ '

v ^ ( x ) Y ^ ( c H x î = Ei^j ^ ^ j î g ^ î x n ^ î x ) ô ^ ^ ( x )

Cet élément est une matrice infinie dont le terme à la i-ième ligne et

j- ième colonne est l 'opérateur ip. . ( g ( x ) ) I é M - . , ( C ) (si l 'on désigne

exceptionnel lement ici par I l'unité de M, . . ( C ) habituellement notée

1 ) . On obtient donc

'a ( x ) - y ( c ) ( x î = c ( g ( x ) ) ® I

pour tout x e ft .

(5 ) Soit j 6 IN^ . Oe la même façon, posons H. = R . ( H ) et identi-

fions H à ly< 0 ^M] • ^^"s ici I, l'unité de ^ r i )^1 • cln dé-
montre l 'ex is tence d 'une fonction fortement continue u de X dans

K»(H ) telle que

"a ( x ) Y . î c H x ) = c (g CxU ® I

pour tous c é C et x € Sî .

Si t e X , appelons u ( t ) l 'opérateur unitaire de H dont la res-

triction à chaque H. vaut u. • Alors tl—>• u ( t ) est une fonction forte-

ment continue de X dans 16(1-1) et on a

' o ^ ( x ) Y C c H x ) = Ej^ c ( g ^ ( x n <9 1^

pour tous CE C et x e S2 , ce qui achève la démonstration du lemme.

VI .3.8. Conservons les notations des propositions VI.3.3 et VI .3 .4 .

Dans la pratique, F sera obtenu à partir d 'une compactification X ^ de

X . Soient F' e ^(Xi - X . Y ) avec p 4 H . e t
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n ' = { x é Xi - x | r^ 0} .
Supposons que F= h^ . . ( F ' ) . On a

A « Â^

Sî = { t e ^ X - X 1 I . ^ 0} = h , ; 1 C î 2 ' ) .
' L A , AI

Indiquons des situations où les conditions des propositions V I . 3 . 3 et
V I . 3 . 4 sont réalisées.

a ) La condition a ) de V I . 3 . 3 et V I . 3 . 4 est réalisée lorsque 0 pos-
sède une base formée de parties paracompactes contractiles (voir [ 1 7] , re-
marque p . 2 5 0 ) .

b ) La condition b ) de V I . 3 . 3 et V I . 3 . 4 est réalisée lorsque Q ' est
dénombrable à l'infini Cvoir lemme V . 1 . 5 ) .

c ) La condition c ) de V I . 3 . 3 est réalisée lorsque 0 possède une
base formée de rétractes de X . Par ailleurs, lorsque X U 0' est normal
0 possède une base formée de parties fermées [remarquer que îî' est fer-
mé dans X (J 0' ) .

d ) La condition d ) de V I . 3 . 4 est vérifiée lorsqu'il existe V ' é . 0
tel que 0 possède une base formée de rétractes de V ' .

V I . 3 . 7 . Les propositions V I . 3 . 3 et V I . 3 . 4 admettent diverses généra-
lisations et applications. Nous nous bornerons à donner en V I . 3 . 8 une
application de V I . 3 . 4 . Nous avons besoin pour cela de la généralisation
utile suivante de V I . 3 . 4 . On s'assurera facilement que V I . 3 . 3 se généralise
de la même façon.

PROPOSITION. Soient X un espace localement compact dénombrable à
l ' i n f i n i , Y un espace localement compact, H un espace hilbertien de di-
mension ̂  , e t H ' un espace hilbertien séparable. Soient
A = Ç ° ( X . ^ Ç ( H ) ) e^_ C = g ° ( Y , J g g ( H ' ) ) . S olTF € X^CÇX - X . Y ) . et po-
sons ft s { x e : ( 3 X - X | F ^ 0} . Appelons 0 la trace sur X du filtre
des voisinages de îî dans gX . On suppose l'existence d ' u n e partition-fi-
nie de n en des ouverts îî , . . . , îî sur lesquels r est simple. Oe plus
on suppose que les conditions a ï , b ) , c ) , d ) de la proposition V I . 3 . 4 sont
réalisées. Soient B et B ' deux éléments de g ( A , C ) tels que
Ç(Ên = Ç ( Ê t ' ) = r . Alors S = § ' .

Pour i = 1 , . . . , n , notons 0 la trace sur X du filtre des voisi-
nages de ft1 dans 0X . Montrons q u e , si i ¥ j , il existe V1^ O1 et
V^e 0̂  tels que V^'Ov'^ s ̂  . Soit V e Q tel que V U S2 soit paracompact.
Appelons f la fonction continue de ft dans R qui vaut k sur îî
pour k = 1 , . , . , n • Cette fonction se prolonge en une fonction continue f
de VU î2 dans R . Il suffit alors de poser
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V1 = { x C V | i -1 /2 < 'f'(x) < 1 + 1 / 2 }
et

V'3 = { x € V | j - 1 / 2 < ?(x) < 1 + 1 / 2 } .

Pour 1 = 1 , . . . , n , prenons un fermé S & 0 de sorte que
p y

S F\S = ^ si i / j . Puisque X est normal. S1 est le compactif lé

de Stone-Cech de S et on a S F) S- = ^ pour i et j dist incts.
——ft x

De plus, on a évidemment îî1 C ( £ X - X ) 0 S1 . Posons A1 = g'° C S1 ,.^(H) )

pour i = 1 , . . . , n i d 'après le lemme III.4.14, la C^-algèbre L C A ^ / A 1

^ ^ "T^s'identifie canoniquement à la C -algèbre des l | ( @ X - X ) il S avec
i -T^X

1 € L ( A ) . Posons F = T\ C 0 X - X ) H S- , on a

i ^"T^ 1 i K -T^î2 s= { x e c e x - x î F ï s - | r ^ 0} et r € o2) ° ( ( e x - x iUs - .Y ) .x s

On vérifie facilement que, si l 'on remplace X par S et F par F1

(et donc A par A1 , Sî par iï1 . 0 par O1 ). les conditions a ) , b î .

c ) , d) de la proposition V I .3 .4 sont réalisées. Appelons y l 'homomor-

phisme de C dans E ^ C A V A associé à B , et B1 l 'extension de A1

—ex
par C associée à 1 ' homomorphisme cl—»• Y ^ ^ I ^ X - X ) ( \ S de C dans

i^A^/A1 on a évidemment Ç ( B 1 ) = F1 . Soit C f 1 ) , (avec q ^ Ho )
4 1

une suite de fonct ions continues de Cl dans Y qui détermine r sur

ft . D 'après le lemme VI .3 .5 , il existe une fonct ion fortement continue

u1 de S1 dans 'U(H) telle qu 'on ait

ï ^ ( x ) Y ( c ) ( x ) = Z. ^ ^ c C f ^ C x î î ® Pc pour tout c &C et tout

x &SÎ 1 .
- ""T^
a . ( x ) ( c ) ( x ) » 0 pour tout c e C et tout x € (gX - X Î ^ S - !î .

u
n .

Appelons u la fonction fortement continue de U S dans ÎÀ(H) dont
i i ix1

la restriction à chaque S est . u « E n restreignant au besoin
n .

\J S €.0 , on peut supposer, grâce au lemme V . 2 . 4 (i), que u se prolonge

en une fonction fortement continue de X dans t^(H) i ce prolongement sera

encore noté u . On a
_ v-« j .
a ^ î x ) Y Î C ^ X ^ = ^-'•igMfa ) c ( f ( x ) ) ® Pe. pour tous c 6 C , x £ îî

et 1 = 1 , . . ., n s

a^ ( x î y ^ î î x î s ° pour tout c e C et tout x €, (0X - X ) - Sî .

Ainsi, B est semi-équivalente à l 'extension associée à î oY « laquelle
ne dépend que de r . Ceci achève la démonstration de la proposition.
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VI .3 .8. Soient O et O' deux filtres sur un espace T , tels que

VU V ^ ^ pour tous V £ 0 et V ' € 0 ' . On notera 0 A 0' le filtre des

parties V ^ V avec V e O et V ' 6 0 * .

PROPOSITION. Soient X et Y deux espaces localement compacts dé-

nombrables à l'infini et Xi une compacti f icat ion de X . Soient H un

espace hilbertien de dimension Ko et H' un espace hilbertien séparable.

Posons A = (?°(X, S f Ç C H Î Î e^ C = ç° C Y , !fÇ (H ' 3 ) .

(i) Soit Sî un ouvert de Xi - X possédant n composantes connexes

Sî , . . . ,Q . Pour i = 1 , . . . , n donnons-nous une famille C e . ) . .,, •» ( avec——— ——————^—————————————— j j f i N t q ^ J ————
q. < "o ) de fonct ions continues de Î2 dans Y telle que :

1 ) pour tout t € O1 , on a g ^ C t ) ^ g ^ C t ) si j ^ k ;———————— ^ ——— j K —
2) pour tout t 6 Q et tout compact K de Y , on a

card { j € N ( q . ) | g ^ C t ) é K) < +oo ;

3) pour tout compact K de Y et toute partie J C N ( q . ) . 1 ' e n -

semble { t f e î î 1 | (U.-, ( g ^ C t ) } ) 0 K / ^ } est compact .————— j ej j —————————

Notons f la fonction de X i - X dans €f{ Y ) telle que f [ t ) = ^ si

t € (X i - X ) - Cl o^_ f î t ) = { g ^ C t ) | J f c N C q ) } sj_ t € îî1 ^ i = 1 , . . . ,m

alors f est continue.

Appelons Z l 'ex tens ion de X par Y assoc iée à f .

(ii) Pour i = 1 , . . . , n C r e s p . x f e X i - X ), notons 91 C r e s p . 0 ) la——— ^ ———- x —
trace sur X du filtre des vois inages de Î2 ( resp. x ) dans Xi . On

suppose que les filtres 0 , pour i = 1 , . . . , n , e t 0 « pour x € ft , se

divisent en un nombre fini de bouts (et on notera 0. * ... « 0 IBS bouts————^—————————————————————————————————————— i s^ ————————
de 0 ) de la façon suivante :

4) pour x € Q , les bouts de 0 sont 0 AO. * . . . , 0 A Q

( i=1, . . . ,n ) . sl

Soit B une extension de A par C telle que B = Z î alors B e ^( A , C ) .

Oe plus, pour i = 1 , . . . , n , il existe s . fonct ions k , . . . , k de

——————————— ^ . ———————— ———————— si —

N ( q . ) dans (N i déterminées de façon unique par la condition suivante :

lim . Tr b ( t ) = ZZ , k^j^Tr b C g ^ t x ) )
t,0 A91 J & N l q ^ J r J

A r
pour tout b Ê B encadré suivant O A O * pour tout x & î 2 , et pour

r = 1 , . . . ,s .

(iii) Notons 0 la trace sur X du filtre des voisinages de H dans

X i , Supposons, outre les conditions précédentes, que :

5) la condition a 5 de la proposition V 1 . 3 . 4 est sat isfai te]

6) il existe M'ç. Q tel que 0 possède une base formée de rétrac-

tes de M' .

Soit ip l'application : B»—>îk^^ g définie, grâce à
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(ii), sur l 'ensemble des B & E x t C A , C ) tels que B = Z . Alors, si B et

B' sont deux éléments semi-équivalents de E x t ( A , C ) tels que^ -^———————————————————————————-————— ———————
B = B' = Z , on a ^ (B ) a ^ ( B ' ) , et ip définit, par passage au quotient,

f\/
une bijection ^ entre les deux ensembles suivants :

l 'ensemble des c lasses de semi-équivalence des B e E x t C A . C ) tels
que B = Z i

l 'ensemble des suites (k ) , , où K est une

fonction de N(q ) dans BM^ .————————— i ——— j

Plus précisément, posons h (0) a 0 et h ( j ) a ^ k (p) pour
r — r p=l r ———

j € N (q . ) , r = 1 , . . . ,s. , et i = 1 . . . . ,n . Identifions H à H' ® lLl 1 — ————————— Xp
et appelons ^i^iciN^ la base orthonormale canonique de 1 ^ » . Alors

^r^'l, . . .,s i i=1, . . . ,n est l> image P51' ? li ® ' °^ B est la C^-

-algèbre des couples ( m ^ c î c ^ C X , ^Ç(HÎ ) x C tels que

^^"-...,„; ""'"-^"i',.^.,,.,^""9"'
pour tous x c f t , r a 1 , . . . , s et i = 1 , . . . , n i

llm m ( t ) = 0 pour tout x e. (X i - X ) - Î2 .,0^

(les limites étant les limites normiques dans olf^CH) ) .

(i) Soit K un compact de Y . Alors { x e X i - X | f C x î / ^ K ^ ^ } est

égal à U { x e f t 1 | îU^Mr- , { g ^ C x ) } ) n K /^} , et est donc compact.
^=1 ' J»IM l q^ J J

Cela prouve que f est s . c . s . La semi-continuité inférieure de f se vé-

rifie immédiatement.

(ii) D 'après la proposition V I . 1 . 5 , on a B e ^ C A . C ) . De plus. si

x e f t et si Q A 0 est un bout de 0 < il existe une fonction unique
m^ ^ de N(q ) dans BM^ telle que

^t.e A e 1 Tr b ( t ) = E^^ ^x^-^ b(g ; ( x ) )
pour tout b feB .encadré suivant 9 A O . Montrons que m ne dépendj j x r . r.x
pas de x e ft . Appelons r la fonction de ft dans %. (C) telle quer d

^ .x1 0 1 ° ^feNCq,) ^ .x^1 -^ °^xn

pour tout c €. C+ et tout x e f t . Soit V e Q . Pour tout x e f t et tout

W 68 , on a V Ï Ï W ^ ^ d 'après la condition 4 ) . Il en résulte que S21 est

contenu dans l 'adhérence de V dans Xi . Appelons P la surjection cano-

nique de B sur C . Pour tout b é ÏC(B) , la fonction t»—>Tr b ( t ) est

continue sur V (voir III.3.2)ï d'autre part, on a
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llm , Tr b C t ) = F1 C P ( b ) )
t,0^

pour tout x e Î2 . Il résulte de C [ l ] , chap. 1 , f 8 . th. 1 ) que

xi—^ F ( P ( b ) ) est continue sur îî , et donc que xt—> Y est conti-

nue sur 0, . Soient X o € . î 2 , j € - N ( q . ) et K , K ' deux vois inages com-

pacts de g ^ t x o ) dans Y tels que K C Int K ' et g ^ C X o î ^ K ' si
- i i1 ^ j î il ex is te un voisinage (A) de X o dans îî tel que g . ( x ) € K et

j J
g C x l ^ K ' pour x £ (A) et 1 / j . Soit <p une fonct ion continue de Y

dans [û'ij valant 1 sur K et 0 hors de K ' , et prenons un pro jec-

teur e € « ^ ( H ' ) . de rang 1 ; appelons c l 'é lément y»—^(p(y )e . A lors

on a F ( c ) = m ( j î pour tout x é. œ . On en déduit que x»—> m ( j )r, x r , x r, x

est continue sur Q , et donc constante puisque 0 est c o n n e x e . Posons

k^j) = m1 ( j ) avec x é. Q1 . On définit ainsi une suiter r, x

( k i ) .. . . d e f o n c t i o n s k i de M ( q . ) dans 1N "̂ , quir r = 1 , . . . , s î i =1 , . . . , n r i

vérifie la propriété énoncée dans (il).

(iii) Par hypo thèse , Y est réunion d 'une suite (K ) ^ de compac ts .

Soient i € { l , . . . , n } et j c N C q ^ ) . On a ^ = U C g ^ ) " 1 ^ ) . O ' a p r è s

la condition 3 ) , les ensembles C g . ) (K ) sont compac ts , et donc ^î

est dénombrable à l'infini. Il en résulte que Î2 est dénombrable à l'infi-

n±î il existe donc V é. 0 tel que VUh., .. ( Î2) soit paracompact (voir
A , A i

V . 1 . 5 ) . On posera h = h., „ . Pour i = 1 , . . . . n , d ' a p r è s le lemme V . 1 . 4 ,
1 ' 1 -1 i0 est la t race sur X du filtre des voisinages de h C î î ï dans (3X .

Comme dans la démonstrat ion de la proposit ion VI .3 .7 , on vérifie que, si

i et i' sont distincts dans { l . . . . ,n} , il existe V 1 € O1 et

V € 0 tels que V 0 V1 = ^ . Remarquons que les filtres 0 possè-

dent, comme chacun de leurs bouts, une base formée de parties fermé-es et

qu'il en est donc de même pour 0 .

Pour r = 1 , . . . , s et i = 1 , . . . , n , notons K l 'ensemble des va-
i r

leurs d 'adhérence ds 0 dans 0X . O ' a p r è s ce qui précède et le lemmer 4
V . 1 . 1 0 , les ensembles K sont deux à deux disjoints dans 0X - X . On a

s^
h"1^) C \J K1 d 'ap rès les lemmes V . 1 . 4 et V . 1 . 1 0 (il). En particulier,

r=1 r s^

si x € ft1 , on a h'^x) = \^J ( h ^ C x ^ K 1 ) . O ' a p r è s le lemme V . 1 . 3 .

-1 r=1 r
h ix) est l 'ensemble des valeurs d 'adhérence de 0 dans $X . On véri-

_ A 4 ^

fie immédiatement que h ( x î / ^ K est l 'ensemble des valeurs d 'adhérence

de 0 A O1 dans (3X . Il en résulte que, pour tout x ' é h'^xiFlK , le

filtre ô , est plus fin que 0 A Q^ .

Soit B € E x t ( A . C ) tel que B = 2 . Soit (k 1 ) , ,,r ^ = : ^ , • • • , s . s l = ^ , • • • , ^
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l ' image de B par î  . Montrons comment Ç ( B ) se construit à partir de

^ (B) . Définissons une -Fonction F de gX - X dans % Î C ) de la façon

suivante :

si x€ . f t 1 et x ' ^ h ' ^ ' O x i n K 1 , posons

^•^ s ^JCNCq,) ^^ -T r c^;^^
pour tout c €. C

si x ' ^ (BX - X ) - h"1^) , posons F , s D .

Soit b6 B , encadré suivant 0 A O1 . Pour tout x ' 6 h'^xiFlK , on a,

d 'ap rès ce qui précède,

lim. .. Tr b ( t î = lim . Tr b ( t )
t •9x. t.9^

•^NCq,) k^ )•T^ P(b)(g^xn - I-,,(P(bn

(P étant toujours la surject ion canonique de B sur C ) . Il en résulte

que F = Ç ( S ) . Remarquons que h"1 (Sî ) = { t e Ç X - X | F / 0} , et que

.Ch " 1 ( f t 1 ) f \K 1 ) . est une partition de h ' 1 ( f t ) en

sous-ensembles ouverts sur lesquels F est simple. Les considérations pré-

cédentes et les conditions 5) et 6) entraînent que F satisfait aux condi-

tions énoncées dans la proposition VI .3 .7 .

Soient B et B' deux éléments de E x t ( A , C ) tels que ê = B' = Z .
M

Etant donné la .façon dont Ç ( B ) se déduit de i|/(B) , on vérifie facile-
f\) A»

ment que i^(B) s ^ ( B 1 ) si et seulement si Ç ( B ) a Ç C B ' ) . Ainsi, lorsque

B = §' . on a i(/(B) s i(;(B') . D'autre part, d 'après ce qui précède et la
f\>

proposition VI .3 .7 , l 'application ^ est injective.

Donnons-nous maintenant une suite (k ) . . _ , der ^ s l , • • • , s . i ^ a \ | 9 » ^ | ^ \

fonct ions K de N(q ) dans M^ . Définissons une fonction F de

0X - X dans c^.(Y) de la façon suivante :

si x € î 2 1 . x ^ c h ' ^ x î / ^ K ^ et y e Y . posons F ^ , ( { y } ) » k^ ( j ) s'il

existe j £ N ( q î tel que g . ( x ) = y , et posons F , ( { y } ) a D sinon;

si x ' e ( e x - X ) - h'^îî) , posons F^, = D

En utilisarnt les conditions 2) et 3) et le lemme VI.2.3 (ii), on montre

que F € JCï ° ( P X - X , Y ) . D 'après la proposition VI .2.6, 11 existe

B € g(A,C) tel que Ç ( B ) s F . Le spectre de B est associé à la fonction

x ^->- Supp F (voir IV.2 .5) , c 'est -à-d i re à la fonction x » — > - f * h ( x ) . Dn
A x ' i

a donc B s Z j de plus,on a évidemment ip(B) a (k ) , .^.

Ceci prouve que ^ est sur ject ive.

Enfin, la dernière assert ion de la proposition se vérifie sans diffi-

culté.

VI .3.9. Nous donnerons des applications de la proposition VI.3.8 à
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la classification d'extensions ayant un spectre donné C V I I I . 4 , 5 et 6 ) .

Signalons enfin que les propositions précédentes se généralisent fa-
cilement au cas où C est la C^-algèbre suivante. Pour ne (N , soient
H ' un espace hilbertien séparable (éventuellement n u l ) , et Y un espacen n
localement compact. Posons C a S90 ( Y , < S ? ê ( H ' ) ) , et prenons pour C len n n
produit restreint (voir [l 6] , 1 . 9 . 4 ) des C^-algèbres C . Le spectre Y
de C est la somme topologique des Y

Indiquons par exemple comment se généralise V I . 3 . 4 . Soient X un es-
pace localement compact dénombrable à l ' i n f i n i , H un espace hilbertien
de dimension Ho * A = ç° ( X , oSîf^CH) ) , et C la C^-algèbre précédemment
décrite. Soit F € J) 0̂ (pX - X , Y ) . déterminé par C ( g ) , , , k ) sur
Î2 = { x e 0X - X | F ^ 0} . Appelons 0 la trace sur X du filtre des voi-
sinages de Î2 dans (3X . On suppose que les conditions a ) , b ) , c ) , d ) de
la proposition V I . 3 . 4 sont réalisées et , en outre, on fait l'hypothèse
suivante :

eî pour tout j e N ( q ) , il existe n tel que g . ( î î ) C Y
Soient B et B* deux éléments de < S ( A , C ) tels que Ç ( S ) = Ç ( E Ï ' ) » Y .

fU ruAlors B = B1 .
La démonstration est analogue à celle de la proposition V I . 3 . 4 . In-

diquons rapidement comment. On démontre un lemme analogue au lemme V I . 3 . 5
qui prouve que B et B ' sont ssmi-équivalentes à une extension ne dé-
pendant que de T . Soit Y 1'homomorphisme de C dans E^CAÎ/A associé
à B . Pour nc U , posons y" = ï|c i on définit, grâce à y" , un suite
(P 1, 1 . ) . . de champs de projecteurs appartenant à A1 ( Î 2 , A ) , analogue àl» j i , j
celle définie dans V I . 3 . 5 ( 1 ) grâce à y • On obtient ainsi une suite
( P . . ) . . de champs de projecteurs, deux à deux orthogonaux, apparte-i ' J i < j » r »
nant à A ( î î . A ) et de rang constant. On peut ensuite supposer que les
champs P . . sont constants sur ft , de valeur R . . , avec R . . £ < ^ r ( H ) .
Posons R " = S. . R " . et H" » R^H) ' On peut alors considérer y"

^ • i J 1»J ^comme un homomorphisme de C dans ^(£X - X . ê£f§{\\ î ) . On travaille avec
y comme on le fait avec y dans la démonstration du lemme V I . 3 . 5 . Enfin.
on rassemble les résultats obtenus pour chaque y , comme dans la partie
( 5 ) de la démonstration de V I . 3 . 5 .

Remarquons que l'hypothèse e ) précédente est vérifiée si î2 est con-
nexe. On en déduit que la proposition V I . 3 . 8 est valable avec cette nou-
velle C^-algèbre C , sans modification d'hypothèse (en prenant Y » C et
en modifiant convenablement la dernière partie de l'énoncé V I . 3 . 8 ( 1 1 1 ) ) .
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CHAPITRE VIT

D'autres extensions de C -algèbres

V I I . 1 . Généralités.

V I I . 1 . 1 . Dans le chapitre V I I , on se donne un espace localement com-
pact W , un point w non isolé dans W , et on prend X = W - { w } . On
note 0 la trace sur X du filtre des voisinages de w dans W , et $
l'ensemble des germes suivant 0 des fonctions continues bornées de X
dans ] 0 , + ° ° [ . Remarquons que chaque élément de $ possède un représentant
défini sur tout X , et c'est toujours un tel représentant que l ' o n choisi-
ra. On note $o l'ensemble des <f €. $ tels que lim^Cfs 0 . On pose
Xi = W i si W est compact. Xi - X est constitué du seul point w , et
si W n ' e s t pas compact. Xi - X contient w et le point à l'infini w^
de W . Oans ce dernier cas, les ensembles h . , v ( w ) et h . , . , Cw ) for-X . X i X , X ï °°
ment une partition de (3X - X en deux compacts q u ' o n notera respective-
ment K et K^ . Si W est compact, on posera K^ = / .

Soient A une C^-algèbre de spectre X , et C une C^-algèbre. Appelons
f la fonction de Xi - X dans ^(6) telle que f ( w ) = S e t , si W
n ' e s t pas compact, f(w^î =^ • Notons Z l'extension de X par C asso-
ciée à f ï les fermés de Z sont les ensembles FiU Fz i où Fi est un
fermé de X et Fz un fermé de fc , tels que Fz = C si w est adhérent
à Fi dans W (voir 1 1 . 9 ) . Le filtre 9 converge vers chacune de ses va-/sleurs d'adhérence dans Z , et C est l'ensemble de ses limites. Oans le
chapitre VII, nous nous intéressons aux extensions B de A par C tel-
les que B = Z . Nous notons y . . ( A , C ) leur ensemble. On a évidemment
y ^ ( A . C ) C Ï C A . C ) . Soit B ê l f C A . C ) ; remarquons que B €. Ï ^ ( A . C ) si et
seulement si lim p. jb ( t )|| = sup A | | b ( t ) [ | pour tout b e B , d 'après le co-
rollaire 1 . 1 . 6 . b ) .

V I I . 1 . 2 . Nous allons voir qu'étudier les éléments de ^ ( A , C ) revient
•X-à étudier certains champs continus de C -algèbres sur W .

LEMME. Soit ̂  le champ continu de C^-algèbres défini par A sur
X . Soit E l'ensemble des champs continus § ^e_ C^-algèbres sur W tels
que ^|X = (^ , et de fibre C o^ w . ̂  ̂ Ê E , J _ ^ C*'-algèbre B définie
par f appartient à ifu^^î • L ' application C ï—^ B est une bijection
^ E sur y ( A , C ) .

On a A = { b < B | b ( w ) = 0} , et C s'identifie canoniquement au
quotient de B par A . O 'autre part. pour tout b é-B , on a b | X € L ( A ) et
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lim^Ql|b(t)|| = ||b(w)|| » sup^gBb(t)|| .

Il en résulte que BeÏ C A , C Î . La deuxième assertion du lemme se vérifie
aussi facilement.

V I I . 1 . 3 . Soient Y un espace localement compact. H ' un espace hil-
bertien, C » Ç° ( Y , oS^CH ' ) ) et Ci = ^ ° ( Y ) . Remarquons que si if ( A . C ) ? é ^
on a ^ . . ( A . C I Î ^ ^ . En effet, soit p une fonction constante sur Y dont
la valeur est un projecteur de rang 1 appartenant à c S f é ' ( H ' ) . Alors Ci
s'indentifie canoniquement à la sous-C^-algèbre pCp de C . Soit
B € i f . , ( A , C ) , associée à un homomorphisme y de C dans L ( A ) / A . L ' e x t e n -
sion Bi de A par Ci associée à y | C i appartient à ^ . , ( A , C i ) .

V I I . 1 . 4 . PROPOSITION. Soient W un espace localement compact, w \^_
point non isolé de W , et X s W - { w } . Soient Y un espace localement
compact à base dénombrable. H ' un espace hilbertien, C = ^ ° ( Y , £fS ( H • ) ) ,
ot^ A une C -algèbre à trace continue telle que A = X . On suppose q u ' i l
existe un filtre 0' plus fin que 0 dont une base est formée de parties
connexes. Appelons 1 l'ensemble des points isolés de Y et posons
F = Y - 1 . Pour que y . . ( A . C ) ne soit pas vide, il est nécessaire que F
soit connexe, c ' e s t à dire que F ne contienne pas de partie compacte, ou-
verte dans F , non vide .

O'après V I I . 1 . 3 , on peut supposer que dim H ' = 1 . Soit B e ^ C A . C ) ,
associée à un homomorphisme y de C dans L ( A ) / A . Supposons que F con-
tienne une partie compacte non vide E , ouverte dans F . On en déduit fa-
cilement l'existence, dans Y , d ' u n e partie compacte ouverte non vide
ayant un point non isolé. En utilisant la métrisabilité de Y , on peut
alors construire une fonction ( P € ë ' ° ( Y ) telle que < y C Y ) soit une partie
non discrète de { 0 } U [ l / 2 , l ] . Soit m é - L C A ) " " tel que IHm) = y C y ) . et
soit ( f ) ^N- la suite décroissante des fonctions propres de t i—^ m ( t )
sur X . O'après le corollaire 1 . 1 . 6 , on a lim ^ . S p ' m ( t ) = S p ' ( P danst . Q ' '
y ( R ) muni de la topologie fellienne. Alors, d ' a p r è s le lemme 1 . 3 . 5 ,
lim Q , f ( t ) existe pout tout n & IM^ . Posons a = l i m . p . , f ( t ) etb . o n n ' c , t / n
a s inf ^*a i on a S p ' y = [ 0 , a ] U ( U { a } ) , toujours d'après le lem-
me 1 . 3 . 5 . Ceci est en contradiction avec le choix de (û .

V I I . 1 . 5 . PROPOSITION. Conservons les notations de la proposition
V I I . 1 . 4 . Supposons que 0 a une base formée de parties connexes et que
F ff ^ . Pour que (f ( A , C ) ne soit pas vide il est nécessaire que 0 ait
une base dénombrable.

Soit B € - ? , , ( A , C Î , associée à un homomorphisme y de C dans
L ( A ) / A . En utilisant la métrisabilité de Y , on peut facilement construi-
re une fonction continue <? de Y dans [ û , l ] , nulle à l ' i n f i n i , telle
que 1 soit un point non isolé de < p ( Y ) . Considérons, comme dans la démons-
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tration de la proposition VI I .1 .4, un élément m de L C A ) * tel que

IICm) = Y ^ y ) » la suite décroissante (f ) % de ses fonctions propres sur

X , les réels a s llm, f ( t ) , et a ïs inf »a . On an t,0 n ncIN n

Sp ' ( f= [o.a]U îU^.{a^}) ,

d 'où a = 1 puisque 1 est un point non isolé de Sp'(p . Il en résulte que

llm^ Q"^^ " 1 pour tout ne.1^ . Posons

^ p = { x & x 1 ^^ > 1 " 1 /p } {

on a in.pÎÊM^xl^^n o = / ' car 8n un Dolnt de l ' intersection on devrait

avoir "^tt) = 1 pour tout ne lM , ce qui est absurde. Oonc, tout voisi—-

nage compact de w contient au moins un V , ce qui achève la démons-n, p
tration puisqu'on a évidemment V é. 0 •n,p

VI I .1 .6. Soient W un espace localement compact, w un point non i-

solé de W , et X = W - {w } . Soient A une C^-algèbre telle que À = X ,
"M"et C une C -algèbre. Dans la suite, nous nous intéressons uniquement aux

éléments B de Ï ^ C A . C ) qui possèdent la propriété suivante. Il existe
^ e $ tel que ;

(i) B soit bien ^P-encadrée suivant 0 s

(ii) lim^ Q( f ( t ) .T r b ( t ) existe pour tout b & X t B ) * .

Nous noterons ® . . ( A , C ) l 'ensemble de ces extensions. En général on a
£>^ (A ,C Î ^ Ï ^ (A ,C) (voir par exemple VIII.1).

VI I .1 .7. LEriNE. Soient W un espace localement compact , w un point

non isolé de W , ^ X = W - { w } . Soient A une C^-algèbre de spectre

X , C une C -algèbre, et B € £> ( A , C ) . Notons P la surject ion canonique

de B sur C .

(i) Soit ^ e $ tel que les conditions (i) j3j[ (iiî de VII.1 .6 soient

réalisées. Il existe une seule t race T e ^ C C ) telle que

lim ..<P(t) .Tr b ( t ) » T ( P ( b ) )
t ,0

pour tout b ç, JGCB) , et on a Supp T » É . On dira que (<V,T) est associé
^ B .

( i i ) Soit ( < f ' , T ' ) É $ x ^ ( C ) un autre couple associé à B . Il exi s t e

r e j 0 . + < x » [ tel que lim ,,y(t)/<f(t) » r et T • = rT .————— t, u —
L'asser t ion (i) résulte des propositions 1 . 2 . 5 et 1 . 2 . 1 3 .

(ii) Soit b fc îC(B) " 1 ' tel que P(b ) ^ 0 . On a

lim^Q<ç>* (t) .Tr b ( t ) » lim^ (Cf» (t ) Ap(t ) )(p(t ) .Tr b ( t ) s

lim^^q<t) .Tr b( t ) et lim^ y t t l .T r b ( t ) existent et appartien-

nent à ]o,*oo[ , on en déduit l 'existence de llm <f ' ( t ) / (y( t ) dans ]u.*oo[

comme i , u '
nent à ] o , + o o [ , on
La deuxième assertion en résulte Immédiatement.
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«• ^VII .1.8. Soit C une C -a lgèbrej on notera ^ ( C ) l 'ensemble des

T c ^ ( C ) tels que Supp T = Ê (De même, si Y est un espace localement
y

compact, on notera c^G ( Y ) l 'ensemble des T e < ^ ( Y ) tels que Supp T = Y )

^
Sur $ x ^ ( C ) , définissons la relation d 'équ iva lence C Q p . T ) ^ C < ^ ' , T ' )

s'il existe r£ ]0 .+~ [ tel que lim^'Ap = r et T ' = rT . On notera
•̂  /\

$ x ^ ( C ) (resp. $o ^ ^ C C ) ) l 'ensemble des c lasses des é léments de
^ ^

$ x ^ (C) ( resp. $o x ̂  Î C ) ) . On adoptera les convent ions correspon-

dantes pour $ ^c^CY) et $o î c ^ C Y ) .

LEMME. Soient W un espace localement compact , w un point non iso-
lé de W , e^ X = W - {w} . Soient H un espace hilbertien,

A = ^ ° ( X . ^ ê ' ( H ) ) , e^ C une C*-algèbre. Soient B e^ B' deux éléments

semi-équivalents de 2> ( A , C ) . Soient (<iP,T) et C ( p ' , T ' ) deux éléments de
g w ————— — ——————————————

î x ? ( C î associés à B et B' respect ivement . A lors (y,T) et ( y ' , T ' )
A

sont équivalents dans $ x ^ ( C ) .

La démonstrat ion se fait sans difficulté.

VI I .1 .9 . Conservons les notat ions du lemme V I I .1 .8 . On notera

36^(A,C) l 'ensemble des B avec B e f i , ( A . C ) , et a l 'application de

5^(A,C3^ dans $ î l^CC) qui résulte du lemme VI I .1 .8 .

V I I . 1 .10 . EXEMPLE. Soit H un espace hilbertien de dimension Xo .
Soient A = (?° (R - {0} , ^(?(H)) et C = ^(R2-) . Appelons Y^ le groupe de

Lie niipotent réel simplement connexe non commutatif de dimension 3; notons

Ç ^ C F a ) sa C^-algèbre. Posons W = (R et w = 0 6 IR . Alors ^(Fs) est

canoniquement isomorphe à un élément B de ® ( A , C ) ; l ' image de S par

a est la classe de ((p,T) , où Cp est la fonct ion t »—^ [ t | de (R - {0}

dans ] o ,+oo [ et 2-n-T est la mesure de Lebesgue sur R 2 (voir [ 3 2 ] , 6 . 3 . 1
et 6 . 3 . 2 ) .

VII.2. Extensions scindées suivant 0 .

VI I .2.1. OEFINITION. Soient W un espace localement compact , w un

point non isolé de W . ̂  X = W - {w } . Soient A une C^-algèbre de

spectre X , ej^ C une C -algèbre. Soit y un homomorphisme de C dans

L ( A ) / A tel que Y ( c ) | K < » = 0 pour tout c e C . On dira que l 'ex tens ion B
de A par C assoc iée à y est scindée suivant 0 s'il existe un homo-

morphisme y' El c djilll • L ( A } tel que Y ' t c ) | K = Y ^ c ) | K pour tout c £ C

On dira que B est associée à Y' .

Remarquons que si W est compact ( d ' o ù K = ff } , les extensions

scindées suivant © sont scindées au sens de C [3] . déf. 5 . 2 ) .
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VII.2.2. LEMME. Soient W un espace localement compact , w un point

non isolé de W , e^ X = W - {w} . Soient A une C^-algèbre de spectre

X . C une C -algèbre et B e ^ C A ^ ) une extension scindée suivant 0 as-

sociée à un homomorphisme y ' àe. c dans L ( A ) . Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) B € ^ Î A , C ) ,

(ii) lim^ J lT 'Ce) (t)|| = |[c|| pour tout c f c C ;

(iil) l1171^ Q y ' ( C ) ^ = û dans ^(Ê) muni de la topologie fellienne.

(il) <»4. (iii) : résulte du corollaire 1 . 1 . 4 .

( 1 ) ^=x^ (ii) ; soit b = ( m , c ) e B . On a m ( x ) = y î c H x ) = y ' ( c ) ( x )

pour tout x e. K . Il en résulte que :

lim Q [ | Y ' ( c ) ( t ) | | = []c|| pour tout c e C

<—>• lim Ql|b(t)|| = sup p||bCt)|| pour tout b é B ,
<"=» B € S f ^ ( A , C ) .

VII.2.3. PROPOSITION. Soient W un espace localement compact , w un

point non isolé de W , ^ X ^ W - d ^ } . Soient Y un espace localement

compact à base dénombrable, H eĵ  H' deux espaces hilbertiens,

A = (?°(X, ^Ç(H)) 11 C = ê'°(Y. ^ & C H ' ) ) . Notons I l 'ensemble des points

isolés de Y et posons F = Y - I . On fait les hypothèses suivantes : 0

a une base dénombrable, F est connexe par arcs, [dim H : dim H'] > Ho .
Alors, y . , C A , C ) contient une extension scindée suivant 0 .

Nous allons d 'abord montrer qu'il existe l'Ê,!̂ 0 ( [o .+œ [, y) tel que
limt-^+oosuPP r^ s Y dans ^(Y) muni de la topologie fellienne. Notons y
le point à l'infini de Y . Remarquons que F est fermé dans Y . et donc

que F s'identifie canoniquement au sous-espace F L / { y } de *Y . Nous

supposerons que F jt ^ , d 'où F = F . Soit ^n^éM une suite ^"se dans
F . Pour tout n , prenons une fonction continue f de [o,+oo[ dans F

telle que - F ^ C t ) at y^ si t < n et f ( t) = a si t > n+1 . Soit

^n^cNîq) ^a v e c q < Ko ) la suite des points de I . Si n e . N ( q ) , appe-

lons f^ la fonction constante sur [o.+oo[ de valeur y . Réunissons les élé-

ments des suites (fj^ et îf,)^^ en une même" suite C h ^ ) ^ .

Cette suite vérifie les conditions a) et b) du lemme VI.2.3 (avec p = )<„ î

et elle détermine donc un élément F de £)^° ( [o ,+«[ ,Y) . On a évidemment
lim, Supp F. = Y .

l-XO L

Puisque w a une base dénombrable de voisinages compacts, on construit

sans difficulté une fonction continue f de X dans [0,+oo[ telle que

lim^f » +œ . Posons I" » r»f . On a évidemment F ' € «^^(X^) et

lim QSupp F. = Y . Soit y * u1"1 homomorphisme de C dans

L ( A ) » & (X , ^Ç(H)) construit à partir de F' comme dans le lemme VI.2.4.

Notons B l 'extension scindée suivant 0 associée à Y ' . Comme
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Y ' ( C ) ( t ) ^ = Supp r^ pour tout t e X . on a lim y ' ^ î ^^ c Y ' d ' o ù
B € Ï ^ ( A , C ) d 'après le lemme VII.2.2.

VII.2.4. Conservons les notations de VI I .2 .1 . On notera îbîc ( A , C )

l 'ensemble des extensions scindées suivant 0 qui appartiennent à î> ( A , C ) .

Si de plus A = ^(X. ^ Ç ( H ) Î . on notera Sb i fc^CA, C)^ l 'ensemble des 'B

avec B £ fiifc ( A , C ) .

VII.2.5. LEMME. Soient W un espace localement compact ,w un point

non isolé de W . _e_t X » W - {w } . Soient A une C "^-algèbre de spectre X^ ————— —— ————————————————
et C une C -algèbre. Soient y' un homomorphisme de C dans L ( A ) , et

B Ê Ï ( A , C ) l 'extension scindée suivant 0 assoc iée à y * • po^^ que B

appartienne à 2).Pc.,(A, C ) il faut et il suffit qu'il existe——————————A w ——————————————————_————————
(<p.T) c $ x 3 (C ) tel que llm. ,,Û?(t).Tr y ' î c H t ) = T ( c ) pour tout^ ————— "c, o • ———————
c e Jo(C) . De plus (<(»,T) est associé à B .

La démonstrat ion ne présente pas de difficulté et nous l 'omet t rons.

VII.3. Surjectivité de a .

VI I .3 .1. LEMME. Soient W un espace localement compact , w un point

non isolé de W , e_t_ X = W - { w } . Soient A une C^-algêbre telle que

^ = x / Et c une C^-algèbre. Soit Bé^B ( A , C ) , et prenons dans $ x ^(C)
un élément C (p, T ) associé à B . Supposons que lim sup q?> 0 s alors Ê
est discret.

Soit x £ K tel que lim (? > 0 . Alors B est encadrée suivant Q
x x

et d 'après la proposition 1 . 2 . 2 4 , l 'ensemble ? des limites de G dans

B est discret.

VII.3.2. PROPOSITION. Soient W un espace localement compact , w un

point non isolé de W , et_ X = W - {w} . Soient Y un espace localement

compact à base dénombrable. H' un espace hilbertien, C = Î ? ° C Y , ^f&(l0) ,

st A une C^-algèbre à trace continue de spectre X . Soient B fc S> ( A , C Î ,
y ————— "

et prenons dans $ x u<6 ( Y ) un élément ((p,\/) associé à B . On suppose

que 0 a une base formée de parties connexes . Alors on a nécessairement

l'une ou l 'autre des deux situations suivantes :

Y est discret et llm (f existe dans ]0 ,+œ[ ;

Y est connexe et lim y= 0
——————————————————————————————— Q

Supposons que lim sup (p> 0 . O 'après le lemme VI I .3.1, l ' espace Y

est discret. Il résulte alors de la proposition 1 . 3 . 6 que B est encadré

suivant 0 . et que lim Tr b ( t ) existe pour tout b ^ B encadré suivantr » u
9 . On déduit alors du lemme VII.1.7.( l i ) que lim (p existe et appar-
tient à ]0 ,+œ[ .
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Supposons que limp.<p= 0 . D 'ap rès la proposit ion V I I . 1 .4 , il suffit de

prouver que Y n ' a pas de point isolé. Supposons au contraire que Y con-

tienne un point iso lée alors C possède un projecteur c non nul. Prenons

b € B tel que c soit l ' image canonique de b dans C . Appe lons

(f ) ,,,-K la suite décro issante des fonct ions propres de t •—> b C t ) sur X .n nerJ
D ' a p r è s le corollaire 1 . 1 . 6 et le lemme 1 . 3 . 5 , lim^ ex is te pour tout

n e IM . D e plus, si a = lim^f et a = inf -^.a , o n a

S p ' c = ["-^U^i^^}) .

Or S p ' c = { 0 } U { 1 } ; on en déduit l ' ex i s tence de j o tel que, si j > j o /

on ait lim^f = 0 . Il en résulte que g (b) est encadré suivant 0

pour tout £ > 0 . Ainsi on a 1 i m ^ CRC t ) . r g g (b ) = 0 et

sup^Y||g^(bHy)|| = supy^ | |g^c)(y) [ | ^ 0

pour tout £ € ^ 0 , 1 / 2 J , ce qui est absurde puisque B est b ienCP-encad rée

suivant 0 .

VII.3.3. LEMME. Soient W un espace localement compac t , w un point

non isolé de W , et X = W - {w} . Soient Y un espace localement compacta

H e_t_ H' deux espaces hilbertiens, A ^ " (X.^CH)) et C = ( f ° ( Y . ^ e C H ' n .

Posons p s [dirn H ; dim H'] . Supposons l ' ex i s tence de F e ^ ^ X . Y ) , de

(pC^ * et de ^ é c ^ C Y ) tels que lim^ gCpC t ) 1^ = v dans £/ fc(Y) . Il exis-

^e_ Be2)Jc C A . C ) tel que o(ë) soit la c lasse de ((p, v) .

Soit C f . ) . .,,, , une famille de fonct ions cont inues de X dans Y ,i i cN l q J ,
avec q < p , qui détermine F . Soient y' 1 ' homomorph i sme de C dans

L ( A ) = ^(X, ^ & C H ) Î assoc ié à î ^^ M F ] (voir V I . 2 . 5 ) . et B l ' ex ten-

sion scindée suivant 0 assoc iée à Y' (voir V I I . 2 . 1 ) . Pour tout

c c J^(C)'* ' , notons h la fonct ion y i—>• Tr c ( y ) définie sur Y . On a

h € Ï C Î Y ) ' 1 ' . et Tr Y ' C c H t ) = F (h ) pour tout t € X . Il en résulte quet c

lim^ Q(p(t).Tr y ' ( c ) ( t î = Jy Tr c C y ) . d v ( y )

pour tout c £ JC(C)'' ' . Il suffit maintenant d'appl iquer le lemme VI I .2.5.

VII.3.4. PROPOSITION. Soient W un espace localement compac t , w un

point non isolé de W , et X = W - {w} . Soit Y un espace localement

compact tel que Y soit métr isable, connexe et localement c o n n e x e . Soient

H e^_ H' deux espaces hilbertiens tels que [dim H : dim H'J > )<o .Soient

A = & ° ( X , <^CH)) e_t_ C = ^"(Y,^ ( H ' ) ) . On a

aCOb^c C A . C ) ^ ) = C T ( 3 b . . C A , C ) ^ = $o S^m .

O ' a p r è s le théorème de Mazurk iewicz-Moore (voir [25], th. 1 . p. 1 8 4 ) ,

Y est localement connexe par arcs et connexe par arcs. On supposera Y ^ é

d ' o ù ^ = Y* .

Comme Y n 'es t pas discret, on a a ( 3 3 ^ C A , C ) ^ ) C $0 ï ^ C Y ) d 'ap rès le
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y
Donnons-nous C ( p , v ) 6 $o x ̂  C Y ) ; grâce au lemme V I I . 3 . 3 . il suffit

de prouver q u ' i l existe x ̂ —̂  v appartenant à ^ D ° ( X , Y ) tel que
lim^Q ^Cx)^ = v . Remarquons que si $o n ' e s t pas v i d e , 0 a nécessaire-
ment une base dénombrable.

Donnons-nous une distance d sur Y compatible avec sa topologie^
choisissons une si *te ( K 5 ^ d'ouverts relativement compacts dans Y ,
et un système fondamental ( W ) -x de voisinages connexes par arcs du
point à l'infini y de Y , tels que ^ - W C K C K et W C W^ n n n + 1 n + l npour tout n €. INJ

[ 1 ) Nous allons d' a b o r d construire une suite C u " ) ,,-x- de mesures àn nel^
support fini qui appartiennent à < ^ . ( Y ) et sont telles que

lim — uM = "v .n-^00 n • n
Notons que l'existence d ' u n e telle suite reste vraie pour tout espace Y
à base dénombrable et tout ve^CY) . En effet, on observera q u ' o n peut
faire une construction analogue à celle qui suit en utilisant seulement le
fait que Y est à base dénombrable. Nous nous imposons ici des conditions
techniques (voir en particulier ( 6 ) . C y ' î , C Ô ) ci-dessous) qui n'intervien-
dront que dans les étapes suivantes de la démonstration de V I I . 3 . 4 .

Il existe dans K des boréllens deux à deux disjoints V1 , . . . , V1

qui possèdent les propriétés suivantes : 1

k1 .
^ ÎK, - U V^ = ° <• j = 1 j

v ( V 1 ) > 0 pour j = 1 , . . . , k ï _

pour j = 1 , . . . . k ^ . l'ensemble V est contenu dans un ouvert îî1 , lui-
même contenu dans un ensemble connexe par arcs E ' de diamètre < 1 .
Indiquons rapidement comment on construit une telle suite. En utilisant la
compacité de K et le fait que Y est localement connexe par arcs, on
recouvre K^ par des ouverts 0 , , . . . , 0 tels que chaque 0 soit con-
tenu dans un ouvert lui-même contenu dans un ensemble connexe par arcs de
diamètre < 1 . On considère alors les boréliens

PI ° to^n^) - Uj^ (o^).
et on élimine ceux tels que v C P . ) = 0 .

On construit de même. pour tout n € f^ , des boréliens deux à deux
disjoints V^ , . . . , V contenus dans K et des ouverts îî" . . . . . ft"
tels que : n n

k
( a ) \KK^ - \J V " ) = 0 ,

( 6 ) v C V " ) > 0 pour j » 1 . . . . , k sj n
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(y) pour j = 1, . . . ,k , l 'ouvert ^n a un diamètre < 1 / n , et on a
n ~.,n ^ n

v! c "j '
(T ' ) pour j = 1,...,k , ^ est contenu dans un ensemble connexe parn ' "j

arcs E de diamètre ^ 1 /n »

(ô ) pour tous i et j , on a soit V^ '^V" = ̂  soit V0"1:^" .

^ ( V . ) est égal à la somme des mesures des boréliens V" contenus dans

et

Soit n é IN^ . Pour j = 1 , . . . , k , posons À " = v C V " ) et chois issons

y . é V . Appelons y la mesure sur Y , de support {y" ... . .y" } , et

telle que p^Uy"} ) a À " pour j = 1 , . . . , k . On procède de même pour tout

n é IM^ . Vérifions que llm _^ p = \) dans & ^ ( Y ) . Soient f e . 3 ^ C Y ) et

p 6 IM tels que Supp f C K . Soit e > 0 . Comme f est uniformément

continue, il existe no > P tel que, pour tout n ^ no et tous x , y e Y ,

satisfaisant à d ( x , y ) <: 1 /n , on ait | f ( x ) - f ( y ) | < e . Si n > no , on

a donc | v ( f ) - p ( f ) | < e.^CK ) .

Si n&lM^ , notons h(n) le plus grand entier tel que k , -. < /Ti , et

posons p ' = p , , s on a encore lim u * = \) . Pour n e. IN^ , etn n l n j n~"^°° n
j = 1 , . . . , k . / , , appelons p. l'entier tel que

^<AJh(n)<_Ï- •
Remarquons que, grâce à ( 0 î , on a p" > 0 . Appelons p" le mesure de sup-

port {y!;^....^^ } telle que p ;({ ̂  ( n 3 } ) - n pour j - 1 . . . . . k - ,1 k^^ n j j h (n )

et vérifions que lim _ 1 u" = \) . Prenons f 6 ^K(Y) ; on a
n-»» -n- n

d 'où
U^(f) - p,(f) | ^ ||f||k^^/n< ||f||//n .

lim,^^V,(f) - lim^ ^Cf) = ^ C f ) .

(2) Montrons qu 'on a p^V^" 1 ) < P \ . t V h ( n ) 3 Pour j = 1 , . . . . k ,
et n et^ .

Premier cas : supposons que h ( n * 1 ) = h(n) . Par définition, on a

P^V;("1 ) -^((y;^}) - ̂  et ^(V;^) ^^({y^"'}) - p^1 ,

ainsi que

^-<>r<^ " -r—<>;•"• ̂
d'où p^ p^1.

Deuxième cas : supposons que n ( n + 1 ) = h(n) + 1 . Par construct ion, on

a v C V ^ " 3 ) 'Sg^s vCV^"^) . où S est l 'ensemble des indices s tels
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que v^^1 1 Cv 1 1^. On obtient ainsi l 'égalité A^"' -S ^("^l
J J S ̂ S S

Par ailleurs, on a

^ < ,nCn) < Pj
n "j n

et n+1 _ n+1
P8_____ h [ n + 1 î ^_ pour tout s <=- S ,

n + 1 ' "s ^ n •»• 1
d ' o ù — n+1 n+12Zs,s ^_~—<r x^^^r ps

s s n + 1 "^s^S ^s ^^sfcS n~ï~î

On en déduit que

, . r v h ( n 5 , _ n y n+1 „ r w ^ 1 ' 1 5 ^
V^ ) - Pj <^s^S PS = ^n+t^ j ) •

( 3 Î Pour n c IN , nous allons intercaler entre u" et u" un cer-^n ^n+1
tain nombre de mesures de façon que deux mesures consécut ives "diffèrent

peu". Posons V ^ ^ K ^ ^ ^ Î - P ^ ^ h C n ) 1 = ^ ' et ^"^ssons. dans ^CY) ,

des mesures u » y ,..., p = p" . telles que :

(al Kn^^htn) 1 = ^n^htnl1 + 1 P0"1- i = 0 . . . . . l ^ - 1 ,

ri-l ^ r u ^ î n ^ - » » « r i i h ( n î <(b) p ^ ( V ^ ) . ̂ (V^ ) pour j = 1,....k^^ ,

( c ) S u p p p C S u p p p + pour i =0 , . . . , l - 1 ;

(d) Supp p ^ K , pour i = 0 , . . . ,1 - 1n n i n j n

T-P-1
Posons q^ = 1 et q - p + 2—. . 1 . si p > 2 . Pour n > 2 , on appel-

lera -y, la mesure y , où i et p sont déterminés par

q? < " < "p.1 Bt ^Scp^ - ^Scpi1 ' n - ^p + 1 ) '
on posera v ' = y" . Cela signifie qu 'on choisit pour (^' ....,v' ,...)1 1 1 n
la suite

f W ° 1 M » 0 P(^ < v ^ - . . .^^ ^2 ' • • • ^ p '^p ' • • • ' V p ' -p^i - • • • î •

En particulier, pour n = q , on a \) ' = u" î pour n = q + 1 , on a
o P n P P

^ = pp . etc. . .

Posons r = 1 / p si q ^ n < q , et vérifions que lim r \) ' = v.1 1 P P ' 1 n—>oo n n
Tout d 'abord, on a lim J, u0 = llm 1 u" = \) car

n-^-œ n • n n-»-" "n" n

^^(n), .^^h(n), ^ ^ , 1... . .K^^ et ne^ .

Prenons " F € . } < . C Y ) . Soit un entier n tel que q < n < q . On a
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" ^ -p v ' ^ ^ -î ^(f l < î^p.i^1 - ^ ( f ) )

< ^ - p^p.l^ -i^p.l^ - ̂ ^'
<i-p^ ^.i^ + p^ Kp.i^' -i^p^ •

On en déduit que

l̂ oo ^n^ = ^Voot^p^ = ^p^^^ = ^^ •

(4 ) Appelons v la fonct ion de IN "̂ dans 1^ qui à n <LÎ^~ assoc ie

l'entier h (p ) , où p est déterminé par q ^ n < q . Nous noterons
n n P P4 '1a^ ' • • • ' 3g les points du support de ^v , multiplicités comprises. De

n
plus, si n est de la forme q , on suppose que a" ,..., a", sont les

points de K ^ ^ _ ^ H S u p p ^ , multiplicités compr ises. n

Premier cas : supposons que n = q . O n a v ' = p " et \;' = u ° .

Il résulte de [b) que ^ ' ( V ^ ^ ) = v * . (V^ " 3 ) pour j = 1 , . . . , k et,
' ^ J n + l j " v C n î

grâce à (d) , on a s = s ^ . Il exis te donc une permutat ion oj de

{ 1 , . . . , s ^ } telle que. pour 1 = 1 , . . . , s , celui des ensembles
v^ . . . . < V^ n qui contient a" contienne aussi a"'1 '1 . Nous pose-

^ v C n ) i ^n^5

rons v" == v ' et t = sn n n n

Deuxième cas : supposons que q < n < q - 1 . D ' a p r è s (a ) et

( c î . on a v ^ C V ^ ^ ) = ^l^^"31 ^our tout j = ' • ' • • • ^ v C n ) sauf pour

un indice j^ . où ^ ^ C V ^ " 3 ) + 1 = ^.^CV^^) . De plus. grâce à (d) .

on a ^ + 1 = ^.1 • soit ^ r 1 ^ 9 ^ 1 -—— as+ 1 Î ^ V ^ " 5 • Puisque -?
o n+1 J o

est connexe par arcs, on construit facilement un point a" appartenant
^+1

à la frontière de K , , , et un arc r tel que

r ( 0 ) = a^ . r ( 1 î = a^1 . et r ( t ) € K ^ ^ ^ si t e j o . 1 ] .
n +1 o

k , ,
v in )

Comme Supp v = Y par hypothèse, l 'égalité v C K , , - l J Vv ) = 0
v in ) >•'' .1j =1

(voir (a) dans ( 1 ) ) entraîne que

^(n)————r- ^(n-ï , , ^ v C n ) , ,
^C^U ^n} C^ ^C ^ ̂  .

k v ( n )

On a donc r ( [0 , l ] î C U Çl^nl . En utilisant l 'arc F on peut choisir
j=1 . j

une suite (Q^^,..., S î v ( n ) ) d 'é léments de [î^^), , telle
que ; J" 'm ^ j =1 ' • • • - ̂  (n)

^ Ê ̂ C E^ et a ; * 1 ^ ^ ^ Î C E^ .
n+1 Jm ^m -••o -'o ^o
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î^^n ^(n) ^ ^ P°ur r = 0 , . . . , m ~ 1 .
^r -T+l

L'ent ier n étant f ixé, il existe donc une bijection 6 de

{a; | a" € 0 V^3} U (a" } sur {a^1 | a;'1 é U V^^}
- - r=0 ^r ^+1 1 1 r-0 ^r

telle que a11 et Ô C a " ) appartiennent à des ensembles E^"3 et E^"3

- - J ̂  J F

avec E^ n 0 E^ n ^ ^ . Finalement, il existe une permutation a) de
k r n

{ 1 , . . . , S ^ ^ } telle que, pour 1 s 1 , . . . , s ^ , les points a" et ^^i)
n

appartiennent à un même ensemble connexe par arcs de diamètre < 2 /v (n ) •

Pour un tel entier n , nous appellerons v" la mesure de support

{a" ,..., a" } telle que V'^a0 } ) = ^ ' ( { a 1 . 1 } ) si 1 » 1 . . . . . S et1 s^ n 1 n 1 n
V " C { a } ) = 1 . De plus, on posera t ' ' s .

" n V
Troisième cas : supposons que n = q ., - 1 . On a v * s u st——————————— p+1 n p

^ ' + 1 = ^ " + 1 ' et v î n î = h (p ) . De plus, grâce aux conditions Ç a ) et (d ) ,
on a s + 1 a s ' . Comme dans le deuxième cas, on montre l 'ex is tence

d 'un point a , appartenant à la frontière de K ,. , et d 'une permuta-
^+1 v l n j

tion a) de { l , . . . ,s' ,} tels que, pour i = 1 , . . . , s ' , , les points a"n n+1 n+1 1
et a ,., appartiennent à un même ensemble connexe par arcs de diamètre

n
^ 2 /v (n) . On définit de même t = s + 1 = 3 ' et v" .n n n+1 n

On a llm r v" s lim r v ' a v , car V( f ) s v ' C f ) pour touten-xo n n n-»'00 n n n n
fonct ion continue f à support dans K , , .v ( n j

Pour n € IM^ , nous appelons maintenant b" ,..., b" les points du
n

support de v" , multiplicités comprises, et nous les supposons rangés de

telle sorte que les points b. et b appartiennent à un même ensemble

connexe par arcs C" de diamètre < 2 / v (n ) pour i = 1 , . . . , t , et

"î^v'tn-D P0^ ^ > V-l •

(5 ) Nous allons maintenant construire une fonction t »—> ^ w apparte-i» t
nant à ^5 0 ( [ 1 * + 0 0 [ , Y ) et une fonct ion continue décroissante i// de

[l.+oo[ dans ]0 ,+oo[ telles que lim _^ ip(t) » 0 et llm ^ ^ ( t ) v " » v .

Supposons construite une suite Î8 . . Î .» ^ ds fonctions continues de [l*n]
dans Y telle que :

(i) toutes les fonct ions g sont constantes de valeur y sauf un
1 00

nombre fini d 'en t re el lesj

(ii) g , ( p î s b13 pour i » 1 , . . . , t et g . ( p ) ' y si 1 > t
1 1 p 1 oo p

(1 <: p < n) s

(ill) g ^ C [ p .p+1 ] ) C C^ pour i » 1 . . . . , t et 1 ^ p < n-1 i
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(lv) g^ t [p .p+ l ] ) C ^(p) PÛUF i > t et 1 <: p < n-1 .

Pour ± 4 t , considérons une fonct ion continue f définie sur fn ,n+l ]

à valeurs dans C" (connexe par a rcs ) , telle que f . C n ) = b" et
n +1 ^

f ^ C n + 1 ) = b^ . Pour i = t + 1 ,..., t ^ , considérons une fonct ion

continue f^ définie sur [n,n+l] à valeurs dans W ( connexe par

arcs) , telle que f (n) = y et f ( n + 1 ) = b1.1 '1 '1 (remarquer qu 'on a
n + 1 " °°

bi £ Y ~ ^.(n) c ^(n) ] ' Enfin' si i > t^^ , on prendra f constante
sur [n,n+l], de valeur y^ . Cet te suite ^^ nv». se raccorde de façon

continue à la suite C g . ) . ,̂  ' et on définit ainsi une suite de fonct ions
1 1 € UM ,

continues de [l.n+lj dans Y prolongeant ( g . ) . .,^ . On s ' a s s u r e faci-

lement que la nouvelle suite satisfait encore aux conditions C i ) , Cii),

CliD.et ( iv), où on remplace n par n+1 . On construit ainsi par récur-

rence une suite ^i^Êrj^- de -Fonctions continues de [ l ,+oo[ dans '?

telle que. pour tout n fi BM^ , les g^| [ l *n ] vérifient les conditions ( 1 ) ,

(il), (ili) et (lv) . Pour tout t 6 [i ,+~[ , appelons \?" l 'é lément de

<^(Y) tel que, si y e. Y , \ ^ ( {y } ) soit égal au cardinal de l 'ensemble

des i € BM satisfaisant à g . î t ) = y . Remarquons que, grâce à la condi-

tion (il), on n 'a pas d 'ambiguï té pour la définition de v" en chaque
%- n

n c M . D 'après le lemme V I .2 .3 .C i l ) , C e t grâce à la condition Ci ) c i -des-

sus) . la fonction t >-> ^n appartient à jb ° C [ i . + " [ , Y ) .

Si t 6 [n,n+lJ s'écrit 0ri + C l - 3 ) C n + 1 ) .posons ^ C t ) = gr + C l - g ) r

Comme la suite ^n^n N^' est d^^^-ssante et converge vers 0 , la fonc-
tion ^ est décroissante et tend vers 0 avec 1 / t . Montrons que

lim^_^ ^ C t ) v " = v . Soit f € JCCY) , de support F , et donnons-nous

e > 0 . Soit no tel que, si n > no * on ait F H W ., , = <f> . D 'ap rèsv [ n J '
C i v î . p o u r n > n o et tc [n,n+l ] , o n a

^^t
^(f) = ^-i^ f C g ^ t t ) ) .

On a d 'autre part

|,(,(t)^m - r^(f)| < rJ^Cfi - ^( f) | . jr^^^fl - r^^(f) |

< rj^(f) - ^(f)| . r^J^(f) - v^,(f) | . |r,^^^(fl - r^(f)|

Par ailleurs, f étant uniformément continue, on peut choisir no tel que,

pour tout n > no et tous x et y satisfaisant à d C x . y ) < 2 / v (n ) , on

ait | f ( x ) - f ( y ) [ < e . Pour n e. IN^ , appelons F l 'ensemble des points

de Y qui sont à une distance < 2 /v (n) de F . Remarquons que, si

t € [n,n+lj avec n ^ no » on a - v - C F ) < v - C F ) et - v " ( F ) < ^ " CF ) . E nt n n t n + i n
effet, pour tout i tel que g . ( t ) é. F , on a nécessairement 1 < t d ' a -

près (iv). d 'où d ( g ^ C t ) . g ^ C n ) ) < 2 / v (n ) et d (g ( t ) , g (n+1 ) ) < 2 / v C n )

d 'après (iii). Il en résulte que g . ( n ) et g . C n + 1 ) appartiennent à F
i l n

On déduit de ce qui précède que, si n > no et t é [n,n+l] on a
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et

| \^(f) - \^C-n | < e î v ^ C F ) + v " ( F ) ) < 2 e v w ( F n )

|^(f) - ^Cf) [ <2e^(F^ .

De plus, on peut choisir no assez grand pour que, si n > no » on ait

|r ^)H -i^î ~ r ^ ' ' Î 'FÎ | < e et F C V , où V est un voisinage compactn + l n + 1 n n ' n 0 1 -
de F arbitrairement choisi à l ' avance . Il en résulte que. si n > no et

t€ . [n ,n+ l ] , on a

l^tl^Cf) - r^(f)| < 2er^(V) . Zer^v^m . e .

Comme la fonction n »—^r - v - C V ) a une borne supérieure ne dépendant que den n
V , on en déduit que

""t—— *(t)^(f) - li%_. ̂ (f) » v( f l .

C 6 ) Construisons enfin une fonct ion x*—> -y appartenant à JD ( X , Y )

et telle que lim ^ (PC x ) "y s \), ce qui achèvera la démonstrat ion. Nous pou-

vons supposer que ^ ( [l ,•••«»[) = ]o,l1 . Pour tout p é M "̂ , posons

n = inf { tê [ l ,+oo [ | ^ ( t ) = 1 /p } .

La suite (n ) ^<- est strictement croissante et converge vers +00 avec p

Prenons L & O tel que L U { w } soit compact . Posons

R = { x é L | C p ( x ) < 1 /p } et T = { x e L | Cp(x) = 1 / p } .

Alors, on peut facilement construire une fonct ion continue 1 de X dans

[1,+°°[ telle que l|T soit constante de valeur n et l|R - R

soit à valeurs dans [n * n .1 . Posons ^ = \)" , pour x f c X ; alors
ij

x t—^ \) appartient à .2) ° ( X , Y ) . Prouvons que lim „ (p(x)v = v . Soit

fé :Km+ et prenons X € R - R ^^ . On a - l^-<Cp(xî <-1- etp p+1 ' p+1 ' ' p

•p ' -p.ii ' - -- p4r<^ 1^^ <-^l (x) é [n . n ^ ] , d ' o ù —^- < ^ ( l ( x ) ) < -L . Il en résulte que

|( (p(x) - ^l(x)n^^(f)| < p^ ^(x^^ ^^^^^(x)^^ '
et donc que

lim Q C p C x î v ( f ) » lim ^^ ^ ( t î v ^ î f ) s v C f ) .

VII.3.5. PROPOSITION. Soient x = IN et W = X ; Soient H et H'

deux espaces hilbertiens tels que [dim H : dim H'] > ><o • Soient Y ^

espace localement compact à base dénombrable, A = ^(M, «^CH)) , et

C » ^ ( Y . ^ C H ' Î ) . Alors on a $o x ^ C Y ) <: (JC^yc ( A , C ) ^ ) C: aC£ ( A , C ) ^ ) .

Soit (Cf,v) £ 0o x c ^ C Y ) . O 'ap rès la partie ( 1 ) de la démonstra-

tion de la proposition VII.3.4, 11 existe une suite (v ' ) .,. de mesures àn n é DM
support fini qui appartiennent à (^.(Y) et sont telles que

lim „ ——,. V = v . Pour n e M , choisissons un entier ^ / ( n ) > 0 tel quen—^oo n+1 n
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[ ^ ( n ) - 1 / < p ( n ) | . $ 1 et posons v" s v ' , , . On a évidemment

lim '—ï- V = "v . D 'au t re part, pour tout n e OM et tout f € Ï K C Y Î + ,n-x» î  ( n J n
on a

|l/ip(n) - < p ( n ) | v " ( f ) < C (p (n ) / ^ (n ] )v" ( f )

d ' o ù

l im^Cptn)^(f) - lim^^y ^(f) = ^ ( f ) .

Comme n)—^v" appartient évidemment à )̂ °(IN.Y) , il suffit d'appli-n
quer le lemme VII.3.3 pour achever la démonstrat ion.

VII.3.6. Remarquons que, dans la proposition VII.3.5, on ne peut rem-

placer X par un espace localement compact quelconque (voir VI I .3.2).

VII.3.7. Montrons le résultat suivant que nous avons en partie utili-

sé pour la démonstrat ion de la proposition III.4.12 (iii).

Soient H un espace hllbertien de dimension infinie. A » ç° (M, -!?S(H) î ,

x e &IM - BM , et CÇ 6 $ tel que l±m^ Cp = 0 . Soit Y un espace localement

compact à base dénombrable. Alors, pour tout espace hilbertien H' tel que

dim H' < dim H , et pour tout \) e 1/6 ( Y ) . il existe une sous - C^-algèbre

D de E ^ C A ) ( x î / T ^ t A ) ( x ) et un isomorphisme a de D sur

C = Ê^ ÎY, ^<g (H 'n tels que

T < P ( d ) = J Tr a(dHy) .dv (y )

si d e D"*' .
Nous pouvons évidemment supposer que Cp se prolonge en une fonction

bornée (notée encore Cp ) de |M dans J0,+<»[ . D 'après la partie C l ) de

la démonstrat ion de la proposition VII.3.4, il existe n »—>-v ' appartenant
^f 1à S) (M ,Y ] tel que lim —7 V ' = v . Pour tout n c H , choisissons unn-x» n * i n

entier i ^Cn ) > 0 tel que |l(>(n) - 1 / C p ( n ) | < 1 , et posons \) a \ ) . , , .

On a lim- ^ = +00 , d ' où
x 1lim^ <p(n)^ = lim^ ^^ ^^^ « x> .

Soit ^4^4 f^ une suite de fonct ions de 1M dans Y qui détermine

n t—T \) , et soit y' 1 ' homomorphisme de C dans Ç C I M , J ? ? ( H ) ) » L ( A )

associé à ^i^ei^ tvoir V I . 2 . 5 ) . Pour tout c € J6CC) on a alors

11m „ CP(n) .Tr Y ' ( c ) ( n ) = J,, Tr c ( y ) . d v C y ) ,n,Q ' •'Y

d ' o ù 11 résulte que C est bien (p-encadrée suivant 0 (voir 1 . 2 . 6 et

1 . 2 . 1 3 ) . On en déduit (comme dans la proposition IV.2.4 (D) que

y ' ( C ) ( x ) C (i^CAUx) - ^CAÎ ( x ) ) U {0} . Notons 6 1 • homomorpnlame de C

dans E ^ C A ) ( x l / Ï ^ C A ) C x ) qui à c associe la classe de y ' C c î t x ) j on a

T ^ ( ô ( c î ) ' f Jr c ( y ) . d v ( y ) pour tout c € C* . Comme Y ' C C H x ) " » Y st

puisque y ' C O C x ) C ( i^CAÏ (x ) - Ï ^CA) ( x ) ) U {0} , l'application ô est une

bijection de C sur 6(0 » D . Il suffit maintenant de poser a a 6 .
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VII.4. Injectivité de a .

VII .4.1. PROPOSITION. Soit C = ( ? ° ( ] 0 , 1 ] ) et notons Co l 'élément

_de C tel que C o ( y ) = y si y e ] 0 , l ] . Soient H un espace hilbertien

de dimension q . A = ( f ° ( [0 ,+oo[ . ^(H)) , _e_fc y un homomorphisme de C
dans L C A 3 .

î i ) II ex is te un homomorphisme y ' de C dans

L [ A ) » ^([O.+ool;, Jge(H)) tel que IIoy' » ~~.

(ii) Notons ^i^ç^ la suite décro issante des fonct ions propres de

y ' C c o î sur [0,+°o[ . Posons q' = infCKo , q) . Il ex is te un champ conti-
nu ^ i^ feNCq) de bases orthonormales de H sur [0,+oo[ tel que, si y"
est 1 ' homomorph i sme d e C d a n s g 1 3 C [o ,+oo[ , ^g'CH) ) défini~par

Y " ( c ) ( x ) = F^ç^ c ( f ^ x ) ) P e ^ ( x )

pour x e [O,+oo[ ejb_ c e C , on ait n<»Y" = Y •

î i ) Soit I G L C A ) * tel que n(l) = Y^o ) . Considérons la fonct ion

continue de R dans [ 0 , 1 ] telle que g ( x î = 0 si x < 0 , g ( x ) = 1 si

x ï 1 . et g ( x ) = x si x € [o , l ] . On a n C g ( D ) = g C n ( D ) » y ^ C o ) .

D 'au t re part, on a Sp • g ( 1 ) (x ) C [0 ,1 ] pour x < L [ 0 , + o o [ . Posons lo s g î l )

et, pour tout c = ( p ( C o ) e C et tout x c [ 0 , + " [ . posons

Y ' î c ) ( x ) = <y [ l o ) î x ) . On définit ainsi un homomorphisme y ' de C dans
L ( A ) tel que n'y' = y .

(ii) Lorsque q < Ko * les fonct ions f sont nulles pour i > q et

on peut donc se limiter à considérer la suite ( t . ) . „ , . . - » • Pour tout
- . , i i€N [ q ' )

x 6 [ 0 . + o o L , posons f ( x ) = S p ' y ' C c . H x î = ^U^^ , 5 { f ^ C x ) } ) U { 0 } . D 'après

le corollaire 1 . 1 . 6 . f est continue de [o,+w[ dans ^(R) muni de la
topologie felllenne.

Soit x e [n -1 ,n ] , et donnons -nous des ouver ts , relativement compacts

B^ ..... B^ et des compacts V ^ ..... V^ dans ] 0 , 1 ] tels que

V^ C B^ pour i = 1 . . . . .m i
m

f ( x ) H [1/n. l ] C U Int V, t
1 = 1

f ( x ) n ( B ^ - Int V ^ ) = ^ pour i = 1 . . . . , m ;

les parties B^ ..... B^ sont deux à deux disjointes et de diamètre <1 /n .

Grâce à la semi-continuité supérieure de f , il ex is te un voisinage v de
x tel que :

m
f C t ) 0 [ l /n.1] C IJ Int V, pour t e v s

i=1 1

f m U C B ^ - V ^ ) = ^ pour t e v et i » 1 . . . . . m .

Grâce à la compacité de [n -1 ,n ] et à ce qui précède, on peut construire

une suite str ictement croissante x^ s n - 1 , . . . . x = n telle que, pour
i = 0,..., p-1 . il existe des ouverts B1 ..... B1 et des compacts

1 m!
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v^ * . . . * V^ de ]o, l ] sat isfaisant aux conditions suivantes :

V1 C B1 pour j = 1 , . . . , m ^ ;
m! ,

f ( x ) n [ l / n , n ] C (J V, pour x € [x , ̂ J î

f C x ) n ( B ^ - V ^ ) = ^ pour x e [x^, x^] et j = 1 , . . . , m .

les parties B^ ,..., B sont deux à deux disjointes et de diamètre <1 /n .

Grâce à la connexi té de [x^ , ^^l ' on a ^^i ' X±^^^C>J±^ dès (:^u'il

exis te x e [x^ , xn.^ avec ^^^Y1 •

Pour j = 1 , . . . , m , soit Cp une fonct ion continue de ] 0 ,1 ] dans

[o,l ] , valant 1 sur V1 et 0 hors de B1 . A lors , si x € [x , x ] .

l 'opérateur y ' ( ( p . ) C x ) est un projecteur qui appartient à Y ' C C H x ) et

sera noté P ( x ) . On construit de ce t te façon des p ro jec teurs deux à deux

or thogonaux P^ ,..., P^ appartenant à ^C [x , x ] , J C & C H ) ) . Posons

1 < U 5 = rg P , h ( 0 ) = 0 et h ( j ) = V" k ( r ) ; on évidemment
r=1

K ( j ) = card { r É N ( q ' ) [ ^C [x . , x ] ) C V 1 } .

Supposons par exemple que ^M-il+i ' • • • ' ^cn sont les indices r tels

que fr^)<i ' X 1 + 1 ^ < ^ " V 1 ' ^B1^1"6 part, donnons-nous arbitrairement une ba-

se orthonormale ^ '^ reNCq) ^^P- ( e î ' i + 1 ) r e N ( ) 1 de H qui d iago^a-
lise Y ' C c o ) ( x ^ ) ( resp. Y ' C c o U x ) ) . Un sous -ensemb le de cet te base

forme une base de P (x^HH) ( resp. P C x ) C H ) ). soit, par exemp le ,

^j-Dj^---^^ ( resp- ^'^^^'•••^ • soit alors

î6,, ^ c - i k f i - i une suite de fonct ions normiquement continues de
^C j -D+s s - 1 - - - ^ U J

[x^ , x ^ + ^ ] dans H telle que :

^ e t x î î - ^ i,m forme une base orthonormale de P . C x H H .h ( j - 1 ) + s s - 1 , . . . , K [ j J j
pour x € [x^ , x^] ,

e^ îx^ = e 1 ' 1 Pour s = 1 , . . . , k ( j ) <
h C j - 1 î + s h ( j - 1 ) + s

er ^l+l5 s ei' i+1 P0"1' s = 1 , . . . , K ( j ) .
' h î j - D + s 1 ' ^ h ( j - 1 ) + s

On procède de même pour j = 1 , . . . , m . Appelons N l 'ensemble

N ( q ) - {r^ ,..., r^^ ^ } . Il ex is te (voir [ l7 ] , prop. 1 8 . si q > Ko ) une

suite ^r^reN d9 fo^ lc t io^s normiquement continues de [x , x ] dans
H telle que :

m!
^r^reN soit une base orthonormale de (1 - ^' P . ( x ) ) ( H ) pour

x ^ [^ ' Xi.J < j s1

e^ ( x i ) = ®r ' et e r ( ) < i+1 ) = e î ' i + 1 Pou^ r € N •

Posons ô ^ ( c ) ( x ) » ^N(q') c ( f ^ x ) ) P e ^ , ( x ) pour x 6 [x^ . x^J et

c e C . Alors 6^ est un homomorphisme de C dans ^ ( [ x , x ]. ^(?(H))
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(voir lemme V I .2 .4 ) . Remarquons qu 'on a 6 (Cf ) ( x ) = P ( x 5 = y ' î (? C x } )
pour x <£ [x^ , x^J et j = 1 , . . . . m ^ . j

Nous allons Indiquer maintenant comment on choisit les bases C e 1 ' 1 )
i.i+1 r r6N(q)

Bt ^r' ^éNCq) utilisées pour la construct ion de 6 . Nous prenons

pour (e^/ ^eNCq) Bt ^r' ^NCqî deux bases quelconques qui diagonali-
sent respectivement Y ' C c o U x ^ et Y ' C c o H x ^ ) . On construit alors, com-

me c i -dessus, un homomorphisme ôp de C dans i f ( [n -1 .x ] . <^ [ H ) ) . On

choisit ensuite pour base Ce^1)^^ la base ( e0^ 1 ) ̂ ^ .. la base

^r' ^cNCq) Bst quiconque pourvu, bien entendu, qu'el le diagonalise
Y ' î c ^ ( x ^ ) . Avec ce choix, on a ô ^ ( c ) ( x ^ = (S^cHx^) pour c c C . Ainsi.

de proche en proche,on construit convenablement les homomorphismes 6 de
C dans S{ [x^ , x^] , £ÇW î et, en les recollant, on obtient un homo-

morphisme Y^ de C dans ?( [n-1 , n] , ̂  (H) ) .

Supposons construits de cet te façon, pour tout p < n-1 , des homomor-
phismes Y^ de C dans ^ ( [p -1 ,p ] ,£^ (H ) ) tels qu'il existe un champ

continu ^ r^ r&NCq) de bases orthonormales de H sur [o,n-l] avec

Y ^ C c ) ( x ) = ^reN(q') c (f^ (x ) )Pe^ ( x ) pour tous x ^ [ p - 1 . p ] et c ^ C .
Alors, on construit y^ en prenant pour base (e°'°) qui diagonalise

Y ' ( c o ) ( n - 1 ) la base î^(n-1)^^ . Ainsi îe^^^q^ se prolonge en

un champ continu, noté encore ^r^NÇn) ' de bases orthonormales de H

sur [o,n] tel qu 'on ait Y ^ î c H x î =Z^,^^^^ c (f^, C x ) ) Pe^, C x ) pour tous
x c [ p - 1 , p ] , p ^ n et c e C . De cet te façon on construit y" de proche en
proche

Soit ^P e ÎC( ]0 , l ] ) et donnons-nous e > 0 . Il existe un entier no

tel que. si n > no , on ait Supp (Jf C [l /n, l] . De plus. on peut choisir no

tel que, pour tous x et y satisfaisant à |x - y| < 1 / n o , on ait
|(P(x) - (p(yî | < e . Prenons n > n» et x ^ [x^ . x^] c[n-1.n] (en con-
servant les notations précédentes) . On a

Y ' W ( x ) » E^ Y ' C ^ ^ C x ) et Y " Î < P ) C X ) = E^ Y-C(p ( (? )
d ' où

| |Y-((p)(x) - Y ' î ( P H x ) [ = IlEj^ P j ( x ) C Y - ( ^ ( p î - Y ' î ^ ^ n x ) !

= ^^^....m l lY-^j^îx) - Y'C(?^nx)[|

Prenons yo é B^ . On a suPy^-]o. ijl^j c y ) (^ ( y ) " ^^0^1 < Ê d ' o ù

||Y' 'C^(Ç)(x) - Y ' C ^ ^ C x î H < | |Y' 'C^(() Î (X) - < P ( y o ) Y W C y j K x ) | |

+ | | <p îyo )Y 1 (Cp, ) (x ) - Y ' ccp ,y )Cx ) | | <: 2c .

Il en résulte que | |Y"(C?HXÎ - Y ' C C f ) ( x ) | | < 2e si x > no . On a donc
Y"((p) - Y ' C C p ) Ê A pour tout C^c C . ce qui achève la démontration.
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VII.4.2. LEMME. Soient T un ensemble, 0' un filtre sur T , et (p
une fonct ion bornée définie sur un élément de 0 ' , à valeurs dans ]0 ,+œ ["

Soit Y un espace localement compact tel que Y soit connexe . Prenons

V € (Ma ( Y ) . Soient t l—^v1 et t t—>- v2 deux fonct ions de T dans <^6(Y)—————— "c —— t —————.————————— ____—
telles que lim^ Q, qp(t) \ )^ = lim Q. (p(t)v2 = \) . Pour tout compact E de

Y et tout ouvert non vide 0 contenant E , il existe un élément de G '

sur lequel on ait ^CE) < \^( î î ) ^ ^^ < ^1 ̂  •

Puisque Y est connexe, E est str ictement contenu dans îî . Soit

U un ouvert de Y tel que U C îî - E . Comme Supp \) = Y , il existe

-F € 3 ^ ( Y ) , à valeurs dans [o't] st nulle hors de U , telle que - v ( f ) > 0.

Puisque lim Q, q p C t î v ^ C f ) = v ( f ) , il exis te V £ 0 ' sur lequel on a

Ç C t î x ^ î U ) > C p C t î v ^ C f ) ^ a > 0 . Soit g une fonct ion continue de Y dans

[0 ,1 ] , à support compact , qui vaut 1 sur E et 0 sur U U (Y - f t) .

Si t € T , on a ^ (g) < v ^ C î î î - v ^ C U ) et v ^ C g ) > \ ^ C E ) . Posons
b û t t t

i = v ( g ) = ^"^.e' ^^^e3 = limt o » çptt^^gî •
En diminuant au besoin V C 0 ' , on peut supposer que, sur V , on a

Cpt tH^Cî î ) - •v^Cun > 1 - a/2 et (p ( t ) ^2 (E ) < 1 + a/2
d ' o ù

C p ( t ) v ^ ( S Î ) > 1 - a/2 + y(t)^(U) ^ 1 + a/2 > C f ( t ) v 2 ( E ) .

VII.4.3. PROPOSITION. Soient W = [0,+oo] _e_^ w le point à l'infini

^e X = [o,+oo[ . Soient H un espace hilbertien de dimension infinie,

A = ^° ( [o .+œ[, ^(H)Î , ̂  C = ^ ° C ] 0 . 1 ] ) . On a 2^ (A ,C) » SÏc^CA.C) ^

a est une bijection de 3^(A, C )^ = %?c (A . C )^ sur $o ^ ̂ Jo ' ̂ î ] 0 .1 ] ) .

L'égal i té 3ï ( A , C ) = %ifc ( A , C ) résulte de la proposition VII.4.1 Ci).

Posons q = dim H > Xo • Soient Bi et 62 deux éléments de % ( A , C )

tels que a (B i ) = C T C B a ) , et prenons un représentant ((p.v) de a(§i ) .

Soient y[ et Y2 deux homomorphismes de C dans L ( A ) tels que Bi et

82 soient assoc iés à IIoy^ et IIoY2 respect ivement. O 'ap rès la proposi-

tion VII.4.1 (il), on peut supposer qu'il existe un champ continu

(s ) , , de bases orthonormales de H sur [o,+œ[ et une suite décrois-

sante ^i^iclu* de "Fonctions continues de ^0,+"[ dans F0 '1 ] tels que

Y ^ C c î C x ) = ^je|N** t3^1^^ I P e ^ C x ) pour x e [0,+oo[ et c f c C ( i = 1 , 2 ) . Mon-

trons que llm^_^ îsup ^ ^ [ f ^ C x ) - f ^ C x ) ] ) = 0 . Supposons le contraire! il

existe e > 0 et une suite croissante (x ) ..,, d 'é léments de ro.+wFn nciN '- i

avec lim^^ x^ = *oo , et une suite (i ) ^ d'ent iers > 0 , tels qu 'on

ait [ f ^ ( x ^ ) - f^ ( x ^ 5 | ^ e pour n &IN . On peut supposer, en prenant au
n n

besoin une suite extraite de ^n^ncIN ' que "̂  ^n^ > "P? ^ x ) fiou^ n ̂
n n n
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et que llm _^ f2 (x ) s 0 . Pour 1 = 1 , 2 et x & [o»+<»[ , appelons v1

la mesure c*—> Tr Y ' ( c ) ( x ) sur C ; alors x *"—^-v est évidemment dé-

terminé par la suite ^-^.i M»- < et on a lim ^ <p(x)v 1 = ^ (voir VII .2.5)

Soit E le compact [-j-Ê + 0 , 1 J et Î2 l 'ouvert ]-j- + g , l] dans ]o.l]

Pour n assez grand, on a \)1 (E) = card{j | f ^ C x ) e E} ï. 1 etx^ ' J n n

V 2 ( î î ) = card{ j | f ^ C x ) € Sî} < i . Ceci est absurde d ' ap rès le lemmex^ ' J n n

VII.4.2.

Pour x€.[u,+°°[ , notons u ( x ) l 'opérateur unitaire de H défini par

u C x ) e l ( x ) = e ^ C x ) si j e N C q ) . Alors x »—»' u ( x ) est fortement continue

de [O,+oo[ dans K,CH) . On a

ï i ' (x)Yi (c ) ( x ) =21 ! , , c ( f 1 ( x D P e ^ x î

pour tout x e [0,+<»[ et tout c e C . Il résulte de l 'égalité

I | Î Ï ( X ) Y Î ( c î ( x 5 - Y^c) (x ) | | = sup ^ 1 - P Î Î x î - f 2 ( x ) ! '

que lim || u (x 1 y [ ( c ) ( x ) - Y^^^x î ] ! = 0 pour tout c fi. C . On a doncX-xo

^oji<.Yl !s n-a^oyi s n.y^

et ainsi Bi et 62 sont semi-équivalentes. Ceci prouve l ' injectivité de

a .

L'égal i té o(^L(A,C)^) = $o ^cAJ O ' ^]o,l]) résulte de VII.3.4.

VII.4.4. Soient W un espace localement compact , w un point non

isolé de W , et X = W - {w} . Soit Y un espace discret. L'application

qui à Véc /Û^CY) = ( A C Y Î 0 cÀ^CY) associe la c lasse de ( 1 , v ) dans

$ x J^s C Y ) est injective et permet d'identifier cw ( Y ) à un sous-ensemble

de $ î c / ^ C Y ) .

PROPOSITION. Conservons les notations précédentes en supposant de

plus que Y est dénombrable. Soient H et H' deux espaces hilbertiens

avec p = [dim H : dim H'] > Ko . Soient A = ( f ° (X,^(H)) e^_

C = Ç°(Y,^ ( H ' ) ) .

(i) On a c^mCot^Ïc^CA.C^) .

(ii) Supposons que 0 ait une base dénombrable formée de parties con-

nexes. Alors on a

^ ( A . C ) » Ï ? ( A , C ) C è ( A . C ) et <T C2).. (A . C )^) = (T^c ( A ^ C ) ^ ) "c^CY) .

( 1 1 1 ) Supposons que G ait une base dénombrable formée de parties con-

nexes, que dim H = Ho ' et que

a) pour tout V f c O et tout champ de projecteurs appartenant à

&(V, j?(? (H) ) , il existe Vi e 0 , contenu dans V , sur lequel ce champ soit

trivialj

b) il existe V ' € 0 tel que 0 possède une base formée de rétrac-
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tes de V .

Alors, on a ^ (A,C) ®ïc C A , C ) et o est une bijection de
î>yc^(A,C)^ = ^ , ÎA.C)^ sur ^CY)

Cl) Identifions H

normale canonique de l2

q <: ^o ) la suite des points de

Y ' 1 'homomorphisme de C dans (f^X, oSf^(H)) tel que

à H' ^ lp et notons Co,)^^ .

. Soit V £ c < 6 . ( Y ) et appelons (a,), .,, ,o i i éN iq j
Supp \) « Y , multiplicités comprises. Soit

la base ortho-
(avec

y » ( c ) ( x ) = Sl é N ( p ) '^l1 ® p e l
pour x e X et c&C . L'extension B de A par C associée à y ' ap-

aC§) = \> (voir V I I . 2 . 5 ) .partient à ^(fc.,{.f\»C'! , et on a

L'assertion ( i l ) résulte de la proposition V I . 1 . 5 .
Ciii) Soient Bi et 62 deux éléments de 2> ( A , C )Ciii) Soient Bi et 62 deux éléments de 2> ( A , C ) = <? ( A . C )

fie immédiatement que 0 ( B i ) = 0 ( 6 2 ) si et seulement si Ç C 6 i )
On véri-
ÇtSîl .

L'assertion résulte alors facilement de la proposition V I . 3 . 4 (voir en par-
ticulier V I . 3 . 6 b ) et d ) ) .
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CHAPITRE VIII

Exemples

VIII.1. Nous donnons un exemple d 'une C^-algèbre liminaire et d 'un

filtre 9 sur B pour lesquels

a) 0 converge vers chacune de ses valeurs d ' adhé rence dans B i

b) il n 'ex is te pas de fonction <p définie sur un élément de 0 , à

valeursdans ]o ,+oo [ , telle que B soit bien (y-encadrée suivant 0

[voir 1 . 2 . 1 6 ) .

Soient A = ç°([b,+oo[, <^f(H)) avec dim H > Ho , Ci = ^°( ]o, l ] ) , Cg = C

et C = Ci x Cz . Ecrivons H sous la forme Hi ® C , et notons P le

projecteur de H sur C . Soit yi un homomorphisme de Ci dans

^C [O.+oo[, ^(H)) tel que lin^ yi C C i ) ( x ) " = }o . 1 J dans 3^ ] 0 ,1 ] ) muni

de la topologie fellienne (il en existe d ' ap rès le lemme VII.2.2 et la pro-

position VII .3.4). Appelons y ' 1 'homomorph isme de C dans

^([O.+ooj^ <^(H)) tel que y • ( ( C i , n ) ) C x ) = yi^iHx) + r}P pour tout

(ci,rp €. C et tout x é;[o,+oo[ . Soit B l 'extension scindée de A par C

assoc iée à y ' • Le filtre 0 des voisinages de l'infini dans [û,+oo[

converge vers chacune de ses valeurs d 'adhérence dans B , et Ê est l 'en-

semble de ses limites (voir VII .2.2). Pour i = 1 , 2 , appelons 1 l'idé-
•A. ^ ^ i

al bilatère fermé de B tel que I = A U C . Supposons qu'il existe <P

définie sur un élément de 0 , à valeurs dans ]u,+<»['" , telle que B soit

bien (p-encadrée siuvant 0 . On vérifie facilement que dans ces conditions

II et Iz sont bien CR-encadrés suivant 0 . Mais 1^ est encadré sui-

vant G (voir 1 . 3 . 6 ) . Ceci entraîne que lim <3p(x ) > 0 et donc que Bx~xo
est encadrée suivant 0. Mais alors C doit être discret d 'après la propo-

sition 1 .2 .24 , ce qui est absurde.

Posons W = [ o , + o o ] . On remarquera que B est un élément de y , C A , C ) qui

n'appartient pas à ^..(A^) .

VIII.2. Classification des extensions de A = 6 ° (1R .Mg C C ) ) par

C » M a C C ) . Posons Xi = [-co.+ooj . X = R . et h = h., ., . D 'ap rès V I . 1 . 3 ,
û, x ' x!

on a G Î A , C ) = E x t ( A , C ) et, d'après V I . 1 . 1 0 , on a

Ç C ^ C A . C ) ^ ) C ^W - P.^(Ê)) .

Comme C n ' a qu'un seul point et que @K - R a deux composantes connexes,
-1 + -1 -

à savoir h (+») = K et h ( -œ) = K , on vérifie facilement que

îf(@R - R .c^CC) ) contient seulement les 9 éléments Y suivants [en
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Identifiant jfji C C? ) à IM et en notant une fonction constante par sa va-
leur) :

r = o j r = i ; r = 2 s
rlK* = 1 et r | K ~ = 0 ; r | K ' 1 " = 0 et r [ K ~ = 1 ;
r | K " 1 ' = 2 et r | K ~ = o ; r [ K ' * ' = o et r | K ~ = 2 ;
r | K " 1 " = 2 et r [ K ' = 1 ; r | K " 1 " = 1 et r | K ~ = 2

Ainsi tout élément F de Ç[0R - B R , ^ ( Ê ) ) est simple sur K'*' et surd
K~ { il satisfait évidemment aux conditions a ) et b ) de V I . 3 . 3 (voir V I . 3 . 6
a ) et b ) ) . De p l u s , comme ^Pté( 15 ) est connexe par arcs, la condition c ) de
V I . 3 . 3 est réalisée aussi. En utilisant V I . 2 . 6 et la généralisation de
V I . 3 . 3 signalée au début du paragraphe V I . 3 . 7 , on prouve donc q u ' i l y a 9
classes de semi-équivalence dans E x t ( A . C ) . M a i s , parmi les 9 possibili-
tés ci-dessus pour F , il est clair que les possibilités 4 et 5 ( r e s p .
6 et 7 , resp. 8 et 9 î donnent des extensions faiblement équivalen-
tes. Montrons par contre que les possibilités 1 , 2 , 3 , 4 , 6 et 8 donnent
des C^-algèbres doux à deux non isomorphes. Soient B et B ' deux C^-al-
gébres isomorphes appartenant à E x t ( A . C ) et remarquons d ' a b o r d q u ' e l l e s
sont faiblement équivalentes en tant qu'e x t e n s i o n s ; en effet, soit (5 un
isomorphisme de B sur B ' .' on a ( 3 C A ) = A car A est le seul
idéal bilatère fermé de B et B ' tel que B/A et B'/A soient homogè-
nes de degré 2 • Appelons a 1'automorphisme de A induit par (3 ; soi-2ent f 1 ' homéomorphisme de R sur R et v l'élément de ( ^ C R . y U C I s ) )
tels que a = ^ ( f , v ) ( e n conservant les notations de I V . 3 . 1 ) . On a soit
lim _^^ f ( x ) » +00 et lim ^_^ f ( x ) = -" , soit llm ̂ ^ f ( x ) » -~ et
lim _^ f ( x ) ss +00 . Il en résulte q u e . pour tout b é B , on a soit

et

soit

et

lim ^^ Tr b [ x ) = lim _^^ Tr v ( x ï b t x ) = lim _^^ Tr 0 ( b ) C x )

l^x^-oo Tr b ( x ) s ^"^.r-» Tr ^b 5 ^ 3 -

lim^^ Tr b ( x ) = 1^-00 Tr B î b ) ( x )

lim^^ Tr b C x ) = li'\-^~ Tr ^bnx:l •

On a donc
soit Ç ( S ) = Ç ( S ' ) , soit Ç c ë î l K * = Ç ( S ' ) J K " et Ç ( S ) J K ~ = Ç c ê ^ l K " .

Ainsi 11 y a exactement 6 classes d'équivalence faible d'extensions de A
par C , et la proposition V I . 2 . 6 nous permet d ' e n écrire des représentants

2 2 2BI , . . . , Be de la manière suivante. Identifions 1s à 12 0 l2 ® C et
appelons ( e i . e z ) la base canonique de la . Alors

BI = A x C s
Bz s { ( m , c î € L ( A Î x C | llm ^+^ m ( x ) = c ® Pei) s
Ba » ( C m . c ) € L ( A ) x C | lim^^ m C x ) = c ® (Pei + Pe2Î} s
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Bu = { (m.c) £ L ( A ) x C | lim^^ m ( x ) = c ® Pei , lim^_^ m ( x ) » 0} i

85 » { ( m . c ) & L ( A ) x C | lim^^ m ( x ) » c « (Pei ® P e z ) . llm^_^ m ( x ) » 0} i

Be s { ( m . c ) € L ( A ) x C | llm ^^ m ( x ) s c ® (Pei ® Pc; ) ,
lim _^_^ m ( x ) » c 9 Pei) .

L ' e s p a c e Bi est la somme topologique de R et C i on a 82 a 63 " Bç •R

et 64 a 65 » ] -œ,+oo] .

VIII.3. Soient A = (?°(R,M (0) et C = M (C) avec n e N^ . En uti-n n
lis'ant les raisonnements de VIII.2, on prouve que la C -algèbre €(R.M (0)

est la seule extension (à équivalence faible près) de A par C ayant R

comme spectre. On en déduit que toute C^-algèbre homogène B de degré n

(voir [ l6], déf. 1 0 . 9 . 4 ) et de spectre R (homéomorphe à T ) est isomor-

phe à Ç(R,M (0) . En ef fet , appelons r le point à l'infini de R etn
posons A ' = { b é B | b(r ) = 0} . Alors B apparaît évidemment comme

une extension de A ' par M (C) . Il suffit maintenant de remarquer que A 'n
est isomorphe à (?°(P,M (0) . Ce fait se déduit du résultat suivant con-

cernant la structure des C^-algèbres homogènes. Il existe une bijection

canonique (voir [l9], S 3 .2 ) entre les deux ensembles ci-dessous :

l 'ensemble des c lasses (à isomorphisme près) des C^-algèbres homogè-

nes de degré n et de spectre T j

l 'ensemble des c lasses d'équivalence faible (au sens de [l9], p. 250)

des espaces fibres (au sens de ([34], chap. I. $ 3 . 4 ) ) ayant T pour base,

M (C) pour fibre et 1P%(1 2 ) pour groupe.n n
Oonc (voir [34], corol. 1 1 . 6 ) , toute C^-algèbre homogène de degré n ayant

une base T paracompacte et contractile est isomorphe à ^° (T ,M (0) .

Le fait que toute C -algèbre homogène de degré n et de base T

soit isomorphe à (f(T,M (0) se déduit aussi, grâce à la bijection précé-n
dente, de la classification des espaces fibres sur une sphère (utiliser

([34], corol. 1 8 . 6 ) , et la connexité par arcs de ^16(1^) ) .

Prenons maintenant A = ^(R2,!^ (0) et C » "n^1 avec n > 1 , et

appelons r le point à l'infini de R2 . Le groupe fondamental de

yZ4(1 2 ) vaut 7/nZ (voir [23]. p. 5 8 ) . Alors, d 'après ( [34], corol. 1 8 . 6 ) .

il existe un fibre non trivial de base R2 , de groupe ^^d2) . et de fi-

bre M (C) . Il en résulte que la (^"-algèbre B des sections continues den
ce fibre (voir [l9], $ 3 .2 ) n 'est pas isomorphe à ^(R2,^! (0) » B' . Pour-

tant, comme dans la première partie de VIII.3 ( R2 étant paracompact et

contracti le). B est isomorphe à une extension B" de A par C telle que
^ * 9B" » R- . Ainsi B' et B" sont deux éléments non faiblement équivalents

dans <;(A,C) et tels que Ç ( ê ' ) » Ç ( B " ) (» la fonction constante de va-

leur 1 sur 0R2 - R 2 , <<(£) étant Identifié à n ) . On peut vérifier

que le filtre 6 des voisinages de l'infini dans R2 satisfait aux condi-
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tions a) et b) de la proposition VI.3.3, mais non à la condition c ) .

VIII.4. Soient A » (^([o^00^ c^Ç(H) ) et C = WH') avec

0 < dim H' <$ dim H s Ho • C lassons les éléments de ^ ( A , C ) , c 'es t -à -d i re ,

ici, les extensions à spectre séparé de A par C . Notons B l ' ex ten-o
sion triviale A x C . Le spectre des éléments de ^ f ( A , C ) distincts de Bo
est nécessairement la compactif ié d 'A lexandro f f X i de [o,+°°[ = X car

(3X - X est connexe (voir I I .12). Soit B une extension de A par C tel-
y\

le que B == X i . Remarquons que nous sommes dans la situation de la propo-

sition VI .3 .8 (il) avec Î2 = X i - X , Z = Xi . n = 1 , s - 1 . 0 étant le

filtre des voisinages de l'infini dans X . On a donc B e Ï ( A , C ) . De plus

0 satisfait évidemment aux conditions 5) et 6) de V I .3 .8 . Il en résulte

que ^ f (A ,C) s 8 ( A , C ) est en bijection avec IM de la façon suivante.

Identifions H à H' ® 1^ et soit ( e ^ ^ nu-»- la base orthonormale cano-

nique de li» • Alors à 0 correspond B et à n é IM correspond la
»*o °

classe de
h n

B = { ( m . c ) € g î [0,+~[, ^& (H ) ) x C | lim m ( x ) = c 0 T* Pe } .
n x i=1 x

Montrons que si n et n' sont deux entiers > 0 distincts, les C^-algè-

bres B et B , ne sont pas Isomorphes. Tout d 'abord B n 'es t évidem-
n n -x- °ment isomorphe à aucune des C -algèbres B avec n > 0 . On vérifie

immédiatement que B. est une C -algèbre à trace continue et que les C -

algèbres B avec n > 2 ne sont pas à t race continue. Il reste donc àn
prouver que si n et n' sont deux entiers > 2 dist incts, B et B ,n n
ne sont pas Isomorphes. Soit 0 un isomorphisme de B sur B , . On an n
(3 (A) a A car A est le plus grand idéal bilatère fermé à t race continue

de B et B , . Appelons a ( resp. 6 ) 1 'au tomorph isme de A ( resp. C )

induit par 0 . Soient f 1 ' homéomorphisme de [o,+oo[ sur [o,+<»[ et v

l 'élément de <?([o,+oo[. ^?^(H)) tels que a s i (>( f ,v) (en conservant les

notations du lemme I V . 3 . 1 ) . Pour tout b s (m ,c ) £ ÎC(B ) on an

n.Tr c = llm _^^ Tr b ( x ) = 1 1 m ^^ Tr v ( x ) b ( x )
s lim _^^ Tr 0 ( b ) ( x ) = n ' .T r 6 ( c ) = n ' .Tr c .

ce qui est absurde.

On peut démontrer que le filtre G des voisinages de l'infini dans R 2

satisfait aussi aux conditions 5) et 6) de la proposition VI .3 .8 et que

tout ce qui a été établi avec X = [o,+°°[ reste valable avec X = 1R2 .

L'extension B est la seule extension (à équivalence faible près) non

triviale et à trace continue de A = ^ ° ( X , ^ î ? ( H ) ) (avec X = R 2 ou [o,+»[)

par C » o!?(?(H') . En particulier, si H = H' , elle est faiblement équiva-

lente à ( f (X.^(H)) . Ce résultat se déduit aussi de ( [ l6], 1 0 . 9 . 5 (ii))

car (avec les notations de ( [l 6] , 1 0 . 9 . 5 ) ) on a H^X.Z) = 0 si X a R 2 et

si X = [0,+<»[ . Par contre, si X = R 3 , on a H^X.Z) s Z puisque X



1 3 2

est homéomorphe à la sphère unité de IR4 , et donc, d 'après ( [1 6] , 1 0 . 9 . 5
"M"( 1 1 ) ) , il existe une C -algèbre séparable à t race continue, homogène de de-

gré ï^o ' ae spectre IR3 , non isomorphe à <?CR 3 , o ^^ (H) ) . Comme dans

VIII.3 (et en utilisant le fait que toute C^-algèbre séparable à t race con-

tinue, homogène de degré )^o ' ae spectre R 3 , est isomorphe à

Ç°([R3 . JWH) ) , toujours d 'ap rès î [l 6] , 1 0 . 9 . 5 ) ) , on en déduit qu'il existe

une extension à t race continue B" de A = ^° (R 3, <x^ (H) ) par C = <WH) ,

non triviale et non faiblement équivalente à B' = Ç (R 3 , o^(H)) , et donc

qu'il existe dans ^ t A , C ) deux éléments non faiblement équivalents B'

et B" tels que Ç ( S ' ) = ÇC 'B " ) .

VIII.5. Soient Y = IR - {0} , X = { C x , y ) € t R 2 | y / 0} ,

x[ = X U { C x , 0 ) e l R 2 [ x > 0} , et Xi = X\ . les espaces X et X [ étant

munisde la topologie Induite par celle de R 2 . Nous appellerons x ' le

point à l'infini de X ^ . Soient H un espace hilbertien de dimension )^o

H' un espace hilbertien séparable. A = ^° C X , £Ç C H ) ) , et C = <? ° ( Y , ^(?(H • ) ).

Considérons la fonction f de X, - X dans Î^(Y) telle que f C x ' ) = ft
00

et f ( x , 0 ) = {/x,-/x} pour tout ( x , 0 ) é X ^ - X ; elle est continue. Appe-

lons Z l 'extension de X par Y assoc iée à f . D 'après 1 1 . 9 , une par-

tie F de Z est fermée dans Z si et seulement si

F H X est fermé dans X et F U Y est fermé dans Y ;

FH Y contient f C x ) pour tout ( x . O l e C X i - X ) U F HX^ .

Nous nous proposons de classer les extensions B de A par C telles que

B = Z . Lorsque dim H = dim H' = -^o ' l 'une de ces extensions apparaî t na-

turellement comme idéal bilatère ferme de la C -algèbre du groupe niipotent

F4 C v o i r C i O ] , $ 3 ) î nous notons 1^4 ) cet te extension.

Posons H* = { ( x . y ) e l R 2 | y > 0}, n" = { ( x . y ) € ( R 2 | y < 0} et

îî = xl - X . Pour e = t 1 , notons f la fonction continue de îî dans Y

telle que f ( x . O ) = e/x si C x , 0 ) é S Î s on a f ( x , 0 ) = { f _ ^ ( x , 0 ) ^ f ^ ( x , 0 ) }

pour tout ( x , 0 ) € Î2 . Appelons 0 (resp. 0' ) la trace sur X du filtre
00

des voisinages de îî (resp. x^ ) dans X i . Le filtre 0 se divise en les

bouts Q* = {VOIT'1 ' | V € 0} et n" = {V H n" | V G 0} . De plus, pour tout

(x ,0) e îî , le filtre 0 , trace sur X du filtre des voisinages de C x , 0 )

dans Xi . se divise en les bouts 0 A 9+ s 9* et 0 A O = 0 (avec les

notations de V I .3 .8 ) . Alors, il résulte de VI ,3 .8 (il), dont les condi-

tions sont réalisées avec n = 1 , s. = 2 ,et q, = 2 , que toute extension

B de A par C telle que B = Z est uniformément liminaire. Montrons

que 0 satisfait à la condition 6) de la proposition VI .3.8. On vérifie

facilement que 0 possède une base formée d 'ensembles du type suivant :

U s {(x.y)^!! ' ' ' [ x > 0 et y < (p (x ) } .

où (0 est une fonction continue de ]û,+oo[ dans ] 0,+» [ telle que
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^"^O cp(x) = ^^-^œ^^ = ° et telle que pour tout ( x . y î e . n ' 1 ' , 11 existe
un point et un seul situé à la fois sur la droite joignant ( 1 , 0 ) à ( x , y 5

et sur la courbe { ( x , q ? ( x ) ) | x > 0} . La fonction de II* dans U définie
par

( x , y ) \—9- ( x , y ) si C x , y ) £ U ;

( x , y ) *—> le point situé à l ' intersection de la courbe

{ ( x , ( R ( x ) ) | x > 0} avec la droite joignant ( 1 , 0 ) à ( x , y ) si
( x , y ) € n"1' - U ,

est une rétraction de II sur U . Comme de même 0~ possède une base

formée de rétractes de II , on en déduit que 0 possède une base formée

de rétractes de X . Par ailleurs on s ' a s s u r e immédiatement que les filtres

0 et 0 ont une base formée de parties paracompactes et contract i les et

donc que © satisfait aussi à la condition 5) de la proposition VI .3 .8 . Il

resuite alors de cet te proposition que l 'ensemble

{S [ B e E x t ( A , C ) et S = 2}

est en bijection avec (ÏM^")4 de la façon suivante. Identifions H à

H' ® 1^ et appelons ^ e ) -\e^ la base orthonormale canonique de l2

Alors, au quadruple! (m . m1 , m. 1 , m ^ 1 ) correspond la c lasse de la

C^-algèbre B des couples (m,c ) € ^ (X.^ tH)) x C tels que

llm Q, m ( t ) = 0 et tels que
' °° r- ^- î ^-•m1 + m i

lim^Qe mm = c( /x) <g) 2-.̂  Pe^ + c ( - /x ) (g) ̂  ^e ̂  Pe
x 1

pour tout ( x , 0 ) € î î et £ = î 1 (les limites étant les limites normiques

dans <^ff f (H] ). Remarquons que des extensions assoc iées à des quadruplets

distincts peuvent être faiblement équivalentes. C ' e s t ainsi que les exten-

sions assoc iées à (m1 . m1 , m. 1 , m " 1 ) , (m1 , m1 , m'1 , m " 1 ) ,

~1 ~1 1 1 ~1 -1 1 1(m^ , m , m _ , , m ) et (m , m , m , m_ ) sont faiblement équiva-

lentes. On en déduirait facilement la classification, à équivalence faible

près, des éléments de E x t ( A , C ) ayant Z comme spect re.

Dans une rédaction non plubliée, F. Perdrizet a montré que la classe de

l 'extension Kl^) est associée au quadruplet ( 1 , 1 . 1 , 1 ) .

VIII.6. Structure de la C^-algèbre D = C ^ ( S L ( 2 , C ) ) du groupe

S L ( 2 , C ) . La topologle de D a été déterminée dans ([l8] , chap. III) .
A

L 'ensemble D s'identifie à la réunion des deux sous-ensembles suivants
de R 2 :

X = ( { ( n , y ) I nel^ et y c R } U { ( O . y ) | y > 0}

U { (x ,0 ) | -1 < x .$ 0}) - ( {2 .0 } )
Y = { ( - 1 . 0 ) } U { ( 2 . 0 ) } .

Nous munissons X et Y de la topologie Induite par celle de R 2 . Posons
/ —R2 * / f

Xi = X et X i = X i , et appelons x ' le point à l'Infini de X i . Soit
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f la fonction de Xi - X dans g^îY) telle que -Ftx^) = <f> , f ( - 1 . 0 ) = Y

et f ( 2 , 0 ) = { ( 2 . 0 ) } . Alors D est l 'extension de X par Y associée à

f . Pour cette topologie (voir [l 8J, corol. 1 du th. 3 . 1 ) , une partie
A

F C D est fermée si et seulement si :

FDX est fermé dans X {

Y est contenu dans F lorsque ( - 1 , 0 ) 6 F H X ;

( 2 . 0 ) € F lorsque (2 .0 )£F7^X R 2 .

La représentation Irréductible de S L ( 2 . Œ ) qui correspond au point ( - 1 , 0 )

est la représentation triviale de dimension 1 . Toutes les autres repré-

sentations irréductibles de S L ( 2 , C ) sont des représentat ions dans un es-

pace hilbertien de dimension Ko (voir [l 9J , chap. V ) . Appelons A ' l'i-

déal bilatère fermé de 0 tel que A ' = X , et posons C = «^(H') x C où

H' est un espace hilbertien de dimension )^o • Ainsi D apparaî t comme

une extension de A ' par C . D 'ap rès ( [l 8j| , lemmes 3 . 6 et 3 . 8 ) la C^-al-

gèbre A ' est à trace continue. Alors, grâce à ( [l 6] , 1 0 . 9 . 6 ) , A ' est

isomorphe à (?°(X. <^(H)) = A où H est un espace hilbertien de dimension

)̂ o • Donc D est isomorphe à une extension D' de A par C •

Nous poserons maintenant A = S° ( X , ^S (H) ) et C = <î fS ' (H' ) x C avec

0 < dim H' < dim H = -Ho . Nous allons classer les extensions B de A par
A A

C telles que B = D . Appelons 0 (resp. 0 , 0 ' ) la t race sur X du

filtre des voisinages de ( - 1 . 0 ) ( resp. (2 .0 ) . xj» ) dans Xi , et posons

n"" = { ( 2 , y ) | y > 0} . ÏI~ = { ( 2 , y ) [ y < 0} . Le filtre 0 a un bout et

le filtre 0 a deux bouts. 0^ = {VUl^ | V € . 0 ^ } et 0^ = {VUlT | V 6 0 ^ } .

Alors, d 'ap rès la généralisation V I .3 .9 de la proposition VI .3 .8 (dont les

conditions sont réalisées avec Î21 = { ( - 1 , 0 ) } , Î22 = { ( 2 , 0 ) } , 2 = 0 .

n = 2 , s = 1 , s = 2 , q = 2 , q = 1 ), toute extension B de A par
A A

C telle que B = 6 est uniformément liminaire, et l 'ensemble

{ë | B € E x t ( A , C ) } et B = 0} est en bijection avec (OM*^)4 de la façon

suivante. Identifions H à H' (g) 1 j» ^ 1 ̂  et appelons ^ e i ^ le (N ¥' la base

orthonormale canonique de l2 . Alors, à (p.q.r .s) € (OM^)4 correspond la
0 -x-c lasse de semi-équivalence de B , où B est la C -algèbre des couples

( m , ( c , n ) ) € é^tX, o^(H)) x C tels que
P q

llm. -, m ( t ) = 0 , lim, - m ( t ) = c ® T Pe. © nV Pe ,
t-Qoo tfu^ 1=1 1 j -1 J

llm. + m î t ) = c ® Y" Pe , lim - m ( t ) = c ^ ^ Pe
t ' © 2 ^ l ^t^ 1 = 1

(les limites étant les limites normiques dans ^&'(H) ) .

O 'ap rès ce qui précède, la structure de 0 est entièrement déterminée, à
r\j

isomorphisme près, par le quadruplet (p .q . r .s ) auquel est assoc ié 0 ' »

il résulte de ( [l 8] , lemmes 3 .8 et 3 . 1 0 ) que ce quadruplet est ( 1 , 1 . 1 , 1 ) .

Notons X ' l ' espace X U { ( 2 , 0 ) } muni de la topologie induite par celle de

R2 et identifions H à H ® C . Alors 0 est isomorphe à la C^-algèbre
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BI des couples ( m . C c . n ) ) €. Ê ^ C X ' . -^(H)) x C tels que m ( 2 , 0 ) » c ,
lim m ( t ) » c ® n et lim. - , m ( t ) = 0 . En effet le quadruple! associét, Q ^ t,Q^
à BI est évidemment C 1 , 1 , 1 , 1 ) .

Signalons que la structure de D a déjà été entièrement déterminée aupa-
ravant, avec d'autres méthodes, par J . H . G . Fell (voir [l 9 } , t h . 5 . 4 ) . Dans
notre méthode les seuls résultats de Fell que nous utilisons sont ceux de
[16] .

V I I I . 7 . Soient H un espace hilbertien de dimension Infinie q ,
A = < r ° ( l M , cWH)) et C = C . Posons W = IN . Nous allons classer, à équi-
valence faible près, les extensions de A par C qui ont W pour spectre*
Soit B une telle extension, associée à un homomorphisme y de C dans
L ( A ) / A . D'après le corollaire 1 1 . 1 5 et la proposition I V . 1 . 4 , on a
y C O C x ) ^ = C pour tout x € ̂  - IN . Il en résulte l'existence d ' u n projec-
teur Pe^dM, j r ( ? ( H ) ) tel que I I ( P ) = y ( 1 ) et P C n ) ^0 pour n assez
grand. On peut donc supposer P ( n ) / 0 pour tout nc^J . Remarquons que
B est scindée et entièrement déterminée par P . Soit B ' une autre ex-^tension de A par C telle que B ' = W , associée à un homomorphisme y '
de C dans L ( A ) / A , et soit P ' un projecteur de g^uN.J^CH)) tel que
II(P*) s Y ' ^ 1 ^ et P ' C n ) ^ 0 pour n € IN . Pour tout isomorphisme 6 de la
C^-algèbre B sur la C^-algèbre B ' , on a p C A ) = A . En effet, A est le
seul idéal bilatère fermé de B et B ' tel que les C^-algèbres B/A et
B'/A soient commutatives non nulles. Appelons a 1'automorphisme de A
induit par (3 . Alors 0 n ' e s t autre que 1'isomorphisme qui à ( m , c ) e B
associe ( i î ( m ) , c ) £ B ' . On a donc a ( P ) - P ' e A . Réciproquement, s ' i l
existe un automorphisme a de A tel que oTcP) - P ' e A , l'application de
B dans B ' qui à C m , c ) associe ( o T ( m 5 , c ) est un isomorphisme de B
sur B ' . Remarquons q u ' i c i les C^-algèbres B et B ' sont isomorphes si
et seulement si les extensions B et B ' sont faiblement équivalentes.
Appelons î  ( r e s p . ^' ) la fonction de IM dans IN"^ telle que
^ ( n ) = rg P C n ) ( r e s p . ^ ' ( n ) = rg P ' ( n ) ) pour neM . Etant donné la for-
me des automorphismes de A (voir I V . 3 . 1 ) , on vérifie facilement que les
C -algèbres B et B ' sont isomorphes si et seulement si 11 existe une
permutation r de M telle que ^ C n ) = ^ ' C r ( n ) ) pour n assez grand.
Ainsi, il existe une bijection canonique entre les deux ensembles suivants:

l'ensemble des classes ( à isomorphisme près) des éléments B € y ( A , C )
tels que B = W i

•)€ Ml'ensemble quotient de (M ) par la relation d'équivalence ip%^1

s ' i l existe une permutation r de M telle que i p C n ) » ^ ' ( r ( n ) ) pour n
assez grand.

Soit C e . ) . , , une base orthonormale de H . La bijection précédente
associe à la classe de ^ la classe de
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l^Cn)

B = { C m . c ) €^(1^, ^(H)) x C | lim ̂  ||m(n) - c Z Pe || = 0}

(comparer avec la classif ication de VIII.4).

Remarquons que lim _^o 7-7—^ Tr m ( n ) = c pour tout b = ( m , c ) € . ? C ( B ) .

Ainsi B appartient à SB^fc ( A , C ) .

Appelons ûp' C r e s p . (j?" ) la fonct ion telle que (p 'Cn ) = ——- ( resp.

(p"(n) = ——- ) pour neIN • Considérons les C -algèbres

B' = { ( m , c ) € ë>b(IN, o^^(H)) x C | lim ||m(n) - c ^ Pe || = 0} ,
i=1

n+2

B" = { ( m . c ) e êb(IN, ^ç(H)) x C | lim _^ || m ( n ) - c ^ Pej| = 0} .
n i=1

Elles ne sont pas isomorphes, d ' a p r è s - c e qui précède. Par ailleurs. a ( B ' )
F A ^

est la c lasse de (Cp' , 1 ) e $o x c/6 ( C î , et a (B" ) est la c lasse de ((?", 1 )

(voir VI I .2.5) . Puisque lim _^ <y' ( n ) /(f" (n ) = 1 , on a o (S ' ) = o t ^ " ) .

Ainsi B' et B" sont deux éléments non isomorphes de ®S fc . , (A ,C ) tels
/u w "

que O ' ( B ' ) = a ( B " ) (comparer avec la proposition VI I .4.3) .
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CHAPITRE IX

Problèmes

I X . 1 . Soit A une C^-algèbre liminaire à spect re sép.aré; E^CA) est-

-il le plus grand idéal postliminaire de L ( A ) (voir III.2.13 et I I I .4 .15)?

IX,2 Soient X un espace localement compact , H un espace hilbertien

et A = Ç°(X, <i f&(H)) s la C^-algèbre i^AÎ est-el le toujours à t race con-

tinue (voir III.4.7 et 8 ) ? Plus généralement, IPCAÎ est-el le à t race con-

tinue lorsque A est à t race continue?

IX.3. Soient H un espace hilbertiende dimension infinie et

' A = ^°(IM, <y^(H)) . Soit x e. eiN - IN . En utilisant le lemme I I I .4-11, on

montre que l 'ensemble des idéaux bilatères fermés de L ( A H x ) [ensemble

dont le cardinal est supérieur ou égal au continu d 'ap rès III.4.12) est to-

talement ordonné par inclusion; ainsi les idéaux bilatères fermés de

L ( A ) ( x î sont tous premiers. Sont-ils tous primitifs?

IX.4. Soient H et H' deux espaces hilbertiens tels que

1 <: [dim H : dim H'1 = p . Soient X et Y deux espaces localement com-

pacts, A = Ç ° ( X . ^ ( H n et C = g°(Y. ^(H'n . L'application Ç de

g ( A , C ) ^ dans Ç(&X - X . c ^ C Y ) ) est-el le toujours sur ject ive Cvoir V I . 1 . 1 0

et V I . 2 . 1 1 ) ?

IX.5. Soient A = S° (R - {0},^(Hn avec dim H = Ko < et

C = ^° (R 2 ) . Posons W = R , X = R - [0} et Y = R2 . Dans V I I . 1 . 1 0 on a

signalé que la C^-algèbre fS^{V3) est canoniquement isomorphe à un élément

B de fB, (A,C) . On peut montrer que l 'extension B n ' es t pas scindée,

d 'où il résulte que î îfc^ (A , C ) ̂  C Sfc^CA, C) ̂  . Par ailleurs, d 'ap rès la pro-

position VII.3.4 on a

C T C ^ Ï c ^ C A . C ) ^ = a(3^(A,C]^ = $o ? ^(Y) .

Par conséquent, ici o n 'es t pas injective (comparer avec la proposition

VII.4.3). Oeux problèmes se posent donc :

1 . déterminer si <J | 3£>Ïc ( A , C ) est injective;

2. trouver un système maniable d' invariants qui caractér ise complète-

ment, à équivalence faible près. les éléments de Î ^ C A . C ) (en particulier,

on pourrait ainsi connaî t re la structure précise de Ç C F a î ) . Plus généra-

lement, il serait Intéressant de résoudre ce deuxième problème pour des fa-

milles suff isamment vas tes d ' e s p a c e s Y = C , X = A et W .
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