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DÉCOMPOSITION DES DIFFÉOMORPHISMES DU TORE
EN APPLICATIONS DÉVIANT LA VERTICALE

Patrice Le Calvez

suivi d'un appendice par
Jean-Marc Gambaudo et Patrice Le Calvez

Résumé. — Tout difféomorphisme F du tore T2 de dimension 2 homotope à l'identité
s'écrit comme composée de difféomorphismes déviant la verticale alternativement à
droite et à gauche. La donnée d'une telle décomposition et d'un relèvement fixé / de
F au plan permet de construire naturellement un champ de vecteurs sur une variété E
difféomorphe à T2 x R2—2, où l'entier 2n, égal au nombre d'applications apparaissant
dans la décomposition, est d'autant plus grand que le difféomorphisme est loin de
l'identité. L'ensemble des singularités de ce champ de vecteurs est en bijection avec
l'ensemble des points fixes de F qui se relèvent en des points fixes de /. L'étude de ce
champ de vecteurs a été initiée dans [Ll], principalement dans le cas où il n'y a pas de
singularité. Nous étudions ici le cas plus général où apparaissent de telles singularités.
Nous en déduisons des résultats généraux sur les points fixes et les orbites périodiques
des difféomorphismes du tore homotopes à l'identité.

John Franks a démontré qu'un homéomorphisme de l'anneau fermé T1 x [0 1] ou de
l'anneau ouvert T1 x ]0,1[, qui préserve l'aire et qui a un point fixe, admet une infinité
d'orbites périodiques. Dans un appendice écrit en collaboration avec J.-M. Gambaudo,
nous donnons une démonstration différente de ce résultat pour les difféomorphismes
de l'anneau fermé.

Abstract (Décomposition of diffeomorphims ofthe torus in twist maps)
Every diffeomorphism ofthe two-dimensional torus T2 can be written as a compo-

sition of positive and négative twist maps. If we consider such a décomposition and a
given lift / of F to thé plane, we can construct naturally a vector field on a manifold
diffeomorphic to T2 x R2—2, where 2n is thé number of maps which appear in thé
décomposition and becomes big when / is far from thé identity. There is a one-to-one
correspondence between thé set of singularities ofthis vector field and thé set offixed
points of F which are lifted to fîxed points of /. Thé study of this vector field has
begun in [Ll], mainly in thé case when there is no singularity. We study hère thé
général case when thèse singularities may exist. We deduce général properties about
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fixed points and periodic orbits of diffeomorphisms of thé torus which are homotopic
to thé identity.

John Franks has proved that an area-preserving homeomorphism of thé closed
annulus T1 x [0,1] or thé open annulus T1 x ]0,1[ which has at least one fixed point
possesses an infinité number of periodic orbits. In an appendix written in collaboration
with J.-M. Gambaudo, we give a différent proof of this resuit for thé diffeomorphisms
of thé closed annulus.
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CHAPITRE 0

INTRODUCTION

0.1. Théorème de Conley-Zehnder

On a le résultat suivant, dû à C. Conley et E. Zenhder [CZ] :

THÉORÈME 0.1.1. — Soit F un difféomorphisme de classe C1 du tore T2 =ï{2 /Z2

homotope à l'identité qui préserve la mesure de Lebes gué fji et f un relèvement de F
à R2 qui préserve le centre de gravité, c'est-à-dire qui vérifie

f ( / - id)^=o.
Jï2

Alors f admet au moins trois points fixes qui se projettent dans le tore en trois
points fixes distincts de F.

Une façon équivalente d'écrire les hypothèses est de supposer que F est le temps 1
d'un champ de vecteurs hamiltonien dépendant du temps (pour la structure symplec-
tique canonique) et / le temps 1 du champ relevé. Sous cette forme, le théorème de
Conley-Zehnder s'énonce en toute dimension : le difféomorphisme / admet au moins
2m + 1 points fixes dont les projections dans le tore T2771 sont distinctes. Cet entier
est le nombre minimum de points critiques de toute fonction définie sur le tore. Ce
théorème est un cas particulier de la conjecture d'Arnold, c'est le point de départ
d'une branche importante de la géométrie symplectique actuelle (voir par exemple le
livre de Hofer et Zehnder [HZ]).

La démonstration de Conley-Zehnder est basée sur l'étude d'une fonctionnelle sur
un espace de lacets, dont on cherche les points critiques. Ce problème de dimension
infinie se réduit ensuite à un problème de dimension finie : on cherche le nombre
minimum de points critiques d'une fonction sur une variété non compacte, on considère
l'ensemble des points d'orbites bornées pour le champ de gradient de la fonction et
on montre que la topologie de cet ensemble est au moins celle du tore.



4 CHAPITRE 0. INTRODUCTION

Le cas le plus simple est le cas étudié par Arnold (voir [Arno], appendice 9) où F
est C1 -proche de l'identité. On peut construire dans ce cas une fonction H : T2 -^ R
de classe C2 dont les points critiques sont en bijection avec les points fixes de F qui
se relèvent en des points fixes de /. La fonction H est une fonction génératrice. Si
F n'est plus proche de l'identité on peut construire, sans passer par un espace de
dimension infinie, une fonction génératrice sur une variété de type T2 x R^, dont les
points critiques sont en bijection avec les points fixes de -F que l'on doit trouver. Il en
est ainsi de la méthode des géodésiques brisées de Chaperon [Cha] (voir également
Chekanov [Che], Sikorav [Si] ou Viterbo [V]).

0.2. Construction (Tune fonction génératrice

On va donner une construction naturelle d'une fonction génératrice (tous les détails
seront donnés dans les paragraphes 1.6 à 1.12). Considérons le difféomorphisme

/* :(x,y)^(x-^-y,y)

de R2 et le difféomorphisme F* de T2 relevé par /. On peut écrire F comme composée
de n difféomorphismes C^-proches de l'identité et préservant l'aire. On peut ensuite
écrire chacun de ces difféomorphismes sous la forme

Fïi^oF^,

où F^i est égal à F* et I^i+i est C^-proche de F*"1. On peut donc décomposer notre
application / sous la forme

/ = fïn-i ° " • ° fo,
où :

- fi préserve l'aire et l'orientation ;
- fi ~ /* es^ Z^périodique si i est pair ;
~~ fi ~ /*~1 est Z2 périodique si i est impair ;
- fi dévie la verticale.
Cette dernière propriété exprime que le couple ( x , x ' ) définit un système de coor-

données global sur le plan R2, où on pose

f(x,y)=(x^yt).

Si on note pi la première projection définie sur R2, les applications

y\—>piofi(x,y) et y i—> pi o f^(x,y)

sont des difféomorphismes de R, l'un croissant et l'autre décroissant. On peut définir
alors deux fonctions

gi : R2 —> R et g[ : R2 —> R
de classe C1, telles que

fi(x,y) = {x',y1) ^=^ y = g^x.x') et y' = g'^x.x').

MÉMOIRES DE LA SMF 79



0.2. CONSTRUCTION D'UNE FONCTION GÉNÉRATRICE

On peut interpréter géométriquement g i ( x , x ' ) comme l'ordonnée de l'unique point
d'intersection de la courbe f^({x'} x R) avec la droite {x} x R et g[(x,x') comme
l'ordonnée de l'unique point d'intersection de la courbe fi({x} x R) avec la droite
{x'} x R.

FIGURE 1

La forme différentielle

f^(ydx) - ydx = y ' d x ' - ydx

est fermée puisque fi préserve l'aire et l'orientation. Elle est donc exacte par le lemme
de Poincaré : il existe une fonction

hi : R2 -̂  R
de classe (72, telle que

dhi = y ' d x ' - ydx.
Si on exprime hi dans le système de coordonnées { x , x ' ) , on obtient :

——{x,x') = -gi(x,x1), ——(x,xl)=gfi(x,xl).
9x1^^Qx^^

La fonction hi est une fonction génératrice de fi, on a
, / Qhi. ,,\ / , Qhi
f\^-^^)=[^^
, ( Qh,. ,\ ( , Qhi. ,\
/.^-^^/)J=^^./)J.

On peut étendre la famille (/z)o^<2n en une famille (/^çz par la relation de
périodicité

fi+2n = fi,

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1999



6 CHAPITRE 0. INTRODUCTION

et faire de même avec les familles

(,9i)o<i<2n, (^)o^<2nî (^)o<î<2n.

On peut définir alors sur l'espace vectoriel

E = {x = (xi)içz | ̂ +2n = Xi} w R2^
la fonction

H :E—>R
2n-l

X\——> ̂  /l,(;^^+i),

î=0

et le champ de gradient ^ qui vérifie :

^i(x) = g[_^{xi-^,Xi) - giÇxi.x^-i).

On peut vérifier que le champ de vecteurs ç est invariant par les translations

TO : E —^ E

(^ez^ f^+^( i+(- iy))
\ z /,

et
içZ

TI :£ '—^E

(^hez^-^ f^+^(l-(-!)')) ,
V ^ /zez

et définit donc un champ de vecteurs ^ sur l'espace quotient

È^E/^^^T^Ït2^

où [TO;TI] est le groupe engendré par les deux translations. Le fait que / préserve le
centre de gravité nous dit que la fonction H est également invariante par TO et par
TI, qu'elle définit une fonction H sur\ E et que $ est son champ de gradient pour la
structure riemannienne naturelle de E.

Montrons maintenant que les points critiques de H sont en bijection naturelle avec
l'ensemble Fix(/) des points fixes de F qui se relèvent en des points fixes de / .II
suffit de montrer que les singularités de ^ sont en bijection naturelle avec les points
fixes de /. Pour cela, définissons les applications

q i : E — ^ ï { 2

x i—>(xi,gi<,Xi,Xi^i))

et

^:E-^R 2

x\—> (xi.g^Xi^.Xi)),
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ainsi que la verticale
Di = {xi} x R.

Pour toute configuration périodique x = (xi)içz ê E, les courbes f^l(D^^) et
fi-i(Di^) intersectent la verticale Di respectivement au point Zi = qi{x) et au point
A = Q'iW- La î-ème coordonnée ^(x) du champ ^(a:) représente la différence des
ordonnées entre ces deux points.

Di,i-l
i+1

FIGURE 2

Ainsi, l'égalité

devient
fi(Zi)=4+l

fi(^i) == ^+1?

dans le cas où x est une singularité ; le point ZQ = qo(x) est donc un point fixe de /.

Réciproquement si z est un point fixe de /,la suite (^)^z définie ainsi :

( ZQ = z
l^+l = fi^i),

est périodique, de période 2n, et la configuration

x = (pi(^))i<Ez,

qui appartient à E, est une singularité de ^.

Expliquons maintenant comment on obtient le théorème de Conley-Zehnder. On
peut écrire

^=r+^
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8 CHAPITRE 0. INTRODUCTION

où ^* est le champ de gradient de la fonction quadratique
2n-l n-1

fT : X 1——> ̂  (-l)^-i^ = ^(«^0 - ̂ jX^j+l - ̂ 2j-l),
î=0 j=l

associée à la décomposition

Id= /* - l o /*o . . . o /* - l o /* ,

et où {3 est un champ de vecteurs Z^-périodique. La dynamique du champ de vecteurs
^* de E est très simple. Il y a un tore invariant normalement hyperbolique formé de
singularités, qui n'est rien d'autre que le quotient

^0/[70,Tl],

OÙ

EQ = {x = (xi)içz 1 a*î+2 = Xi, pour tout i ç Z}
est le noyau de la forme quadratique H. Les autres points ont une orbite non bornée.
La dynamique à l'infini de ^ n'est guère différente de celle de ^* puisque on ajoute
un champ de vecteurs borné. On en déduit facilement que l'ensemble A des points
d'orbite bornée est une partie compacte. Grâce à la théorie de l'indice de Conley, on
sait en fait que cet ensemble a au moins la cohomologie du tore. C'est de cette façon
qu'on montre que H a au moins trois points critiques.

L'argument essentiel dans la démonstration précédente est la connexité par arcs
de l'ensemble des difféomorphismes préservant l'aire homotopes à l'identité. On ne
sait pas, en dimension supérieure, si l'ensemble des difféomorphismes symplectiques
homotopes à l'identité est connexe par arcs et on ne peut donc pas reprendre la dé-
monstration précédente pour un difféomorphisme symplectique homotope à l'identité
et préservant le centre de gravité. Par contre, cette preuve se généralise aux difféo-
morphismes hamiltoniens du tore T2771.

0.3. Rappels des résultats de [Ll]

L'ensemble des difféomorphismes du tore homotopes à l'identité est également
connexe par arcs. Ainsi, si / est un relèvement au plan d'un tel difféomorphisme,
on peut écrire / comme composée d'applications déviant la verticale et construire par
les formules données précédemment un champ de vecteurs ^ sur E^ dont les singulari-
tés sont en bijection avec les points fixes de / par l'application qo : E —> R2. On peut
construire également un champ de vecteurs ^ sur -E, relevé par ^, dont les singularités
sont en bijection avec la projection Fix(/) de l'ensemble des points fixes de / dans T2,
par l'application qo : E —^ T2 relevée par qo. L'ensemble des points d'orbite bornée de
^ est une partie compacte A ayant au moins la cohomologie du tore. En effet, dans la
construction du paragraphe 0.2, nous n'avons utilisé la fonction H que pour prouver
l'existence d'au moins trois singularités de ^.

MÉMOIRES DE LA SMF 79



0.3. RAPPELS DES RÉSULTATS DE [Ll] 9

L'objet principal de ce travail est l'étude de la dynamique des champs de vecteurs ^
et ^ définis par un relèvement / d'un difféomorphisme F de T2 homotope à l'identité.
Ce travail est la suite de [Ll] où cette étude a été initiée, principalement dans le cas
où / est sans point fixe. Rappelons dans ce paragraphe ce qui a été démontré dans
[Ll].

THÉORÈME 0.3.1. — On suppose que f n'a pas de point fixe.

(i) L'ensemble A C E des points d'orbites bornées par le flot défini par ^ est un
tore topologique et l'application qo induit un homéomorphisme entre A et T2.

(ii) Toute courbe intégrale du flot défini surT2, conjugué par qo au flot de ç restreint
à A, se relève au plan en une droite de Brouwer de f.

Une droite de Brouwer de / est une courbe (7, image d'un plongement propre de
R dans R2, tel que f{C) soit dans une composante connexe du complémentaire de C
et f~l(C) dans l'autre. Rappelons le théorème de translation de Brouwer (voir [Br]
ou [Gu]) :

THÉORÈME 0.3.2. — Par chaque point passe une courbe de Brouwer, pour un ho-
méomorphisme du plan préservant l'orientation et sans point fixe.

Le théorème montré dans [Ll] donne une version équivariante du théorème de
translation de Brouwer pour les difféomorphismes relevant un difféomorphisme du tore
homotope à l'identité. Rappelons maintenant le théorème géométrique de Poincaré-
Birkhoff :

THÉORÈME 0.3.3. — Soit F un homéomorphisme de l'anneau T1 x [0,1] homotope
à l'identité et préservant l'aire. On suppose que f est un relèvement de F à R x [0,1]
et qu 'on a, pour tout x G R,

Pi ° î(x, 0) < x et pi o f[x^ 1) > x.

Alors f a au moins deux points fixes qui se projettent dans l'anneau en deux points
fixes distincts de F.

Le lien entre le théorème de Poincaré-Birkhoff et le théorème de translation de
Brouwer est assez ancien puisqu'il remonte à Kérékjârtô [K] qui donne une preuve
de l'existence d'au moins un point fixe sous les hypothèses du théorème de Poincaré-
Birkhoff, en utilisant le théorème de translation de Brouwer. Plus tard, Franks [Fri],
[Fr2] et Winkelnkemper [Wi] ont redécouvert cette idée d'appliquer le théorème de
translation de Brouwer au théorème de Poincaré-Birkhoff. Dans [Gu], Guillou donne
une démonstration du théorème de translation de Brouwer et obtient une version
équivariante impliquant directement le théorème de Poincaré-Birkhoff.

Le théorème 0.1.1, sous les hypothèses plus faibles où F est un homéomorphisme,
est une généralisation du théorème de Poincaré-Birkhoff. Utilisant le théorème de
translation de Brouwer, Franks a obtenu un point fixe sous ces hypothèses affaiblies
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10 CHAPITRE 0. INTRODUCTION

et Flucher [Fin] en a obtenu deux en développant les idées de Franks. On peut en
obtenir trois (voir [L3]) en faisant le lien entre les méthodes topologiques de Franks
et Flucher et les résultats du présent travail (en particulier le chapitre 9).

La propriété fondamentale du champ ^ utilisée dans [Ll] s'énonce ainsi :

PROPOSITION 0.3.4. — II existe une fonction L^, de la forme :

Li : (x,y) t—> L(x-y),

symétrique, à valeurs entières comprises entre —[n/2] et [n/2], définie sur une partie
ouverte de Ex E,indépendante de ^, qui décroît le long des orbites du flot produit
défini par le champ de vecteurs ç x ç.

Cette proposition est une conséquence du caractère tridiagonal cyclique du champ
de vecteurs ^, c'est-à-dire des propriétés suivantes :

9
g^-W = 0 si j î [i - l,i,i + 1},

et

^+1^)^(-)>0•

La fonction L\ est appelée fonctiond'enlacement pour la raison suivante : si.r et
x ' sont deux singularités distinctes de $, on a

L,(x\xl)=I(z^l)^
où z = qo(x) et z ' = qo(x') sont les points fixes associés respectivement à x et x ' ^ et
où I ( z ^ z ' ) est le nombre d'enlacement de zet z ' . Le nombre d'enlacement I ( z ^ z ' ) de
deux points fixes z et z ' est défini ainsi :

si (fs)sç[o,i] est une isotopie de l'identité à /, formée de relèvements d'homéomor-
phismes de T2, l'indice de la courbe fermée

s^f,(z)-Mz1)
par rapport à (0,0) est indépendant de l'isotopie considérée et égal à I ( z ^ z 1 ) .

0.4. Plan de l'article

Au chapitre 1, on introduit les notations. On donne ensuite la définition rigoureuse
du nombre d'enlacement de deux points fixes et du nombre d'enlacement d'un point
fixe et d'une orbite périodique, ainsi que différentes interprétations de cet entier.
Finalement, on construit les champs de vecteurs ç et $ et on donne leurs premières
propriétés dynamiques.

Au chapitre 2, on s'intéresse à la fonction d'enlacement L\. La proposition 0.3.4
donne deux filtrations

V^j )-[n/2]<j<[n/2] et W-) ~[n/2]<j<[n/2] •>
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sur E x E - A, où A la diagonale de E, pour le flot produit. Ces filtrations sont
indépendantes du champ de vecteurs ^ Plus précisément, si on définit pour j e
{-[n/2], . . . , [n/2]}, les ensembles ouverts

^-^({J}), H7=Int(^J Wk) et H^=Int( U.W,),

on a lès résultats suivants :
- H ^ - ^ x E - A ;
- la frontière de H^~ est une sous-variété topologique de codimension 1 ;
- si ( x , x ' ) e H^, et si t > 0, l'image de ( x , x ' ) par le flot produit au temps t

appartient à W- ;
- des propriétés analogues pour les >V^, qui sont cette fois-ci des répulseurs ;
- Wj =H^-nH^. - .
On améliore ces résultats dans le chapitrer/en ajoutant la propriété d'uniformité

suivante (proposition 2.4.1) :
- il existe une partie fermée de Ê x E - A contenue dans }VJ~ telle que pour

tout (x,x1) e Wj , l'image de ( x , x ' ) au temps 1 soit contenue dans cette partie
fermée.

On déduit de cette propriété d'uniformité que les familles

(^^W^ et (^x ̂ A^i^/2] •
où

W,=L-\{j})^ W^=ïnt{^Wk) et W^ = Int ( U.W,),

définissent deux filtrations sur le fibre tangent, pour le flot linéarisé, avec la même
propriété d'uniformité (corollaire 2.4.2)

Au chapitre 3, on utilise les filtrations précédentes sur le fibre tangent, pour obtenir
une décomposition dominée du fibre tangent (proposition 3.2.1). Plus précisément,
on construit, par une méthode analogue à celle donnée par Ruelle dans [Ru], une
décomposition continue et invariante

E= (B ^)
[n/2]^[n/2]

de l'espace tangent en x. Les sous-espaces Ej(x) sont des plans, sauf dans le cas où n
est pair et j = ±[n/2] où ce sont des droites ; on a la propriété d'expansivité suivante :

II existe des réels C > 0 et X e ]0,1[, ne dépendant que du 2n-uplet (fo,.... f^n-i) =
^,tels que si u ç Ej(x), u' G E^(x) sont de norme 1, et si j < j 1 , alors

l l n ^ l l
——< CX1 pour tout t>0\

oùÇx^^.) et (^,^) sont les images respectives au temps t de (x, u) et (x, u') par le
flot linéarisé.
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12 CHAPITRE 0. INTRODUCTION

Dans la suite du chapitre 3, on construit des variétés intégrales des champs de plans

x\—> Ej(x)

par une méthode analogue à la construction de variétés centrales. On les appelle des
plans d'enlacement j. Ce sont des sous-variétés de classe C1, de dimension 1 si n
est pair et j = ±[n/2], de dimension 2 dans les autres cas. Ils vérifient la propriété
suivante :

Si x et x' sont deux points d'un plan d'enlacement j , on a

L^x^x^) = j pour tout t e R,

en notant xt et x^ la position respective de x et x' au temps t par le flot de ̂

Les plans d'enlacement 0 sont particuliers : ils sont invariants par 7-0 et 7-1 et se pro-
jettent dans l'espace quotient E en des tores de classe (71, appelés tores d'enlacement
0. On a les propriétés suivantes :

- par tout point x de E passe un tore d'enlacement 0 ;
- l'application qo : E —^ T2 induit un diffeomorphisme entre un tore d'enlacement

0 et T2 ;
- les inverses des difféomorphismes précédents sont uniformément lipschitziens ;
- la topologie de Hausdorff et la C^-topologie coïncident sur l'ensemble des tores

d'enlacement 0.
Le champ de vecteurs ^ définit un flot

(^T)h-^

sur l'ensemble des tores T d'enlacement 0. On montre alors l'équivalence des condi-
tions suivantes :

(i) l'orbite de T est relativement compacte ;
(ii) la réunion des ensembles T^, t 6 R, est bornée dans E ;

(iii) le tore T est inclus dans l'ensemble A des points de E d'orbite bornée ;
(iv) le tore T rencontre A.

En particulier, l'ensemble des tores d'enlacement 0 et d'orbite bornée (î'.e. relati-
vement compacte), noté T, est compact, et on a

A=\JT.
Ter

On étudie au chapitre 4 les éléments critiques des champs de vecteurs ^ et ^, c'est-
à-dire les singularités et les orbites périodiques. On a montré dans [Ll] qu'on obtient
ainsi tous les points récurrents de .̂ On redonne une démonstration de ce résultat
(corollaire 4.2.3), en utilisant le fait que l'orbite d'un point x e E est contenue dans
un plan d'enlacement j, si sa projection dans l'espace quotient E est un point non
errant de ^ (proposition 4.2.1). On définit ensuite le nombre d'enlacement de deux
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0.4. PLAN DE L'ARTICLE 13

éléments critiques. Les propriétés du nombre d'enlacement (proposition 4.3.1) seront
utilisées fréquemment dans la suite de l'article.

On montre dans le chapitre 5 qu'il existe des tores d'enlacement 0 qui sont fixes
sous l'action du flot. Plus précisément, notant sing(^) l'ensemble des singularités de
^ et P (sing(^)) l'ensemble des parties de sing(ç), on montre que l'image S(T) d'un
tore T par l'application

S:r-,P(sing(0)

T i—> sing(^) H T

est maximale dans S(T) si et seulement si T est fixe et que S induit une bijection
entre les tores fixes et les éléments maximaux (pour l'inclusion) de S(T) (proposition
5.2.1). Dans le cas où $ n'a pas de singularité, l'ensemble T (sing($)) se réduit à
l'ensemble vide, on en déduit que T n'a qu'un élément. On retrouve ainsi l'assertion
(i) du théorème 0.2. On définit également dans ce paragraphe la notion d'ensemble non
enlacé, c'est un ensemble de singularités qui est contenu dans un tore d'enlacement
0. Tout ensemble non enlacé est alors contenu dans un ensemble non enlacé maximal
pour l'inclusion (proposition 5.2.2).

Au chapitre 6 (proposition 6.1.1), on montre que l'image par QQ d'un ensemble non
enlacé de singularités de ^ est une partie non enlacée Z de Fix(/), c'est-à-dire une
partie Z vérifiant la propriété suivante :

il existe un chemin s \-> Fg dans l'ensemble des difféomorphismes du tore, joignant
l'identité à F, qui se relève en un chemin s 1-4- fs de l'identité à / e t tel qu'on ait

Z C Fix(/,),

pour tout s ç. [0,1].

On montre également que si X est maximal parmi les parties non enlacées, il en
est de même de Z. On a la réciproque suivante (proposition 6.1.2) : toute partie
Z C Fix(/) non enlacée s'écrit

z=W)^
où X est une partie non enlacée de singularités de ^, et où ^ est le champ de vecteurs
associé à une décomposition bien choisie de / en difféomorphismes déviant la verticale.
On en déduit que Z est contenu dans un ensemble non enlacé maximal de Fix(/)
(théorème 6.1.3).

On étudie également dans le chapitre 6, pour un tore fixe T d'enlacement 0, le flot
conjugué par qo au flot restreint à T, c'est-à-dire le flot défini sur T2 par le champ de
vecteurs

Ç:z^DQo (Qo\z)) • $(Ço~1^)) .

où Qo = ÇO|T (proposition 6.2.1). On en déduit alors le théorème suivant, qui généralise
l'assertion (ii) du théorème 0.2 et qui est utilisée dans [GL] :
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THÉORÈME 6.3.1.— Soit F un difféomorphisme du tore T2 homotope à l'identité, f
un relèvement de F à R2 et Z C Fix(/) une partie non enlacée maximale. Il existe un
champ de vecteurs Ç sur T2, continu et uniquement intégrable et un chemin s 1-4- f8

de l'identité à f dans D^CT2), avec les propriétés suivantes :

(i) l'ensemble dessingularités'de C estZ ;
(ii) l'ensemble Z est inclus dans Fix(/5), pour tout s e [0,1] ;
(iii) si U est une composante connexe de T2 — Z et si F8 est le difféomorphisme du

tore relevé par f8, toute courbe intégrale du champ de vecteurs Ç\u relevée au
revêtement universel de U est une droite de Brouwer du relèvement naturel de
F\jj obtenu en relevant à partir de l'identité l'isotopie s ̂  F8^.

REMARQUES

(i) Tout ensemble Z C Fix(/) vérifiant la conclusion du théorème est nécessaire-
ment une partie non enlacée maximale.

(ii) Si /préserve l'aire et le centre de gravité, alors ^ est un champ de gradient et
("admet donc une fonction de Liapounoff, on en déduit que toute partie non
enlacée maximale a au moins trois éléments.

(iii) Si F = F1 est le temps 1 d'un flot (F8 )sçR, défini par un champ de vecteurs
ô de classe C1 sur T2, si f = f1 est le temps 1 du flot relevé (/^seR? sl ^
est l'ensemble des singularités de 0, la conclusion du théorème est trivialement
vérifiée avec le champ de vecteurs (^ obtenu en composant 0 par une rotation
d'angle a ̂  O[TÎ"]. :

Au chapitre 7, on considère un chemin s 1-4- F s de difféomorphismes du tore avec
des bifurcations aux points fixes de type selle-nœud, ainsi qu'un relèvement s ̂  fs'
On peut trouver un entier n et, sur la même variété £', un chemin s ̂  ^5 de champs
de vecteurs de classe C1 associés à fs- On étudie alors les bifurcations possibles pour
la famille de tores fixes correspondante. On montre alors que l'ensemble des couples
(^.T), où T est un tore fixe de ^g, est une variété topologique de dimension 1 ; on
étudie en détail les différents types de bifurcation (proposition 7.4.1).

Au chapitre 8, on se donne trois entiers premiers entre eux p, p ' et ç, avec q > 0
et on étudie le relèvement fq — ( p ^ p ' ) de Fq. Si on se donne une décomposition de /
en 2n applications déviant la verticale, on peut construire comme précédemment un
champ de vecteurs ^ sur un espace affine de dimension 2nq dont les singularités sont
en bijection avec les points fixes de fq — (p^p1) et un champ de vecteurs sur le quotient
E dont les singularités sont en bijection avec les projections dans le tore de ces points
fixes. On interprète ce qui a été fait précédemment dans ce cadre plus général. Le
champ de vecteurs ^ est invariant par une transformation affine périodique naturelle
f> de période ç, qui est conjuguée à F sur l'ensemble des singularités. On s'intéresse
principalement à l'ensemble T ' des éléments de T invariants par cette application.
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Pour un tore T ç. T', on montre que l'ensemble

Z-go(S(T))

est une partie /-non enlacée au sens suivant :

il existe un chemin s ̂  Fg de difféomorphismes du tore, qui se relève en un chemin
s ^-> fs vérifiant :

-FixC^-^p^T2;
-/!=/;

- Fs\z = F\z.

On établit alors les propositions 8.4.1/8.4.2, 8.5.1 et 8.5.2 qui sont similaires aux
résultats montrés dans les chapitres 5 et 6.

Au chapitre 9, on s'intéresse au problème suivant. On peut définir naturellement le
nombre d'enlacement î(z, ?') de deux points fixes ?,?' e Fix(/). On fixe un antécédent
z de ? et on somme les nombres d'enlacement I { z , z ' ) pour tous les antécédents de
? (ceci est possible car ces entiers sont presque tous nuls). On définit également de
façon naturelle, en prenant un itéré de /, le nombre d'enlacement Z(?, 0) pour un
point z ç. Fix(/) et pour la projection 0 dans le tore d'une orbite périodique 0 de
/ .On considère une partie non enlacée maximale Z de Fix(/). On étudie le nombre
minimum de valeurs que doit prendre sur Z la fonction

Ï^Kz^')

où z1 ç. Fix(/) n'appartient pas à Z et le nombre minimum de valeurs que doit prendre
sur Z la fonction

?h-^J(?,Ô)

où 0 est la projection dans T2 d'une orbite périodique de /. On montre que ces
fonctions doivent prendre au moins deux valeurs (théorèmes 9.1.1 et 9.2.1) et on peut
décrire très précisément le cas où elles prennent exactement deux valeurs (théorèmes
9.1.2 et 9.2.2). On en déduit en particulier le corollaire suivant, utilisé dans [L2] :

COROLLAIRE 9.2.3. — Soit F un difféomorphisme de T2 homotope à l'identité et f
un relèvement de F à R2. On suppose que f a une orbite périodique 0 de période
q > 2 et on note 0 la projection de 0 dans le tore. La fonction

z^î^Ô)

prend alors au moins deux valeurs sur Fix(/) et en prend au moins trois si la restric-
tion de F à T'^—O est irréductible, c'est-à-dire si elle est isotope à un difféomorphisme
pseudo-Anosov.
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Au chapitre 10, on fait la liaison entre les résultats de cet article et un résul-
tat de C. Golé dans le cadre plus classique des difféomorphismes de Panneau exact-
symplectiques déviant la verticale à droite : la construction de cercles fantômes conte-
nant l'orbite maximisante et l'orbite minimax donnés par la théorie d'Aubry-Mather,
pour chaque nombre rationnel p / q .

Ces courbes fantômes sont les analogues de nos tores fixes d'enlacement 0. On
peut adapter tous les arguments des chapitres précédents dans ce cadre et donner une
nouvelle démonstration de l'existence des cercles fantômes.

On conclut le chapitre 10 par une démonstration nouvelle d'un résultat établi dans
[L3].

THÉORÈME 10.7.1. — Soit F un difféomorphisme de classe C1 de T2 homotope au
difféomorphisme

F* : Çx,y) i—> ( x - } - y , y )

et dont les relèvements à R2 dévient la verticale à droite. Alors pour tout e > 0, il
existe a ç. —[e^e] tel que le difféomorphisme

Fa : ( x , y ) ^F(.r,î/)+(a,0)

ait une orbite périodique.

Je remercie Sigurd Angenent et Christophe Golé pour leurs précieuses explications
sur les cercles fantômes, qui ont été fondamentales dans la réalisation de ce travail.

Je tiens également à remercier le référée pour son travail considérable. Ses re-
marques ont permis d'améliorer la lisibilité de l'article.
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CHAPITRE 1

NOTATIONS, DÉFINITIONS, RAPPELS

Dans ce chapitre, nous introduisons les notations. Nous rappelons ensuite les défi-
nitions importantes, en particulier la notion de difféomorphisme déviant la verticale
(paragraphe L6). Nous construisons dans les paragraphes suivants, les champs de
vecteurs ^ et ^ et commençons l'étude de leur dynamique. Tout ce qui suit se trouve
de façon plus détaillée dans [Ll].

1.1. Notations

On écrit respectivement Y, Fr(V) et Int(y), pour l'adhérence, la frontière et l'inté-
rieur d'une partie Y d'un espace topologique X. On note X — Y son complémentaire.

On note fix(/) l'ensemble des points fixes d'un homéomorphisme / d'un espace
topologique X. On note sing(^) l'ensemble des singularités (c'est-à-dire l'ensemble
des zéros) d'un champ de vecteurs 0 défini sur une variété M de classe C1 ; si ce
champ est uniquement intégrable et complet, on note xt la position au temps t d'un
point x par le flot induit.

On munit le plan R2 de son orientation et de sa structure euclidienne usuelles, on
considère les projections canoniques

pi : (a-, y) i—> x et p^ : {x, y) i—> y ,

et on note

n : R2 -^ T2

x »—> x + Z2

le revêtement universel du tore T2 = R2/^2.

1.2. Distance de Hausdorff

Soit (X, d) un espace métrique. Si Y et Y ' sont deux parties fermées bornées non
vides de X, on pose :

D(Y,Y') =max (̂  ( ,̂<W)) ,̂  (^<W))) .
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On obtient ainsi une distance sur l'ensemble des parties fermées bornées non vides
de X, appelée la distance de Hausdorff. Si (X,d) est compact, l'espace métrique ainsi
défini est également compact.

1.3. Difféomorphismes du torç

Pour tout entier k > 0, on note Diff^T2) l'ensemble des difféomorphismes de classe
Ck du tore T2 et ^(T2) l'ensemble des relèvements à R2 des éléments de Diff^T2)
homotopes à l'identité. Les éléments de ^(T2) sont les difféomorphismes de classe
C^ de R2 qui s'écrivent

/=Id+^
où y : R2 —^ R2 est de classe (7^ et Z^périodique.

Si / et /' sont deux éléments de ^(T2), on pose :

d(/,n = ̂  ̂ x 11^) - ̂ /'(^)ii).
On obtient ainsi une distance sur Dk(T2) qui définit la Ck-topolog^e sur cet ensemble.

On obtient une distance sur Diff^T2) enposant, pour deux difféomorphismes du
tore F et F ' :

<F,FO=max(maxd(F(^,F'(^)),maxfmax||^
^.zçE-l- ± ^ l ' ^ k \^zç,T / i

où on pose

d(z^ ï1) = min [\\z - z'\\ \ z e n-1^?}), z ' e n-1^7})}

et
DlF^=Dlî(z}

pour un relèvement / de F et un point z e II"1 ({?}).

L'ensemble Dk(T2), muni de la loi de composition, est un groupe topologique,
qui contient toutes les translations. Pour tout / e ^(T2) et pour tout a ç R2,
l'application

/ + a : R 2 — ^ R 2

z ̂  f(z) + a

appartient également à Dk(T2) et relève le même difféomorphisme que / si a e Z2.

L'ensemble des points fixes de / e Dk(T2) est invariant par toute translation
entière, on note

Fix(/) = n(fix(/))
son image dans le tore.

Rappelons quelques résultats sur les difféomorphismes du tore.
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- Pour tout entier k > 0, la composante connexe de l'identité dans Diff^T2) est
formée des difféomorphismes homotopes à l'identité (voir Epstein [Ep]).

- Pour tout entier k > 1, la composante connexe de l'identité a le type d'homo-
topie du tore (voir Earle et Eells [EE]). La partie formée des difféomorphismes
homotopes à l'identité qui fixent un point donné est contractile, on en déduit
facilement qu'il en est de même de D^T2).

- Le type d'homotopie faible du groupe Diff°(T2) est celui du tore (voir M. Ham-
strom [Ha]), il en est de même du type d'homotopie, car Diff°(T2) est un A.N.R.
(voir Luke et Mason [LM]). En particulier J9°(T2) est contractile.

- Pour tout k ^ 1, l'ensemble des difféomorphismes de .D^T2) qui préservent
la mesure de Lebesgue ^ est connexe par arcs (voir l'appendice de Conley et
Zehnder [CZ]).

On peut également consulter sur ces sujets Cerf [Ce], Smale [Sm] ou Gramain
[Gr].

1.4. Nombre d'enlacement de deux points fixes

On fixe dans ce paragraphe / 6 D°(T2) et on note F l'homéomorphisme de T2

relevé par /. Si ZQ et z\ sont deux points fixes distincts de /, et si (/s)sç[o,n est une
isotopie joignant l'identité à / dans Z)°(T2), l'indice de la courbe fermée :

7: [0 ,1 ]—>R 2

S '——> fs{zo} - fs(Zl)

par rapport au point (0,0), est indépendant de l'isotopie. C'est une conséquence de
la contractilité de D°(T2). Cet entier est, par définition, le nombre d'enlacement de
ZQ et z\ : on le note I{ZQ\Z\). Cet entier coïncide avec le nombre d'enlacement des
courbes fermées

0)={(/^o)^)^e[o,i]} et Ci={(/^i) ,5) ,5e[o, i]}
de la variété construite à partir de R2 x [0,1] en identifiant tout point (^,0) avec
\z,l).

La fonction 1 vérifie les propriétés suivantes :
- elle est symétrique ;
- pour tout a ç Z2, on a

I(zo-\-a,z^ +a) = I(zo, ̂ i);

- p o u r t o u t a e Z — { 0 } , o n a

IÇ^o^o +û) = 0;

- il existe un réel M > 0 tel que

\[z^-zo\\>M=^I(zo^)=0.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1999



20 CHAPITRE 1. NOTATIONS, DÉFINITIONS, RAPPELS

Si ÏQ et ii sont deux éléments de Fix(/), on peut définir le nombre d'enlacement
de 2o et ?i, noté J(3oî ?i)? de la façon suivante : on choisit ZQ ç. II"1^^}) et on pose

Î(ZO^\) == ^ ^(^0^),

zen-i({?i})
en remarquant que la somme précédente est une somme finie. Si on fixe z\ € II"1^),
on peut écrire

ÎÇzo,z^)= ^I(zQ,zi+a)= Y^ I(zo-a,z-t) = ̂  J(^i,^o - a) = 7(?i,2o).
açZ2 açZ2 açZ2

Soit 0 une orbite périodique de période q >_ 2 de / et ZQ un point fixe. Pour tout
point z\ ç 0, on peut considérer le nombre d'enlacement J(^o^i) pour /9. Cet entier
est alors indépendant du choix de ^i, on le note I(zo^ 0) : c'est le nombre d'enlacement
de ZQ et de 0.

Si ?o appartient à Fix(/) et si 0 est une orbite périodique de F qui se relève en
une orbite périodique de /, on peut définir le nombre d'enlacement IÇïoi 0) de 2o et
de 0 : on choisit ï\ ç. II""1 (0) et on pose

7(^ô) =î(ïoJi)
où J(2o??i) est défini pour fq et indépendant du choix de 2i.

1.5. Ensembles non enlacés

On fixe dans ce paragraphe / ç -D^T2) et on note -F le difféomorphisme de T2

relevé par /. On dira qu'une partie Z de Fix(/) est non enlacée s'il existe un chemin
continu s i-> fs dans D^T2) joignant l'identité à / e t tel que Z C Fix(/s) pour tout
s ç. [0,1]. On peut définir naturellement la notion de partie non enlacée maximale au
sens de l'inclusion.

Remarquons que le nombre d'enlacement I(zo, z\) entre deux points distincts ZQ et
z\ de II"1^) est nul et qu'il en est de même du nombre d'enlacement J(2o,?i) entre
deux points distincts 2o et ?i de Z.

Soient p ç Z, p ' ç. Z et q > 0 trois entiers premiers entre eux. L'application
fq ~ (pOîPi) est un relèvement de Fq. On dira qu'une partie

ZcFixCF-h,;/))

est f-non enlacée s'il existe un chemin continu s \-f fs dans D^T2) joignant l'identité
à / e t tel qu'on ait

ZcFix(/f-(py)) ,
pour tout s ç [0,1]. En particulier, c'est une partie non enlacée de fq—(p,pl) invariante
par F. On parlera là encore de partie f-non enlacée maximale.
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1.6. Difféomorphismes déviant la verticale

On dit qu'un difféomorphisme / : R2 -)- R2 de classe C1, préservant l'orientation,
dévie la verticale si, pour tout réel a*, les applications

y\—>piof(x,y) et y i—> pi o f^Çx.y)

sont des difféomorphismes de R. Si le premier difféomorphisme est croissant, le second
est alors décroissant : on dit que / dévie la verticale à droite. Si, au contraire, le premier
est décroissant, le second est croissant : on dit que / dévie la verticale à gauche. Si /
dévie la verticale à droite (resp. à gauche), alors f~1 dévie la verticale à gauche (resp.
à droite).

Si / dévie la verticale, on peut définir deux fonctions de classe C1

g : R2 —> R et g ' : R2 —^ R,

telles que
f(x,y) = ( x l , y l ) ^=^y=g{x,x1) et y ' = g\x,x').

Pour tout x e R, l'application
y i—> g ( x , x ' )

est l'inverse du difféomorphisme

y\—>pi o f(x,y),

et l'application
y i—> g\x,x')

l'inverse du difféomorphisme

y\—>p^ o/-1^,^).

On peut interpréter géométriquement g ( x ^ x ' ) comme l'ordonnée de l'unique point
d'intersection de la courbe /^({a-'} x R) avec la droite {x} x R et g ' ( x ^ x ' ) comme
l'ordonnée de l'unique point d'intersection de la courbe f{{x} x R) avec la droite
{ x ' } x R.

Les fonctions g et g ' sont appelées les fonctions associées à /, elles vérifient les
inégalités

^(^^)>0 et Ig^XO,

dans le cas où / dévie la verticale à droite, et les inégalités

^^xt)<0 et ^(^X),

dans le cas où / dévie la verticale à gauche.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1999



22 CHAPITRE 1. NOTATIONS, DÉFINITIONS, RAPPELS

FIGURE 1

La notion de difféomorphisme déviant la verticale est naturelle quand on s'inté-
resse aux difféomorphismes préservant l'aire et l'orientation. Donnons-nous un tel
difféomorphisme /. La forme différentielle

f*{ydx) - ydx = y ' d x ' - ydx

est alors fermée et donc exacte par le lemme de Poincaré : il existe une fonction
h:î{2 __R

de classe (72, telle que
dh = y'dx' — ydx.

Le fait que / dévie la verticale signifie que le couple ( x , x ' ) définit un système de
coordonnées global sur le plan R2. Dans ce cas, on peut exprimer la fonction h dans
le système de coordonnées (x\x'), on obtient :

^(x,x')=-g(x,x'), ^(x,x')=g'(x,x1).

La fonction h est la fonction génératrice de /, elle est définie à une constante près
par l'égalité :

t ( 9h/ i^\ ( , 9^, / x \f^-^(^=^^(x,x1)).

Un exemple simple de difféomorphisme déviant la verticale à droite, que l'on re-
trouvera tout au long de l'article, est l'application linéaire

/* : (x,y) ^—^(x+y,y).
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On notera F* le difféomorphisme de T2 relevé par /*, appelé usuellement le twist de
Dehn. Les fonctions

g * : ( x , x ' ) i—> x ' — x et g ' * : ( x , x ' ) i—> x ' — x

sont les fonctions associées à /*. Remarquons que /* préserve Paire et que la fonction

/ i*:(^^)^J(^-^)2

est une fonction génératrice de /*.

1.7. Décomposition en difféomorphismes déviant la verticale

Nous définissons unesuite (f^)içz de difféomorphismes de R2 en posant

( f^ = y* si i est pair,
^ ^ y*-i si î est impair.

Pour tout entier n, nous notons 'Pn l'ensemble formé des 2n-uplets

^ = (/o,.. . , /2n-i)

de difféomorphismes de R2 qui vérifient les conditions suivantes :

( fi ~ ît est Z^-périodique,
fi dévie la verticale.

En particulier T>n contient le 2n-uplet

^-(/(^•.J^-i).

Remarquons que chaque fi relève un difféomorphisme du tore, qui est dans la classe
d'isotopie de F* ou de F*"1, suivant la parité de i. Remarquons également que si <^,
g[ sont les fonctions associées à fi et ^*, g ' ^ les fonctions associées à /,*, alors chaque
fonction ^ - g^ et g\ - g ' ^ est Z^périodique.

On peut munir T>n de la distance

d($,^)= max fmax(max(||/,^)-/K^IIJI^(^)-^(^)ll)))
0<,i<2n \zeK2 )

OÙ

$=(/0,...j2n-l) et ^=(/o.-.-J2n-l),

en remarquant que chaque fonction fi — f'i est Z2-périodique.

Pour tout 277-uplet
^=(/0,...j2n-l)ePn,

le difféomorphisme
KnW = /2n-l ° "^fo
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commute avec les translations entières ; on obtient ainsi une application continue

Kn:Vn-^D\T2).

Si / e ^(T2), l'application
*-i f*-if o r ~ - r ~

est Z^périodique. De plus, si / est assez proche de l'identité, /o/*~1 dévie la verticale
à gauche, ainsi

f=(for-l)or
est dans l'image de Pi par K^. La connexité par arcs de D^T2) implique alors que
tout élément de D^T2) est la composée de difféomorphismes proches de l'identité et
se trouve donc dans l'image de "Dn par Km dès que n est assez grand. Tout difféo-
morphisme / ç JD^T2) se décompose donc en un nombre fini de difféomorphismes
déviant la verticale alternativement à droite et à gauche. Si / préserve l'aire, c'est la
composée de difféomorphismes proches de l'identité qui préservent l'aire. Comme /*
préserve également l'aire, on peut écrire / = KnW, où $ est un élément de Vn dont
chaque composante préserve l'aire.

La contractilité de -D^T2) nous dit plus généralement que toute application conti-
nue

^ : X —^(T2)
définie sur un espace topologique compact, se relève sous la forme

^ = Kn o $,

OU
^ : X ——> Vn

est continue, si n est assez grand (voir [Ll]).

1.8. Champ de vecteurs ^ associé à une décomposition

On fixe dans ce paragraphe un 2n-uplet

^=(/0,...j2n-l)e^n

et on pose / = J^(<I>). On commence par étendre notre famille en une famille (fz)içz
vérifiant la relation de périodicité

fi-}-2n = fi->

pour tout i G Z. On note alors gi et g[ les fonctions associées à fi ; elles vérifient

fi(x,y) = ( x ' . y ' ) ^=^y = gi(x,x1} et y ' = g'i{x,x'),

ainsi que les inégalités

(-^Hl (a;, :;•')>() et (-lY^(x,x')<0.
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Sur l'espace vectoriel

E={x= (xi)içz | ̂ +2n = Xi} w R271,
on définit un champ de vecteurs de classe C1

ç : x h-—^ tô(a0)<çz
par les égalités

^(x) = 9'i-i(xi-i,Xi) - gi(xi,x^).

On va interpréter géométriquement la signification du champ de vecteurs ^. On définit,
pour tout entier î, les applications

qi : E —, R2

x i—> (xi,gi(xi,x^))

et

q[ : E -, R2

x\—> (xi.g^Xi-^.Xi)),

ainsi que la verticale
Di = {xi} x R.

Pour toute configuration périodique x = (;^),çz G E, les courbes f^ÇD^) et
/^-i(J9î-i) intersectent la verticale Di respectivement au point Zi = qi(x) et au
point z\ = q^x). La î'-ème coordonnée ^(a*) du champ ^(x) représente la différence
des ordonnées de ces deux points.

Di-i-l
î+1

Puisque pour tout i ç Z on a

FIGURE 2

fi(Zi) =^+l,
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on en déduit les équivalences

^(X) = 0 ^=^ Z'i = Zi ^=^ fi-l(Zi^) = Zi.

Si x est une singularité de ^ la relation

fi-l(Zi-t) = Zi

est vraie pour tout i e Z : on a donc

/(^o) = /2n-l 0 ... 0 /o(^o) = ^2n = ^0«

Ainsi ZQ = qo(x) est un point fixe de /.

Réciproquement si z est un point fixe de /, la suite (^)^ez définie ainsi :

f ZQ = z
l^+l = fi^i),

est périodique, de période 2n, et la configuration

^ = (?i(^))^z.
qui appartient à E', est une singularité de ^.

On a démontré que l'application qo induit une bijection

qo : sing(^) —> fix(/).

1.9. Champ de vecteurs ^ associé à une décomposition

Étudions le champ de vecteurs ^* défini sur E par

^-(^...J^-i).
Les fonctions associées à f^ sont

g^^x^x^^Ç-lYÇx'-x) et ^(^^(-l)^-^

et le champ de vecteurs
r:^^(G(^))^z

s'écrit :
^)= (-1)^-1-^).

C'est un champ de vecteurs linéaire qui est le gradient de la fonction
2n-l n-1

H" : X 1——> ̂  (-lYxi-iXi = ̂ (XQ - X2j)(x2j+l - ̂ j-l),

i=0 j=l

pour le produit scalaire
( X , X ' ) = ^ X i X ' i .

0<i<2n-l

On notera || || la norme euclidienne définie alors sur E de même que la norme d'opé-
rateur définie sur L(E).
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La forme quadratique Jf* est dégénérée, son noyau est le plan

EQ = {x = (xi)içz | «^+2 = Xi, pour tout i e Z};
c'est l'ensemble des singularités de ^*. On vérifie sur cet exemple que l'application

qo : x i—> {xo,x^ -xo)

induit une bijection entre EQ et le plan R2, et que tout point de R2 est un point fixe
de

Kn{^) = f^n-1 ° ' • ' ° f5 = f^ o /* o . . . o /* = Id.

On a une décomposition orthogonale

E = EQ C E- C £4-

où E- (resp. E^.) est le sous-espace vectoriel de dimension n — 1 engendré par les
vecteurs propres associés aux valeurs propres strictement positives (resp. négatives).

Le champ de vecteurs ^* est invariant par les translations

TO : E —^ E

(^^z^f^+^i+^in)
\ zl / içZ

et

n : E —> E

(^).ez^ (xi+^l-Ç-l)1)} .
\ z / iez

II définit donc un champ de vecteurs ^* sur l'espace quotient
Ê^E/^Ti^T^R271-2,

où [To,Ti] est le groupe engendré par les deux translations. Comme le sous-espace EQ
est également invariant par TO et TI, on peut écrire, avec abus de notation,

È= AoOE- CE+,

où
Ao = Eo/[ro,T^}

est un tore de dimension deux.

La projection canonique
7T : E ——> È

est le revêtement universel de E. On munira E de la distance

d ( x , x ' ) = min [ b — a / H .
^e7r-i({5f}),^e7r-i({^})1'

Considérons le champ de vecteurs ^ défini par un 2n-uplet

^=(/0, . . . , /2n- l ) e^n.
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Les applications gi-g^ et g[ -g'^ sont Z^périodiques : le champ de vecteurs ^-^* est
donc Z^-périodique. En particulier ç est invariant par 7-0 et 7-1 et définit un champ
de vecteurs ^ sur £'.

Chaque application

qi : E —, R2 (resp. q[ : E —> R2)

définie au paragraphe 1.8 relève une application

q i : Ë ^ T 2 ( resp .^ :Ê—^T 2 ) ;

l'ensemble sing(^) est invariant par 7-0 et 7-1 ; l'application ço induit une bijection

$o : sing(0 —> Fix(/).

1.10. Premières propriétés dynamiques de ^

Le champ de vecteurs ^ - ̂ * est borné puisqu'il est Z^-périodique. On en déduit
que ^ est complet et que l'on peut majorer uniformément la norme ||I^(.2*)|| par une
constante M > 0. On sait alors, par le lemme de Gronwall, que l'application qui
à x associe sa position xt au temps t est lipschitzienne de rapport e^l. On a des
propriétés analogues pour ^.

Notons
x = XQ + x- 4- x-^.

la décomposition d'un point

x e Ë = AoC£'- C^+.

Pour tout R > 0, l'ensemble

BR = ̂ x e Ë \ \\x-\\ < R et H.r+11 < R\ ,

est un bloc isolant de ^* au sens de Conley : l'ensemble des points dont l'orbite est
contenue dans BR est inclus dans BR. Cela provient du fait suivant : tout point
x e Fr(£?jî) vérifie l'une au moins des deux propriétés :

- il existe e > 0 tel que xt ^ ~Br si t e ]0, +ç[,
- il existe e > 0 tel que xt ^ Br ^t ç:}— e, 0[.
Puisque ^ — £* est borné, il existe RQ > 0 tel que BR soit encore un bloc isolant de

^ dès que R ̂  Ro est grand. On a la figure 3.
Remarquons que si x ^ Bp^, alors deux cas sont possibles, où on pose

x1 = x^ x^ + x\ :

- la fonction t ̂  ||a*^|| est croissante et tend vers +00 en +00,
- la fonction 11-+ \\x^\\ est décroissante et tend vers +00 en —oo.
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f-^ v \
_5^

^4

Ao ^
FIGURE 3

En particulier l'ensemble A des points dont l'orbite totale est bornée est une partie
compacte contenue dans BR^.

On peut être plus précis si on utilise la théorie de l'indice de Conley [Co]. Consi-
dérons un voisinage ouvert relativement compact U de A et supposons que pour tout
x G Fr(U) l'une au moins des deux propriétés suivantes soit vérifiée :

- il existe e > 0 tel que xt ^ U si t e ]0, +e[,
- il existe e > 0 tel que xt ^.U s\ t ç:} — e^Q[.
Notons alors U~ l'ensemble des points de Fr(V) qui vérifient la première propriété.

C'est une partie fermée de U et on peut considérer l'espace topologique U / U ~ , où U~
est identifié à un point. Le type d'homotopie de l'espace obtenu est alors indépendant
de l'ouvert U choisi et s'appelle l'indice de Conley de A. On peut calculer l'indice de
Conley de A en posant U = BRQ ; on obtient la somme connexe du tore T2 et de la
sphère de dimension n — 1. Ce n'est pas le type d'homotopie d'un point : on en déduit
par la théorie de Conley que A n'est pas vide.

1.11. Dépendance continue par rapport à $

On peut munir l'ensemble des champs de vecteurs de classe C1 sur E^ qui sont
bornés ainsi que leurs différentielle, de la norme suivante :

1 1 ^ 1 1 =maxfsup ||̂ )||, sup||2^)|l)
\xçE xçE /

et faire de même pour l'ensemble des champs de vecteurs de classe C1 sur E qui sont
bornés ainsi que leur différentielle.

À tout 2n-uplet $ ç Vni est associé un champ de vecteurs ̂  sur E, défini dans le
paragraphe 1.8 et un champ de vecteurs ̂  sur E défini dans le paragraphe 1.9. Les
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applications

sont alors continues.
$ i—> ̂  et $ i—> ̂

Notons A$ l'ensemble des points de E d'orbite bornée pour ̂ . Le réel Ro défini
dans le paragraphe 1.10 pour un élément $ e T>n convient également pour tout
^ ' Ç- ^n proche de <î>. L'ensemble A$/ est l'ensemble maximal globalement invariant
par le flot contenu dans B^. Si on munit l'ensemble des parties compactes de E de
la topologie de Hausdorff, on en déduit que l'application

$ i—> A$

est localement bornée et semi-continue supérieurement.

1.12. Étude du cas conservatif

Dans le cas où chaque application fi préserve l'aire, le champ de vecteurs ^ est le
champ de gradient de la fonction

2n-l

H : E —> R, x = (xi)içz '—> ̂  hi(xi,Xi^),
i=0

où hi : R2 —)• R est la fonction de classe C2 définie par les relations

^^xt)=-g^xl)^ ^^xt)=gt,(x^xf)^ ^(0,0)=0.

Si / préserve le centre de gravité, c'est-à-dire si

( ( / - Id)^=0,
Jï2

alors H est invariant par TO et r\ et définit donc naturellement une fonction H sur E.
Le champ de vecteurs ^ est le champ de gradient de H pour la structure riemannienne
héritée de celle de E.

On obtient alors le théorème de Conley-Zehnder, c'est-à-dire l'existence d'au moins
trois points critiques de la fonction H^ en montrant que A a au moins la cohomologie
du tore. Plus précisément en montrant que l'application

r* :^*(Ao,R)^^*(A,R)

induite sur l'algèbre de cohomologie d'Alexander par la projection orthogonale

r : Ë —, Ao

est injective (voir [Co], [CE], [Flo]). On verra à la fin du chapitre 3 un résultat bien
plus précis.
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CHAPITRE 2

FONCTIONS D^ENLACEMENT

On étudie dans ce chapitre les fonctions d'enlacement. Après avoir rappelé dans
les paragraphes 2.1 à 2.3 les résultats de [Ll], on énonce dans le paragraphe 2.4 le
résultat nouveau qui est une propriété d'uniformité. On en donne la démonstration
dans les paragraphes 2.5 et 2.6.

2.1. Fonction d'enlacement L

On considère l'application

a :R-{0}^ {-!,+!},

qui à x > 0 associe +1 et qui à x < 0 associe —1. On note [a] la partie entière d'un
réel a ç R.

La fonction
-. 2n-i

L : x = (xi)içz '—> . ̂  (-l)'a(^)cr(^+i),
i=0

est définie sur la partie ouverte

V = {x = (xi)içz € E \ Xi / 0, pour tout i e Z}

de £' et à valeurs entières, plus précisément à valeurs dans { — [ n / 2 ] , . . . , [n/2]}. Elle
se prolonge par continuité à la partie ouverte

W = {x = {xi)i^z e E | x, = 0 =^ ̂ -i .r,+i > 0} ,

et ne se prolonge de façon continue sur aucun ensemble plus grand (sauf si n = 1 où
elle est constamment nulle et se prolonge en zéro) (voir [Ll]).

On peut donner une autre interprétation de la fonction L. On définit une applica-
tion

7: Ex [0,2n]—^R2
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de la façon suivante :

7(^5) = (i+1 - s)(xi,Xi^) + (s -i) (^+2,^+1),

si 5 e [z, î + 1] et si i est pair ;

7(^5) = ( î+ 1 -5)(^+i,^) + (s -î) (^+1,^+2),

si 5 e [i, i + 1] et si i est impair.

a-i

^5

a-2 p4 a'6 XQ
^7

X3

FIGURE 1

Le fait que x appartient à W signifie que la courbe fermée

72' : [0,2n] —> R2

s i—>^(8) =-f(x,s)

ne rencontre pas (0,0) : l'indice de cette courbe par rapport à (0,0) est exactement
le nombre L(x}. Il suffit de montrer cette égalité dans le cas où x ç. V car 7^ dépend
continûment de x. La courbe est alors transverse à l'axe horizontal, et on peut écrire :

4^) = ̂  cr^j+l) - ̂ 2j-l) + ̂  cr(^2j-l) - ̂ (^j+l),

j ç j + 3^J-

OU

et

J4' = { j e {0,..., n - 1} | x^j > 0 et x^j-i x^i < 0} ,

J~ = {j G {0,..., n - 1} | x^j < 0 et ̂ j-i -C2j+i < 0} .
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2.2. FONCTIONS D'ENLACEMENT POUR LE CHAMP DE VECTEURS ^ 33

La première (resp. la seconde) somme n'est rien d'autre que le double du nombre
d'intersection algébrique de la demi-droite orientée par (1,0) (resp. (-1,0)) et de 7^,
c'est-à-dire de l'indice de la courbe par rapport à (0,0).

On définit, pour tout entier j e {-[n/2], . . . , [n/2]}, les ensembles

W, = L-\{j}), H7 = Int ( U .Wfc) et W^ = Int ( U.T^).
rt^J "^J

L'ensemble Wj ne rencontre pas le noyau de

ro : E —, R2

x i—> (a-o^i),

ainsi Wj U {0} ne contient aucun sous-espace vectoriel de dimension strictement supé-
rieure à 2. Dans le cas où n est pair et où j = ±[n/2], il ne contient aucun sous-espace
de dimension strictement supérieure à 1 : en effet, VF[n/2] est formé des suites (a^^ez
qui ne s'annulent pas et telles que

^(x^k) = cr(^2A;+i) == (-1)^ pour tout A- e Z,

ou alors, telles que

^(x^k) = cr(^2Â;+i) = (-l)^1, pour tout k G Z;

et Ty_[^/2] es^ du même type.
Si x et y sont deux points distincts et si x — y ç. W ^ l'entier

Li(x,y) = L ( x - y )

est l'indice de la courbe ̂ x~y par rapport à (0,0) ; comme ̂ x dépend linéairement de
x G E, c'est également le nombre d'enlacement des deux courbes fermées disjointes

F" = {(7'00^ ^ ê [0,2n]} et T^ = {(^'(s)^)^ s ç [0,2n]},

de la variété obtenue à partir de R2 x [0,2??,] en identifiant les points (z, 0) et (z, 2n).

2.2. Fonctions d'enlacement pour le champ de vecteurs ^

Dans ce paragraphe, on fixe $ = (fo,..., /2n-i) e ^n-> on pose

/=^(^)=/2n-l0...0/o

et on note ^ le champ de vecteurs construit sur E au paragraphe 1.8. Le nom de
fonctions d'enlacement données aux fonctions L ou L\ définies au paragraphe 2.1
provient de la remarque suivante prouvée dans [Ll] :

PROPOSITION 2.2.1. — Soient x et x' deux singularités distinctes de ç. Si z = qo(x)
et z' = Qo(x1) sont les points fixes de f associés respectivement à x et à x ' , on a :

L , ( x ^ x t ) = I ( z ^ l ) .

Rappelons le résultat fondamental suivant, prouvé également dans [Ll] :
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34 CHAPITRE 2. FONCTIONS D'ENLACEMENT

PROPOSITION 2.2.2. — On a les propriétés suivantes.
(i) Si x et x ' sont deux points distincts de E et si x - x ' n'appartient pas à W, il

existe alors un réel e > 0 tel que xt - x^ appartient à W si 0 < \t\ < e et on a

L,(x£^f£)<L,(x-£^t-£).

(ii) Six ç. E n'est pas une singularité et si ^(x) n'appartient pas à W, il existe e > 0
tel que ^(x1) appartient à W si 0 < \t\ < e et on a

L(^)) < L^-)).

On déduit de cette proposition que la fonction

t^L^x^x'^

est définie sauf pour un ensemble fini de valeurs du temps, de cardinal au plus égal
à 2[n/2], constante sur chaque intervalle de définition, décroissante, et qu'elle admet
un saut en chaque point où elle n'est pas définie.

On en déduit également les résultats suivants (en posant W^ = 0).

(i) Si x - x ' appartient à W^~ - {0} (resp. à W^~ - {0}) alors xt - x^ appartient à
Wy~ (resp. à W^~).

(ii) La valeur commune j~ (resp. ^'+) des Li (^, x11) pour t e ]0, e\ (resp. t e [-£, 0[)
donnée par la proposition 2.2.2 est le plus petit entier j tel que x — x ' ç. W~
(resp. le plus grand entier j tel que x — x ' € W^).

(iii) Les parties W^ et W^ ont même frontière Fj dans E - {0} et on a

F,=E-{0}-W,--W^.

(iv) Si j < [n/2], l'ensemble Fj est une variété topologique de codimension 1.
(v) On a

P(E) -W= |j F,
[-n/2]<j<[n/2]

et
w,=w^nw^

(vi) Si x - x ' e Fj, alors

xt - x^ e w^~ si t > o
et

xt - x^ e w^ si t < o.
Les conditions précédentes expriment que les familles,

(Wp-[^/2]^<[n/2] et (>V^)_[^/2]<^<[n/2],

OÙ

y^- = {{x,x') ç E x E \ x - x ' ç W^}
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et
H^+ = {{x,x') ^ E x E \ x - x ' eW^},

sont des filtrations du champ de vecteurs produit ^ x ^ défini sur l'ensemble E x E
privé de la diagonale (voir Shub [Sh]).

2.3. Fonctions cTenlacement pour le champ de vecteurs ^

On garde les notations du paragraphe 2.2 et on note ^ le champ de vecteurs
construit par $ sur E = £J/[ro,ri] au paragraphe 1.9.

Soient x et x ' deux points de E. Il existe M > 0 tel que pour tout x G Ti-"1^) et
tout x1 e 7^~l(xt), on ait

||̂  - x'\\ ̂  M ==^ x - x ' ç. WQ.

En effet, si \\x — x'\\ est assez grand, la droite engendrée par x — x ' est proche du plan

EQ = {x = (xz)içz | ̂ +2 = Xi, pour tout i e Z}.

L'ensemble W C E x E formé des couples ( x , x ' ) ç E x E tels que a* — x ' ç. W
pour tout x G TT"1^) et tout x ' G Tr"1^') est donc une partie ouverte de E x E,
puisque son complémentaire est une réunion localement finie d'hypersurfaces affines
de E x E. De plus x ^ x ' si (x, x ' ) appartient à W'.

On peut définir une fonction I/i à valeurs entières sur W en posant :

£i(î,2Q= ^ L^x^x1),
a-GTi--1^)

où x ' G TT"1^') est fixé, puisque la somme précédente est finie. Cette fonction est
symétrique.

Comme conséquence de la proposition 2.2.1 (voir également [Ll]), on obtient

PROPOSITION 2.3.1. — Soient x et x' deux singularités distinctes de ^. Si ï = qo(x)
et ? = qo(x') sont les points fixes associés respectivement à x et à x ' , on a :

L,(x^xl)=î(^t),

Comme conséquence de la proposition 2.2.2 (voir également [Ll]), on obtient :

PROPOSITION 2.3.2. — Si x et x' sont deux points distincts de E et si ( x ^ x ' ) ^ W,
il existe un réel e > 0 tel que (x1^^) appartient à W si 0 < \t\ < e et on a

L,(x^xl£)<L,(x-^xl-£).
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3^ CHAPITRE 2. FONCTIONS D'ENLACEMENT

On a également, bien évidemment, l'analogue de l'assertion (ii) de la proposition
2.2.2.

Comme dans le paragraphe 2.1, on peut définir, pour tout entier j, les ensembles

W, = L^\{j}), W- = Int ( U Wk) et ÎV+ = Int ( U Wk).
J k^j ' 3 ^k^j '

Les familles
(W7).€Z et (W7)^z

sont des filtrations du champ de vecteurs produit ^ x $ défini sur l'ensemble Ë x Ë
privé de la diagonale ; on a des propriétés analogues à celles du paragraphe 2.2.

2.4. Fonctions cPenlacement sur les fibres tangents et projectifs

On va améliorer dans ce paragraphe la proposition 2.2.2. Plus précisément, on va
ajouter une propriété d'uniformité, en se basant sur la démonstration donnée dans
[Ll]. Comme corollaire, on en déduira une proposition du même type pour le flot
linéarisé.

La fonction L définie dans le paragraphe 2.1 est invariante par les homothéties de
rapport non nul, de même que les ensembles W, Wj, Wj~, W^~ et Fj ; on peut donc
définir naturellement une fonction L sur l'espace projectif P(J^), des parties ouvertes
W, Wj, WÇ", W^~ et une partie fermée Fj de celui-ci, que l'on désignera du même
nom pour ne pas alourdir les notations.

On munira P(E) de la distance définie par l'angle entre deux droites, et pour tout
sous-espace vectoriel E' de E, on notera ?(£") le sous-espace projectif formé des
droites de E ' .

Le flot linéarisé est défini sur le fibre tangent E x E et induit également un flot
sur le fibre projectif E x P(E). On notera (x,u) un élément du fibre tangent (ou
projectif).

On montrera dans les paragraphes 2.5 et 2.6 le résultat suivant :

PROPOSITION 2.4.1. — II existe un réel 6 > 0, ne dépendant que de $, qui vérifie
la propriété suivante :

si x et x' sont deux points distincts de E et si la droite engendrée par x - x'
appartient à F j , alors la droite engendrée par x1 - x 1 1 (resp. x~1 - x'~1) est à une
distance au moins 6 de W^ (resp. de W~ ).

On en déduit les corollaires suivants :

COROLLAIRE 2.4.2. — Si x est un point de E etu une droite appartenant à Fj, alors
u1 (resp. u~1} est à une distance au moins 6 de W^ (resp. de W~), où (x^u^ est
limage au temps t de (x,u) par le flot linéarisé.

MÉMOIRES DE LA SMF 79



2.4. FONCTIONS D'ENLACEMENT SUR LES FIBRES TANGENTS ET PROJECTIFS 37

Démonstration. — II suffit de remarquer que la composée du plongement

7 : R — > E
S 1——> X + SU

par le flot au temps t est un plongement 7^ : R —)- E de classe (71 tel que

,;(0)=«.,;in;îC^,

puis d'utiliser la proposition 2.4.1. D

COROLLAIRE 2.4.3. — Si x est un point de E qui n'est pas une singularité de ̂  tel
que la droite engendrée par ç(x) appartienne à F j , alors la droite engendrée par ç{x1)
(resp. ^(x~1)) est à une distance au moins 5 de W^^ (resp. de W~ ).

Démonstration. — C'est une conséquence immédiate du corollaire précédent, puisque
l'image par le flot linéarisé de (x^(x)) est (a^,^(^)). D

COROLLAIRE 2.4.4

(i) Si x et x' sont deux points de E et si xt — x 1 1 ç. W- pour tout t ç. R, alors la
droite engendrée par x — x' est à une distance au moins 6 de W^,^.

(ii) Soit (a-, u) un point de ExP(E) et (x1, u1) l'image au temps t par le flot linéarisé.
Si U1 ç W-~ pour tout t ç. R, alors u est à une distance au moins 8 de WA_i •

(iii) Soit x un point de E. Si ^(a^) € W^~ pour tout t ç. R, alors la droite engendrée
par ç(x) est à une distance au moins 6 de W^^.

Démonstration. — On démontre l'assertion (i), les autres assertions se démontrant
de façon similaire. Soit u la droite engendrée par x — x ' et v G Fj une droite telle que

d(u^)=d^W^).

La droite projective contenant u et v est formée de deux arcs joignant u à v, dont
l'un au moins est de diamètre d(n, v). On considère un paramétrage 7 : [0,1] —>• P(E)
de cet arc, vérifiant 7(0) = u et 7(1) = v. Pour tout s ç. ]0, l], on a

d(^(s),v) < d(u,v).

On peut trouver un chemin s ̂  x{s) dans E, issu de x ' , tel que x — x(s) engendre
7(5). On sait, grâce à la proposition 2.2.2 que

x^-xW-^W^

et par hypothèse que
X-1 -x(0)~1 €^7.

Il existe donc SQ ç. [0,1[ tel que

x~1 -x(so)~1 ç F j .
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FIGURE 2

La proposition 2.4.1 nous dit que la droite 7(^0) engendrée par x — x(so) est à une
distance au moins 6 de W.tj-i< On en déduit

d(u,v) > d(^(so),v) > S.

D

De la même manière on démontre :

COROLLAIRE 2.4.5
(i) Si x et x ' sont deux points de E et si xt G W pour tout t G R, alors la

droite engendrée par x — x' est à une distance au moins S de P(E) — W.
(ii) Soit (x^ u) un point de ExP(E) et (a^, u1) limage au temps t par le flot linéarisé.

Si u^ ç.W pour tout t ç. R, alors u est à une distance au moins 6 de P(E) — W.
(iii) Soit x un point de E. Si ^(a^) G W pour tout t 6 R, alors la droite engendrée

par ^(x) est à une distance au moins S de P(E) — W.

Avant de donner la preuve de la proposition 2.4.1, remarquons, en utilisant le
caractère Z^périodique des applications gi — g^ et g ' z — g ' ^ , qu'il existe deux réels
a > 0 et M > 0 tels que, pour tout i G Z et pour tout ( x , x ' ) e R2, on ait les
inégalités suivantes :

^^(-ir|i(^^)^M,
^<(_I).+I^(^)^M,

^x') ^M,
9x
9g'

^x,x') $M;
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2.5. DÉMONSTRATION DU LEMME FONDAMENTAL 39

et tels que pour tout x ç. E on ait

11^)11 < M.

2.5. Démonstration du lemme fondamental

Soient x = (xi)içz et x ' = (^)îçz deux éléments distincts de E, tels que .c-a*' ^ TV.
Notons n la droite engendrée par le vecteur x — x ' , et plus généralement ni la droite
engendrée par x1 — x^.

LEMME 2.5.1. — Supposons que

Xi-x'^O

Xi-\-\ — a^-i-i = 0

x^i - x'^i = 0

.z^+z+i - ̂ w+i 7e 0.
Il existe alors des constantes dr et br, r ç. {0,..., [^/2]}, strictement positives, et un

réele ç. ]0,1] ne dépendant que de u, de a et de M, tels que, pour tout t G [—Ê'^]—{O},
on ait

ar\\x-x'\\ ̂ ^ara^x^-x1^)
et

br \\X - X'\\ 1^1 < a'r^nÇx^^ - ̂ ^+i_J,

où
(7r = (T(Xi - x^Ç-lY^^/2

et
a\ = a(xw^ - x^^-iy^1^^/2.

De plus, si l = 2m — 1 est impair et si <7rn ^t a1^ sont égaux, il existe c > 0 ne
dépendant que de u de a et de M tel que

r\\ï — T'\\ \fm\ < a rrd^i^ — ^lt \^^ x II ^ 1 -^ ^m^^ A^î+m x i+m)'

Démonstration. — Nous allons nous limiter au cas t > 0, l'autre cas se traitant de
façon similaire, et montrer par récurrence sur s € { 0 , . . . , [1/2]} la propriété suivante :

(Ps). — II existe des réels positifs dr et br, 0 < r < s, ne dépendant que de u, de a,
et de M, et pour tout rj > Q, un réel e > 0 ne dépendant que de u, de a, de M et de
T], tels que si t G ]0, e} et si r e {0,..., s}, alors :

n \\T — ^H ^T < rr ( ̂  ^lt }0,r \\X X [ [ i ^ <7r\X^ — X ̂ )i

br \\X - ̂ l F < a'r{x^^ - ̂ 1+^i_,),

et tels que

K-^|<^lk-^ll^
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si j e { î+ 5+ l,...^+j - s}.

Puisque la norme de D^(x) est uniformément bornée par M, le lemme de Gronwall
nous dit que pour tout t ç R on a

||̂  - x11 - x + .r'H ^ ||a1 - x'\\ (e^l - 1),

et donc qu'il existe une constante M' dépendant de M, telle que pour tout te [-1,1]
on a

||̂  - x^ - x + ^H < \\x - a-'H M't.
La condition (Pô) est donc vraie si on prend

— \x^ ~ xfi^ i, _ kw+i -^w+il
0 2\\x-x!\^o~~2\\x^x7\\~

et
. p ( ^ ûo &o ^7 ^

^^'M^'^)-

Supposons maintenant que 1 <, s < [1/2] et que (Ps-i) soit vraie. Considérons les
réels ao,..., ds-i, ^o? . • • , ̂ s-i et le réel e associé à

,/ = inf (l aas^ ab^ ^l8,}
^ Y 6M - 6M ^M^-

On écrit

^(^+s - «^I+J = ̂ +.-l(^+,-i^+J - ̂ ^z+.-l^l+^i^'^J

- ̂ s^+s (^+s, a-^+^+i ) + <7s9i^s (x'\^, a-1+^+1 ),
puis

^^(^+. - ̂ 1+J = ^z+.-l(^+,_i^J+J - ̂ ^z+.-l(^^,_i,^+J

+ (Tsg'i+s-i ( l̂+.-i, a'J+J - (Tsg'i^s-i (a-l+.-i, ̂ J+J
- (7^+5(^+5,^+5+1) + ̂ ^+5(^+5^1+5+1)
- ^5^+5 (^+5 ,^1+5+1 ) +^^+5 (^1+5 ̂ 1+5+1 )•

La première ligne est positive et majorée par

aas-it8'1^- x'\\,

et la valeur absolue de chacune des autres lignes est majorée par

Mrft^^x-x1^
On en déduit

^s{x^x'^) >, l^-^IKa^-i^-1 -3M^5-1) ^ \\x-xl\\aa^—ts-\

puis
rr (^ _ ^t \ > 1 1 ^ ^|| aas-\ s
Os^i^s x i+s) ^- ll^ — x II —^——t <
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De façon analogue on montre que

^W+1-, - x^,,) ̂  \\x - x'\\ a^.

De l'égalité

^s{x} - x^) = (7sg'j-i(x}_^x^ - ̂ -i(^._^.)

+ ̂ _i (x1^ ̂  ) - ̂ _i (^._,, ̂ .)

- asgj (x}, ̂  ) + (TsQj (x}, .r'̂ i )

- a, g, (x}, x'^ ) + a s g, (x1}, x'^ )

et du fait que la norme de chaque ligne est majorée par

Mrft^^x-x1^

on obtient
IT^ _ ^t | <^ ^^s II / i l\jbj JL j \ ^ rft \\x — x il,

S i j e { î + 5 + l , . . . , 2 + / - 5 } .

La proposition (P^) est donc vraie, il suffit de prendre

aas-i , abs-i
as=^-- &s=^^-

et de choisir le nombre e associé à r ] ' par (Ps-i). On vérifie que ds et bs ne dépendent
que de a de M et de u.

La propriété (P[z/2]) n'est rien d'autre que le lemme quand l est pair. Si l = 2m - 1
est impair et si Œm = cr'm, on déduit le lemme de (Pyn-i). En effet, appliquons (Pm-i)
avec

•'''••"(••''"'••"4M '""')•
on obtient cette fois-ci

^m(^+^1+J >. \\x-xt\\{aam-ltm-l+abm-ltm-l-2rî!Mtm-l)

puis

a (xt r^ } > llr T'\\ a^am-l + ̂ -iLm<Jrn\X^^^X ^g) ^_\\X — X \\ ——————.————————t .
Zm

On pose alors

c = a(am-i + bm-i)/2m,

et on choisit le réel 6 associé à r ] ' par la propriété (Py^-i). D
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2.6. Démonstration de la proposition 2.4.1

Plaçons-nous dans les hypothèses de la proposition 2.4.1. On peut trouver un réel
e > 0 ne dépendant que de u et de $ tel que, pour tout intervalle maximal {i +
1,..., i +1} d'indices correspondant à des coordonnées nulles de x — x ' ^ la conclusion
du lemme 2.5.1 soit vérifiée. On connaît alors les signes de x\ —x'\ sauf éventuellement
si i se trouve au milieu de l'un de ces intervalles (de longueur impaire) et si les signes
de x\_^ — x'\_^ et de x\^ — x'^ sont égaux. Ainsi xt — x11 appartient à W dès que
t est non nul.

D'après le lemme précédent, on peut calculer pour chaque intervalle la somme

^{-lya^-x^a^-x^)
j=i

quand t € [—^^l — {0}. Elle est strictement positive (resp. strictement négative) si
t < 0 (resp. t > 0), dans le cas où l > 2 et dans le cas où l = 1 et

(xi - x'i)(x^ - ̂ +2) < 0.

Elle vaut 0 dans le cas où l = 1 et

(xi - x'i)(xw - x'w) < 0.

Puisque x — x ' n'appartient pas à W', l'un des deux premiers cas apparaît au moins
une fois : on en déduit

L(^ -x16) <L{x~£ - x ' - ' Y
En particulier, si x - x ' e Fj et si t e ]0,£[, il existe j- ^ j et j+ > j tel que

^ - ̂  ç w^_ et x~1 - X1-1 C W^.

Montrons maintenant que la distance de la droite engendrée par Xe —x18 à P(E) —W
est minorée par un nombre ou ne dépendant que de u (et de $). Notons I l'ensemble
des indices pour lesquels le signe de x\ — x'\ est indéterminé. Si

x = (xi)iez € E - W

est de norme 1, il existe au moins un entier i ^ I tel que Xi s'annule ou ait un signe
contraire à x\ — x1^ On a donc

^£ ^r15 II \^E — T I E \ M llr — T'\\
^ _ ~ > ^ i i ' > ^u||^ X II
x ~ II/T.Ê- _ ^l£\\ — \\T£ — r^|| — H 4- M'}\\r — T'II '\\X X l i n \\JL JL II ^1 -I- 1V1 )\\d. X II

où Mu ne dépend que de u (et de $) : on a bien le résultat désiré.

Comme les applications x \-i- x1 sont uniformément lipschitziennes, pour t ç [-1, l],
il existe un réel ô'^ < Tr/2, ne dépendant que de 6u (et de <Ï>), tel que pour tout triplet
(î, î', x " ) € -E3, si les vecteurs x1 — x et x" — x ont même norme et font un angle < <^,
alors l'angle des vecteurs x16 — Xe et x " 8 — Xe est < 5u/2. En particulier, si x ' — x
engendre ÎA, alors x " 6 — Xe € Wj~.
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Puisque Fj est compact, il existe un réel 8 tel que tout point de P(E) à une distance
au plus 6 de Fj est contenu dans une boule de centre u ç. Fj et de rayon S'^. Six et x '
sont deux points distincts de E et si la droite engendrée par x — x1 appartient à Fj,
la droite engendrée par x~1 — x ' ~ 1 (qui appartient à W^-i) est donc à une distance
au moins 6 de Fj et donc à une distance au moins 8 de Wj~, Si S est assez petit, on
sait, par les mêmes arguments, que la droite engendrée par x1 — x^est également à
une distance au moins 8 de W^. D
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CHAPITRE 3

DÉCOMPOSITION DOMINÉE DU FIBRE TANGENT,
VARIÉTÉS INTÉGRALES

Dans le paragraphe 3.2, on utilise le corollaire 2.4.2 pour obtenir une décompo-
sition dominée du fibre tangent. On cherche alors des variétés intégrales de cette
décomposition dans les paragraphes 3.3 à 3.6. On conclura ce chapitre en montrant
que l'ensemble A des orbites bornées de ç est une réunion de tores de classe C1.

3.1. Matrices de Jacobi

L'élément essentiel dans la démonstration de la proposition 2.4.1, en particulier de
la décroissance de la fonction

(x^u) i—> L(u)
le long des orbites du flot linéarisé (illustrée dans le corollaire 2.4.2), est le fait que
chaque matrice

DÇ(x) = (dij)o<ij<2n-l

est tridiagonale cyclique et symétrique par signe, autrement dit :
- a,ij est nul si j est différent de î, î — 1, î + 1 modulo 2n,
- <7(a^+i ) = cr(aî+i^) si 0 < i < 2n - 1,
- ^(^271-1,0) = cr(ûo,2n-i)-
Le corollaire 2.4.2 appliqué au champ de vecteurs linéaire ^* défini au paragraphe

1.9, nous dit que le flot
(^)p-^A^

admet une filtration sur P(-E'), où

A* = (o'ij)o<ij<,2n-l

est la matrice définie ainsi :

\dij = (—l)^1 si j = i + 1 modulo 2n,
a,ij = (-1)1 si j == i — 1 modulo 2n,

[oîj = 0 sinon.

C'est vrai plus généralement pour n'importe quelle matrice A d'ordre m tridia-
gonale cyclique et symétrique par signe ; la fonction définissant cette filtration étant
explicite et dépendant des signes ^(a^^+i) (voir [Ll]). Un cas déjà connu est celui
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des matrices de Jacobi, où les signes cr(a^+i) sont positifs et où la matrice est sy-
métrique. Utilisant cette filtration, on sait décomposer le spectre de la matrice. Si on
note A i , . . . , \m les valeurs propres de A, ordonnées et comptées avec leur ordre de
multiplicité, on a les inégalités :

AI < À2 < \3 < • • • < \2k < Â2A;+1 < • "

(voir Van Moerbeke [Mo] ou Angenent [Ani]).
On pourrait diagonaliser directement la matrice A* écrite plus haut et montrer que

les valeurs propres s^écrivent

^ = 2 smJTT/nJ e {-[n/2],..., [n/2]},

que le sous-espace propre associé à fij est contenu dans Wj U {0}, et qu'il est de
dimension 2, excepté si n est pair et j = ±[n/2], où il est de dimension 1. On don-
nera une démonstration dynamique, comme pour les matrices de Jacobi, de cette
décomposition spectrale, dans le paragraphe suivant.

3.2. Existence cTune décomposition dominée du fibre tangent

Nous prouverons dans ce paragraphe le résultat suivant :

PROPOSITION 3.2.1
(i) Pour tout x ç. E, l'ensemble Ej{x), formé du vecteur nul de E et des vecteurs

u G E tels que l'orbite de (x,u) par le flot linéarisé soit contenue dans E x Wj,
est un sous-espace vectoriel de E ;

(ii) la dimension de Ej(x) est égale à 1 si n est pair et si j = ̂ [n/2\ ;
(iii) la dimension de Ej(x) est égale à 2 dans les autres cas;
(iv) on a la décomposition

E= 9 E,(x)^
[n/2]^[n/2]

(v) on a
E,(ro(x)) = E,(r,{x)) = E,(x)^

(vi) l'image au temps t de {x} x Ej(x) par le flot linéarisé est {x1} x EjÇx1) ;
(vit) chaque application x i-̂  Ej{x) est continue pour la topologie usuelle des grass-

manniennes ;
(viii) il existe des réels C > 0 et X G ]0,1[, ne dépendant que de <Ï>, tels que si

u G Ej(x), u' ç Ej'(x) sont de norme 1, et si j < j ' , alors

1 l 'util1.!—!.1 < C^ pour tout t > 0,

où (a^,z^) et (a^,^) sont les images respectives au temps t de {x^u) et (x^u1)
par le flot linéarisé.
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Démonstration. — La démonstration est du même type que celle donnée par Ruelle
dans [Ru] et se fait en plusieurs étapes. L'élément principal est l'utilisation du birap-
port entre quatre droites, suivant une idée de Garret Birkhoff [Bi]. Pour tout x ç. E,
on définit les ensembles

P^P^P^)

formés des droites u e P(E) telles que l'orbite de (x,u) par le flot linéarisé soit
entièrement contenue respectivement dans

ExWj.ExW^ExW^

Les propriétés suivantes sont évidentes :
- les ensembles Pj(a-), P - ( x ) , P^~(x) sont fermés;
- on a

P,(To(.r))=P,(Ti(^))=P,(^,

et des égalités analogues pour P - ( x ) et P^~(x) ;
- on a

Pj(x)=P^-(x)nP^x^
- l'image au temps t par le flot linéarisé de {x} x Pj(x) est {x^ x Pj(a^), de même

pour les autres ensembles.
Pour montrer la proposition, il reste à montrer :
- que les ensembles Pj(x) sont des sous-espaces projectifs Pj(x) = P(Ej(x)) de

P(E);
- que les sous-espaces vectoriels Ej (x) ont les dimensions demandées dans la pro-

position ;
- que E est somme directe des Ej (x) ;
- que la propriété d'expansivité (viii) est satisfaite ;

en effet, les applications

x^Pj(x), x^P^x), x ^ P ^ ( x )

étant semi-continues supérieurement pour la distance de Hausdorff, seront nécessai-
rement continues.

Nous allons commencer par démontrer la propriété d'expansivité.

LEMME 3.2.2. — II existe des réels C > 0 et \ ç. ]0,1[, ne dépendant que de <Ï>,
tels que pour tous vecteurs u et v! de E de norme 1 dont les droites engendrées sont
respectivement dans P^a*) et dans P^_-^(x}, on a

I1^ < CX1 pour tout t > 0,
Ml

où (a^,z^) et (a^.n^) sont les images respectives au temps t de {x^u) et (x^u1) par le
flot linéarisé.
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48 CHAPITRE 3. DÉCOMPOSITION DOMINÉE DU FIBRE TANGENT

Démonstration. — Fixons x ç. E et notons {x1} x U1 l'image de {x} x U par le
flot linéarisé pour toute partie U de P(E). Considérons deux droites u ç. P - ' ( x } et
u' e P^i(^), où -[n/2] <, j < [n/2].

La droite projective passant par u et u' définit deux arcs ouverts joignant u à u' ^
on en choisit un que l'on note 7. Si on écrit d t Ç v ^ v ' ) pour le logarithme du birapport
des quatre droites (z^,'y,i/,n^), on obtient une distance dt sur 7^ qui est invariante
par le flot (voir [Bi]) :

dt(v\vtt)=do(v^f)^
On ne confondra pas ces distances avec la distance d définie par les angles.

L'arc 7^ rencontrant
F^P(E)-W,-UW^

on peut considérer le point Vf de Fj H 7^ le plus proche (pour la paramétrage de l'arc)
de u^. En écrivant (x^8^8) pour l'image de (a^,z^) au temps s par le flot linéarisé,
on définit ainsi v8^ pour (s,t) G R2. Le corollaire 2.4.2 nous dit que v8 est dans W-
si s > 0, et donc plus proche de u8^ que Vs-\-t 5 de plus, l'arc joignant Vs+t à v8 est
formé des points u^^ v ç. [0,5], et donc contenu dans W-~ sauf à l'extrémité Vs-\-t'

FIGURE 1

Plus précisément le corollaire 2.4.4 nous dit que les angles

d(^,^+i),d(^+i,^+1) et d^+W^)

sont minorés par une constante 8 > 0 ne dépendant que de <I>. L'angle ^(i^"1"1,^)
est également minoré par une constante J' > 0, qui ne dépend que de <î>, puisque
dÇv^^Vt) > 8^ et puisque les différentielles D^(x') sont uniformément bornées pour
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x ' ç E. On en déduit que le birapport entre les droites u<+l,^ l,^+l,^ /<+ l est unifor-
mément minoré : il existe donc un réel T] > 0, ne dépendant que de <Ï>, tel que

^+i(^\^+i) > rj.

Les points u ' , VQ, i rLi, . . . ,z^ u se placent dans cet ordre sur 7. On vient de
montrer que la distance doÇvo.v^^) est supérieure à krj : on en déduit que

lim z^jL = H.
ÀÎ-^+OO rc

On sait également que l'arc ouvert qui joint VQ à v^ est contenu dans W~ : on en
déduit que 7 ne rencontre Fj qu'au point VQ.

Soient u et u' deux vecteurs unitaires engendrant respectivement u et u ' , soient
(a^î^) et (x^u11) les images par le flot linéarisé. L'inégalité

dk(v^,Vk) > krj pour tout entier A- ^ 0,

et la minoration uniforme par ô des angles

dÇu^Vk)^^^^) et d(^,^),

entre les trois droites i^, i^ et ^ impliquent qu'il existe C > 0 et A e ]0,1[ ne
dépendant que de $ tels que, pour tout entier k > 0, on ait

fê^CA^ KII<CA^

On a le même résultat pour t > 0 réel au lieu de k > 0 entier (quitte à changer
la constante C) puisque les différentielles D^{x') sont uniformément bornées pour
x ' e E. 0

LEMME 3.2.3. — Les ensembles P j , P^~ et P^~, valeurs communes respectives de
Pj(x), Pj~(x) et P^~(x) dans le cas du champ de vecteurs ^*, sont des sous-espaces
projectifs de P(E). Si on écrit

P, = P(^.), P,- = P(IÇ), P^ = P(E;),

la dimension de Ej est 1 si n est pair et j = ±[n/2], la dimension est 2 dans le cas
contraire. Enfin, on a

E^ 9 E, et E^-= 9 ^.
-[n/2]<l<j 3<K[n/2]

Démonstration. — La matrice A* associée à ^*, étant symétrique, est diagonali-
sable. On considère une base (^)o^<2n-i de vecteurs propres de A*. Pour tout
i e {0 , . . . , 2n - 1}, la droite engendrée par e^ est fixe et donc contenue dans un
ensemble Py. On note Ej le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs de base
dont la droite associée est dans Pj.
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Commençons par montrer que P(Ej) est contenu dans Py. Comme P(Ej) est inva-
riant par le flot, il suffit de montrer qu'il est contenu dans Wj. Raisonnons par l'ab-
surde et supposons qu'il existe une droite u' e PÇE^-W^ (le cas où u' e P{Ej)-W~
se traitant de façon similaire). Toute droite u de l'ensemble c^-limite de u' appartient
alors à P^ H P(Ej). On considère un vecteur unitaire u engendrant u et on note
^i î • • • -> eik les vecteurs de la base propre qui engendrent Ej. On peut écrire

u=^aiej,.
1=1

D'après le lemme 3.2.2, on sait que pour tout / e {1 , . . . , k} on a
M. I l

lim ^=0.
(^+00 ^

On en déduit que

^ W- = 0-

puisque

1 1 ^ 1 1 ^E H 11^•3l^
1=1

ce qui est absurde.

Le sous-espace vectoriel Ej, étant contenu dans Wj U {0}, est de dimension au plus
un si n est pair et j = =b[n/2], au plus deux dans les autres cas. Puisque E est somme
directe des Ej, la somme des dimensions de ces sous-espaces doit être égale à 2n : on
en déduit que Ej est de dimension un si n est pair et j = d=[n/2], de dimension deux
dans les autres cas.

Si on pose

£;7=E-[n/2]+>••+^- et ^+=E,+... +E^/2],

on peut montrer de façon similaire qu'on a

P(iÇ)CP,- et P(E^)CP,+.

Finalement, on déduit de la propriété d'expansivité démontrée dans le lemme 3.2.2,
et de la décomposition

E= ® ^
-[n/2]<j<[n/2]

que les inclusions

P(^-)CPp P(IÇ)CP,- et P(^+)CP,+

sont en fait des égalités. Q
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LEMME 3.2.4. — Les ensembles Pj{x), Pj~(x) et P^~(x), sont des sous-espaces pro-
jectifs de P(E). Si on écrit

P,(x) = P(E,(x))^ P^-(x) = P(£7(^)), P^(x) = P(J^+(;r)),

la dimension de Ej(x) est 1 si n est pair et j = =b[n/2], la dimension est 2 dans le
cas contraire. Enfin, on a

E^(x)= (f) Ei(x) et E^-(x)= Q) Ei{x).
-[n/2]^l<j J^<[n/2]

Démonstration. — Fixons x e E. On va démontrer que les ensembles P~(x) et P^(x)
sont des sous-espaces projectifs de P{E) de même dimension respectivement que P~
et P^. Cela est clair pour P^/^ et P ^ / ^ ^m sont tous ^eux égaux à P(E).

Fixons j e {-[7z/2],. . . ,[n/2] - 1}. Pour tout entier k > 1, notons {x} x P^
l'image au temps k de {x~k} x P^~ et {x} x P^ l'image au temps -k de [x^ x
P^j_i. Choisissons une valeur d'adhérence P de la suite (P^A^O (pour la distance de
Hausdorff) et une valeur d'adhérence P1 de la suite (P'^^o. Ce sont des sous-espaces
projectifs de même dimension que P^~ et P^ qui sont contenus respectivement dans
P,-(x) et P^(x).

Les ensembles P et P ' étant disjoints, les sous-espaces vectoriels associés sont
supplémentaires. De la propriété d'expansivité démontrée au lemme 3.2.2 et de la
décomposition de E en somme de deux sous-espaces que l'on vient d'obtenir, on
déduit qu'on a

P=P^-(x) et P^P^).

Puisque Pj(x)~ (resp. Py(.r)+) est un sous-espace projectifde même dimension que
P^~ (resp. P^"), on en déduit que chaque ensemble

P,(x)=p^-(x)np^(x)
est un sous-espace projectif de même dimension que Py. La démonstration du lemme
est achevée : on écrit

P,(x)=P(E,(x)).

D

REMARQUE. — L'assertion (v) de la proposition 3.2.1 permet de définir naturelle-
ment Ej(x) pour x G E en choisissant x ç. ^"'^({î}) et en posant

E,(x)=E,(x).

On a un résultat analogue à la proposition 3.2.1 dans l'espace quotient È.
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3.3. Variétés intégrales des champs d'espaces x ̂  E~(x) et x \-^ E^(x)

Si E ' et E" sont deux sous-espaces supplémentaires de l'espace vectoriel E, on
identifiera, pour ne pas alourdir les notations, une application

^ : E' —> E"
et son graphe

G^ = {x+îf}(x), x e E ' } .

On notera p^ et p^ les projections orthogonales respectives sur les sous-espaces
E^~ et E^~ définis au paragraphe 3.2. Enfin, on posera par définition

^W2]+l = ̂ hn/2]-! = W-

On définit, pour j e {[-n/2],.... -1}, l'ensemble Qj des applications

^:Iç^E^

vérifiant la propriété

(Q7) pour tout (a-, x ' ) e G2/,, x ^ x ' ==^ x - x ' G wf;

et pour tout j" G {0 , . . . , [n/2]}, l'ensemble Gj~ des applications

^••E^E^
vérifiant la propriété (QJ') et qui sont invariantes par les translations TQ et TI définies
au paragraphe 1.9.

De façon analogue, on définira l'ensemble Q^ des applications

^ : E^- -^ E^
vérifiant la propriété

(Q^-) pour tout {x, x1) e G^,, x ^ x ' => x - x ' ç wf',

et invariantes par 7-0 et TI si j <, 0. On notera également C/~ ou ^+ l'ensemble des
graphes de ces applications.

Remarquons que si i < 0 et si G G Q• , alors les graphes

TO^OT^C?), (A,^(O,O),

appartiennent également à Q~^ et sont disjoints deux à deux, puisque pour tout x ç. E,
on a

r S o r [ ( x ) - x ç W o .
On a une propriété analogue pour G e ^+ si j > 0.

L'ensemble Ç^" est une partie fermée, pour la (7°-topologie (î.e. la topologie com-
pacte-ouverte), de l'ensemble des applications de E. dans E^ ; on munira Q~ de
cette topologie. Puisque E^ est contenu dans W^tj_i, il existe une constante M > 0
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ne dépendant que de n telle que toute application '0 e Q. est lipschitzienne de rapport
M. Par le théorème d'Ascoli, on sait que les propriétés suivantes sont équivalentes,
pour une partie G de G- :

- la partie G est relativement compacte ;
- il existe x ç E^ tel que la famille (^(x))^çç soit bornée ;
- pour tout x ç iÇ, la famille (^(x))^^ç est bornée;
- il existe une partie bornée B de E rencontrant tout graphe G^, ^ ç G '
On a des propriétés similaires pour Ç4".

PROPOSITION 3.3.1. — L'image Gt d'un graphe G = G^ e Gj~ (resp. G ç Q^) par
le flot est encore contenue dans G- si t > 0 (resp. dans G^~ si t < 0).

Démonstration. — L'image Gt, t > 0, d'un graphe G = G^ G G^~ vérifie la propriété
(Q^) d'après la proposition 2.2.2. Elle est également invariante par les translations
TO et ri, si j > 0. Il reste à montrer que c'est le graphe d'une application de E~
dans E^ et donc que la restriction de p^ à Gt est un homéomorphisme de Gt sur
Ej. Puisque Gt vérifie la propriété (Qj), cette restriction est un homéomorphisme
bilipschitzien de Gt sur son image. L'application

^7-^7
^h-—^p7((^+^))<)

est un homéomorphisme bilipschitzien de E- sur p . (G1) comme composée de trois
homéomorphismes bilipschitziens. Elle est donc propre. On en déduit l'égalité

P^Gt)=E^

D

L'application

^-x[0,+oo[^Ç7

(G,t)^->Gt

est continue. On a un semi-flot sur G- défini pour les valeurs positives du temps ; de
même on a un semi-flot sur G^~ défini pour les valeurs négatives du temps. On posera

^~ = ^~W = {^ e ̂ \G^ e G^ pour tout t e R},
et

Qî = QÎW = {^ ê G] \ G\ € G^ pour tout t ç R};
et là encore on notera Gj~ ou G^~ l'ensemble des graphes de ces applications.

PROPOSITION 3.3.2. — On a les propriétés suivantes.
(i) L'ensemble G-~ est une partie fermée de G-~ -j j
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(ii) L'ensemble Q~ est formé d'applications de classe C1 ; sur cet ensemble la C°-
topologie et la C^-topologie coïncident.

(iii) Tout graphe G G G- est une sous-variété dont l'espace tangent en x est Ej{x).
(iv) II existe une constante 6 > 0 ne dépendant que de <î>, telle que si x et x1 sont

deux points distincts de G ç. G~, la droite engendrée par x' —x est à une distance
au moins 6 > 0 de P(E) - W^.

Démonstration. — L'assertion (i) est évidente et l'assertion (iv) une conséquence im-
médiate du corollaire 2.4.4. Montrons maintenant les assertions (ii) et (iii).

Soit G = G^ C Q~. Pour tout x C G et tout t ç R, définissons A^ C P(E) de la
façon suivante :

la droite u appartient à A^ si et seulement s'il existe deux suites (xk)k^o et (x'^)k>o
dans Gt convergeant vers xt, avec Xk ^ x^ telles que la droite engendrée par x'^ — Xk
converge vers u quand k tend vers l'infini.

Fixons u G A^ et notons (x^u1) l'image de (x,u) par le flot linéarisé. On sait
que pour tout t ç. R, le vecteur u1 appartient à A^. et donc à Wy~, on en déduit
que u appartient à l'ensemble P - ( x ) défini au paragraphe précédent. Cela signifie
que l'application ^ est différentiable et que sa différentielle en un point x 6 EJ est
l'inverse de la restriction de p^ à E ^ ( x + ^(x)). On en déduit immédiatement les
assertions (iii) et (iv). D

REMARQUES. — Par tout point x de E passe un graphe G G Gj , il suffit en effet de
prendre une valeur d'adhérence de la suite

a^+^w
Si l'orbite de x est bornée, l'orbite de tout graphe G € Gj contenant x est relativement
compacte ; c'est encore le cas, si l'orbite de 7r(x) par ^est bornée et si j ^ 0. On dira
par définition que G ç G~ est un graphe d'orbite bornée si l'orbite totale de G par le
flot est une partie relativement compacte de Q^ .

3.4. Propriétés de stabilité

Nous allons démontrer dans ce paragraphe des résultats de stabilité que nous uti-
liserons très souvent dans les chapitres suivants.

PROPOSITION 3.4.1. — Si ^ appartient à Q^ , et si A^ : EJ —^ -E^-i est une
application lipschitzienne de rapport 8 / 2 (invariante par TQ et r\ dans le cas où j > 0),
alors on a

^+A^ e Q^.
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Démonstration. — Soient x e EJ et x ' e E^. Le vecteur x - x ' appartient à E~ et
les vecteurs

^{x) - ̂ { x ' ) et A^(;r) - A^(^)

à £^_i = E J ^ . Le sinus de l'angle entre la droite engendrée par

^(x) - ïp{x') + A^(^) - A^(a/) + a* - x 1

et la droite engendrée par

ip(x) — ^{x1) + x — x1

est majoré par

\\W - ̂ {x') + ̂ (x) - Aî/^) - (^x) - ̂ (x1))^
\\x-x'\\

II est majoré par 6 / 2 par hypothèse. L'angle entre les deux droites est majoré par
J7T/4. Le vecteur

^(x) - ̂ ( x ' ) + A^) - A^(^) + x - x '

appartient donc à W- . D

On déduit de ce résultat et du théorème d'extension de Whitney [Wh], les résultats
suivants (et leurs analogues pour G^~).

PROPOSITION 3.4.2. — Soit j un entier strictement négatif et X = {x° , . . .x171}
une partie finie de E, contenue dans un graphe G ç G- . Il existe alors un réel rj > 0
tel que toute partie X* = {a**0,. ..x^} de E, qui vérifie ^x^ - a^H < rj pour tout
k G {0,... ,m}, soit contenue dans un graphe G* G Ç~.

PROPOSITION 3.4.3. — Soit j un entier positif ou nul et X = {x° , . . .x171} une
partie finie de E, telle que Tr^X) soit contenue dans G e Q~- . Il existe alors un réel
T] > 0 tel que, si une partie X* = {a**0,... x^} de Ë vérifie D(x'ck,xk) < rj pour tout
k e {0,... ,m}, alors Tr"1^*) est contenu dans un graphe G* e Q~.

PROPOSITION 3.4.4. — Soit 7 : [-1,1] —^ E un plongement de classe C1 tel que
7(0) appartienne à un graphe G ç Qj et tel que 7'(0) e ^•(7(0)). Il existe alors
rj > 0, tel que 7([—^^]) soit contenu dans un graphe G* ç. Q~.

PROPOSITION 3.4.5. — Soit 7 : [-1,1] -> E un plongement de classe C1 dont
l'image est contenue dans un graphe G ç G^ . Il existe alors rj > 0, tel que l'image de
tout plongement 7* : [-1,1] -^ E de classe C1 qui vérifie max \\^'(t) - V(t)\\ < r ] ,

^[-1,1]
soit contenue dans un graphe G* e Q~.
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3.5. Variétés intégrales des champs de plans x \-^ Ej(x)

On note Pj l'ensemble des parties non vides P de la forme

P=GnGf, G^Q^ G'çQ^-

et Pj l'ensemble (invariant par le flot) des parties non vides P de la forme

P = G n G ' ^ GçQ^ G'^Q^

Supposons d'abord que n est impair, ou alors que n est pair et que j / =L[n/2].
Pour tout À" e Z, définissons le plan vectoriel

E[ = {x == {xi)içz | Xi = 0 si i ̂  k et i / k + 1 mod 2n} .

PROPOSITION 3.5.1. — On a les propriétés suivantes.
(i) II existe une partie fermée, pour la C°-topologie, de l'ensemble des applications

continues de E\ dans E'^, tel que Pj soit formé des graphes des éléments de
cette partie.

(ii) Les applications précédentes sont toutes de classe C1 ; sur l'ensemble de ces
applications, la C°-topologie et la ^-topologie coïncident.

(iii) Tout plan P ç Pj est une sous-variété de dimension deux dont le plan tangent
en x est Ej {x}.

(iv) II existe une constante ô > 0 ne dépendant que de ^, telle que si x et x' sont
deux points distincts de P ç. P j , la droite engendrée par x' —x est à une distance
au moins 6 > 0 de P(E) - Wj.

Démonstration. — Considérons P = G H G", où G e Q^ et G' ç Ç+. En tout point x
de P, les espaces tangents E^(x) et E^{x) a. G et G' s'intersectent en l'espace Ej(x)
de dimension maximale égale à 2 ; on en déduit l'assertion (iii).

La droite vectorielle passant par deux points distincts de P est à la fois dans W~
et dans W^~, donc dans Wj. Elle est plus précisément à une distance au moins S de
P(E) — Wj, où 6 est la constante donnée par le corollaire 2.4.5. En particulier, la
restriction de

Tk : X = (Xi)içz '——> (Xk.Xk+l)

à P est un difféomorphisme bilipschitzien de P sur son image. Comme P est une
partie fermée de E, l'image de P par rk est le plan R2 tout entier. L'ensemble P
apparaît donc comme le graphe P^ d'une application continue ^ de E. dans E ' ^ .
Comme rk est injective sur chaque ensemble Ej(x), cette application est en fait de
classe C1.

On peut donc identifier Pj et un ensemble d'applications ^ de classe C1 de E'^
dans i^-S sur lequel la (7°-topologie et la C^-topologie coïncident.
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II reste à démontrer que cet ensemble d'applications est fermé pour la C'°-topologie.
On considère une suite (P^)m>o et on suppose que la suite (^m)m>o converge uni-
formément sur tout compact vers ^ : E\ -r E ' ^ . On peut écrire

^m =GmHG^,

où Gm e Q] et G m e ê^. Puisque la suite (^m)m^o est convergente, il existe une
partie bornée de E qui rencontre chaque P^ et qui rencontre donc chaque Gm et
chaque G'm- Quitte à extraire une suite, on peut donc toujours supposer que chacune
des suites (Gm)m^o et (G'm)m^o converge respectivement vers G e Q~ et G' G ^+.
Le graphe de ^ coïncide avec P = G H G ' . D

REMARQUE. — II est facile de voir que la topologie définie naturellement sur Pj par
cette proposition, est indépendante de k : on munira Pj de cette topologie.

Plaçons-nous maintenant dans le cas où n est pair et où j = ±[n/î\. On a

^-[n/2] = G'-^II} et ^[n/2] = G^n/2} •

Les éléments P e P; sont alors des variétés de dimension 1. Énonçons le résultat
analogue à la proposition 3.5.1 et pour cela définissons, pour tout k ç Z, la droite

E'f! = {x = (xi)içz | Xi = 0 si i / k mod 2n}.

PROPOSITION 3.5.2. — On suppose que n est pair et que j = ±[n/2}.
(i) II existe une partie fermée, pour la C°-topologie, de l'ensemble des applications

continues de E" k dans E"-^, tel que Pj soit formé des graphes des éléments de
cette partie.

(ii) Les applications précédentes sont toutes de classe C1 ; sur l'ensemble de ces
applications, la C°-topologie et la ^-topologie coïncident.

(iii) Tout élément P de Pj est une sous-variété de dimension un dont la tangente en
x est Ej (x).

(iv) II existe une constante S > 0 ne dépendant que de $, telle que si x et x' sont
deux points distincts de P ç P j , la droite engendrée par x' - x est à une distance
au moins 8 > 0 de P{E) — W j .

Les éléments de Pj seront appelés des plans d'enlacement j. On a les propriétés
suivantes :

- tout plan d'enlacement 0 est invariant par 7-0 et 7-1 ;
- tout plan P d'enlacement j / 0 est disjoint du plan d'enlacement r^ o r[(P), si

(fe, 0^(0 ,0) .

Par définition, on dira qu'un plan P d'enlacement j est d'orbite bornée si l'orbite
de P par le flot est relativement compacte dans Pj. Il est facile de voir que P est
d'orbite bornée si et seulement si P est l'intersection de deux graphes G e Q~ et

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1999



58 CHAPITRE 3. DÉCOMPOSITION DOMINÉE DU FIBRE TANGENT

G' ç Q^ d'orbites bornées, ou encore s'il existe une partie bornée de E rencontrant
chaque Pt.

Comme conséquence du paragraphe 3.3, on sait que par tout point x de E passe
une variété P e Pj, si j G {—[n /2 ] , . . . , [n/2]}. Si l'orbite de x est bornée, P est un
plan d'enlacement j d'orbite bornée.

3.6. Variétés intégrales dans le quotient E

Si j < 0, l'image par le revêtement universel TT : E —^ E d'un graphe G ç. G7 est
le graphe d'une application de E-~ dans le quotient E ^ ^ / ^ Q ^ T ^ } ; si j > 0, c'est le
graphe d'une application de £'./[TO, ri] dans E~^^. L'image de G e G- par TT est une
variété tangente au champ x i-̂  E - ( x ) défini sur E, variété difféomorphe à E- dans
le cas où j > 0 et à E - ~ / [ r o ^ ri] dans le cas où j ^ 0.

De même l'image par TT d'un plan d'enlacement j est une variété tangente au champ
x ̂  Ej (x) : cette variété est difféomorphe à R dans le cas où n est pair et j = •^[n/2] ;
difféomorphe au tore T2 si j = 0 ; difféomorphe à R2 dans tous les autres cas.

L'image par TT d'un plan d'enlacement 0 est un tore plongé de classe (71, homotope
au tore Ao, que l'on appellera tore d'enlacement 0. On notera 7o l'ensemble des tores
d'enlacement 0. On a les propriétés suivantes :

- tout tore d'enlacement 0 est le graphe d'une application de classe C1 de £^/(ro, ri)
dans E'^^ où

E^ = {x = {xi)içz \ X i = O s i i ^ k e t i ^ k - { - l mod 2n} ;

- le rapport de Lipschitz des applications précédentes est majoré par une constante
ne dépendant que de $ ;

- la C^-topologie et la (7°-topologie coïncident sur l'ensemble des ces applications
et définissent naturellement une topologie indépendante de k sur 7o ;

- cette topologie coïncide également avec celle définie par la distance de Hausdorff.
Par tout point x de E passe un tore d'enlacement 0. Ce tore est d'orbite bornée

si x est d'orbite bornée. Le caractère uniformément lipschitzien des applications de
£^/(7o,Ti) de E'^ définissant les tores d'enlacement 0 implique l'équivalence des
conditions suivantes pour un tore T ç. 7o '-

- le tore T est d'orbite bornée ;
- la réunion des ensembles T^, t G R, est bornée dans E ;
- le tore T est contenu dans l'ensemble A des points de E d'orbite bornée ;
- le tore T rencontre A.
En particulier, l'ensemble des tores d'enlacement 0 et d'orbite bornée est compact,

on le note T. L'ensemble A est donc la réunion des tores T de T. Sur l'ensemble
compact non vide T on a un flot induit par ^, on étudiera dans la chapitre 5 la
dynamique de ce flot et on montrera que certains de ces tores sont fixes.
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CHAPITRE 4

ÉLÉMENTS CRITIQUES
DES CHAMPS DE VECTEURS ^ ET ^

Nous étudions dans ce chapitre les éléments critiques des champs de vecteurs ^ et
$, c'est-à-dire les singularités et les orbites périodiques. Après avoir défini la notion
importante d'ensemble non enlacé, nous montrerons que l'orbite d'un point non errant
de ^ est tracée sur un plan d'enlacement j. Nous en déduirons que l'ensemble des
points récurrents de ^ est la réunion des éléments critiques, comme pour un champ de
vecteurs du plan. Nous définirons également le nombre d'enlacement de deux éléments
critiques distincts de ^ et le nombre d'enlacement d'une orbite périodique de ^. Plus
généralement nous définirons le nombre d'enlacement d'une courbe de Jordan bien
enlacée. Les résultats de ce chapitre seront utilisés par la suite, principalement aux
chapitres 5 et 9.

4.1. Ensembles bien enlacés

Nous dirons qu'une partie X de E est bien enlacée si, pour tout couple { x ^ x ' ) de
points distincts de X, le vecteur x ' — x appartient à W", c'est-à-dire si la fonction

Li : { x , x ' ) ̂  L ( x - x ' )

introduite au paragraphe 2.1 est bien définie sur X x X — A, où A est la diagonale
de E x E.

Nous dirons qu'une partie X de E est bien enlacée si TT^ÇX) est une partie bien
enlacée de E. De façon équivalente, X est une partie bien enlacée de E si l'application
I/i, introduite au paragraphe 2.3, est bien définie sur X x X — A, où A est la diagonale
de Ë x E.

REMARQUES
(i) On a défini au paragraphe 2.1 une application continue

7 : E x R —^ R2
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par les relations :

7(^5) = ( î+1 - s)(Xi,Xi^) + (S -î)(^+2,^+l),

si s ç. [i, i + 1] et si i est pair ;

7(a;,s) = (i-\-l-s)(xi^,Xi) +(5-z)(^+i,^+2),

si 5 e [î, î + 1] et si i est impair.
Si X est une partie bien enlacée de E, alors chaque application

7, : E -^ R2

^ '—> 7s(^) = 7(^)

est injective sur X ; en particulier, chaque application

^ : E -^ R2

a* i—)- (;r,,.^+i)

est injective sur X.
(ii) Soit $ un élément de Vn et ^ le champ de vecteurs défini sur E par <î>. Soit X

une partie bien enlacée de E invariante par le flot engendré par ^. Si x et x ' sont
deux points distincts de X , le vecteur x1 — x^ est contenu dans W', quel que soit
t (E R. On sait, grâce au corollaire 2.4.5, qu'il existe Ô > 0 ne dépendant que
de <Ï>, tel que la droite engendrée par x — x ' est à une distance au moins S de
P(E) — W (dans l'espace projectif). On en déduit que l'adhérence de X est une
partie bien enlacée invariante de £J, on en déduit également que la restriction
de chaque application ri à X est un homéomorphisme bilipschitzien de X sur
son image.

(iii) Pour des raisons analogues, si ^ est le champ de vecteurs défini sur E par <Ï>,
l'adhérence de toute partie bien enlacée X de E, invariante par le flot engendré
par ^, est bien enlacée. De plus, pour tout i e Z, l'application

r,:Ë^T\

relevée par r^, induit par restriction un homéomorphisme bilipschitzien de X
sur son image.

(iv) Tout plan d'enlacement j de ^ est un ensemble bien enlacé de E,
(v) Tout tore d'enlacement 0 de ^ est un ensemble bien enlacé de E.

(vi) La réunion R des éléments critiques de ^ est bien enlacée : c'est une conséquence
de la proposition 2.2.2 et du fait que RxR est contenu dans l'ensemble des points
récurrents du flot produit sur E x E.

(vit) Pour les mêmes raisons (en particulier grâce à la proposition 2.3.2), la réunion
R des éléments critiques de ^ est une partie bien enlacée de E.
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4.2. Une propriété des points non errants de ^

On se donne dans ce paragraphe $ G Vn et on note ^ et ^ les champs de vecteurs
définis respectivement sur E et E par <î>.

PROPOSITION 4.2.1. — Si x G Ë est un point non errant de ̂  l'orbite de tout point
x G Ti-"1^) est contenue dans un plan d^enlacement j .

Démonstration, — On a vu au paragraphe 3.3 que tout point de E est contenu dans
un plan d'enlacement j, et ceci quel que soit j 6 { — [ n / 2 ] , . . . , [ïî/2]}. La proposition
est donc démontrée dans le cas où x est une singularité. Nous supposerons dorénavant
que x n'est pas une singularité.

Le couple (x^(x)) est un point non-errant du flot linéarisé. On en déduit, grâce
à la proposition 2.2.2, que ^(x1) appartient à W pour tout t 6 R; plus précisément
à un certain Wj, j G { — [ n / 2 ] , . . . , [n/2]} ; plus précisément encore à l'espace £j(5^)
défini au paragraphe 3.2.

Pour montrer qu'il existe un plan d'enlacement j contenant l'orbite de x ç Ti-"1^),
il suffit de montrer que pour tout réel t > 0, il existe un plan d'enlacement j contenant
l'ensemble

Ot(x)={xs^ç[-t^]},

En utilisant les propriétés de compacité énoncées à la fin du paragraphe 3.3 et en
choisissant une valeur d'adhérence de la suite ainsi formée pour t entier, on obtiendra
la variété cherchée.

Considérons donc l'ensemble A des réels t >_ 0 tels qu'il existe un plan d'enlacement
j qui contienne Ot(x). L'ensemble A est non vide puisqu'il contient 0 et il est fermé,
toujours grâce aux propriétés de compacité qui viennent d'être rappelées. Il reste donc
à montrer qu'il est ouvert.

Supposons que l'ensemble Ot(x) soit contenu dans un plan d'enlacement j. Grâce
aux propositions 3.4.4 et 3.4.5, nous savons qu'il existe rj > 0, tel que si x ' ç. E
vérifie \\x' — x\\ < 77, l'ensemble O^^7) est contenu dans un graphe de G- et dans
un graphe de ^+

Puisque x est non errant, il existe une suite (xk)k>o qui converge vers a*, une suite
(tk)k>o qui converge vers +00, et deux suites d'entiers (lk)k>o et (mk)k>o, telles que

lim T^OT^^) =x.

Pour k assez grand, on peut trouver un graphe Gk C G - , contenant O^-y/a^) et
un graphe G'^ € Q^ contenant 0^+^(a;^). On obtient un graphe G G G- contenant
Ot-^-rîW en choisissant une valeur d'adhérence de la suite

(^°r-r(^))
k>0
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et un graphe G' ç. Q^. ayant même propriété en choisissant une valeur d'adhérence de
la suite

(^^"^'^Lo-
L'intersection G D G' est un plan d'enlacement j qui contient Ot-^-rf(x). D

On en déduit immédiatement :

COROLLAIRE 4.2.2. — L'orbite de tout point non errant de ç est contenue dans un
plan d'enlacement.

On en déduit également

COROLLAIRE 4.2.3. — L'ensemble des points récurrents de ^ est la réunion des élé-
ments critiques.

Démonstration. — Soit x un point récurrent de ^. D'après le corollaire 4.2.2, l'orbite
de x est tracée sur un plan d'enlacement j, que l'on note P. L'ensemble P est une
sous-variété de classe C1 de E, diffeomorphe à R si n est pair et si j = =b[n/2],
diffeomorphe à R2 dans les autres cas. Le champ de vecteurs ^' défini sur P, égal en
un point a*' G P à la projection orthogonale de ^ { x ' ) sur E j ( x ' ) , est un champ de
vecteurs continu sur P qui coïncide avec ^ sur l'orbite de x. L'arc t \-^ x1 est donc
une courbe intégrale récurrente de ^ ' .

Si P est de dimension 1, ceci n'est possible que si x est une singularité ; si P est de
dimension 2, ceci n'est possible, par le théorème de Poincaré-Bendixson, que si x est
une singularité ou un point périodique. D

REMARQUE. — Si l'orbite d'un point x est tracée sur un plan d'enlacement j ^ 0
et si l'orbite de 7r(x) est bornée, il en est de même de celle de x. En effet, si A est
l'ensemble des orbites bornées de ^, il existe une constante M > 0 tel que pour tout
x ç TT'^A) et tout x ' e TT'^A)

\\x-x'\\ >M=>x-x'çWo.

4.3. Nombre cTenlacement de courbes de Jordan bien enlacées

Si F et F ' sont deux parties connexes non vides disjointes telles que F U T ' soit bien
enlacé, on note Li(r,r') la valeur commune des quantités

L^x,x'),(x,x1) e r x r7,
que l'on appellera le nombre d'enlacement de F et de T1.

Si C est une courbe de Jordan (i.e. si C est homéomorphe à T1) et si C est bien
enlacée, on notera L^(Ç) la valeur commune des quantités

L^x,x'),{x,x') e C x C - A ,
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que l'on appellera le nombre d'enlacement de C.

On a défini au paragraphe 4.1, pour tout s G R, une application

% :E -^ R2.

Si C est une courbe de Jordan bien enlacée et si x ^ C, trois cas sont possibles :
(i) il existe s ç. [0,2n] tel que 7s (a*) appartienne à 7s (C), c'est le cas où l'ensemble

{x} U C n'est pas bien enlacé ;
(ii) pour tout s ç. [0,2n] le point 7s (a*) est dans la composante connexe bornée de

R2 — 7s(C7), on dira alors que x est à l'intérieur de C ;
(iii) pour tout s G [0,2n] le point 7s (x) est dans la composante connexe non bornée

de R2 — 7s (C), on dira alors que x est à l'extérieur de C.
Plus généralement, on dira qu'une partie F est à l'intérieur (resp. à l'extérieur) de

C si chaque point de F est à l'intérieur (resp. à l'extérieur) de (7.

La proposition qui suit s'applique en particulier au calcul du nombre d'enlacement
Z/i(r,r') de deux éléments critiques distincts.

PROPOSITION 4.3.1. — Soit C une courbe de Jordan bien enlacée.

(i) Si x est à l'intérieur de C, on a

Li(^C)=Li(C).

(ii) Si x est à l'intérieur de C et x' à l'extérieur de C, on a

x - x ' ç W et L^x'.x) =L^xf,C).

Démonstration. — Soit C une courbe de Jordan bien enlacée et x un point à l'inté-
rieur de (7. Pour tout s G [0,2n], on note -Ds là- réunion de la courbe de Jordan 7s (C)
et de sa composante intérieure. On va montrer que l'application

F : 70 (C U {x}) x [0,2n] —> R2

(^)^rs(^),
où

Fs =7^° {^ïo\cu{x}) ^
peut se prolonger de façon continue en une application

F : D o x [0,2n] —^R2,

(^)^rs(^),
où FS est un homéomorphisme entre DQ et Ds. On en déduira que l'indice de chaque
courbe fermée

s^r,(z)-T,(z1)
par rapport à (0,0) est indépendant du couple

( z , z 1 ) çDo xDo, z ^ z ' .
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On aura donc prouvé l'assertion (i). De même, on en déduira que l'indice de chaque
courbe fermée

5^->r^)-7,(^)
par rapport à (0,0) est indépendant de z ç. DQ. On aura donc prouvé l'assertion (ii).

Pour montrer le résultat d'extension, on peut utiliser par exemple la théorie de
Carathéodory (voir [Ça]). On munit R2 d'une structure complexe en identifiant R2

et C, on fixe z* G 7o(C') ^ on note jis l'unique homéomorphisme de

B={zç C | \z\ <_ 1}

sur Ds qui envoie 0 sur 7^ (.r), qui envoie 1 sur Fs(z*) et qui est conforme sur l'intérieur
deD.

L'application

11 : D x [0,2n] —> R2

{ Z , S ) 1——> ^s(z)

est alors continue (voir T. Rado [Ra]), et l'application

^s = {^s\sl)~l "l's^c') °^o|51

est un homéomorphisme de

S1 ={zçC\\z\= 1}

qui dépend continûment de s.

Chacun des Vg laisse fixe 1 et on a

^o = ^n = Id.

Le chemin s \—> fs est donc homotope à zéro dans l'ensemble des homéomorphismes
de S1. On peut prolonger chaque z/s à D de façon à obtenir un chemin fermé s \-^ Vs
d'homéomorphismes de D, vérifiant z/o = ^n = Id, et tel que :

- pour tout s e [0,2n] et pour tout z ç. P, on ait

1^)1 = M;
- pour tout s ç [0,2n] et pour tout z G P, on ait

|^| ^ l/2==^^(z)=z.

L'application
TS = ^s ° ̂ s ° l^o1

est un prolongement de 75 qui convient. D

REMARQUES. — Soit $ G Vn ̂  C une orbite périodique du champ de vecteurs ^».
(i) Le nombre d'enlacement L]_(C) est la valeur commune des L(^(x)), x ç C.
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(ii) La famille
r^r^C)^ (r,.)eZ2,

est formée de courbes distinctes. Chaque courbe est à l'extérieur de toute autre
courbe de cette famille et le nombre d'enlacement de ces deux courbes est nul.

(iii) On montre dans [Ll], que l'une des courbes f(qo(C)) ou f^ÇqoÇC)) est dans
la composante connexe bornée du complémentaire de qo(C), où / = Kn{^) et

qo : x i—> (xo.go (xo,x^))

l'application définie au paragraphe 1.8. Il y a donc au moins un point fixe dans
cette composante et la singularité correspondante est à l'intérieur de C.

4.4. Construction cTun plan cTenlacement contenant des éléments critiques

PROPOSITION 4.4.1. — Soit $ e T>n- Si C est une orbite périodique de ̂  et si x
est une singularité à l'intérieur de C, il existe un plan d'enlacement j = L^(C) qui
contient C et x.

Démonstration. — On a vu dans la proposition 4.2.1 qu'il existe un plan d'enlacement
j = L-^(C) qui contient (7. Si on veut construire un plan d'enlacement j qui contient
en plus le point x, on peut reprendre la démonstration de cette proposition. Si on fixe
x ' ç C, on montre exactement comme dans le proposition 4.2.1 que l'ensemble A des
réels t pour lesquels il existe un plan d'enlacement j qui contienne à la fois x et

O t ( x l ) = { x ' s \ s ç [ ^ t } }

est ouvert et fermé. Pour démontrer la proposition 4.4.1, il reste à vérifier que A est
non vide.

Pour cela il suffit de construire deux graphes G e Q~- et G' çz Q^ qui contiennent
x et x ' , puis de prendre une valeur d'adhérence de chacune des suites (G^°)^o et
(G'-^o)^^ ou ^ çg^ ^ période de C. On va chercher nos graphes parmi les sous-
espaces affines, on les obtiendra, grâce au lemme suivant appliqué à u = x ' — x.

LEMME 4.4.2. — Soit u G E. Si u appartient à Wj, il existe deux sous-espaces
vectoriels

E'^ C W^ U {0} et E1] C W^~ U {0}

de mêmes dimensions que E-~ et E^ qui contiennent tous deux le vecteur u.

Démonstration. — II suffit de trouver une matrice tridiagonale cyclique, symétrique
par signe, dont le noyau contient u ; ce vecteur appartiendra nécessairement aux sous-
espaces

E^ C W,~ U {0} et E'^ C W^ U {0}
donnés par la décomposition spectrale de la matrice.
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On doit donc trouver trois suites

(di)içZ, (bi)içZ, (Cî)îçZ,

de période 2n, telles que, pour tout entier i on ait :

o,iUi-\ + biUi + CiUi^ = 0

et
a(ai)=(-l)\ a-(a) = (-1)^

en ayant comme hypothèses

Ui == 0 =^ i^-ii^+i > 0.

Si Ui ^- 0, on posera

^(_D-, c.=(-i)^ ^ (-D^-i+(-D^
^z

si Ui = 0, on posera

ai = (-1Y |^+i |, c, = (-1F+1 |^-i |, &, = 0.

D

COROLLAIRE 4.4.3. — Soit <S> ç Vn' Soient C une orbite périodique de ̂  et D
l'ensemble formé de C et des points de E qui sont à l'intérieur de C. La composante
connexe de D qui contient C contient alors toutes les singularités de ̂  qui sont à
l'intérieur de C.

Démonstration. — Si x est une singularité de $^, on peut trouver un plan d'enlace-
ment j = L-i(C) qui contient C par la proposition 4.4.1. On le note P. L'adhérence
de la composante connexe bornée de P — C contient x, contient C et est contenue
dans D. D

4.5. Une propriété des ensembles finis bien enlacés

Nous utiliserons au chapitre 5 le résultat suivant :

PROPOSITION 4.5.1. — Si X est une partie finie bien enlacée de Ë, il existe ^ ' G T>n
tel que X C sing($^/).

Démonstration. — Considérons un élément quelconque

^ = (/0,.. . ,/2n-l)

de Vn' Notons Q{ et g\ les fonctions associées à fi. Rappelons que les applications

qi : x •—-)- (xi,gi(xi,Xi^z)) et q'i : x ̂  (^,^_i(^_i,.r,))

ont été définies au paragraphe 1.8 et qu'on a

fi°qi =^+r
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Puisque TT'^X) est bien enlacé, on sait que si x = (^),çz et x ' = (^çz sont deux
points distincts de 7^~1(X)^ alors

Xi = x\ =^ (^+1 - ̂ )(^_i - ̂ _i) > 0.

En particulier si

pi o q,(x) = pi o qi(x1) et p2 o ^(a1) < p2 o ^(^ /),
alors

pi o ^(.r) = pi o ^(a;') et p2 o ̂ (.r) < p2 o q[(x'),
Chacun des ensembles

qi(7r-\X)) et q'^-\X))^
étant invariant par les translations entières, il existe un diffêomorphisme du plan

(pi : (x,y) i—> (x,p.i(y)),

qui commute avec les translations entières, qui laisse invariant chaque verticale, et qui
envoie chaque point q[(x) sur qi(x). Si on pose

î'i = ̂ +1 °/^
le 2n-uplet

^-(/^...J^-i),
appartient à Vn' II vérifie la propriété demandée puisque les fonctions associées à f[
sont gi et ^+1 o g[. Q
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CHAPITRE 5

EXISTENCE DE TORES FIXES D^ENLACEMENT 0

Nous fixons dans ce chapitre un élément ^ = (/o, . . . , /2n-i) de Vn et nous notons
^ et ^ les champs de vecteurs définis respectivement sur E et E par <ï>. Nous poserons
également

/=^($)=/2n-l0...0/o.

Dans le paragraphe 3.6 nous avons introduit l'ensemble T des tores d'enlacements
0 d'orbite bornée, qui sont des sous-variétés de classe C1 difféomorphes à T2. La
réunion de ces tores est l'ensemble compact A des points x e Ë d'orbite bornée.
Les topologies C° et C1 coïncident sur T de même que la topologie de Hausdorff;
cet espace est compact pour cette topologie. Le champ de vecteurs ^ définit un flot
naturel sur T. Le but de ce chapitre est de montrer que certains de ces tores sont
fixes, plus précisément de donner une condition nécessaire et suffisante pour qu'un
tore T (E T soit fixe.

5.1. Ensembles non enlacés

Toute partie X de E formée de singularités de ^ est bien enlacée, d'après la re-
marque (vit) du paragraphe 4.1. On dit qu'elle est non enlacée, si TT'^X) est contenu
dans un élément de Pô, c'est-à-dire à la fois dans un graphe G C Go et dans un
graphe G' C Q^ (voir paragraphes 3.3 et 3.5 pour la définition de Ç Q , Q^ et Pô). La
propriété pour un ensemble de singularités d'être enlacé se lit sur les coordonnées de
ces points. On dira que c'est un ensemble enlacé dans le cas contraire. On dira que
X est un ensemble non enlacé maximal s'il est maximal, au sens de l'inclusion, parmi
les ensembles non enlacés. Remarquons que la fonction d'enlacement

Li : ( x , x ' ) ̂  L(x' - x)

s'annule sur
TT-^X) XTT-^JO-A.

PROPOSITION 5.1.1. — Un ensemble X C sing(^) est non enlacé si et seulement s'il
est contenu dans un élément de T.
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Démonstration. — Si X est contenu dans un tore d'enlacement 0, alors Tr"1^) est
contenu dans un plan d'enlacement 0, a fortiori dans un élément de Pô.

Pour montrer l'autre implication, il suffit d'étudier le cas où X est non vide puisque
T est non vide. L'ensemble 7^~1(X) est contenu dans un graphe G C GQ et dans
un graphe G' C G^. Les propriétés de compacité énoncées au paragraphe 3.3 nous
permettent alors de choisir une valeur d'adhérence G de la suite (Gk)k>o et une valeur
d'adhérence G' de la suite (G^^X). On obtient un plan d'enlacement 0 et d'orbite
bornée P = GC\G' qui contient 7^~1(X). II se projette par TT sur un tore d'enlacement
0 et d'orbite bornée qui contient X. D

PROPOSITION 5.1.2. — L'adhérence d'une partie X C sing(^) est non enlacée. De
plus, l'ensemble des parties fermées non enlacées et non vides est compact pour la
topologie de Hausdorff.

Démonstration. — La partie X est contenue dans un tore T G T. Comme les en-
sembles T et sing(^) sont fermés, l'adhérence de X est également contenue dans T :
c'est un ensemble non enlacé.

Montrons la seconde partie de la proposition. Soit (Xk)k^o une suite de parties
fermées non enlacées et non vides. Chaque Xk est contenu dans un tore Tk C T.
Comme les ensembles sing(^) et T sont compacts, on peut extraire une suite (ki)i^o
telle que (Xki)i>o converge vers X, partie fermée non vide de sing($), et que (T^)^o
converge vers T € T. La partie X est alors contenue dans T, elle est non enlacée. D

On en déduit immédiatement :

COROLLAIRE 5.1.3. — Une partie X de sing(^) est non enlacée si et seulement si
c 'est le cas de toute partie finie de X .

5.2. Caractérisation des tores fixes cTenlacement 0

On note P (sing(^)) l'ensemble des parties de sing(^) et on considère l'application

S : T -^ P (sing(O)

r^Tnsing(0,
qui associe, à chaque tore d'enlacement 0, l'ensemble des singularités qu'il contient.

Le résultat principal du chapitre 5 est le suivant.

PROPOSITION 5.2.1. — L'image S(r) de T ç. T est un ensemble non enlacé maxi-
mal si et seulement si T est fixe; de plus la restriction de S à l'ensemble des tores fixes
est injective et induit donc une bijection entre l'ensemble des tores fixes et l'ensemble
des parties non enlacées maximales.
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La démonstration se décompose en trois étapes.
- Première étape : si T ç T est fixe, alors S(T) est maximal.
- Deuxième étape : si T ç T n'est pas fixe, alors S(T) n'est pas maximal.
- Troisième étape : si T et T ' sont deux tores fixes distincts, alors S(T) 7^ Ï.(T1).
Nous donnerons la démonstration de la proposition 5.2.1 dans les paragraphes 5.3,

5.4 et 5.5. Nous allons conclure ce paragraphe par une application de la proposition
5.2.1.

PROPOSITION 5.2.2. — Tout ensemble non enlacé X est contenu dans un ensemble
non enlacé maximal.

Démonstration. — La proposition est évidente si ^ n'a qu'un nombre fini de singula-
rités. On peut donner une démonstration dans le cas général qui utilise le lemme de
Zorn, en remarquant le caractère inductif de l'ensemble des parties non enlacées qui
contiennent X. Ceci est dû au fait qu'un ensemble est non enlacé si et seulement si
c'est le cas de toutes ses parties finies.

On peut également utiliser la proposition 5.2.1 et chercher à construire un tore fixe
contenant X. On supposera X non vide (si X est vide et maximal, il n'y a rien à
faire, si X est vide et n'est pas maximal, on peut ajouter un point à X).

On se donne une partie finie non vide X' de X. On note Z ' l'ensemble des points
fixes de / associé à X ' . On peut trouver une suite (/^^o dans D^-ÇT2) qui converge
vers /, telle que chaque difféomorphisme F'^ de T2 relevé par f^ ait un nombre fini de
points fixes, parmi lesquels les points de Z1. Plus précisément on peut supposer que,
pour tout k ç. Z, on a

Z' C Fix(/,).

Quitte à tronquer la suite, on peut écrire

f'k^ î^n-l0^-^0-' o/o,

où

^ = (/O, ... ̂ n-^J^n-l) ^ ÎV

La suite (^k)k>o tend alors vers $ quand k tend vers +00 ; la suite ($^ )^>o vers $ ; la
suite (X^)fe>o, formée des singularités de ^<^ associées à Z7, vers X' (pour la distance
de Hausdorff). Puisque X' est non enlacé, on sait, grâce à la proposition 3.4.2, qu'il
en est de même de X'^ dès que k est grand. Comme ^<^ n'a qu'un nombre fini de
singularités, l'ensemble X'^ est contenu dans un ensemble non enlacé maximal et donc
dans un tore fixe d'enlacement 0 de $^.

On choisit un tel tore, que l'on note Tk. Toute valeur d'adhérence de la suite
(Tk)k>o est un tore fixe d'enlacement 0 de ^ qui contient X ' . En écrivant X comme
limite d'une suite de sous-parties finies et en prenant une valeur d'adhérence de la
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suite de tores fixes correspondante, on obtient un tore fixe T contenant X. L'ensemble
S(T) est un ensemble non enlacé maximal qui contient X. D

REMARQUES
(i) Les arguments de la démonstration de la proposition 5.2.1 nous permettent

également de montrer le résultat suivant. Soit C une orbite fermée d'enlacement
j de ^ et Pc l'ensemble des plans d'enlacement j qui contiennent G. Définissons

Sc:Pc-^P(sing(0)

P^sing(On^c(P),

où Dc(P) est la composante connexe bornée de P - C. Alors Dc(P) est fixe si
et seulement si Sc(P) est maximal dans ^c(Pc)' En particulier, toute orbite
fermée borde un disque invariant.

(ii) Si ^n'a pas de singularité, c'est-à-dire si / n'a pas de point fixe, l'ensemble T
se réduit à un tore fixe, c'est l'assertion (i) du théorème 0.3.1. Si ^n ' a qu'une
singularité, c'est-à-dire si Fix(/) se réduit à un élément, il n'y a qu'un seul tore
fixe, il contient cette singularité. Les autres tores éventuels de T ne contiennent
pas cette singularité.

5.3. Première étape de la démonstration de la proposition 5.2.1

Nous voulons démontrer le résultat suivant :

PREMIÈRE ÉTAPE. — Si T e T est fixe, alors E(T) est un ensemble non enlacé
maximal.

Nous allons démontrer en fait le résultat plus fort :

PROPOSITION 5.3.1. — Soit P un plan fixe d'enlacement 0. Pour tout x G sing(^) -
P, il existe x ' e sing(^) H P tel que L ^ ( x ' , x ) -^ 0.

Démonstration. — Soit x ç sing(^) - P et ^ le point de P tel que ro(^) = ro(x).
Puisque x^ - x n'appartient pas à W, deux cas sont possibles :

x\ - x e WZ^, pour tout t > 0,

ou
x\ - x e W^~, pour tout t < 0.

Nous nous limitons au premier cas, le second se traitant de façon similaire. Puisque
P est contenu dans A, la droite passant par x et tout point x ' ç. P suffisamment
éloigné appartient à Wo ; on en déduit que l'orbite positive de x^ est bornée et,
grâce au théorème de Poincaré-Bendixson, que cu(x^) contient un élément critique.
Remarquons que la fonction

x ' i—> L ] _ ( x ' , x )
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est bien définie sur uj[x^) et prend une valeur constante égale à

j = lim L^(x^x) < 0.
<—>-+00

Si uj(x^) contient une singularité x ' , on a L^(x'\x) = j : la proposition est démon-
trée.

Si uj(x^) contient une orbite fermée C, celle-ci est tracée sur le plan invariant P et
on peut trouver une singularité x ' ç P à l'intérieur de C. On déduit des égalités

L^C)=0 et L i (^C)= j

et de la proposition 4.3.1, que x est à l'extérieur de C ; on en déduit ensuite, toujours
grâce à la proposition 4.3.1, que

L^{x1\x) = j.

D

5.4. Deuxième étape de la démonstration de la proposition 5.2.1

Nous voulons démontrer le résultat suivant :

DEUXIÈME ÉTAPE. — Si T e T n'est fixe, alors l'ensemble non enlacé E(T) n'est pas
maximal.

Démonstration. — Soit T ç T un tore qui n'est pas fixe. Il existe donc un point x e T
tel que ^(x) n'est pas tangent à T. Rappelons que les ensembles Ej(x), E ^ ( x ) et E^[x)
ont été définis au paragraphe 3 et que l'espace tangent à T en x est Eo(x). Le vecteur
ç(x) a donc une composante non nulle sur EZ^(x) ou sur E^~{x). Nous n'étudierons que
le premier cas, le second étant similaire. On sait, grâce aux propositions 3.2.1 et 2.2.2,
que la distance de la droite engendrée par ^(^) à P(£Ti(^)) (dans l'espace projectif)
tend vers 0 quand t tend vers +00, et que L(^(^)) garde une valeur constante j < 0
pour t assez grand. On va étudier deux cas.

Premier cas : l'ensemble uj(x) contient une singularité x ' . — II existe alors une suite
(tk)k^o tendant vers +00, telle que

lim x^ = x ' .
k—)-\-oo

On peut toujours supposer que la suite (T^^X) est convergente de limite T ' . Le tore
T ' contient x ' et S (F) ; pour montrer que S(T) n'est pas maximal, il suffit donc de
montrer que x ' n'appartient pas à S(T).

Raisonnons par l'absurde et supposons que x ' G ^i(T). Pour k assez grand, on peut
affirmer :

- que la droite engendrée par ^(x^) est proche de PÇEZ^x')) ;
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- que la droite engendrée par x^ - x ' est contenue dans WQ (pour être rigoureux
que la droite engendrée par un relevé du point x ' dans E et par le relevé de x^
qui est proche).

Cela contredit les propriétés locales de $ au voisinage de x ' ' , données par la décom-
position spectrale de D ^ ( x ' ) étudiée au chapitre 3.

Second cas : l'ensemble uj(x) ne contient pas de singularité, — La fonction

x ' ̂  L^x'))

est alors bien définie et constante égale à j sur ù;(î). De même, pour tout x" ç.
TT-^EIT)), la fonction

x i—> L^{x^x")
est bien définie et vaut 0 sur Tr^ÇujÇx)).

Fixons x G Tr"1^^)). L'orbite de ce point est contenue dans un plan d'enlacement
j d'après la proposition 4.2.1 ; elle est bornée, d'après la remarque qui suit cette
proposition. L'ensemble ^-limite

UJ(X) CTT-^^))

contient donc une orbite fermée (7.

Comme le nombre d'enlacement L\(Ç) est égal à j et comme le nombre d'enlace-
ment L^{x", C) est nul pour tout x" ç. TT^S^)), nous savons d'après la proposition
4.3.1 que toutes les singularités x" e Tr'^SfT)) sont à l'extérieur de G. Nous avons
vu également au paragraphe 4.3 (remarque (iii)) qu'il existe au moins une singularité
x ' à l'intérieur de C. Il reste donc à prouver que l'ensemble S(T) U {x'} est non enlacé,
où x ' = 7r(x'). Utilisant le corollaire 5.1.3 il suffit de trouver pour toute partie finie
X C S(T), un graphe G e QQ et un graphe G' C Q^ qui contiennent TT'^X) U {x'}.

Notons D l'ensemble formé de C et des points qui sont à l'intérieur de C. Notons
D' l'ensemble des points x ' ç D tels que [ x ' } U TT'^X) est contenu dans un graphe
G e ÇQ et dans un graphe G1 ç Q^. Le corollaire 4.4.3 nous dit que D est connexe,
ce qui suit nous permettra d'affirmer que D' est égal à D.

L'ensemble D' est clairement fermé dans D d'après les propriétés des graphes
G ç. GQ et G1 G Q^ données au chapitre 3.

L'ensemble D' est ouvert dans D. En effet, si x ' appartient à D', alors TrÇx^UX est
bien enlacé. On peut donc trouver, grâce à la proposition 4.5.1, un 2n-uplet $' ç T>n
tel que

TrÇx^UX C sing(^/).
On applique alors la proposition 3.4.2, on sait que si x" est proche de x ' , il existe
G e QQ et G' e Q^ tels que

{x'^UTr-^X) CGHG'.
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L'ensemble D' contient C. En effet, 7r(G) étant inclus dans uj(x), on peut construire,
pour tout point de TÎ-(C') une suite de la forme (T^A^O qui converge dans T vers un
tore contenant ce point, n

5.5. Troisième étape de la démonstration de la proposition 5.2.1

Nous voulons démontrer le résultat suivant.

TROISIÈME ÉTAPE. — Si T etT' sont deux tores fixes distincts, alors S(T) ^ Ï , ( T ' ) .

Démonstration. — On raisonne par l'absurde, on se donne deux tores fixes distincts
T et T ' et on suppose que S(T) = ^(T'). On pose P = TT-^T) et P ' = TT-^T').
Nous utiliserons souvent la remarque suivante :

Si x ç. P et si x' ç. P' sont distincts et si l'un des points est une singularité, la
différence x — x' appartient à WQ .

Le flot produit défini sur E x E est invariant par les fonctions

TO x TO : (x,x') i—> {ro(x),ro(xf))

et

TI x ri : ( x , x ' ) i—> (ri (a*), ri (Y)),

de même que la fonction L\, et définissent donc naturellement un flot et une fonction
sur l'espace

Ê2 = E x E/[ro x TO,TI x ri].
On gardera le même nom pour la fonction I/i, on notera

TT : E x E —> Ê2

l'application de revêtement et A l'image de diagonale.

Puisque T -^ T ' , il existe x G P et x ' e P ' distincts, tels que ro(x) = ro(x'). Deux
cas sont possibles :

xt - x^ e H^i, pour tout t > 0,
ou

xt - x11 C W^, pour tout t < 0.
On étudie là encore le premier cas et on note

j= lim Li(^,^) <0.
t—>-}-00

LEMME 5.5.1
(i) On a lim xt - x11 = 0.

t-^+oo

(ii) L'ensemble uj(^{x)) = ̂ (TT^')) est contenu dans sing(^).
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Démonstration. — L'orbite positive de ^ { x , x ' ) dans Ê^ est bornée puisque les plans
P et P ' sont contenus dans A et la fonction I/i est définie en tout point de uj {^{x, x ' ) ) -
A et vaut j en ce point. On en déduit que si 7r(a^,;^) appartient à uj(^(x,x')), et si
l'un des points x^ ou x^ est une singularité, on a x^ = a-^. Pour montrer le lemme il
suffit donc de montrer que l'on a

^W)) C sing(0.

Raisonnons par l'absurde et supposons qu'il existe un point x^ ç. Tr"1^?!-^)))
qui ne soit pas une singularité de ^. II existe alors x^ e Tr"1^?!-^))) tel que 7r(x^,x^)
appartienne à uj(ft(x,x1)). Pour tout ( t , t ' ) ç R x R, le couple TrÇx^x^) appartient
à ^(TT^,^)) ^ l'entier L^(x\,x^') est donc bien défini si x\ -^ x ^ ' . La fonction Li
est donc bien définie sur A — {0}, où

A= [x^ -x\ \ (t,t1) e R x R l

Remarquons que l'ensemble A - {0} est connexe. C'est évident si les orbites de x^
et de x'^ sont distinctes mais c'est également vrai si elles sont égales qu'elles soient
périodiques ou non. Ainsi la fonction I/i est constante égale à j sur A - {0}.

On déduit de ce qui précède que l'orbite de x^ est bornée. Son ensemble ^-limite
contient donc une singularité x^ ou une orbite fermée (7. Le premier cas est impos-
sible. En effet si on écrit

x^ = lim x^,
h—>-\-oo

on aura
Li(x^x^)= lim L^x^x^) == j.

ÂÎ-4-+00

Le second cas est également impossible. En effet, tout point x^ ç. C s'écrivant

x^ = lim ^fc,
jfe^+oo

on a
L^(x^x^)= lim Li«,^)=j.

Â;—>-+00

On sait aussi que L^(C) = 0 puisque C est tracée sur P. On déduit de la proposition
3.4.1 que x^i est à l'extérieur de C. Or on peut trouver une singularité x^^ G P à
l'intérieur de C : on a L^(x^x^) = j, ce qui est impossible. D

Suite de la démonstration de la troisième étape, — On va étudier deux cas.

Premier cas : L'ensemble uj{^{x)) ne se réduit pas à un point — L'ensemble uj{^{x})
est connexe et formé de singularités, on en déduit que D^(x} a un noyau non nul, pour
tout x e uj(7r(x)), noyau contenu dans Eo(x). On en déduit ensuite que le spectre de
D^(x) restreint à EZ^(x) est formé de nombres complexes de partie réelle strictement
positive.
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II existe un voisinage U de ^(^(x)) et deux réels rj > 0 et T > 0 qui vérifie la
propriété suivante :

si x e U et si la distance de la droite engendrée par u e E - {0} à P(E^(;z**)) est
inférieure à r ] , alors

K||^ 3 |H|,

où (x^u1) est l'image au temps t de (x,u) par le flot linéarisé.

Puisque

lim xt - x11 = 0
t-^-\-00

et puisque

xt - x^ e MCi si t > o,
on en déduit que la distance de la droite engendrée par xt - x1i à PÇEZ^x1)) tend
vers 0 quand t tend vers +00. Si t est assez grand, on sait que TT^) appartient à U,
on a donc :

11^+T _ t+T _ II ^ \\ it _ t\\
II— w "^l l-^l l '^ — I I 5

où (^+T, Ut) est l'image au temps T de (x^x^ - x1) par le flot linéarisé. On en déduit

11^+T _ .-rWTII > 9 llr^ - r^ll—— ?

ce qui est impossible.

Second cas : L'ensemble uj(^(x)) se réduit à un point — Dans ce cas l'ensemble cj(x)
se réduit également à un point. On pose

x^ == lim xi,
t->-^-00

et on considère les applications

K : 11—> xt et ^/ : 11—)- x'^

Grâce à la décomposition spectrale de D^(x^), on sait qu'il existe quatre réels r],
T, K et K ' , strictement positifs, avec 8K < K ' , qui vérifient la propriété suivante :

si la distance de la droite engendrée par u G E — {0} à PÇEoÇx^)) (resp. à
P(EZ^X^))) est inférieure à r ] , alors ^u71^ < K \\u\\ (resp. H^H > K' \\u\\), où
(x^,^) est l'image au temps t de (x^^u) par le flot linéarisé.

L'application qui à un point de E associe sa position au temps t est de classe C1

et sa différentielle en x^ est l'application

T
U 1——> U .
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On en déduit que pour t assez grand, on a :

||/̂  + T) - x^ - Ut\\ < K ||̂ ) - x4

\\iï'(t + F) - x^ - u't\\ ̂  K \\K'(t) - x^\\

\\^t + T) - ^ ' ( t + T) - u"t\\ ̂  K \\^(t) - K\t)\\ ̂  Ç ||̂ ) - ̂ (t)\\

où
(x^Ut), ( x^u ' t ) , (x^u"t)

sont les images respectives par le flot linéarisé au temps T de

(^ K,(t) - X^), (X^,fï(t) - ̂ ), (/î(^), K,(t) - K,'{t)).

On a donc

||̂  + T) - ̂  I I < 2K \\K(t) - ̂  I I , \\^(t + T) - ̂  I I < 2K \\K\t) - x. I I
et

||̂  + F) - ̂ (^ + T)|| > Ç ||̂ ) - ̂ (t)\\.
On obtient finalement

| |^+(Â'+i)r)-^|| ^ i ||̂  + kT) -x^\
||/î (^ + (À; + 1)T) - ̂  (t + (À- + 1)T)|| - 2 ||̂  + A-T) - ̂ (t + Â-T)||

et
\\^(t+{k+l)T)-x,\\ 1 | |^(^4-Â-T)-^||

l l / î (^ + (k + i)r) - ̂  (t + (fe + i)r)|| - 21|/,(^ + kT) - ̂ (t + Â'r)!! '
pour tout entier k > 0. Si on somme ces deux inégalités, on en déduit que la suite de
terme général

\\^{t + kT) - x^\\ -h ||̂  + kT) - x4
\\iï{t+kT)-iï'(t+kT)\\

tend vers 0, or le terme général de cette suite est toujours supérieur ou égal a i . D
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CHAPITRE 6

PROPRIÉTÉS DES TORES FIXES

Nous fixons dans ce chapitre un élément <Ï> = (/o, • • • , /2,n-i) de Vn et nous notons
^ et ^ les champs de vecteurs définis respectivement sur E et E par $. Nous poserons
également

/=^($)=/2n-lû...o/o.

Nous définirons, pour tout tore fixe T ç. T, le champ de vecteurs

Co = îo*(^|r)

sur T2, image du champ de vecteur ^ restreint à T par l'application qo définie au
paragraphe 1.8. Nous étudierons les propriétés de Ço liées à la dynamique de /.

Dans le cas où ^ n'a pas de singularité, il n'y a qu'un tore fixe. On montre dans
[Ll] que le champ de vecteur Ço, qui est sans singularité, est uniquement intégrable
et que toute courbe intégrale se relève à R2 en une droite de Brouwer de /. Nous
donnerons dans ce chapitre la définition d'une droite de Brouwer et généraliserons le
résultat de [Ll] au cas où il y a des singularités.

6.1. Lien entre les parties non enlacées de sing(^) et les parties non enlacées
de Fix(/)

Soit P C E un plan d'enlacement j (de dimension 2) et i ç Z. Puisque chacune
des applications

(x, x ' ) i—> (x, gi(x, x ' ) ) et (x, x1) i—> {x',g[{x, x ' ) )

est un difféomorphisme bilipschitzien de R2 et puisque

ri : x = (xi)içz '—> (xi,x^)

induit par restriction un difféomorphisme bilipschitzien de P sur R2, les applications

qi : x = (xi)içz '—> (xi,gi(xi,Xi^)) et ^ : x = (^)zçz '—> (^,^(^-1,^))
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induisent par restriction des difféomorphismes bilipschitziens de P sur R2. On notera
respectivement Qi et Q\ ces restrictions.

L'application fi se déduit des applications Qi et Q[ par la relation

fi=Q^-Q71'
L'application Qi o Q1^1 est un diffeomorphisme de R2 qui s'écrit

Qi o Q^1 : (x, y) i—^ (x, fjii{x, y)),

où

V < V' =^ ̂ ,y) < p.i(x,y').

Cette dernière propriété caractérise le fait que P est un ensemble bien enlacé. On en
déduit que pour tout s e [0, l], l'application

sïd-^(l-s)QioQ^1

est un diffeomorphisme de R2 qui laisse invariant chaque verticale. On en déduit
également que l'application

ff=(sïd+(l-s)Qi^oQ'^)ofi

=W,+i+(l-^+i)o^-1

est un diffeomorphisme de R2 qui dévie la verticale.

Remarquons que l'on a

f^n-l ° - • • ° ÎS = (QO o Ç^_i) o ... o (Ci o Q,-1) = Id,

et

îln-l 0 ' ' ' ° f^ = /2n-l 0 • • < ° fo= f'

Puisque pour tout x = (xi)içz G P, on a

f! {^i^9i(xi,Xi^)) = (^+1,5^(^,^+1) + (1 -5)^+i (^+1, x^)) ,

on obtient les résultats suivants :
- la première fonction gf associée à ff par la relation du paragraphe 1.5 ne dépend

pas de s et reste égale à gi ;
- toute singularité x e P H sing(^) est une singularité de S,8 = ̂ , où

^-(^...^-i);

- l'image par qo de toute singularité x e PDsing(^) est un point fixe z de chaque
application

r-^n-lO-'o^;

- si P est fixe par le flot induit par ^ il est également fixe par le flot induit par
chaque ^s et on a

^|p=^|p.
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Si on suppose de plus que P est un plan d'enlacement 0, alors chaque application
ff—fi est Z^périodique. Si on note T le tore d'enlacement 0 relevé par P et X = S(T)
l'ensemble des singularités de ^|y, l'ensemble Z = qo{X) est contenu dans Fix(/5)
pour tout s ç. [0,1]. C'est donc une partie non enlacée de Fix(/) (voir paragraphe
1.5). C'est en fait une partie non enlacée maximale. En effet, grâce aux propositions
5.3.1 et 2.2.1, on sait que pour tout point fixe z de / qui n'appartient pas à ]1~1(Z),
il existe z ' G II-1 (Z) tel que I ( z ' , z ) ̂  0.

Puisque toute partie non enlacée X C sing(^) est contenue dans une partie non
enlacée maximale, et donc dans un tore fixe d'enlacement 0, on en déduit :

PROPOSITION 6.1.1
(i) L'image par ço de toute partie non enlacée X C sing(^) est une partie non

enlacée Z C Fix(/).
(ii) L'image par qo de toute partie non enlacée maximale X C sing(^) est une partie

non enlacée maximale Z C Fix(/).

On va démontrer un résultat dans l'autre sens :

PROPOSITION 6.1.2. — Soit F un difféomorphisme de T2 homotope à l'identité, f
un relèvement de F à R2 et Z C Fix(/) un ensemble non enlacé (resp. un ensemble
non enlacé maximal). Il existe alors un entier n >_0 et un élément

^=(/0,...j2n-l) CVn

vérifiant

/=^(<î>)=/2n-l o -o /o ,

tel que l'ensemble des singularités de ̂  associé à Z soit une partie non enlacée (resp.
une partie non enlacée maximale).

Démonstration. — Soit Z C Fix(/) un ensemble non enlacé et s \—^ fs un chemin
dans ^(T2) défini sur [0, l], joignant l'identité à /, formé d'applications laissant fixe
tout point de Î1~1(Z). On sait qu'il existe n ̂  0 et un chemin

S^<S>s=(fê.---,f^-l)

dans T>n vérifiant
$0=(/0*,---J2*»-l),

tel que pour tout s ç [0, l], on ait

fs= f^n-i0'" °f^

voir [Ll].

On note alors Xs C sing(^<^ ) l'ensemble associé à Z. A chaque point x de X\ est
associé un chemin s \-> Xs dans E, aboutissant en x et formé pour tout s ç [0,1] d'un
point de Xs.
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On veut montrer que Xi est non enlacé. Il suffit de le démontrer pour toute partie
finie X' == {x°,... .x171} de X. L'ensemble formé des réels s G [0,1] tels que X'g =
{x^..., x^1} soit non enlacé est fermé. Il est également ouvert, d'après la proposition
3.4.2. Comme il contient 0, il contient également 1.

Il est évident, par la proposition 6.1.1, que X est maximal si Z est maximal. D

On déduit des propositions 6.1.2, 6.1.1 et 5.2.2, le résultat suivant :

THÉORÈME 6.1.3. — Soit F un difféomorphisme de T2 homotope à l'identité et f
un relèvement de F à R2. Toute partie non enlacée Z C Fix(/) est contenue dans
une partie non enlacée maximale.

On déduit également des propositions 6.1.2, 5.3.1 et 2.2.2 :

PROPOSITION 6.1.4. — Si Z C Fix(/) est une partie non enlacée maximale alors
pour tout point fixe z ^ II"1^), il existe z' ç. '^.~1(Z) tel que I(z^ z') / 0.

6.2. Une propriété des tores fixes d'enlacement 0

Soit P un plan d'enlacement 0 fixe par le flot engendré par ^. On garde les notations
du paragraphe 6.1.

Les champs de vecteurs

Çi=Qi^p) et C—Q^lp),

images respectives de ç\p par Qi et Q\ sont des champs de vecteurs continus définis
sur le plan, Z2-périodiques et uniquement intégrables. De plus, les singularités de Co
sont des points fixes de /.

On définit une application

[0,2n]—^
.^^=(^,...,^_i)

de la façon suivante : on pose

{ /P s i s ^2n - i - l ,
ff = ^-2^+1 ^ 2n - i - 1 < s < 2n - i,

f} si s ^ 2n - i,

On définit alors
f^f^-i0'-0!^

Soit z = Qo(x) une singularité de Ço. Pour tout i ç. Z, on a

Qi(x) = Q^x) et ff(z)=Mz).

On en déduit que fs(z) = z pour tout s ç [0,2n].
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Soit z = Qo{x) un point qui n'est pas une singularité de (o. On sait que chaque
application s \-^ f8^) est de classe C1 sur [i,i + l], on sait également qu'il existe un
entier i tel que Qi(x) / Q'i(x). On va calculer, pour s G [2n — i — 1,2n — z], le produit
mixte

det^^.Co^^r^)).

On définit, pour i e Z et s ' G [0,1] l'application

Qf = ̂  + (1 - s')Q^

qui envoie x = (xi)zçz sur

(;^,^_i(.^_i,^) + (1 - s^giÇxi.x^)) .

Puisque

f8 = îln-l 0 • ' • ° ̂ +1 ° W+l + (1 - ̂ )Ç.+l) 0 Ço-\

on peut écrire

^/s^) = D (^_i o ... o /^) (^) . (Ç ,̂(.,) - Q^(x))

= D (^_i o . . . o ̂  (z,) . (0, ̂ (x))

où on pose
7 — ns-2n+^+l(r^^s — ^î+i \'L)•

De même

^r^) . Co(^) = ̂ r (Ço(^)) • (DQoÇx) . ̂ (.r))

^D^oÇo)^)-^)

= D (f^n-i o t • • 0 ̂ +1) (^) • (^Çf+i271^1^) t ^(^)) .

Comme la première coordonnée du vecteur
^Ç^n+,+1^.^

est ^4-1 (.z*), on en déduit que

det (DQ^^Çx) • ̂ x),Q'^(x) - Qw(x)) ̂  0.

Comme f^n-i 0 • • • 0 /^i préserve l'orientation, on en déduit que

detfDr^.Co^),^/8^)) ^0,

avec une inégalité stricte si ^-n(.z') 7^ 0.
Écrivons sous forme de proposition ce qu'on vient de montrer, en notant Ço le

champ de vecteurs sur T2 relevé par Ço 6t en notant F8 le difféomorphisme du tore
relevé par /s, pour s ç [0,2n].
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PROPOSITION 6.2.1. — On a les propriétés suivantes :
(i) le champ de vecteurs (o est continu et uniquement intégrable ;

(11) F ensemble des singularités de Ç,Q est une partie non enlacée maximale Z C
Fix(/);

(iii) Inapplication s ̂  f8 est un chemin de l'identité à f dans ^(T2) ;
(iv) Z C Fix(/5), pour tout s e [0,2n] ;
(v) l'application s \-^ F8^) est de classe C1 sur chaque intervalle [ i ^ i + l], i e

{0,...,2n-l};
(vi) si z G T2 — Z, l'application

s ̂  det (DF^z) . Co(^), ^Fs^)) .

qui est définie sur chaque intervalle ]z, i + 1[, i G {0,..., 2n — 1}, est positive ou
nulle, et strictement positive sur au moins un de ces intervalles.

6.3. Un théorème de translation sur le tore

Gardons les notations du paragraphe 6.2, considérons une composante connexe U
de T2 — Z et notons U le revêtement universel de U. On sait que U est homéomorphe
à R2. On peut faire les remarques suivantes :

- chaque difféomorphisme F8, s € [0, 2n], laisse invariant U ;
- Pisotopie restreinte s ̂  F8 ( u se relève en une isotopie s ̂  F8 issue de l'identité

sur U";
- le champ de vecteur restreint Ço\u se relève en un champ de vecteurs Ç sur U,

uniquement intégrable et sans singularité ;
- toute courbe intégrale de ^ est un plongement topologique propre de R dans U

(puisqu'il n'y a pas de singularité) ;
- toute courbe intégrale de C est envoyée le long de Pisotopie s ^ F8 toujours

plus à gauche ;
- toute courbe intégrale C de C est disjointe de son image par F1 et sépare F1 (C)

et^1)-1^).
Le difféomorphisme F1 préserve Porientation et n'a pas de point fixe. Le théorème

de translation de Brouwer nous dit que par tout point passe une droite de Brouwer^
c'est-à-dire un plongement topologique propre C de R tel que C soit disjoint de F1 (C)
et sépare F1 (C) et (F1)"1^) (voir Brouwer[Br], voir également Guillou [Gu]). Toute
courbe intégrale de Ç est donc une droite de Brouwer de F1.

Remarquons en particulier que si z ç. Fix(/) n'appartient pas à Z, la courbe fermée
s \-r F5^) n'est pas homotope à zéro dans T2 — Z. Ceci n'est pas surprenant puisque
Z est une partie non enlacée maximale, d'après la proposition 6.1.1.

Les propositions 6.1.2, 6.2.1 nous permettent donc d'affirmer :
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THÉORÈME 6.3.1. — Soit F un difféomorphisme du tore T2 homotope à l'identité,
f un relèvement de F à R2 et Z C Fix(/) une partie non enlacée maximale. Il existe
un champ de vecteurs C surT2, continu et uniquement intégrable et un chemin s ̂  /s

de l'identité à f dans ^(T2), tels que :

(i) l'ensemble des singularités de Ç soit Z ;
(11) l'ensemble Z soit inclus dans Fix(/5), pour tout s G [0,1] ;
(iii) si U est une composante connexe de T2 — Z et si F8 est le difféomorphisme du

tore relevé par /s, toute courbe intégrale du champ de vecteurs Ç\u relevée au
revêtement universel de U est une droite de Brouwer du relèvement naturel de
F\u obtenu en relevant à partir de l'identité l'isotopie s \-> F8^'

6.4. Une propriété des ensembles bien enlacés

On va utiliser les notations de ce chapitre pour démontrer dans le dernier para-
graphe un résultat sur les ensembles non enlacés que l'on utilisera au chapitre 9.
Rappelons que les ensembles bien enlacés ont été définis au paragraphe 4.1. et que
II : R2 —^ T2 est le revêtement universel du tore.

PROPOSITION 6.4.1. — Soit $ = (fo,... ,/2n-i) e Vn et f = KnW. Soit X une
partie bien enlacée de E et Z = qo(X) son image par qo dans le tore. Il existe alors
une application continue

Q : Z x [0,2n] —>T2,

telle que :

(i) chaque application partielle ï \—^ Q{ï^s) soit injective sur Z ;
(11) pour tout ï ç. Z et tout z ç II"1 ({S}), le chemin t ̂  Q(ï,s) se relève en un

chemin de z à f(z) ;
(iii) pour tout ï ç. Fix(/) et tout s ç. [0, l], on ait 0(?, s) = z.

Démonstration. — II suffit de reprendre ce qui a été fait dans les paragraphes 6.1
et 6.2. Les restrictions de ^ et q[ à Tr"1^), notées respectivement Qi et Q\, sont
injectives et on peut écrire

fi=Qw-Q71

sur l'ensemble Ç^TT-^X)).

Les formules données au paragraphe 6.1 et 6.2 définissent des applications ff et ff
sur (^(Tr"1^)). Contrairement à l'expression

fs=f^-l-"'-fS
qui n'a pas de sens pour s e [0, l], l'application

/'-/In-lO-O/O'
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est bien définie, pour s ç [0,2n], sur

H-\Z)=Q^-\X)),
puisque /^ et f^ sont définies sur le plan tout entier, égales à fz. L'application f8

commute avec les translations entières et permet de définir

F8 : Z —>T2.

L'application
e:^)^^?)

vérifie bien les trois conditions : la première condition provient de Pinjectivité de
chaque application ff^ conséquence du caractère bien enlacé de l'ensemble X. D
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CHAPITRE 7

BIFURCATION DES TORES FIXES

Nous nous intéressons dans ce chapitre aux bifurcations des tores fixes pour une
famille à un paramètre de difféomorphismes du tore avec des bifurcations aux points
fixes de type selle-nœud. Le type de bifurcation sera lié au nombre de rotation réel
des points fixes de bifurcation. Nous commencerons par définir ce nombre de rotation
dans le premier paragraphe.

7.1. Nombre de rotation <Tun point fixe

Nous allons rappeler ce qu'est le nombre de rotation réel d'un point fixe z d'un
difféomorphisme / e ^(T2) (voir J. Mather [Ma]).

L'ensemble A des demi-droites vectorielles du plan muni de sa topologie usuelle
est naturellement homéomorphe au cercle S1 C R2. L'orientation de R2 définit alors
une orientation sur A. Si z est un point fixe de /, la différentielle Df(z) induit un
homéomorphisme G de A qui préserve l'orientation et qui a donc un nombre de
rotation, élément de T1.

Tout chemin s \-^ fs dans -D^T2), de l'identité à /, formé d'applications qui
laissent fixe le point z, définit une isotopie (Gs)sç[o,i] joignant l'identité (de A) à
G. On peut relever cette isotopie au revêtement universel A w R en une isotopie
(^s)se[o,i] issue de l'identité. Le nombre de rotation de ^i, qui est un représentant
réel du nombre de rotation de G, est alors indépendant du chemin s H-> /s. En effet,
l'ensemble des difféomorphismes de ^(T2) qui fixent z est contractile. On l'appelle
le nombre de rotation réel de z (ou plus simplement le nombre de rotation de z). Pour
tout ? e Fix(/), le nombre de rotation de z e 7^~l({^}) ne dépend pas du choix de z^
on peut donc définir le nombre de rotation de ?.

Une façon équivalente de définir le nombre de rotation d'un point fixe z de / est
la suivante.
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Pour tout z ' 7^ z, on note ^(^/) la demi-droite engendrée par le vecteur z ' — z. On
compactifie R2 — {z} en ajoutant deux copies Ai et Â2 de A, et en posant :

et

lim Zk = a ê Ai si lim \\Zk\\ = +00 et lim D{zk) = a;
Â;—>-+00 Â;—>-+00 Â;—>-+00

lim ^ = /3 ç. A2 si lim Zk = 0 et lim D(^) = /?.
A'—^+oo Â;—»-+OO k—^+oo

Le difféomorphisme / se prolonge alors en un homéomorphisme / du compactifie

A == (R2 - {z}) U Ai LJ Â2 w T1 x [0, l],

égal à l'identité sur le bord Ai. Le relèvement de / au revêtement universel A de A,
qui est égal à l'identité sur le bord relevé Ai induit par restriction un homéomorphisme
sur A 2 dont le nombre de rotation est exactement le nombre de rotation de z.

Dans le cas où 1 est valeur propre de Df{z)^ le nombre de rotation de z est entier
et peut être caractérisé ainsi : si /' G -D^T2) est proche de / et si z ' et z " sont deux
points fixes de // proches de z^ alors le nombre d'enlacement de ces deux points fixes
est égal au nombre de rotation de z.

7.2. Nombre de rotation et nombre d'enlacement

On va montrer le résultat suivant, dont on connaît l'analogue pour les matrices de
Jacobi (voir Mather [Ma] ou Angenent [Ani]).

PROPOSITION 7.2.1. — Soit $ = (/o, • . . ,/2n-i) Ç-^n et f = ̂ n(^). La différen-
tielle Dç^(x) en une singularité x a une valeur propre nulle si et seulement si la
différentielle Df(z) au point fixe z = qo(x) a une valeur propre égale à 1. De plus, le
noyau de D^(x) est contenu dans l'espace Ej(x), où j est le nombre de rotation de
z.

Démonstration. — Nous montrons la proposition en adaptant les arguments de [Ma],
[Ani] et également de MacKay et Starck [MS].

Commençons par prouver la première assertion. Si u = (ui)içz est un vecteur non
nul du noyau de D^ (x), il appartient à un espace Ej(x)^ le vecteur

v = Dqo{x) • u

de R2 est alors non nul et fixe par Df(z). Réciproquement, si Df(z) a un vecteur
fixe v G R2, si (zi)içz est la suite définie par les relations

ZQ = Z, Zi^î, = f\z),

et si (vi)içz est la suite définie par les relations

VQ = v, -y,+i = Dfi(zi) • Vi,

alors le vecteur u = {pi(vi))içz appartient au noyau de D^{x).

MÉMOIRES DE LA SMF 79



7.3. FAMILLE À UN PARAMÈTRE AVEC DES BIFURCATIONS DE TYPE SELLE-NŒUD 89

Démontrons maintenant la seconde assertion. On peut trouver // ç -D^T1) proche
de /, laissant fixes deux points z ' et z11 proches de z^ puis écrire

/' = î'ïn-l ° /2n-2 ° • • • ° fo,

OÙ

^=(/0,...j2n-2j2n-l)

est proche de <Ï>. Le champ de vecteurs $^/ a alors deux singularités x ' et x" proches
de x et la droite passant par ces deux points est nécessairement proche de Ej {x) ;
ainsi l'entier j = L\{x1\x")^ qui est le nombre d'enlacement de z ' et z11', est égal au
nombre de rotation de z. D

7.3. Famille à un paramètre avec des bifurcations de type selle-nœud

On se donne dans la suite du chapitre 7 une famille (fs)se[o,i] dans P^T2) qui
vérifie les propriétés suivantes :

(i) l'application (s,z) \-^ fs(^) est de classe C1 ;
(ii) chaque ensemble Fix(/5) est fini;

(iii) l'ensemble
M={^z}ç[0^}xR2\f,(z)=z}

est une sous-variété de classe C1 de dimension 1, dont le bord est contenu dans
{0,1} x R 2 ;

(iv) l'ensemble M1 des points verticaux de M, c'est-à-dire des points (5, z) où le
vecteur tangent est de la forme (0, v) est fini et se projette injectivement sur un
ensemble S de [0,1] ;

(v) si (0,z?) est un vecteur tangent à M en un point vertical ( s ^ z ) ^ alors v est un
vecteur fixe de Dfs(z) ;

(vi) en un point vertical (^, z) la courbe M se trouve localement à droite ou à gauche
du plan {s} x R2 ;

(vit) si ( s , z ) n'est pas un point vertical, alors 1 n'est pas valeur propre de Dfs{z}.

On peut relever l'isotopie (fs)sç[o,i] en une isotopie

(^)se[o,i] = (/(^-^/In-i)

de T>n telle que

f,=Kn^s)=f^-lo-•ofS

pour tout s ê [0,1]. On peut supposer de plus qu'il existe une subdivision (^)o<î<n
de [0, l], telle que 5" = { so , . . . , Sk} soit disjoint de S et que les applications

^z)^f!(z)

soient de classe C1 sur chaque intervalle [sj.Sj^].
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Le champ de vecteurs Çs = ̂ , défini sur Ë a un nombre fini de singularités et
l'ensemble

^={(^ )e [o , i ]xê | ^ )=o}
est une variété topologique de dimension 1 dont le bord est dans {0,1} x Ë. De façon
plus précise :

- la variété N s'écrit au voisinage de tout point {s, x) tel que s ^ S U S" comme
le graphe d'une application

^ : [s - e, s + e] —> E

de classe C1 ;
- la variété N s'écrit au voisinage de tout point (5, x) tel que s ç. S ' comme le

graphe d'une application

^ : [s - e, s + e] —> È

qui est de classe C1 sur [s — e, s] et sur [s, s + e} ;
- tout point (s, x) e N tel que s ç S soit un point vertical, la variété N est de

classe C1 au voisinage de ( s ^ x ) localement à droite ou à gauche de {s} x E et
la tangente au point est dirigée par un vecteur (0,n), où u appartient au noyau
de 7^);

- si {s, x) C N n'est pas un point vertical de N , alors 0 n'est pas valeur propre de
DUx)^

7.4. Bifurcation des tores fixes

Pour tout s e S notons z(s) l'unique point fixe de bifurcation de la famille
(^^[o,!] relevée par la famille (/s)sç[o,i], notons p(s) e Z le nombre de rotation au
point fixe z(s), notons x(s) l'unique singularité de bifurcation de la famille (^)sç[o,i]
au point 5. Notons 77 l'ensemble des tores fixes d'enlacement 0 de ^g. Rappelons que
?7 est contenu dans l'espace topologique T*, formé des sous-variétés T de classe C1

telles que chaque application

rk '' (xi)içz '—> (xk.Xk-^i)
soit un difféomorphisme de T sur T2, muni de la C^-topologie. Nous définissons alors

A/ '={ (^ r ) e [ (U]x ' r | r e77L
et pour tout couple c= (s,T) ç Af nous notons

Ce = ÇO*(^s|T)

le champ de vecteurs défini sur T2 dont nous avons étudié les propriétés au paragraphe
6.

Nous allons démontrer le résultat suivant.
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PROPOSITION 7.4.1

(i) L'ensemble Af est une variété topologique dont le bord est contenu dans {0,1} x
T*.

(ii) Au voisinage d'un couple CQ = (so^To) ç Af tel que SQ ^ S, la variété J\f est le
graphe d'une application continue

\ : [50 -C,SQ +e\ —> T*;

si on pose c(s) = (s^\(s)), il n'y a pas de bifurcation aux singularités pour la
famille s 1-4- ^c(s) •

(iii) Au voisinage d'un couple CQ = (5o,To) ^ -^ tel que SQ ç S et x(so) ^ To; la
variété JV est le graphe d'une application continue

X : [so-e.so+e] —> T*;

si on pose c(s) = (s^(s)), il n'y a pas de bifurcation aux singularités de la
famille s 1-4- <^(s) •

(iv) Au voisinage d'un couple CQ = (so.To) € Af tel que SQ ç. S, x(so) ç TQ et
pÇso) == 0, la variété Af est le graphe d'une application continue

\ : [so -e,so+e} —> T*;

si on pose c(s) = (s^(s)), il y a une bifurcation de type selle-nœud en la
singularité z(so) de CcOo) P0^ ^a fo'mille s 1-4- Cc(s)-

(v) Tout couple CQ = (so.To) ç Af tel que SQ e S, x(so) C TQ et p(so) / 0, est
un point vertical ; au voisinage de CQ la variété M est localement à droite ou à
gauche de {so} x T* ; il n'y a pas de bifurcation aux singularités pour la famille
u ̂  Cc(n)^ sî u ̂  c(u) es^ un paramétrage d'un voisinage de CQ dans Af défini
sur un intervalle I.

Démonstration. — Nous allons étudier quatre cas. Nous utiliserons souvent les résul-
tats suivants.

- L'application c 1-4- Ce est continue, si on munit l'ensemble des champs de vecteurs
continus sur T2 de la topologie de la convergence uniforme.

- Soit I un intervalle disjoint de S et

^ '.s^x^s), l ^ k ^ K ,

des applications continues de I dans E formées pour tout s d'une singularité
de ^s. Si l'un des ensemble {x\,... ̂ K} est un ensemble non enlacé maximal
de ^s, il en est ainsi de tous ces ensembles. Il suffit d'utiliser les arguments
de connexité sur les ensembles non enlacés, que l'on a déjà employés et qui
utilisent la proposition 3.4.1. Si on note Ts le tore fixe qui contient {x\,..., x^},
l'application s ̂  Ts est alors continue.
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Étude de Af au voisinage d'un point CQ = (5o,To) tel que SQ ^ S. — On choisit e > 0
tel que [so — £, SQ + e] H S = 0. A chaque singularité x de ^p est associé un unique
chemin s \-^ Xs défini sur [50 - e, SQ + s] formé, pour tout s ç [so - e, SQ + e], d'une
singularité de ^5, et tel que Xso = x. L'ensemble

X, = {x^ x e S(To)}

est un ensemble bien enlacé maximal de Ç s ' Si on note Ts == xi8) ^ 77 1e tore nxe de
^s qui contient Xg, l'application \ est continue. L'application s \-^ Cc(s) est également
continue, il n'y a pas de bifurcation aux singularités.

Étude de Af au voisinage d'un point CQ = (^o.Tb) tel que SQ ç. S et x(so) ^ TQ

On choisit e > 0 tel que [so — e^ SQ + e] n S = {so}. A chaque singularité x ^ x(so)
de ^so est associé un unique chemin s ^ Xs défini sur [so — e, SQ + e} formé, pour
tout s ç. [SQ — £, SQ -h ^], d'une singularité de $g, et tel que Xso = x. On en déduit que
l'ensemble

Xs={xs^xçW)}
est un ensemble bien enlacé maximal de ^g. On conclut comme dans le premier cas.

Étude de Af au voisinage d'un point CQ = (^o.îo) tel que SQ e S , x(so) ç TQ et
po^so) =0 . — On suppose qu'au voisinage de {so^x(so))^ la variété N est à droite
de {so} x E. On choisit e > 0 tel que [so — e, SQ + e} D S = {so}.

À chaque singularité x -^ x (so) de ^so est associé un unique chemin s ̂  x s défini
sur [so — £, SQ + e} formé, pour tout 5, d'une singularité de ^g, et tel que Xso = x. Il
existe en plus deux chemins s i-)- x~g et s 1-4- x~^, définis sur [so, 5o + e], formés pour
tout s d'une singularité de ^s, et tels que x~g = x~^ = x(so).

Étudions d'abord ce qui se passe à droite de SQ. On a vu au paragraphe 7.2 que la
tangente à N au point (so^x(so)) est dirigée par le vecteur (0,^), où u ç Eo(x(so)).
La projection de N dans E est donc tangente en x(so) au tore To. Les propositions
3.4.2 et 3.4.3 impliquent que pour s > SQ assez proche de 5o, l'ensemble

Xs = {x^x e S(To) - {x(so)}} U {x^x^}

est un ensemble non enlacé maximal. Par prolongement, c'est encore vrai pour tout
s e ]^o, SQ +e]. Le tore fixe Ts = ')c(s) qui contient Xs dépend continûment de s, il est
égal To quand s = SQ.

Étudions maintenant ce qui se passe à gauche de SQ. Pour tout s ç. [so — e,so[,
l'ensemble

XS={XS,XÇ^(TQ)-{X{SQ)}}

est non enlacé. Montrons qu'il est maximal et pour cela supposons que s soit proche
de SQ. Il suffit de montrer que pour tout

^singtôJ-Tr-^ro),
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il existe
X (E 7T-1 (S(To) - {^0)})

tel queLi^,^') ^ 0.

Pour 5 e ]so, SQ + ^], les singularités xj et .rj" de ^s | r^ sont non dégénérées et ont
donc un indice égal à +1 ou —1. L'indice de la singularité X(SQ) de ̂  |T(P qui est la
somme de ces deux indices, est donc un entier pair. La fonction x ^-> L-^{x,x') n'est
pas entièrement définie sur Pô = 7^-l(To) et prend donc, par la proposition 2.2.2, des
valeurs strictement positives ou strictement négatives. Limitons-nous au second cas et
notons j la valeur minimale prise par cette fonction. Nous savons alors que l'ensemble

Oj = { x ç P o \ x - x ' çWj}

est non vide et borné ; nous savons également que c'est un attracteur et que sa frontière
est une variété topologique, cela grâce à la proposition 2.2.2 ; nous savons de plus qu'il
est simplement connexe grâce à la proposition 4.3.1. On en déduit que la somme des
indices des singularités contenues dans chaque composante connexe de Oi est égale à
+1. En particulier, chaque composante connexe contient une singularité dont l'image
par TT n'est pas XQ.

Pour s G [so —e^ So[^ notons Tg = )((s) ç 77 le tore fixe qui contient Xg. La fonction
\ est continue sur [SQ — <s, so[ et a pour limite To quand s tend vers SQ, La fonction \
est donc continue sur [so — e, SQ + e} : son graphe est un voisinage de CQ dans J\f. Si on
pose c(s) = (5,îs), il y a une bifurcation de type selle-nœud en la singularité z(so)
de Çco pour la famille s ̂  Çc(s) : u ^Y a pa8 ̂  singularité proche de z(so) quand s
est à gauche de SQ, il y en a en a deux non dégénérées, quand s est à droite de SQ.

Étude de Af au voisinage d'un point CQ = (^o.To) tel que SQ ç S , x(so) ç TQ et
Po(so) / 0. — On suppose qu'au voisinage de c(so,x{so)), la variété N est à droite
de {so} x E. On choisit e > 0 tel que [so — ^, SQ + e] D 6" = {so}.

Là encore, on peut associer à chaque singularité x ^ x(so) un chemin s i-> Xs défini
sur [SQ — e^ SQ + £\ et à x(so) deux chemins s ̂  x~g et s 1-4- x~g , définis sur [^o, SQ + e]
vérifiant les propriétés décrites dans le cas précédent.

Étudions ce qui se passe à droite de SQ. La projection de N dans E est dirigée par
un vecteur u e Ej(x{so)), où j = p(so) 7^ 0 : on en déduit que Li(.zÇ,a*J~) == j pour
s proche de ^o. Les ensembles

X, = {xs^x e S(îo) - {^o)}} U { x , }

et
Xf = {x^x ç S(îo) - {^o)}}U {xf}

sont donc des ensembles non enlacés maximaux de ^s si s G [SQ , SQ + e}. On note
Tg~ ç Tf! (resp. T^~ ç T^) le tore fixe qui contient Xg~ (resp. Xg~). Les applications

X~ : s ̂  T,~ et ^+ : s ̂  T,+
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sont continues, distinctes en tout point sauf en SQ ou elles valent To.

Étudions maintenant ce qui se passe à gauche de SQ. D'après les propriétés spec-
trales de D^(x(so))^ données par exemple par la proposition 3.2.1, on sait que x{so)
est un puits du champ de vecteurs ̂  j^ si ^ < 0 et une source si j > 0. Ainsi, si
s G [SQ — e,so + e] est proche de 5o, tout tore fixe de ^s proche de To contient une
singularité proche de x(so). Ceci est impossible si s < SQ. Ainsi 1' ensemble

Xs = {xs, x e S(To) - {x(so)}}

est un ensemble non enlacé non maximal de ^s si s ç [so — e, so[.

Au voisinage de CQ, l'ensemble Af est la réunion des graphes de \~ et de ^+ ;
c'est une variété topologique en ce point. Remarquons, en posant c~(s) = (^îs")
et s~^ = (^.T^), qu'il n'y a pas de bifurcation aux singularités pour les familles
S ̂  Ce-(s) et s ̂  Cc+(s)- Dans le cas où J < °î QO^'s) est un P111^ de Ce-(s) et $o(^)

un puits de Cc+(s)- Dans le cas où j > 0, ce sont des sources. D
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CHAPITRE 8

ÉTUDE DES ITÉRÉS

On considère dans ce chapitre un difféomorphisme F de T2 homotope à l'identité,
un relèvement / de F à R2, et trois entiers premiers entre eux p, p ' et ç, avec q > 0.
On va étudier le relèvement fq — ( p ^ p ' ) de Fq.

On écrit
/ = /2n-i ° < • • ° /o?

où
^=(/0,...j2n-l) e^n,

et on définit la suite (fi)iç_z par la relation de périodicité fi^n = fi' Enfin, on note
Qi et g\ les applications associées à fi (voir paragraphe 1.6).

8.1. Construction des champs de vecteurs ^ et ^ pour fq — (p,p')

On définit une suite (a^çz en posant

{ a,i = p si i est pair,
ai = p + p ' si i est impair ;

on considère l'espace affine

E = {(^i)i€Z 1 ^Wnq == ̂  + û^, pOUr tout ï ç Z} ,

ainsi que l'espace vectoriel associé

£;' = [x == (xi)içz | ̂ +2nç = a'î, pour tout i ç Z} .

On définit sur E' un champ de vecteurs

ç:x\—> (^(aQhez,

c'est-à-dire une application de E dans E1\ en posant

^i(x) =^_i(^-i,^) -^(a-^^+i).
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Ce champ de vecteurs est invariant par les translations :

TO :E -^ E, (xi)içz —^ ( x , + ^(l + (-IF)) ,
\ z / içZ

ri :E -^ E, {x^çz -^ (xi + ^(l - (-1)2)) ,
\ z / î ez

ainsi que par le décalage

(p : E —> E, (xi)^z —> (^+2n)îez.

Remarquons que TO, TI et y commutent deux à deux et qu'on a

^=^orf+<

Le champ de vecteurs ^ définit naturellement un champ de vecteurs ^ sur

Ê^/^nl^T^R2^-2,
invariant par l'application périodique f) induite par (/?.

Pour tout i ç. Z, on définit

Qi : (^)îez '—> (xi,gi(xi,Xz^}) et q[ : (^),çz '—> (^,^_i(^-i,^));

on sait alors que go induit une bijection entre l'ensemble des singularités de ^ et
l'ensemble des points z ç R2 vérifiant

f(z)=z+(p,p').

8.2. Propriétés dynamiques des champs de vecteurs ^ et ^ pour fq — ( p ^ p ' )

L'application

r:(x,y)^(x+^y+^)

s'écrit

/*=/2*n-l° •••%*,

où la suite (/^ez est définie comme suit :

f /,* : (a;, y ) i—)- (a; + y , y) si i est pair,' /
( D ï) \

| f^ : (x, y ) i—> x - y + —, ^/ + — ) si i est impair.
L nq nq/

Le 2n-uplet

^-(/oY-J^-i)
appartient alors à 'Pyi.
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Le champ de vecteurs ^* défini sur E associé à <Ï>* est un champ de gradient linéaire
et l'ensemble des singularités est un plan affine normalement hyperbolique dont les
variétés stables et instables sont de dimension nq + 1. On peut écrire

^r+/?
où f3 est Z^-périodique, on en déduit que la réunion A des orbites bornées de £, est
compacte et non vide.

La fonction

L : x = (xi)içz '—> ^ (-l)'a{xi)a(xi^),
0<i<^2nq-l

est définie sur la partie ouverte

W = {x = (xi)içz e E ' Xi = 0 =^ ^-1^+1 > 0} ,

et on peut définir, là encore, les ensembles Wj^ W^ et W - ~ .

À partir de L on peut définir, comme dans le chapitre 2, une fonction I/i sur Ex E
et la fonction (x,u) ̂  L(u) sur les fibres tangents et projectifs E x E ' et E x P{E').
Ces fonctions vérifient des résultats analogues aux propositions 2.2.2 et 2.4.2. On en
déduit que l'on a une décomposition du fibre tangent E x E ' similaire à celle donnée
par la proposition 3.2.1. En particulier, on a une décomposition

El = E[_nq/2] © • • • © E[nq/2]

donnée par le champ ^*, où les Ei sont des sous-espaces vectoriels de E ' de dimension
2 (ou 1 dans les cas exceptionnels).

On considère la suite (x^)içz de E définie par les égalités

JP . . _ J ( P + P ' )^ — ui. i v
23 ~ ~nn 2J+1nq J ' nq

On note alors G- l'ensemble des applications

^ : E[_nq/2] C • • • C Ej ——> ^+1 C • • > C E^q/^

invariantes par 7-0 et r\ si j ^ 0, et telles que la droite vectorielle passant par deux
points distincts du graphe

G^ = {.r* + x + (p(x), x e E[_nq/2} ̂  ' ' t ^Ej}

soit contenue dans W^~.
On définit de façon analogue un ensemble Q^ puis des ensembles Q - ' et ^+ inva-

riants par le flot. On peut définir ensuite la notion de plan d'enlacement j ; de tore
d'enlacement 0; d'ensemble bien enlacé; d'ensemble de singularités non enlacé. Tous
ces ensembles correspondent au relèvement fq — ( p ^ p ' ) de Fq. On sait que l'ensemble
T des tores d'enlacement 0 et d'orbites bornées est compact, non vide, et invariant
par le flot, et que la réunion des éléments de T est exactement A. On sait aussi que
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l'application E qui à T ç. T associe sing(^) H T prend ses valeurs dans l'ensemble des
parties non enlacées et induit une bijection entre les tores fixes et les ensembles non
enlacés maximaux.

8.3. Ensembles <^-non enlacés

L'application f induit une application périodique du même nom sur T, qui com-
mute avec le flot ; l'ensemble V C T des tores invariants par y est donc compact et
invariant par le flot. On dira qu'un ensemble de singularités de ^ est y-non enlacé s'il
est contenu dans un élément de T ' et on définira de façon naturelle un ensemble y-non
enlacé maximal Tout ensemble y-non enlacé est un ensemble non enlacé invariant par
f'

Si T ç T ' est fixe, l'ensemble S (F) est maximal dans E(T) et donc dans S(T). Si
T G V n'est pas fixe, E(T) n'est pas maximal dans S(T). Nous allons voir dans la
proposition suivante qu'il n'est pas non plus maximal dans ^(T')

PROPOSITION 8.3.1. — Un tore T ç V est fixe par le flot si et seulement si S; (F)
est maximal dans S(T').

Démonstration. — Supposons que T ç T ' ne soit pas fixe et reprenons la démonstra-
tion de la proposition 5.2.1. Regardons attentivement le début la deuxième étape, en
gardant les mêmes notations. Dans le cas où uj{x) contient une singularité x ' ' , le tore
T ' que l'on construit est également invariant par y et la démonstration est terminée.
Dans l'autre cas, où uj{x) contient une orbite fermée (7, on considère cette fois-ci
l'ensemble D' des points x ' ç. D tels que

{xl^.^y^l(xl)}U7^-l(X)

soit contenu dans un graphe G C Go et d^s un graphe G' C G^, tous deux invariants
par y. Cet ensemble est non vide puisqu'il contient C, il est clairement fermé, il suffit
de montrer qu'il est ouvert dans D.

Cela provient des remarques suivantes :
- puisque p, p ' et q sont premiers entre eux, les courbes (/^(C), 0 < k < q — 1,

sont disjointes deux à deux et ^(C) est à l'extérieur de y^\C) si k ^ k1 ;
- si x est à l'intérieur de (7, alors yk(x) est à l'intérieur de ^(C) et donc à

l'extérieur de C pour k non nul ;
- l'ensemble 7r({;r , . . . . y^Çx)}) U X est bien enlacé.

D

COROLLAIRE 8.3.2. — Pour toute partie X C sing(^), les propriétés suivantes sont
équivalentes :

- X est un ensemble y-non enlacé maximal;
- X est un ensemble non enlacé maximal invariant par (p.
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Démonstration. — Tout ensemble non enlacé maximal X invariant par f est contenu
dans un tore fixe T ç T. Puisque (p(T) et T ont mêmes singularités, on a y(T) = T
d'après la proposition 5.2.1., ainsi X est un ensemble (^-non enlacé maximal. La
réciproque est évidente. Q

8.4. Correspondance avec les ensembles /-non enlacés

Nous allons voir le lien avec les parties

ZcFixC^-^.p7))

qui sont /-non enlacées. Celles-ci ont été définies au paragraphe 1.5.

PROPOSITION 8.4.1. — L'image par qo d'un ensemble de singularités y-non enlacé
(resp. y-non enlacé maximal) est une partie f-non enlacée (resp. f-non enlacée maxi-
male) deFixÇ^ ~(p,p')).

Démonstration. — On va reprendre les notations du paragraphe 6.1. Considérons
un tore T d'enlacement 0 invariant par y et posons P = Tr'^T). Les restrictions
respectives Qi et Q\ de ^ et ^ à P vérifient

Çz+2n = Qi 0 y et Ç^2n = Q'i ° ̂

On définit, comme dans le paragraphe 6.1,

fl=Ww+^-s)Qw)oQ^ et ^=(^. . . , /^_i)ePn.
L'égalité

f=fÏn-i°"^fo
est encore vérifiée. Le difféomorphisme

/=/Z- i°---Â
vérifie

fq(z)=z+^plY
pour tout z G R2, et est conjugué à ^\p par Ço« En particulier le champ de vecteurs

Co=Ço^|p)

est invariant par /.

L'isotopie (/^e[o,i]. où

/^/L-i0 ' '- %".
entre / et / laisse invariantes les singularités de Co- Ainsi, l'image de S(T) par qo est
une partie /-non enlacée. Si S(T) est une partie y?-non enlacée maximale, c'est-à-dire
si T est fixe, l'image par qo est une partie non enlacée maximale. D

Enonçons maintenant la proposition inverse.
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PROPOSITION 8.4.2. — Soient F un difféomorphisme de T2 et f un relèvement de
F à R2. Soient p, p' et q trois entiers premiers entre eux, avec q > 0, et Z une partie
de Fix(/9 — (p,p')) qui est f-non enlacée (resp. f-non enlacée maximale). Il existe
alors n > 0 et

^=(/0,...J2n-l)ePn

vérifiant

f =/2n-i o — o/o,
tel que l'ensemble des singularités de ̂  associé à Z soit une partie non enlacée (resp.
une partie non enlacée maximale).

Démonstration. — II suffit de reprendre la démonstration de la proposition 6.1.2
presque mot à mot en appliquant les lemmes de perturbation à des graphes de ÇQ et
G^ qui sont invariants par (p. D

En particulier, grâce aux propositions 8.3.1, 8.4.1 et 8.4.2, on obtient :

THÉORÈME 8.4.3. — Soit F un difféomorphisme de T2 homotope à l'identité et f
un relèvement de F à R2. S oient p, p' et q trois entiers premiers entre eux avec q > 0.

(i) Toute partie Z C Fix(/9 — (p,p')) qui est f-non enlacée est contenue dans une
partie f-non enlacée maximale.

(11) Les parties Z C Fix(/9 — (p,p7)) qui sont f-non enlacées maximales, sont les
parties non enlacées maximales invariantes par F.

8.5. Un théorème de translation dans le cas périodique

Soit T un tore d'enlacement 0 invariant par (p et fixe par le flot. On pose P =
7r~1 (T), on reprend les notations du paragraphe 6.2 et on note ÇQ le champ de vecteurs
défini sur T2 et relevé par ÇQ. On peut construire par les mêmes formules que dans
le paragraphe 6.2 une isotopie (f8)sç[o,2n] de / à /. En notant F8 le difféomorphisme
de T2 relevé par /s, on obtiendra cette fois ci :

PROPOSITION 8.5.1. — On a les propriétés suivantes :
(i) le champ de vecteurs ^o ^st continu et uniquement intégrable ;

(11) l'ensemble des singularités de Ço est une partie y-non enlacée maximale

ZcFix(^-(p,j/));

(iii) l'application s —^ f8 est un chemin dans ^(T2) ;
(iv) l'application (/°)9 — (p,p') est l'identité;
(v) on a

ZcFix((/T-(p,j/)),

pour tout s G [0,2n] ;
(vi) Le champ de vecteurs ^o ^st invariant par F° ;
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(vii) l'application s h-> F^z) est de classe C1 sur chaque intervalle [i,i + l], i ç
{0 , . . . ,2n- l} ;

(viii) si z e T2 - Z , l'application

s ̂  det (DF^z) . Co(^), ̂ ^)) .

qui est définie sur chaque intervalle }i, i + 1[, i e {0,..., 2n - 1}, est positive ou
nulle, et strictement positive sur au moins un de ces intervalles.

Le fait que le champ ÇQ soit invariant par F° permet de montrer que si U est
une composante connexe de T2 - S(T), alors toute courbe intégrale de <o|î7 relevée
au revêtement universel de U est une droite de Brouwer du relèvement naturel de
F o (F0)-1^ défini en relevant, à partir de l'identité, Pisotopie s \-> Fg o (F0)"1.^
définie sur [0,2n]. On obtient alors :

THÉORÈME 8.5.2. — Soient F un difféomorphisme du tore T2 homotope à l'identité
et f un relèvement de F à R2. Soient p, p1, et q trois entiers premiers entre eux, avec
q> 0, et

ZcFix(^-(p,j/))

une partie f-non enlacée maximale. Il existe un champ de vecteurs Ç sur T2, continu
et uniquement intégrable et un chemin s ̂  f8 aboutissant en f dans ̂ (T2), relevant
un chemin s 1-4- F8 dans les difféomorphisme du tore, tels que :

(i) l'ensemble des singularités de Ç soit Z ;
(iï) l'ensemble Z soit inclus dans Fix^/8)9 - (p,p1)), pour tout s ç [0,1] ;
(iii) l'application (/°)9 - (p,j/) soit l'identité;
(iv) le champ de vecteurs Ç soit invariant par F° ;
(v) si U est une composante connexe de T2 - Z, toute courbe intégrale du champ

de vecteurs Ç\u relevée au revêtement universel de U est une droite de Brouwer
du relèvement naturel de F o (F0)"1^ défini par l'isotopie s \-> F8 o (F0)-1^.
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CHAPITRE 9

FONCTION ^ENLACEMENT DÉFINIE PAR
UN POINT FIXE OU UNE ORBITE PÉRIODIQUE

On s'intéresse dans ce chapitre au nombre minimum de valeurs que doit prendre
le nombre d'enlacement J(^,Ô), défini au paragraphe 1.5, quand Ô est la projection
dans le tore d'une orbite périodique 0 de / e ^(T2) et quand ï varie dans Fix(/).
Plus précisément on fera varier ï dans un ensemble non enlacé maximal de Fix(/). On
commencera dans le premier paragraphe à préciser la proposition 6.1.4 et à chercher
le nombre minimum de valeurs prises par la fonction

i^7(^),

sur un ensemble non enlacé maximal Z de Fix(/), quand 'z1 appartient à Fix(/) — Z.

9.1. Fonction d'enlacement définie par un point fixe

On va démontrer deux résultats complémentaires.

THÉORÈME 9.1.1. — Soient f e ^(T2) et Z C Fix(/) un ensemble non enlacé
maximal. Pour tout point ï ' ç. Fix(/) — Z , la fonction

ï^î(z^')

prend au moins deux valeurs sur Z.

THÉORÈME 9.1.2. — Soit f e ^(T2), soit Z C Fix(/) un ensemble non enlacé
maximal et soit ? e Fix(/) - Z. Les deux seuls cas où la fonction

ï^î(z^1)

prend exactement deux valeurs sur Z sont les suivants, où F est le difféomorphisme
du tore relevé par f.

(i) II existe une courbe fermée simple C de T2 homotope à zéro telle que :
- la courbe F(C) soit homotope à C relativement à Z U {?} ;
- l'ensemble Z rencontre les deux composantes connexe de T2 — C ;



104 CHAPITRE 9. FONCTION D'ENLACEMENT

la composante connexe V de T2 — C qui est simplement connexe contienne

- la fonction ï ̂  !{?, î) soit constante et non nulle sur Z H V ;
- la fonction ï \—^ IÇz', z) soit nulle sur Zr\V, où V est l'autre composante

connexe de T2 — C.
(ii) II existe une courbe fermée simple C C T2 non homotope à zéro telle que :

- la courbe F(C) soit homotope à C relativement à Z U {?'} ;
- aucune des deux valeurs prises par la fonction ï \-> 7(?, ï') sur Z ne soit

nulle.

Démonstration des deux théorèmes. — Utilisons la proposition 6.1.2 et écrivons

/ = /2n-l ° • • • ° /Oî

où
^=(/0,.../n) e^n,

et où l'ensemble des singularités associées à Z est contenu dans un tore fixe d'enlace-
ment 0.

Notons T ce tore, posons P •==- Tr"1^), et rappelons que S(T) désigne l'ensemble
des singularités de ^ qui sont dans T. Notons x ' la singularité de ^ correspondant à
? (qui n'est donc pas dans T) et choisissons x ' G ^"^({î7}).

La fonction
l : x i—> L\(x^x')

n'est pas définie sur le plan P tout entier, puisqu'elle n'est pas définie sur l'élément
de P qui a même image que x ' par ro.

Si x ç P et si ||a*|| est assez grand, alors L ^ { x ^ x ' ) est bien défini et égal à 0.
On en déduit que le domaine de définition U de l est une partie ouverte U de P
dont le complémentaire K est compact. Grâce à la proposition 4.3.1, on sait que les
composantes connexes bornées de U sont simplement connexes et que la composante
connexe non bornée est homéomorphe à T1 x R : on en déduit que K est connexe.

La fonction
T:x^-> ^ l(x)

xOTr-^x})

est définie sur le complémentaire U de 7r(K). Puisque 7r(K) est compact et connexe,
on a les propriétés suivantes :

- il existe au plus une composante connexe de U qui n'est pas simplement connexe ;
- celle-ci, si elle existe, est homéomorphe au tore privé d'un point ou à T1 x R ;
- la fonction l est nulle sur cette composante, si elle existe.
On va donc étudier trois cas. On notera At l'image d'une partie A de E au temps

t par le flot induit par le champ de vecteurs ^.
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Premier cas : toute composante connexe de U est simplement connexe. — Comme
l n'est pas définie entièrement sur le tore, elle prend au moins deux valeurs ; on
note alors j~ et j4" les valeurs respectivement minimale et maximale. La proposition
2.3.2 nous dit que la frontière de chacun des ensembles l~l({j~}) et l^dj^}) est
une variété topologique de dimension un du tore F, c'est-à-dire une réunion finie
de courbes fermées simples disjointes deux à deux. Chaque composante connexe de
l~~l({j~})^ qui est simplement connexe par hypothèse, est bordée par une courbe
fermée simple homotope à zéro. D'après la proposition 2.3.2, elle est attractive : elle
contient donc une singularité. On a un résultat analogue pour l'ensemble l~l({j^~})^
chaque composante étant alors répulsive. On obtient une singularité qui n'appartient
ni à ^({j"}), ni à ^({j4'}), pour des raisons d'indice. En effet l'ensemble

M = T - (r1^-}))1 - (r1^}))"1

est une variété à bord dont la caractéristique d'Euler est égale à —n- — n+, où n-
(resp. n+) est le nombre de composantes connexes de l~l({j~}) (resp. l~l({j~}))'
Comme la dynamique sur chaque bord est rentrante ou sortante, on peut appliquer
la formule de Poincaré-Hopf à M : la somme des indices aux singularités du champ
de vecteurs <^^f, si celles-ci sont en nombre fini est égal à —n- — n+. Les singularités
qui sont dans M n'appartiennent ni à l~l({j~})^ m à ^({j^})-

La fonction
3^7(3^)

prend donc au moins trois valeurs sur Z dans ce cas.

Deuxième cas : l'une des composantes connexes U' de U est difféomorphe à T2 moins
un point. — On garde les notations du premier cas. On sait que la fonction l vaut 0
sur U ' . Ainsi si j~ 7^ 0 et j4" 7^ 0, les arguments employés dans le premier cas sont
encore valables : la fonction

"̂  T / '""' '~^1 \z\—> I ( z , z )
prend au moins trois valeurs sur Z.

Étudions maintenant le cas où j~ ^ 0 et j+ = 0 (le cas où j~ = 0 et j^ -^ 0 se
traitant de façon similaire). La composante connexe U ' est répulsive et sa frontière
est une courbe de Jordan homotope à zéro. Elle contient une singularité puisque sa
caractéristique d'Euler est —1. Chaque composante connexe de ^({j"}) contient
également une singularité. On en déduit que la fonction

/^- j- / ^^ ^^f \
Z 1——> I ( Z , Z )

prend au moins deux valeurs sur Z.

La formule de Poincaré-Hopf appliquée à la variété à bord

M = T - (r1^-}))1 - (r1^}))"1
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nous dit que la somme des indices aux singularités du champ de vecteurs ^\M^ si
celles-ci sont en nombre fini, est égale à 2 - n_ - n+. On en déduit, dans le cas où la
fonction

z^î^^')

ne prend que deux valeurs, que chaque ensemble ^({j"}) et ^({j"^}) est connexe
et que la réunion de ces deux ensembles contient toutes les singularités de ^ sur T.

Il n'y a pas de singularité proche de la frontière de U ' . On peut donc choisir une
courbe fermée simple F C U ' homotope à zéro dans T et suffisamment proche de
la frontière de U ' pour que toute singularité contenue dans U ' soit contenue dans la
composante connexe non simplement connexe de T — F. L'ensemble F U S (T) U x '
étant bien enlacé, la proposition 6.4.1 nous dit que la courbe qo(T) est une courbe C
de T2 homotope à zéro et que F(C) est homotope à C relativement à Z U 27.

Comme l'ensemble x ' U U est bien enlacé, l'application qo est injective sur cet
ensemble. Ainsi ï1 se trouve dans la composante connexe simplement connexe de
T2 — C, de même que tous les points fixes dont le nombre d'enlacement avec ?7 est
j~. Les points fixes dont le nombre d'enlacement avec î7 est 0 se trouvent dans l'autre
composante connexe.

Troisième cas : l'une des composantes connexes U ' de U est homéomorphe à T1 x
R. — On garde, là encore, les mêmes notations. On sait que la fonction l vaut 0
sur U ' . Si j~~ ~=^ 0 et j^~ -^ 0, on sait, pour les mêmes raisons que dans les deux cas
précédents, que la fonction

ï^W)
prend au moins trois valeurs sur Z.

Étudions maintenant le cas où j~ -^ 0 et j^ = 0. La composante connexe U' dont
la frontière est formée de deux courbes de Jordan homotopes (et non homotopes à
zéro) est alors répulsive. La formule de Poincaré-Hopf appliquée à

M=T- (î-\{j-}))1 - (r1^}))"1

nous dit que la somme des indices aux singularités du champ de vecteurs Ç\M^ si
celles-ci sont en nombre fini est égale à 1 — n- — n-\. et est donc strictement positive.
On en déduit que la fonction

ï^î('z,z1)

prend au moins deux valeurs sur Z, l'une égale à j~, l'autre strictement comprise
entre j~ et j^~. On en déduit également, dans le cas où la fonction

z^W)

ne prend que deux valeurs, que chaque ensemble ^({j"}) et ^({j^}) est connexe
et qu'il n'y a pas de singularité dans U.
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II n'y a pas de singularité proche de la frontière de U 9 . On peut donc choisir,
près de la frontière de U ' ' , une courbe fermée simple F C U ' non homotope à zéro
et disjointe de S(T). L'ensemble K étant connexe est alors située dans une bande
délimitée par deux relèvements successifs de F. L'ensemble F U S (F) U x ' est bien
enlacé : la courbe qo(T) est une courbe C de T2 non homotope à zéro et F(Ç) est
homotope à C relativement à Z U {?}. D

Puisque l'ensemble Z ' = Z U {?} est enlacé, la restriction de F à T2 — Z ' n'est
pas isotope à l'identité ni à aucun homéomorphisme périodique. Dans le cadre de la
théorie de Thurston des homéomorphismes des surfaces, on dit que le difféomorphisme
restreint F\^2_z' es^ réductible s'il existe une courbe fermée (7, qui n'est homotope ni
à zéro ni aux petits cercles centrés aux points de Z ' , telle que F(C) soit homotope à C
dans T2 — Z ' . La théorie de Thurston des homéomorphismes des surfaces nous dit alors
que la restriction de F à T2 — Z est soit réductible, soit isotope à un difféomorphisme
pseudo-Anosov, (voir Thurston [T] ou Fathi, Laudenbach, Poenaru [FLP]). Chacune
des deux situations particulières, où la fonction z \-^ I ( z ^ z ' } ne prend que deux valeurs
sur Z, a lieu dans un cas réductible. On peut donc écrire :

COROLLAIRE 9.1.3. — Soit f e ^(T2), soit Z C Fix(/) un ensemble non enlacé
maximal et soit ? ç Fix(/) — Z. Si la restriction à Z U {z} du difféomorphisme F de
T2 relevé par f est irréductible, alors la fonction

^- ".'/ ̂ ^ ^-^f \
Z 1——> I ( Z , Z )

prend au moins trois valeurs sur Z.

9.2. Fonction d'enlacement définie par une orbite périodique

On peut généraliser les résultats précédents au cas des orbites périodiques. Pour
tout q > 2 les ensembles V^ et Vnq sont égaux. S i / G ^(T2) est associé à $ <E Vn
par la relation

/ = KnW,

alors f est associé au n-uplet $g = ($, $,...,$) de T% par la relation

f = K^,).

On associe à ^q un champ de vecteurs Çq = ̂ $g sur

Eq = {X == (Xi)içz | ̂ +2nç = Xi, pOUr tout î ç Z}

et un champ de vecteurs Çq sur Eq = Eq/[ro,r-t]. Le champ de vecteurs Çq est alors
tangent au sous-espace vectoriel E de Eq et la restriction à E n'est rien d'autre que ^.
Parmi les tores d'enlacement 0 de Çq figurent en particulier les tores d'enlacement 0 de
^. Les singularités de ^q correspondent à des points périodiques de F, plus précisément
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aux éléments de Fix(/9). Celles qui correspondent à des points périodiques de période
q n'appartiennent évidemment à aucun tore d'enlacement 0 de .̂

On définit une fonction d'enlacement Lq, analogue à la fonction Li, sur un ouvert
de Eq x Eq et une fonction Lq analogue à la fonction Li sur un ouvert de Eq x Èq.
La fonction Z/i est invariante par l'application (p x y?, où

^ '' (Xi)içz '——> (Xi^nq)iCZ

est définie sur Eq^ périodique de période q.

Soit ï e Fix(/), soit 0 une orbite périodique de / de période q et soit 0 = 7r(0).
Si x est la singularité de ^ associée à ? et si x ' est l'une des q singularités de {[q qui
sont associées à un point de 0, on a

Lq^xl)=Î^Ô).

On peut alors démontrer les énoncés suivants :

THÉORÈME 9.2.1. — Soit f ç ^(T2), soit 0 une orbite périodique de période q>2
de f et soit Z C Fix(/) un ensemble non enlacé maximal. Si on pose 0 = 7r(0), la
fonction

z^—,î(^Ô)

prend alors au moins deux valeurs sur Z.

THÉORÈME 9.2.2. — Soit f ç jD^T2), soit 0 une orbite périodique de période
q >_ 0 de f et soit Z C Fix(/) un ensemble non enlacé maximal. Si on note F le
difféomorphisme de T2 relevé par f et si on pose 0 = 7r(0), il n'y a que deux cas où
la fonction

ï^î^Ô)

prend exactement deux valeurs sur Z.

(i) II existe une courbe fermée simple C de T2 homotope à zéro telle que :
- la courbe F(C) soit homotope à C relativement à Z U 0 ;
- F ensemble Z rencontre les deux composantes connexe de T2 — C
- la composante connexe V deT^—C qui est simplement connexe contienne

Ô;
- la fonction ï ^-> J(?, 0) soit constante et non nulle sur Z D V ;
- la fonction ï 1-4- IÇz, 0) soit nulle sur ZÇ\V, où V est l'autre composante

connexe de T2 — C.
(ii) II existe une courbe fermée simple C C T2 non homotope à zéro telle que :

- la courbe F(Ç) soit homotope à C relativement à Z U 0 ;
- aucune des deux valeurs prises par la fonction ? \-f- î(ï, Ô) sur Z ne soit

nulle.
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Démonstration. — On reprend mot à mot la démonstration des théorèmes 9.1.1 et
9.1.2, où T est le tore d'enlacement 0 contenant l'ensemble des singularités associées
à Z (et donc contenu dans E) et où x ' ç. Eq est l'une des q singularités de ^q associées
à 0. On vérifie bien, dans le cas où la fonction

ï^î(z,Ô)

ne prend que deux valeurs et où U est homéomorphe au tore privé d'un point, que
l'orbite 0 est entièrement contenue dans la composante connexe de T2 — (7.

La démonstration précédente nous dit la courbe Fq(Ç) est homotope à C relati-
vement à Z U 0. On construit cette homotopie à l'aide de la fonction 0 définie dans
la proposition 6.4.1. En gardant les notations du paragraphe 6.4, cette homotopie est
naturellement définie sur [0,2ng]. Or si on regarde le début de cette homotopie, plus
précisément l'homotopie restreinte à [0,2n], on remarque qu'elle permet en fait de
montrer que la courbe F(C) est homotope à C relativement à Z U 0. D

On a un résultat analogue au corollaire 9.1.3. On va conclure ce paragraphe en
énonçant une version plus faible mais bien plus parlante de ce qui vient d'être démon-
tré dans ce paragraphe.

COROLLAIRE 9.2.3. — Soit F un difféomorphisme de T2 homotope à l'identité et
f un relèvement de F à R2. On suppose que f a une orbite périodique 0 de période
q > 2 et on pose 0 = 7r(0). La fonction

z^î^Ô)

prend alors au moins deux valeurs sur Fix(/) et en prend au moins trois si la restric-
tion de F àT^—O est irréductible, c'est-à-dire si elle est isotope à un difféomorphisme
pseudo-Anosov.
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CHAPITRE 10

CONSTRUCTION DE CERCLES FANTÔMES

Dans [Go], Golé définit la notion de cercle fantôme de nombre de rotation p / q
pour un difféomorphisme de l'anneau déviant la verticale et préservant l'aire, puis
montre l'existence d'un tel cercle passant par les orbites périodiques minimisantes
et les orbites périodiques minimax de nombre de rotation p / q données par la théorie
d'Aubry-Mather. Ces cercles fantômes sont les analogues de nos tores invariants, nous
allons voir comment les méthodes vues plus haut permettent de les retrouver. Ce qui
suit permet également de réinterpréter les résultats montrés par Angenent dans [An2]
et de retrouver des résultats de Baesens et Mac Kay [BM].

On a introduit dans le paragraphe 1.6 le difféomorphisme

et les fonctions

/* : Çx,y) h-—)- (x+y,y),

g" = g^ : (x,x') i—> x' -x

associées à /*.

On se donne dans le chapitre 10 un difféomorphisme / de R2 qui vérifie les pro-
priétés suivantes :

(i) l'application / relève un difféomorphisme F de l'anneau T1 x R homotope à
l'identité ;

(ii) l'application / dévie la verticale à droite ;
(iii) si g et g ' sont les fonctions associées à /, alors

g - g " et g' -g^

sont bornées sur R2 ainsi que leurs différentielles.
La condition (iii) est vérifiée si / coïncide avec /* dès que \y\ est assez grand,

puisque les applications g - g * et g ' - g ' * sont à support compact. La condition (iii)
est également vérifiée si / dévie la verticale à droite et si / est le relèvement à R2
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d'un difféomorphisme du tore homotope au twist de Dehn F* relevé par /*, puisque
les applications g - g * et g ' - g ' * sont alors Z^périodiques.

On se donne également deux entiers p G Z et q ç N - {0} premiers entre eux. On
va construire comme dans le chapitre 8 un champ de vecteurs ^ sur un espace affine
E et un champ de vecteurs ^ sur une variété quotient È. On va étudier les propriétés
de ces champs de vecteurs, on retrouvera des résultats similaires à ceux du chapitre
8.

10.1. Construction des champs de vecteurs ^ et ^

On considère l'espace affine

E = {x = (xi)içz | Xi-^q = Xi +p, pour tout i e Z}

et l'espace vectoriel associé

E ' = {x = (xi)i^z | Xi-^q = Xi, pour tout i e Z} .

On définit sur E un champ de vecteurs

^ : E —^ E'

x '—> fâ(^))^z
en posant

ÇiW = 9'^i-i^i) - g(xi,Xi^).
Ce champ de vecteurs est invariant par la translation

r : (xi)içz '—> (xi + l)iez

et par le décalage

^ '' (Xi)içz '——> (^+l)î€Z :

il induit un champ de vecteurs ^ sur l'espace quotient

È = E / r w T 1 xR9-1.

Le champ de vecteurs ^ est invariant par l'application périodique (de période q)

^:È—> È

relevée par (p.

On peut définir les applications

Qi : (xi)içz ̂  (xi,g(xi,x^)) et q[ : (^),çz •—^ (^^'(^-i,^));

on sait que qo induit une bijection entre les singularités de ^ et les points z e R2 tels
que

fi(z)=z+(p,0).
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10.2. Premières propriétés dynamiques de ^ et de ^

Le champ de vecteur ç* associé à /* s'écrit

^(x) = 2xi -Xi-i -a-,+1;

c'est le champ de gradient de la fonction

l9"1

H : x = (xi)içz ^-> ^ ̂ (^+1 - x^2.
i=0

Comme H est invariant par r, le champ ^* est également un champ de gradient. C'est
aussi le cas de ^ si / est exacte-symplectique, c'est-à-dire si la forme f^Çydx) - ydx
est exacte.

La forme quadratique H est positive et son noyau EQ C E' est de dimension 1,
formé des suites constantes. On peut donc écrire

E ' = E Q ( Î ) E - ,

où E- C E ' est le sous-espace engendré par les vecteurs propres associés aux valeurs
propres strictement positives de la matrice hessienne de H. L'ensemble des singularités
de ^* est le sous-espace affine

x^Eo,
où x* = {x^)içz est la suite qui vérifie

< = ï P / Q ^
pour tout i ç. Z.

On peut écrire de même, avec abus de notation,

ê=Aoe-E;_,
où

Ao = (^* +Eo)/r
est le tore de dimension 1 formé des singularités de ^*.

Le champ de vecteurs ^ - ç" est borné : on en déduit comme dans le paragraphe
1.10 que l'ensemble

BR = {x=xo +x- C È | \\x-\\ <R}

est un ouvert répulsif de ^ si R est grand, où XQ et x- sont les « composantes »
respectives de x dans Ao et dans E-. Plus précisément, si x e Fr(B^), on a

xt e Bp si t < 0

et
xt ^ ~Bp si t > 0.

En particulier la réunion A des orbites bornées de ^ est compacte et non vide.
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10.3. Fonctions cPenlacement

La fonction d'enlacement L s'écrit cette fois-ci

1 /<?-1 \
L : x = (xi)içz '—> -^ ( ̂ cr(xi)a(xi^) - q j ,

\i=0 )

elle est définie sur

W = {x = (xi)içz e E ' \Xi=0=^ Xi-ix^ < 0},

et prend ses valeurs dans { — [ ç / 2 ] , . . . , 0} (voir [Ll]).

On peut définir alors la fonction

Li : { x , x ' ) ^ L { x - x ' )

sur une partie ouverte de E x E et une fonction £1 sur une partie ouverte de Ë x Ë
en posant

L^xf)=^L^rk(x{))^
feçz

oùx ç 7r~1 ({x}) et x ' e Tr"1^7}). On a alors des résultats similaires aux propositions
2.2.2, 2.3.1 et 2.3.2. En effet les fonctions g - ^* et g ' - g^ étant bornées ainsi que
leurs différentielles, on peut trouver des constantes K et a qui nous permettent de
reprendre la démonstration de la proposition 2.4.1.

On peut définir de façon similaire des ensembles Wj, W - , W^ de E ' ou de PÇE') et
des ensembles Wj, H^", H^ du fibre tangent E x E1 ou du fibre projectif E x P{E') de
E. On obtient une décomposition du fibre tangent analogue à la décomposition donnée
par la proposition 3.2.1. Cependant, la dimension des espaces Ej(x) est différente. En
effet Wo est formé des suites dont les termes sont tous non nuls et de même signe.
Si q est pair, W_[ç/2] ^t formé des suites de termes non nuls et dont les signes sont
alternés. Comme aucun de ces ensembles ne contient de plan, la dimension des espaces
Eo(x) sera égale à 1 de même que celle des espaces £'-[9/2] si q est pair, les autres
Ej(x) auront une dimension égale à 2.

Remarquons que la décomposition continue du fibre tangent, plus grossière,

{x} x E1 = Eo(x) OE^(x)
où

E,(x)=@E,(x)^
J<0

avec les propriétés naturelles d'expansivité, provient directement de [Ru].

On peut définir, comme dans les paragraphes 3.3 et 8.2, des ensembles Ç~, Ç+, Q~
>^. J J 3

et GJ pour j e {-[<7/2],.. . ,0}. L'ensemble Q^ est formé des applications ^ : EQ ->
E-, invariantes par r, et telles que le vecteur différence entre deux points distincts de

G^ = {a** + x + ̂ (x), x e Eo}
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ait des coordonnées non nulles et de même signe. Pour tout k ç Z, l'ensemble Q^ est
formé de graphes d'applications de classe C1 définies sur

^k ={x= (xi)^z | Xi = 0 si i ̂  k[q}}

à valeurs dans
^k^ = {x = (xi)iç_z | Xi = 0 si i ̂  k[q}} .

La C1-topologie et la C°-topologie coïncident sur l'ensemble des ces applications et
ne dépend pas de k. On définit alors les tores d'enlacement 0, qui sont les images
dans E des graphes de Q^, et qui sont des tores plongés de classe C1 de dimension 1.
On note 7o l'ensemble de ces tores. Comme dans les paragraphes 3.6 et 8.2, on a les
propriétés suivantes :

- la topologie de Hausdorff et la C1- topologie coïncident sur 7o ;
- l'ensemble T des tores T e 7o d'orbite bornée est compact et non vide ;
- l'ensemble A est la réunion des tores T ç T.
Les tores fixes et invariants par ^ sont appelées courbes fantômes (ce sont en fait

leurs images par qo qui sont les courbes fantômes de Golé).

10.4. Ensembles non enlacés

On peut introduire, comme dans le paragraphe 5.1, la notion d'ensemble non en-
lacé : c'est un ensemble X de singularités qui est contenu dans un tore T G T. Si on
note Z l'ensemble des points périodiques de F correspondant, le fait que X soit non
enlacé implique que pour tout (z, z ' ) ç. Il^ÇZ) et pour tout entier A-, on a la relation
suivante :

p,(z) < p,(z') =^ pi(/^)) < pi(/V)),

où

ïïi : R2 —, T1 x R
(x,y) ̂ -,(x+Z,y)

est le revêtement universel de T1 x R.

Cette condition nécessaire est suffisante. En effet, si Z vérifie la condition précé-
dente, on peut considérer le graphe linéaire par morceaux G e Q^ obtenu comme
réunion des segments joignant deux singularités correspondant à deux points pério-
diques consécutifs, puis en choisissant une valeur d'adhérence de la suite (G~n)n>o^
obtenir un graphe G ç G^ passant par toutes les singularités de ^ définies par Z.

Si on suppose que X est contenu dans un tore T e T invariant par <y5, l'ensemble
Z est invariant par F^ c'est un ensemble bien ordonné d'orbites périodiques. Réci-
proquement si Z est un ensemble bien ordonné d'orbites périodiques, le graphe G est
invariant par (p de même que la valeur d'adhérence G.
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Comme exemple d'ensembles bien ordonnés, on connaît la réunion des orbites pério-
diques minimisantes de nombre de rotation p / q donnés par la théorie d'Aubry-Mather
dans le cas où / est exacte-symplectique. On peut également ajouter à cet ensemble
les orbites périodiques de type minimax.

10.5. Existence de tores fixes cTenlacement 0

On peut démontrer l'analogue de la proposition 5.2.1. La démonstration est plus
simple car la dynamique d'un flot sur un tore de dimension 1 est bien plus simple que
celle d'un flot sur un tore de dimension 2.

PROPOSITION 10.5.1. — L'image S(T) de T ç. T est un ensemble non enlacé maxi-
mal si et seulement si T est fixe ; de plus la restriction de S à l'ensemble des tores
fixes est injective.

Démonstration. — Là encore, la démonstration se fait en trois étapes.

Première étape : si T G T est fixe, alors S(T) est un ensemble non enlacé maximal

Soit T e T un tore fixe fixe et x = (xi)zçz une singularité de ^ qui n'appartient pas
à Ti""1^). On considère le point x^ == {x^i)içz de Tr"1^) tel que x^o = XQ. Puisque
x^ — x ^ WQ, on a

xt,-xt =xt,-x ç MCi,
pour tout t > 0. L'orbite positive de x^, étant située sur Tr'^r), est nécessairement
bornée. Elle converge donc vers une singularité x ' ç. 7T~1(T). On a

L^{x,x') = lim L^x.x^) < 0;
^—>-+00

on en déduit que S(T) U {^(x)} est enlacé.

Deuxième étape : Si T ç T n'est pas fixe, alors S (F) n'est pas maximal

Soit T ç T un tore qui n'est pas fixe et x un point de T où ^(x) n'est pas tangent à
T. La composante de ^(x) sur E- (x) n'est pas nulle. On reprend la démonstration du
paragraphe 5.4 en gardant les mêmes notations. Si uj(x) contient une singularité x ' , on
montre comme dans le paragraphe 5.4 que x ' ^ S(T) et que E(^)U{î /} est non enlacé.
Si iù(x) ne contient pas de singularité, on sait que l'orbite de tout point x de 7^~l(LJ(x))
est tracée sur un plan d'enlacement j < 0. Elle est donc bornée et contient dans son
adhérence une orbite périodique (7. Pour les mêmes raisons qu'au paragraphe 5.4, il
existe une singularité x ' à l'intérieur de (7, en particulier qi{x') est dans la composante
intérieure de la courbe de Jordan Qi(C)^ pour tout entier i. Interprétant en termes de
coordonnées le fait que pour tout x" G C, l'ensemble E^)!^?!"^")} est contenu dans
un tore T ç. T, on sait que chaque courbe qi(Ç) se trouve contenue dans une bande
verticale A^ qui ne contient aucun point de g^(7^-l(S(^))) et que l'ensemble des points
de 7r-l(S(^)) dont l'image par qi est à droite de cette bande est indépendant de i.
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Le point q^x') appartient également à cette bande verticale ainsi TT^X') n'appartient
pas à S(r), de plus l'ensemble S(T) U {7r(x')} est non enlacé.

Troisième étape : Si T ç T et T1 e T sont fixes et distincts, alors S (F) 7^ S;(T')
Raisonnons par l'absurde et supposons que T et T ' soient deux tores fixes distincts

tels que S(T) = S(r'). On peut trouver

x= (xi)içz eTT-1^)
et

X'^Çx'i^zÇTT-^T1)

distincts tels que XQ = XQ.

Étudions deux cas.

Premier cas : l'ensemble S(T) = S(r') n'est pas vide. — On sait alors que

lim xt =x^ S(T) = ECU
<—>+00

et
lim x11 =x^ e S^) =S(T).

Si x^ ^ x^ la contradiction provient de l'égalité

Li(x^x^) <0;

si x^ = a^, la contradiction est du même type que celle obtenue à la fin du paragraphe
5.5.

Second cas : l'ensemble S(T) = Ï,(T1) est vide. — Tout couple de la variété T x T '
est récurrent pour le flot produit. Grâce à l'analogue de la proposition 2.3.2, on sait
que la fonction I/i est définie sur T x T ' privé de la diagonale. Comme Zi n'est pas
définie sur le couple {^{x)^(x1)}, on a une contradiction. D

L'application S induit donc une bijection entre les tores fixes et les ensembles non
enlacés maximaux. Comme dans le paragraphe 8.3 on considère l'ensemble V C T
des tores invariants par ̂  on a alors :

- un tore T e V est fixe si et seulement si S(T) est maximal dans S(T7) ;
- tout ensemble S(T), T e T ' , est contenu dans un tore fixe appartenant à T ' ;
- une partie X C sing(^) est contenue dans un tore T e V si et seulement si et

seulement si elle est non enlacée et invariante par (p.
Remarquons que la dernière assertion a été également démontrée dans le para-

graphe 10.4.

On déduit de ces assertions, qu'il existe une courbe fantôme passant par les orbites
minimisantes et minimax dans le cas où / est exacte-symplectique. On retrouve ainsi
le résultat montré par Golé dans [Go].

Dans le cas où ^ n'a pas de singularité, on a la situation suivante :
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- l'ensemble T se réduit à un tore fixe T ;
- le tore T est une orbite périodique ;
- les coordonnées de ç(x) sont toutes toutes strictement positives pour tout x ç T,

ou alors toutes strictement négatives pour tout x ç T ;
- on a A = T ;
- le tore T est l'ensemble a-limite de toute orbite de ^.

10.6. Une démonstration directe d'existence de courbes fantômes

On peut donner une démonstration plus rapide de l'existence des courbes fantômes
qui malheureusement ne se généralise pas aux tores de dimension 2 étudiés dans les
chapitres précédents et qui est due au fait que WQ est un cône convexe.

Soit X une partie non vide de sing(^) invariante par (p et r et contenue dans un
graphe G e Q^. Notons Gx l'ensemble des applications ^ e Q^ invariantes par (p
dont le graphe contient X. On a alors :

- l'ensemble Gx est non vide et convexe : si (^,'0') e Q\ et si s ç [0,1], alors
l'application

x i—> s^(x) 4- (1 - s)^'(x)
appartient à Gx ;

- l'ensemble Gx est invariant par le semi-flot, défini pour les temps t <, 0 ;
- l'ensemble Gx est compact.
Grâce au théorème de Schauder-Tychonoff, on sait qu'il contient un graphe fixe.
Si X est vide, on peut reprendre l'argument en notant Gx l'ensemble des applica-

tions ^ ç G^ invariantes par <^, telles que

sup ||̂ )|| ^M,
xçEo

où M est un réel choisi suffisamment grand.

10.7. Une application aux difféomorphismes du tore

Nous allons donner dans ce paragraphe une démonstration nouvelle d'un résultat
démontré dans [L3], qui exprime en particulier qu'un difféomorphisme de classe C k ,
k > 1, qui est C^-proche du twist de Dehn peut être approché en C^-topologie par
un difféomorphisme ayant une orbite périodique.

THÉORÈME 10.7.1. — Soit F un difféomorphisme de classe C1 de T2 homotope à

F ^ . ( x , y ) ^ ( x + y , y )

et dont les relèvements à R2 dévient la verticale à droite. Alors pour tout e > 0, il
existe a ç "l^?^] tel que le difféomorphisme

Fa:(^)^^(^)+(a,0)

ait une orbite périodique.
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Démonstration. — Choisissons un relèvement / de F à R2 et considérons pour tout
a e R le diffeomorphisme

fa : (x,y) i—> f(x,y) +a.

Celui-ci dévie également la verticale à droite. Si g et g ' sont les fonctions associées à
/, les fonctions associées à fa sont g et g ' + a.

Il existe un voisinage U de F pour la C^-topologie tel que tout diffeomorphisme
F ' ç. U admette un relèvement // à R2 qui dévie la verticale à droite et dont les
fonctions associées sont uniformément proches, à e / 3 près, de g et de g ' . Par le C1-
closing lemma (voir Pugh, Robinson [PR], voir également M.-C. Arnaud [Arna]),
nous savons que l'on peut trouver F1 ç U admettant une orbite périodique. Il existe
donc un entier q > 0, des entiers relatifs p et p ' et un point z ç. R2 tel que

/^)=^+W).
On considère l'espace affine

E = {x = (xi)içz | Xi-^-q == Xi +p, pour tout i e Z}

et l'espace vectoriel associé

E ' = {x = (xi)içz | Xi-^-q = Xi, pour tout i e Z} .

On définit un champ de vecteurs

$ : E —> E'
x •—)- te(^))zez

en posant

1 ^i(x) = g'(xi-^,Xi) - g(xi,Xi^), si i ̂  0[ç],
^i(x) = g'(xi--t,Xi) - g(xi,Xi^) - p1, si i = 0[ç].

Ce champ de vecteurs est invariant par 1' application

T : x = (xi)içz '—> (xi + l),çz

et induit un champ de vecteurs ^ sur l'espace quotient E = E / r .

L'application
qo : x = (xi)içz i—> {xQ,g{xQ,x^}}

induit une bijection entre les singularités de ^ et les points z € R2 tels que

fq(z)=z+^pf}.

On peut écrire ^ = ^* + /?, où f3 est un champ de vecteurs borné (et même Zq-
périodique) et où le champ ^* défini pour

/* : (x,y) i—> (x-\-y,y)
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vérifie :

{ ^(x) = Xi-i + ̂ +1 - 2xi, si i ^ 0[ç],

^(x) = Xi-^ + ̂ +1 - 2xi +pi, si î = 0[ç].

On est dans une situation analogue à la situation étudiée au début de ce chapitre
et tout ce qui a été fait dans les paragraphes 10.1 à 10.5 reste valable. En particulier,
on peut utiliser les dernières remarques du paragraphe 10.5, dans le cas où ^ n'a pas
de singularité.

On note ^a le champ de vecteurs défini sur E par fa : il s'écrit

^=?+^û,

où Va est le vecteur dont toutes les coordonnées sont a. On note ^ ' le champ de vecteurs
défini sur E par // : il s'obtient à partir de ^ en ajoutant un champ de vecteurs dont
toutes les coordonnées sont bornées par

e/3 + e/3 = 2^/3.

Pour montrer le théorème, il suffit de montrer que l'un des champs de vecteurs ^a,
a ç. [—<s,£], a une singularité. On va raisonner par l'absurde et supposer le contraire.

On a les propriétés suivantes, remarquées au paragraphe 10.5 (sauf la dernière qui
est une conséquence de la première) :

- l'ensemble des points d'orbites bornées de ^a es^ une orbite périodique Ta ;
- le tore Ta est l'ensemble a-limite de toute orbite de ^a ;
- les coordonnées de ^a(^) sont toutes toutes strictement positives pour tout x G

Ta, ou alors toutes strictement négatives pour tout x ç. Ta ;
- l'application a ̂  Ta est continue (pour la topologie de Hausdorff) ;
On en déduit bien évidemment que le signe apparaissant dans la troisième assertion

est le même pour chaque a.
Puisque ^ a une singularité, il existe un point x ç. E tel que chaque coordonnée

de ^(x) soit inférieure ou égale à 25/3. En particulier les coordonnées de ^e(x) sont
toutes strictement positives. Il en est de même de celles de ^(^/) si x ' appartient à
l'orbite négative de î, puisque l'ensemble WQ ç: E x P ( E ' ) est négativement invariant
par le flot linéarisé, et également si x ' appartient à l'ensemble a-limite a(x) = Tg.
De façon analogue, les coordonnées de ^ - s ( x ' ) sont toutes strictement négatives si x '
appartient à T-e. On a obtenu une contradiction. D

10.8. Une question naturelle

On considère le relèvement / d'un difféomorphisme F de T2 homotope à l'identité
qui s'écrit

/ = /2n-l ° ' - 0 fo,
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OÙ

^-(/O,...,^-!)^^.

On note alors g et g ' les fonctions associées à /.

Pour tout couple (a, b) e R2 on considère l'élément

^a,b = (hb 0 fo.ha 0 fl.hb 0/2 . . . , ̂ a °/2n-l)

de P^, où

^ : («^) 1—> ( x , y - } - t ) .
On pose alors

fa^b = Kn(^a,b)'

On peut alors se poser le problème suivant :

Pour tout e > 0, existe-t-il (a, 6) e R2 vérifiant a2 + 62 < ^2 ^ ^/ ^e /^ â^ ^ne
or6^e périodique ?

Un tel résultat permettrait d'approcher en topologie Ck tout difféomorphisme de
T2 homotope à l'identité par un difféomorphisme admettant une orbite périodique.

On sait que le résultat est vrai dans le cas où / préserve la mesure de Lebesgue ̂
on peut montrer en effet que l'on a

/ (fa,b-ïd)d/^= / (/-Id)^+n(a,a+&),
JT2 JT2

si chaque /, préserve fi. L'intégrale précédente peut prendre des valeurs dans Q2 pour
a et b aussi petits que l'on veut. On sait dans ce cas, que F^ a des orbites périodiques,
grâce au théorème de Conley-Zehnder appliqué à un itéré de F.

Expliquons en quoi l'étude faite dans le paragraphe 10.7 rend la question naturelle.

Par le C^-closing lemma appliqué à F, nous savons qu'il existe // proche de / qui
s'écrit

/^n-lO-o/,

OÙ

^-(/O^.^n-l)^

est proche de $, tel que le difféomorphisme F1 relevé par F admette une orbite
périodique. Il existe donc des entiers p, p ' et q (avec q > 0) et un point z ç R2 tel que

r ( z ) = z + ( p ^ { ) .

Plus précisément nous pouvons supposer que pour chaque i les fonctions associées
à f[ sont uniformément proche, à e / 3 près, des fonctions associées à /,. Par des
arguments similaires à ceux du paragraphe 10.7 nous savons qu'il existe un point
x ' C E tel que chaque coordonnée de ^(x'} soit inférieure ou égale à 26-/3, où ^ est le
champ de vecteurs défini par <S> sur l'espace affine E introduit au paragraphe 8.1.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1999



122 CHAPITRE 10. CONSTRUCTION DE CERCLES FANTÔMES

Pour tout couple (a, b) ç. R2, le champ de vecteurs ^a,b défini sur E par ^a,b s'écrit

Ça,b == ^ + Va,b,

où le vecteur Va,b ^ ses coordonnées paires égales à a et ses coordonnées impaires
égales à b. Quand (a, b) décrit le cercle de rayon 5, la courbe

(a^b)^^b^)
est à valeurs dans WQ et se projette sur R2 par chaque application

ri : x i—> (xi,x^)

en une courbe fermée dont l'indice par rapport à (0,0) est (-1)1. Peut-on rempla-
cer l'argument de connexité employé au paragraphe 10.7 par un argument d'indice
et montrer, grâce à la dynamique des champs de vecteurs, que l'un des champs de
vecteurs ^a,b ^ une singularité quand (a, b) parcourt la boule unité de rayon e ?
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INFINITÉ D^ORBITES PÉRIODIQUES
POUR LES DIFFÉOMORPHISMES CONSERVATIFS

DE I/ANNEAU

J.-M. Gambaudo et P. Le Calvez

0. Introduction

Nous allons démontrer le résultat suivant, où T1 = R/Z est le tore de dimension
1.

THÉORÈME 0.1. — Un difféomorphisme de l'anneau T1 x [0, l], homotope à l'iden-
tité, qui a un point fixe, qui n'est pas l'identité, et qui laisse invariante une mesure
borélienne de probabilité fJi chargeant les ouverts (i.e. p.(U) / 0 pour tout ouvert non
vide U), a des orbites périodiques de périodes arbitrairement grandes.

Nous en déduisons alors le résultat ci-dessous, en considérant au voisinage de deux
points fixes le système de coordonnées polaires usuel (r,0) puis en éclatant chaque
point en un cercle d'équation r = 0.

COROLLAIRE 0.2. — Un difféomorphisme de classe C2 de la sphère S2, qui préserve
l'orientation, qui laisse invariant une mesure de probabilité chargeant les ouverts, qui
a trois points fixes, et qui n'est pas l'identité, a des orbites périodiques de périodes
arbitrairement grandes.

Le théorème 0.1 est dû à Franks [Fr3] sous l'hypothèse plus faible d'un homéo-
morphisme, résultat amélioré plus tard dans le cas de l'anneau ouvert [Fr4]. Dans
[Fr3], Franks donne une très belle application du théorème : il existe une infinité de
géodésiques fermées pour une métrique riemannienne sur la sphère S2 qui admet un
«anneau de Birkhoff» (on sait d'autre part que le résultat est encore vrai s'il n'y a
pas d'anneau de Birkhoff, voir Bangert [Ba]). La méthode utilisée par Franks utilise
la notion, introduite par Schwartzman [S], de vecteur de rotation : c'est un élément
du groupe d'homologie H\ (M, R) associé à toute mesure de probabilité invariante par
un homéomorphisme isotope à l'identité d'une variété compacte M (à bord ou non).

Dans notre démonstration nous n'utiliserons cette notion, appelée alors nombre
de rotation, que dans le cadre élémentaire de l'anneau et du tore. Le principe de
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la démonstration est le suivant. À partir du difféomorphisme de l'anneau original,
nous construisons par recollement et conjugaison un difféomorphisme du tore. Nous
cherchons à démontrer que celui-ci possède des orbites de périodes arbitrairement
grandes. Nous utilisons alors un résultat sur les difféomorphismes du tore, prouvé
dans [L], qui donne une version équivariante et avec points fixes du théorème de
translation de Brouwer. Cela nous permet (généralement par restriction) d'obtenir
des homéomorphismes de l'anneau ayant une mesure invariante de nombre de rotation
non nul. Nous utilisons ensuite deux critères connus d'existence d'infinité d'orbites
périodiques pour des homéomorphismes de l'anneau.

Au paragraphe 1, on introduit les notations. Dans les paragraphes 2 à 5, on étudie
les propriétés du nombre de rotation d'une mesure invariante par un homéomorphisme
de l'anneau ou du tore. Au paragraphe 6 on rappelle deux critères d'existence d'infinité
d'orbites périodiques pour un homéomorphisme de l'anneau. Au paragraphe 7, on
rappelle la version sur le tore du théorème de translation de Brouwer. Au paragraphe
8, on démontre un résultat analogue au théorème 0.1 pour certains difféomorphismes
du tore ; c'est la partie la plus technique de l'article. Au paragraphe 9, on prouve le
théorème 0.1, on utilise pour cela les résultats du paragraphe 8 ainsi qu'un lemme de
conjugaison qu'on démontre en appendice du paragraphe 10.

1. Notations

Nous notons T1 = R/Z le tore de dimension 1 et

pi : {x,y) i—> x, p2 : (x,y) i—> y ,

les projections définies sur R2, T1 x R et T2, à valeurs dans R ou dans T1 suivant
le cas. Nous notons

n : R2 —^ T2

(x,y) ^ ( . r+Z, î /+Z) .

le revêtement universel du tore et

IIi : R2 —, T1 x R
(x,y) i—> (x+Z,y),

celui de l'anneau. Nous définissons également la translation

T : R2 —^ R2

(x,y) i—> (x+l,y).

Si IJL est une mesure sur un ensemble E muni d'une a-algèbre et si X C E est une
partie mesurable de mesure non nulle et finie, nous notons fJix la mesure de probabilité
définie par la relation

^x(Y)=^(XnY)/^X).
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Un espace topologique A est annulaire s'il est homéomorphe au produit de T1 et
d'un intervalle non trivial de R. Une courbe fermée simple dans A est essentielle si
elle n'est pas homotope à zéro.

Soit / un homéomorphisme de R2 préservant l'orientation. Nous appelons droite
de Brouwer de / l'image C d'un plongement topologique propre de R dans R2, qui ne
contient pas de point fixe, qui est disjointe de f(C) et de f^ÇC) et qui sépare ces deux
ensembles. Le théorème de translation de Brouwer affirme que par tout point passe
une droite de Brouwer si / n'a pas de point fixe (voir Brouwer [Br], voir également
Guillou [Gu] pour une démonstration moderne du résultat).

2. Nombre de rotation sur l'anneau compact

Soit F un homéomorphisme de T1 x [0,1] homotope à l'identité et / un relèvement
de F à R x [0,1]. Le nombre de rotation p(z) d'un point z G T1 x [0,1] est défini,
quand il existe, par

,(,)= ^ ^°f^\
" / n-^±oo n

où ï est un point quelconque de II^1^/^}).

Si F préserve une mesure borélienne de probabilité /^, le théorème ergodique de
Birkhoff appliqué à la fonction

r =pio f -Pi

définie sur l'anneau, exprime que le nombre de rotation est défini presque partout,
que la fonction p obtenue est intégrable et que

f p d ^ = ff pdjji == f rdp,.

Cette intégrale, notée p(^), est le nombre de rotation de p, ; elle dépend du relèvement
/.

Soit z un point périodique de F de période ç. Il existe alors un entier p tel que

/^)=r^?),
pour tout ï G II^"1^}). Le nombre rationnel p / q est alors le nombre de rotation de
la mesure discrète invariante portée par l'orbite de z.

Soit G un homéomorphisme de T1 x [0, l], qui induit l'identité sur le groupe d'ho-
mologie de degré 1, et g un relèvement de G à Rx [0,1]. Il est facile de voir qu'un point
z a un nombre de rotation pour / si et seulement si G(z) a un nombre de rotation
pour go fog~1 et que ces réels sont égaux. De plus, si p, est une mesure de probabilité
invariante par F, le nombre de rotation de fi pour / est égal au nombre de rotation
de la mesure G^{p) pour g o f o g~1. Cela implique que le nombre de rotation est
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bien défini pour un homéomorphisme homotope à l'identité d'un ensemble annulaire
compact, dès qu'on se donne un générateur du groupe d'homologie de degré 1.

3. Nombre de rotation sur l'anneau ouvert

Dans le cas d'un homéomorphisme de T1 x ]0,1[ la situation est plus compliquée.
En effet, il n'est pas difficile de montrer que l'existence d'un nombre de rotation pour
un point n'est pas stable par conjugaison (il suffit que l'orbite du point ne soit pas
bornée). Une façon naturelle de définir le nombre de rotation est alors de se limiter
aux points récurrents de F. On dira qu'un point récurrent z a un nombre de rotation
p(z) si pour toute suite extraite (F^ (z))k>o de la suite {Fn(z))n>o qui converge vers
z on a

i. Pi 0/^(1) , ,lim ——-—— = p ( z )
k -^+00 rik

si ? e n^1 ({z}), et si on a un résultat analogue pour les suites extraites de (Fn(z))n<o
qui convergent vers z. Avec cette définition il est clair que l'existence d'un nombre de
rotation est stable par conjugaison.

Si F préserve une mesure de probabilité fi on dit que fi a un nombre de rotation
si presque tout point récurrent a un nombre de rotation et si la fonction mesurable p
obtenue est intégrable, on posera alors = /-PW = P^

Ce nombre est invariant par conjugaison et peut être défini sur un ensemble annulaire
ouvert (%.e. homéomorphe à T1 x ]0,1[), dès qu'on se donne un générateur du groupe
d'homologie de degré 1.

Dans le cas où F est la restriction d'un homéomorphisme de T1 x [0, l], la nouvelle
définition du nombre de rotation de ^ coïncide avec l'ancienne puisque presque tout
point est récurrent. Nous prendrons cette nouvelle définition pour définir plus géné-
ralement le nombre de rotation d'une mesure invariante pour un homéomorphisme
homotope à l'identité d'un ensemble annulaire.

Considérons les paires (A, /) formées d'un ensemble annulaire A et d'un relèvement
/ au revêtement universel d'un homéomorphisme de A homotope à l'identité. Nous
dirons que (A,/) se plonge essentiellement dans (A7,/ ') s'il existe un plongement
topologique

I : A —> A'

qui induit une application injective sur les groupes d'homologie de degré 1 et tel que

ï ° î = f ° ^

où i est un relèvement de I . Une mesure JJL sur A invariante par l'homéomorphisme -F,
qui est relevé par /, a un nombre de rotation pour / si et seulement si la mesure I^(^)
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définie sur A' a un nombre de rotation pour //. Ces deux nombres sont les mêmes
si on choisit un générateur G de ^(A.R) et le générateur i^(G) de ^(A'.R). En
particulier si A' est compact toute mesure invariante par F a un nombre de rotation.
C'est le cas particulièrement si F se prolonge par continuité en un homéomorphisme
d'un anneau compact. Par abus de langage, et s'il n'y a pas d'ambiguïté, nous dirons
que A se plonge essentiellement dans A ' .

4. Un critère de non-nullité du nombre de rotation

On a le résultat suivant :

PROPOSITION 4.1. — Soit F un homéomorphisme de T1 x]0,1[ homotope à l'identité
et f un relèvement de F à Rx]0,1[. On suppose qu'il existe un plongement topologique

r : R — ^ T 1 x ]0 , l [

qui vérifie les hypothèses suivantes :

(i) on a
lim p2 û T(t) = 0 et lim p^ o F ( t ) = 1;

t—^—OO t-4-+00

(ii) si
7 : R —> R x ]0,1[

est un relèvement de T, alors C = 7(R) ne rencontre pas f(C).

Alors le nombre de rotation d'une mesure de probabilité invariante qui charge les
ouverts est non nul, s'il est bien défini.

Démonstration. — On suppose que le nombre de rotation p^i) de p, est bien défini.
On peut trouver un homéomorphisme H de T1 x ]0,1[ homotope à l'identité, qui
envoie C sur la verticale {0} x ]0,1[. On considère alors un relèvement h de H. On
pose

f=hofoh~1 et F1 = H o F o H ~ 1 .
On sait que la mesure // = H^ (p,) a un nombre de rotation pour /' et que ce nombre
est égal à p(fJ.). L'image par // de la verticale {0} x]0,1[ est disjointe de cette verticale,
on la supposera à droite de celle-ci.

La fonction
r ' =Pio f - Pi

est minorée par —1. La fonction

R' =Eop^ o / ' -E 'opi ,

où E désigne la fonction partie entière, est positive ; elle est de plus strictement positive
sur un ensemble de mesure non nulle. Il en est de même des fonctions

R^mî^R').
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Notons R171 la somme de Birkhoff de la fonction R', c'est-à-dire posons

R^ = l^ + ... + R' o F771-1) = 1 (E opi o //n - E opi) .
Ti Tf

Définissons de même les sommes de Birkhoff R'^ de chaque R' et la somme de Birkhoff
r^ de T<

Par hypothèse, on sait que le nombre de rotation p ' ( z ) est bien défini (pour / /) pour
presque tout point récurrent z de F'. On sait également, par le théorème de Birkhoff
que pour presque tout point récurrent z, chacune des suites (R^Çz^n^o converge vers
un réel pp(z). Des inégalités

R ' ^ ^ R ! " et l^-r^l < 2 ,
n

on déduit que pp <, p ' . En intégrant on obtient

f R ' d ^ ' =s^(f R'^dA =supf f p ' ^ d A ̂  f p1 d^ = p(^).
J p>o \J / p^o \J ) J

On en déduit d'abord que R' est intégrable, puis par le théorème ergodique de
Birkhoff, que la suite (-R'^^nX) converge presque partout vers p ' { z ) et que

( R ' d ^ ' =p{^.

Comme la fonction R' est toujours positive et qu'elle est strictement positive sur
un ensemble de mesure non nulle, on en déduit que p(/ji) > 0. D

5. Nombre de rotation sur le tore

Soit F un homéomorphisme du tore T2 homotope à l'identité et / un relèvement
de F à R2. On peut définir le nombre de rotation p(z) de z ç T2 en posant

, , ,. PIO.TOp(z) = hm —————,
n—)-±oo n

où ? G II"1^}), si cette limite existe. C'est alors un élément de R2. Si F préserve
une mesure de probabilité ^, on définit de la même façon le nombre de rotation de /ji
en posant

PW = / pdii= / /-Id dp,.
JT2 Jï2

La première coordonnée de p(fJL) est caractérisée ainsi : on considère une courbe
fermée simple C homotope à {0} x T1, puis un relèvement (7* dans le revêtement
annulaire R x T1 du tore et on calcule l'aire algébrique délimitée par C* et /*(C*),
où /* est l'homéomorphisme de R x T1 relevé par /. En particulier si C* est fixe, la
première coordonnée est nulle. On a un résultat analogue pour la seconde coordonnée.
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6. Critères d'existence d'orbites périodiques dans un ensemble annulaire

Le théorème géométrique de Poincaré-Birkhoff donne un critère suffisant d'exis-
tence d'une infinité d'orbites périodiques pour un homéomorphisme de l'anneau com-
pact préservant l'aire. Ce théorème peut s'énoncer en terme de nombres de rotation
de mesures. Il existe différentes généralisations du théorème de Poincaré-Birkhoff.
Nous allons en donner deux, écrites sous forme d'un théorème. L'assertion (i) est due
à Franks [Fri], l'assertion (ii) à Birkhoff [Bi2] et à Kérékjârtô [K] (voir également
[Fr2]).

THÉORÈME 6.1. — Soit F un homéomorphisme homotope à l'identité d'un ensemble
annulaire A. On suppose que F laisse invariantes deux mesures de probabilité ^i\ et ^2
ayant des nombres de rotation distincts pour un relèvement de F. Il existe alors des
orbites périodiques de périodes arbitrairement grandes dans chacun des cas suivants :

(i) la mesure /^i charge tous les ouverts de A ;
(ii) l'ensemble A est compact, le support de /^i est dans un des bords de A et le

support de ̂  dans l'autre bord, enfin toute courbe fermée simple essentielle de
A rencontre son image par F.

7. Un champ de vecteurs sur le tore dont les courbes intégrales relevées
sont des droites de Brouwer

On a montré dans [L] le résultat suivant :

THÉORÈME 7.1. — Soit F un difféomorphisme de classe C1 de T2 homotope à
l'identité et f un relèvement de F à R2. Il existe un champ de vecteurs Ç sur T2, un
chemin s ̂  F s de [0,1] dans l'ensemble des difféomorphismes du tore, et un entier
n>_l, qui vérifient les propriétés suivantes :

(i) le champ de vecteurs Ç est continu et uniquement intégrable;
(ii) le chemin s ̂  Fs joint l'identité à F et se relève en un chemin qui joint l'identité

à f ;
(iii) pour toute singularité z de Ç, le chemin s ̂  Fs(z) est constant égal à z ;
(iv) si Ç(z) ^ 0, l'application s \-^ Fs(z) est de classe C1 sur chaque intervalle

[i/2n, (i + l)/2n], i G {0,..., 2n - 1}, et l'application

, ̂  det (DF,(z) . Ç(z)^-^F^z)Y

est positive ou nulle, et strictement positive sur au moins un de ces intervalles.

REMARQUES

(i) L'assertion (iv) exprime qu'une courbe intégrale de Ç est envoyée toujours plus
à gauche par l'isotopie s ^-> Fs. En particulier, pour chaque composante connexe
U du complémentaire de l'ensemble des singularités, toute courbe intégrale du
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champ de vecteurs C|i/ relevée au revêtement universel de U est une droite de
Brouwer du relèvement naturel de F\jj obtenu en relevant à partir de l'identité
l'isotopie s \-^ F 8 ^ ' On a un résultat analogue pour une courbe intégrale propre
dans U ^ si U est une partie ouverte connexe invariante par Pisotopie.

(ii) Dans le cas où z n'est pas une singularité, la demi-tangente au point de départ

du chemin s ̂  Fs(z) n'est pas nécessairement la valeur de —Fs(z) en 0, c'est
ds

la valeur de — F g ( z ) en 5o, où
as

SQ = sup {s e [0,1] 1 Fs> (z) = z pour tout s ' ç [0, s]} .

On a un résultat du même type pour la demi-tangente au point d'arrivée.
(iii) La construction faite dans [L] permet généralement d'obtenir plusieurs champs

de vecteurs de ce type. On les obtient en construisant, à partir d'une décomposi-
tion de / en 2n applications déviant la verticale (voir [L]), un champ de vecteurs
^ de classe C1 et complet sur une variété affine E difféomorphe à T2 x R2^2.
On construit naturellement une fibration

qo : Ë —^ T2

qui induit une bijection entre l'ensemble des singularités de ^ et l'ensemble des
points fixes de F qui se relèvent en des points fixes de /. L'ensemble des points
d'orbite bornée par le flot induit par ^ est une réunion de sous-variétés T de
classe (71, telles que §o |T s01^ un difféomorphisme entre T et T2. Le champ de
vecteurs ^ définit un flot sur cet ensemble de tores et fixe au moins l'un d'entre
eux. Pour chaque tore fixe T, le champ de vecteurs ^, image par qo du champ
de vecteurs ^jr, vérifie le théorème 7.1.

(iv) Dans le cas où F préserve la mesure de Lebesgue et où le nombre de rotation
de cette mesure est nul, le champ de vecteurs ^ est un champ de gradient. Le
champ de vecteurs Ç admet donc un fonction de Liapounoff.

Nous allons donner une propriété dynamique de ^ sous une hypothèse un peu plus
faible.

PROPOSITION 7.2. — Soit F un difféomorphisme de classe C1 de T2 homotope à
lUentité et f un relèvement de F à R2. On suppose que F préserve une mesure fJi
chargeant les ouverts et que le nombre de rotation de fJi est nul (pour f). Les ensembles
a-limite et u-limite d'un point z e T2, pour le flot associé à tout champ de vecteurs
Ç, obtenu par le théorème 7.1, sont formés de singularités de Ç.

Démonstration. — Nous savons que l'ensemble a-limite a (z) et l'ensemble ^-limite
ijj(z) sont non vides, compacts et connexes. Montrons qu'ils sont formés uniquement
de singularités. Plus généralement, montrons que les seuls points non errants pour le
flot sont les singularités. Pour cela raisonnons par l'absurde.

UJ
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Supposons que ZQ soit non errant et que C(^o) 7^ 0. Considérons un voisinage W de
ZQ où le champ de vecteurs est trivialisable (un «flow-box»), puis une courbe fermée
simple C de classe C1, telle que la tangente orientée en un point z ç. C soit la demi-
droite engendrée par Ç(z) si z n'appartient pas à W\ et une demi-droite proche de
celle-ci si z appartient à W.

D'après la propriété (iv) du théorème 7.1, on peut supposer qu'en tout point z G C,
la demi-tangente de l'arc s 1-4- Fs(z) en z est transverse à C. De même on peut supposer
que la demi-tangente de l'isotopie au point F-^Çz) = F(z) est transverse à la courbe
F{Ç) au point F(z).

Premier cas : la courbe C n'est pas homotope à zéro. — Considérons un revêtement

n* : A —> T2,
où A est annulaire et où II*"1 ((7) est formé de courbes fermées. Notons (/^)sç[o,i]
l'isotopie relevée à A. Si C* est une composante connexe de II*"'1 ((7), l'ensemble

K={f^z-)\z^C\ 3e[0,l]}

est une partie compacte dont la frontière est formée uniquement de points de (7* ou de
/i*((7*). Ces deux courbes orientées sont homotopes. L'allure locale de K au voisinage
de tout point ^* ç (7* et de tout point z* e /i*(C'*), ainsi que l'orientation commune
des deux courbes nous dit que la frontière de K est exactement la réunion de ces
courbes et que celles-ci sont disjointes. Cela contredit le fait que ^ est une mesure qui
charge les ouverts et qui a un nombre de rotation égal à 0.

Second cas : la courbe C est homotope à zéro. — On montre de façon analogue
que l'un des ensembles F(C) ou F"1 ((7) est contenu dans la composante connexe
simplement connexe de T2 — (7, ce qui contredit le fait que [i charge les ouverts. D

8. Démonstration du résultat fondamental

Nous allons montrer le résultat suivant :

PROPOSITION 8.1. — Soit F un difféomorphisme de classe C1 de T2 homotope à
l'identité et distinct de l'identité et f un relèvement de F à R2. On suppose que f
laisse fixe les horizontales Rx {k}, k e Z. On suppose de plus que F laisse invariante
une mesure borélienne de probabilité p, chargeant les ouverts et de nombre de rotation
pour f égal à 0. Alors F admet des orbites périodiques de périodes arbitrairement
grandes.

Démonstration. — On considère le champ de vecteurs Ç défini par le théorème 7.1,
ainsi que l'isotopie s i-̂  (Fs) et l'isotopie relevée s ̂  fs.

Puisque F n'est pas l'identité, il existe un point z tel que Ç(z} ̂  0. On note Ua la
composante connexe de T2 — a(z) qui contient z ; on note U^ la composante connexe
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de T2 — uj[z) qui contient z ; enfin on pose

U=Ua^U^.

Remarquons que les ensembles Ua, U^ et U sont invariants par chaque application
Fs^ s e [0,1]. On note (j) le relèvement de F\jj au revêtement universel de U obtenu
en relevant l'isotopie s \—^ Fs\u à partir de l'identité.

L'assertion (iv) du théorème 7.1 nous dit que toute courbe intégrale de Ç\jj se relève
en une droite de Brouwer de 0. Grâce au lemme 4.1, on obtient :

LEMME 8.2. — Dans le cas où U est annulaire, où l'orbite de z joint les deux bouts
de U et où f^u a un nombre de rotation, celui-ci est non nul.

Puisque a(z) et c^(^) sont compacts connexes et non vides, chacun des ensembles
Ua et U^ est homéomorphe à R2, à T1 x R, ou au tore T2 privé d'un point ; c'est-
à-dire simplement connexe, annulaire ou hyperbolique. On énumère ci-dessous les
situations possibles quant à la topologie des ensembles Ua, U^ et U (en échangeant
éventuellement le rôle de Ua et U^).

- Cas 1 : Les ensembles a{z) et (^(z) sont disjoints; Ua est simplement connexe;
U^ est hyperbolique ; U est annulaire.

- Cas 2 : Les ensembles a(z) et uj{z) sont disjoints ; Ua et U^ sont tous deux
annulaires ; leurs premiers groupes d'homologie ont un générateur commun ; U
est également annulaire.

- Cas 3 : Les ensembles a(z) et uj{z) sont disjoints; Ua est annulaire; U^ est
hyperbolique ; U est homéomorphe à l'anneau ouvert privé d'un point.

- Cas 4 : Les ensembles a(z) et uj{z) sont disjoints ; Ua et U^ sont hyperboliques ;
U est homéomorphe au tore T2 privé de deux points.

- Cas 5 : Les ensembles a(z) et uj{z) ne sont pas disjoints.
On va montrer dans chacun des cas, que F a une infinité d'orbites périodiques, de

périodes arbitrairement grandes.

Cas 1. — L'ensemble U est annulaire et l'orbite de z joint les deux bouts de U. Nous
allons montrer que / a des orbites périodiques de périodes arbitrairement grandes, ce
qui impliquera le même résultat pour F. Nous allons donc nous placer dans le plan.

Considérons un point z* G II""1^}) et notons U^ et U^ les complémentaires
respectifs des ensembles a-limite et c^-limite de z* pour le flot relevé. Les ensembles
U^ et Î7* = U^r\U^ se projettent alors homéomorphiquement sur Ua et sur U. Fixons
alors z^ G (jj(z^).

On peut compactifier l'ensemble R2 — {z^} et obtenir un ensemble annulaire com-
pact A en considérant un système de coordonnées polaires au point z^ et en rajoutant
un cercle à l'infini : on identifie R2 et C, on considère une copie S de

S1 = {z e C | \z\ = l},
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puis on pose

lim Zk = e10 C S
k—>-^-oo

si et seulement si

lim \Zk\ = +00 et lim Arg(zfe) = e^.
k—>-}-oo fe->-+oo

Chaque application fs commutant avec les translations entières, l'isotopie s i-> fs se
prolonge par continuité en une isotopie sur A formée d'applications qui fixent tout
point de S. Cette isotopie se relève naturellement au revêtement universel de A en
une isotopie de l'identité à une application (p . Le nombre de rotation induit par sp
sur le cercle à l'infini est alors nul. Le couple (U^ (f)) est essentiellement plongé dans
l'anneau compact (A,(^). On en déduit que la mesure p,\u a un nombre de rotation,
puis que ce nombre est non nul d'après le lemme 8.2.

Considérons maintenant l'ensemble annulaire A' C A obtenu en compactifiant le
bout de U^ — {z^} correspondant à z^ par un système de coordonnées polaires. Le
couple (U^(f)) est alors essentiellement plongé dans (A'.y?).

On démontre que / a des orbites périodiques de périodes arbitrairement grandes
en utilisant l'assertion (i) du théorème 6.1 appliqué au couple (A',^) dans le cas où
le nombre de rotation induit par (p sur le bord de A' est nul, en utilisant l'assertion
(ii) du même théorème appliqué au couple (A, (p) dans le cas où il est non nul. En
effet, le fait que / préserve une mesure chargeant les ouverts implique que la propriété
d'intersection supposée dans l'assertion (ii) est vérifiée.

Cas 2. — L'ensemble U est annulaire et l'orbite de z joint les deux bouts de U.
On peut compactifier U par la théorie des bouts premiers de Carathéodory [Ça] et
prolonger l'application en un homéomorphisme de l'anneau compact : on en déduit
que le nombre de rotation de la mesure [t\j est bien défini et là encore qu'il est non
nul (pour (f)).

Le nombre de rotation de la mesure /^, en tant qu'élément de R2 défini au para-
graphe 5, est de la forme (r, 0), r ^ 0, car / laisse invariante chaque droite R x {A-},
A* € Z. On en déduit qu'on a

î* (Jfi([/,R)) = R x {0} C R2 = ^(T^R),

où i : U —)- T2 est l'inclusion. Ainsi, si M est un entier assez grand le couple (£7, ^) se
plonge essentiellement dans le couple (A,/) où A est l'anneau T1 x [—M, M].

Puisque, par hypothèse, le nombre de rotation (élément de R2) de ^ est nul, on
sait que le nombre de rotation de la mesure ^ relevée à A est nul. On applique alors
l'assertion (i) du théorème 6.1 à (A, /) ; on obtient des orbites périodiques de périodes
arbitrairement grandes pour F.
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Cas 3. — La courbe intégrale de <f qui passe par z joint deux bouts distincts de
U. On note A l'ensemble annulaire obtenu en compactifiant le troisième bout en un
point a et v la mesure de probabilité définie naturellement sur A à partir de ^/.
L'isotopie s ̂  F^u définit une isotopie dans A formée d'homéomorphismes qui fixent
a. On note (p rhoméomorphisme du revêtement universel de A défini naturellement
par cette isotopie. Le nombre de rotation de la mesure de Dirac en a est alors nul pour
(^. On peut là encore prolonger rhoméomorphisme de A relevé par ^p à un anneau
compact par la théorie des bouts premiers. Le nombre de rotation de v pour y est
donc bien défini étalon nul d'après la propriété (iv) du théorème 7.1 vérifiée par le
champ de vecteurs C. En appliquant l'assertion (i) du théorème 6.1, on en déduit que
F\u a des orbites périodiques de périodes arbitrairement grandes.

Cas 4. — On verra dans l'étude du cas 5 que c'est le cas 4 est le seul cas possible si
F a un nombre fini de points fixes. On note f^ le diffeomorphisme de T1 x R relevé
par fs et on définit

IÏ2 : T1 x R —> T2

(x,y) h—^ (x+Z,y).

La courbe intégrale C7* du champ de vecteurs relevé passant par un point ^* e
î1^1^}) Jo"^ la composante connexe a(^*) de ÎÎ.^ÇaÇz)) à la composante connexe
c^*) dell^^)).

Si M est un entier suffisamment grand,on a

^(C^C^xt-M.M]

pour tout s e [0,1] ; si M' est un entier suffisamment grand, on a

/; (T1 x ] - œ, -M7]) H (T1 x [-M - 1, +oo[) = 0

et

/;(T1 x^+ooOr^T1 x ] - o o , M + l ] ) =0,
pour tout s ç [0,1].

Notons As l'ensemble annulaire compact compris entre les deux courbes

f^^xi-M'}) et ^(^{M7}).

On verra plus loin comment construire, pour tout s ç [0, l], un homéomorphisme

0s :T1 xt-M'.M'j-^A,,

égal à l'identité sur T1 x [-M.M], tel que Os dépende continûment de s pour la
topologie de la convergence uniforme et tel que chacune des applications 0o et (9i soit
l'identité. La famille

W~ ° /s*)se[o,i]
est une isotopie de T1 x [-M',M'} joignant l'identité à /i*.
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On construit un ensemble annulaire A en identifiant à un point chaque bord

T1 x {-M'} et T1 x {M'}

de la composante connexe V* de

T1 x [-M', M'} - (a(^*) U ù;(^*))

qui contient z*, et on note ^** la mesure définie naturellement sur A par ^y^. Chaque
application 0 g ' 1 o f^ définit naturellement un homéomorphisme /^* de A. On obtient
ainsi une isotopie s \-> /^*, qui se relève au revêtement universel en une isotopie de
l'identité à une application <^, formée d'applications fixant les deux points correspon-
dants aux bords. L'application /^* préserve /^** et le nombre de rotation de cette
mesure pour ^ est bien défini et non nul. On peut conclure comme dans les autres
cas.

Pour construire la famille (0s)se[o,i]^ on P^ commencer par munir T1 x R d'une
structure complexe. On sait alors qu'il existe une application conforme entre

T1 x ]M+l ,M^[ ,

où M'g > M +1 est uniquement défini, et l'ensemble annulaire ouvert délimité par les
courbes

^(^{M+l}) et ^(T^M'}),
qui envoie le bout inférieur sur le bout inférieur. Cette application se prolonge en un
homéomorphisme entre les anneaux fermés correspondants et l'application est alors
uniquement déterminée par la valeur en un point de T1 x {M +1}. On note 0'g celui
qui fixe le point (0, M + 1) puis on définit

Os : T1 x [M + 1, M'] —> T1 x R,

(.,,)^^^M+1+^^(,-M-1))

On peut montrer alors que l'application Os dépend continûment de s pour la topolo-
gie de la convergence uniforme (voir T. Rado [Ra] pour la démonstration du problème
analogue où l'on a une famille d'ouverts simplement connexes du plan délimités par
des courbes de Jordan dépendant continûment d'un paramètre).

On définit de la même façon 0s sur T1 x [ — M ' , —M — l], et on construit ensuite très
facilement 0s sur T1 x [—M — 1, M 4-1] de façon à vérifier les propriétés demandées.

Cas 5. — Supposons maintenant que a(z) et uj{z) s'intersectent. L'ensemble U est
alors homéomorphe à R2, à T1 x R, ou au tore T2 privé d'un point. Le premier cas est
impossible car l'orbite de z serait une courbe de Brouwer de F\u, ce qui contredirait
la préservation de la mesure. Le troisième cas est également impossible, car l'orbite
de z* ç. II"1^^}) par le champ relevé, serait contenue dans la composante connexe
annulaire de R2 \ a(^*) U <^(^*), serait issue d'un bout de l'anneau et aboutirait au
même bout, enfin séparerait son image par / de son image inverse, ce qui contredirait
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la préservation de la mesure ^ relevée au plan. Si l'on est dans le deuxième cas et si la
courbe intégrale de z est issue et aboutit au même bout de [7, on a une contradiction
du même type ; si la courbe intégrale joint les deux bouts de £7, on se retrouve dans
une situation vue auparavant. D

9. Démonstration du théorème

Rappelons l'énoncé du théorème que l'on veut démontrer :

THÉORÈME 0.1. — Un difféomorphisme F de l'anneau T1 x [0, l], homotope à l'iden-
tité, qui a un point fixe, qui n'est pas l'identité, et qui laisse invariante une mesure
borélienne de probabilité ^ chargeant les ouverts (ï.e. ^(U) -^ 0 pour tout ouvert non
vide U), a des orbites périodiques de période arbitrairement grande.

Démonstration. — On considère un point fixe ZQ. On note / le relèvement de F à
R x [0,1] qui fixe tout point de II]"1^;^)}). Si le nombre de rotation p(p) de ^ pour
/ est non nul, l'assertion (i) du théorème 6.1, appliquée à /^i = ^ et à la mesure
de Dirac ^2 concentrée en ZQ^ nous dit que F a des orbites périodiques de période
arbitrairement grande. On supposera donc que ce nombre de rotation est égal à 0.

On peut prolonger F à T1 x [—1,1] par réflexion en posant, pour tout ( x ^ y ) ç.
T^I-l.O],

F(x, y ) = (pi o F(x, -y), -p2 o F(x, -y)),

puis prolonger cette application en un homéomorphisme de T1 x R par la relation :

F ( x ^ y + 2 ) = F ( x ^ y ) +(0,2);

on prolonge de façon analogue / au plan obtenant un relèvement de F. On peut
également prolonger la mesure par réflexion.

L'application F est le relèvement d'un homéomorphisme de T1 x R/2Z, mais n'est
généralement pas un difféomorphisme. Cependant la proposition qui sera démontrée
dans l'appendice nous permet de dire que F est conjugué à un difféomorphisme du
tore T2 par une application du type

(x,y) i—> {x,y(y))

Ce difféomorphisme préserve une mesure définie à partir de p. qui charge les ouverts
et dont le nombre de rotation est nul pour le relèvement conjugué à /. Il vérifie toutes
les conditions de la proposition 8.1. Comme ce difféomorphisme est composé de deux
copies de -F à conjugaison près, le théorème suit. D
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10. Annexe

Pour tout homéomorphisme F : W -> W entre deux voisinages de T1 x {0} dans
T1 x [0, +oo[ laissant T1 x {0} invariant, on peut définir le symétrisé F0' de F. Si on
pose

r(x,y) = (x,-y),
c'est 1'homéomorphisme

F" : W U r(W) —> W U r ( W ' )

égal à F sur W e i ^ r o F o r sur r(W).

Le symétrisé de F = (F\^F^) est un difféomorphisme de classe C1 si et seulement
si F est un difféomorphisme de classe C1 et si on a

^,0)=0,

pour tout x e T1.

PROPOSITION 10.1. — Soit F : W —^ W un difféomorphisme de classe C1 entre
deux voisinages de T1 x {0} dans T1 x [0,+oo[ laissant T1 x {0} invariant. Il existe
un homéomorphisme

H : T1 x [0, +oo[ —> T1 x [0, +oo[

de la forme
H : {x,y) i—> (x^(y)},

où (^ est un homéomorphisme de [0, +oo[, tel que le symétrisé de H~1 o Fo H soit un
difféomorphisme de classe C1.

Démonstration. — On écrit

F = ( F ^ F ^ ) et F-^Ff.FT).

On sait alors que pour tout x ç T1, on a
QFi 9F'î

F2(^0) = 0, ^(^0) = 0, ^(^0) > 0,

et des résultats similaires pour F^~.

On fixe e > 0 tel que
T1 x [o,£}cwnwf.

On définit ensuite une application

L:[0^]^[0,+oo[

continue, croissante et s'annulant en 0, en posant

T ( ^ ( (Wf ^ (9JF2-, ^^'(^^x^r^U^ 5 ̂ ^)

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1999



140 INFINITÉ D'ORBITES PÉRIODIQUES

On considère également un réel K > 1 tel que pour tout (x,y) ç. R x [0,^], on ait

K - l y < F ^ x , y ) ^ K y

et
K ~ l y < F ^ ( x ^ ) ^ K y .

LEMME 10.2. — II existe une application continue

0:]0,+oo[^[l,+oo[

telle que :

(i) lim 0(y) = +00 ;

(h) \im e(y)L(y)=0;
y->0+

(iii) / 0Çs) ds < +00 ;
./O

(iv) si (yn)n^o et (y'n)n>o sont deux suites convergeant vers 0 telles que

K-1 <^<K
~ y'n~

pour tout n > 0, alors la suite ( —-— } converqe vers 1.vwy^o
Démonstration. — Si L s^annule sur un voisinage de 0, l'application

0 : y i—> max(- log(^), 1)

vérifie les conditions du lemme. Sinon on commence par construire une application
continue 9\ vérifiant les trois premières conditions en posant

0,(y) = max (min(-logQ/),LQ/)-1/2), l) ,

puis on définit

71 :R—^[0,+oo[

t^^(t)=\og(0,(e-t))^

en remarquant qu'on a
lim 71 (t) = +00.

t—)-+00

On construit maintenant une application de classe C1

7 : R—> [0,+oo[

de classe C1 vérifiant

- 7 < 7i ;
- lim 7(^) == +00 ;

t-^+oo

- lim 7'm = 0.
t-^+oo ' '

Pour cela on choisit une suite (uk)k>o vérifiant
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- HO = 0 ;

- Uk-^-i — Uk >, k pour tout k > 0 ;
- ^f(t) > k pour tout t ^ Ufc.

On lisse ensuite convenablement l'application affine par morceaux joignant les
points (no,0) et (uk,k - 1), k > 1.

L'application

(9:]0,+oo[—> [l,+oo[
y |__^ e7(-logQ/))

vérifie la condition (i) puisque lim 7^) = +00, les conditions (ii) et (iii) puisque
t—>-+00 ' ' \ / i. .1

0 ^ 0i, enfin la condition (iv) puisque lim ^ ' ( t ) = 0. D
A-4-+00

L'application

^ ^-^ { 0(s) ds
JQ

est un homéomorphisme de [0,+oo[ dont l'inverse, noté ^, est de classe C1 et a une
dérivée positive qui ne s'annule qu'en 0. Montrons que l'application

H : (x,y) ̂  (x^(y))

vérifie les conditions de la proposition et pour cela écrivons

H~1 o F o H =F* = (Fi*, F;).

L'application
F ^ : ^ y ) ^ F , ( x ^ ( y ) )

est de classe C1 et on a

^•,0)=^(0)^,0)=0.

L'application

^(^^^(^(^O/)))
est de classe C1 sur R x ]0, +oo[ et on a

f<-'=?('ll̂ •t'-< '̂•-''
'̂'t '̂̂ »

et

puisque

^'(y)=^)) et v~ll^=e^•
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Si ((xn,Vn))n>o est une suite convergeant vers (.r,0), la suite

^(F^n^Q/n)))\

\ ff^yn}} y^o
converge vers 1 d'après la propriété (iv) vérifiée par 0 et la suite

(^Xn^^m^yn))}
\ox / n^O

vers 0 d'après la propriété (ii). Ainsi F^ est de classe C1 et on a

^(,,0)=0, ^,0)=<^,0,

Pour les mêmes raisons, l'application F*"1 est de classe C1. Comme on a
r)/^*
——(^0)=0,oy

le symétrisé de F* est un difféomorphisme de classe C1. D
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