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LE « CLOSING LEMMA » EN TOPOLOGIE C1

Marie-Claude Arnaud

Résumé. — À l'aide d'un résultat algébrique dû à Mai, nous écourtons la démonstra-
tion du «closing lemma» en topologie C1 de C. Pugh et G. Robinson et en donnons
un énoncé plus précis. Nous traitons un cas nouveau : celui des champs de vecteurs
symplectiques.

Nous en déduisons le théorème de densité des points périodiques dans l'ensemble
des points non errants ne tendant pas vers oo comme le faisaient G. Pugh et G. Robin-
son, donnant un résultat aussi dans le cas des champs de vecteurs symplectiques. Puis,
nous énonçons un résultat nouveau : un lemme de fermeture d'orbite en topologie (71,
qui permet de rendre un point récurrent périodique en approximant son orbite.

Enfin, nous généralisons la version ergodique du «closing lemma» de R. Marié au
cas des variétés non compactes et des mesures boréliennes positives finies sur tout
compact.

Abstract (Thé C1 closing lemma). — Using an algebraic resuit due to Mai, we give a
simpler proof of thé C1 closing lemma of Pugh and Robinson and give a more précise
resuit. We solve a new case : thé case of symplectic vector fields.

We deduce thé theorem of density of periodic points in thé non wandering set, as
Pugh and Robinson did, adding a resuit about symplectic vector fields. Then, we prove
a new resuit : thé C1 orbit closing lemma, which allows us to transform a récurrent
point to a periodic one by approximating ils orbit.

Finally, we generalize thé C1 ergodic closing lemma of R. Mané (thé ergodic version
ofthe orbit closing lemma) to thé borelian positive measures, finite on every compact,
defined on non compact manifolds.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

On travaillera dans une variété M riemannienne de classe C°°. On notera d la
distance riemannienne associée et B^{x) désignera toujours la boule ouverte de centre
x et de rayon e pour cette distance riemannienne.

1.1. « Closing lemma»

Le problème qu'on se pose est le suivant : pour un difféomorphisme / ou le flot ((^)
d'un champ de vecteurs, soit x un point dont l'orbite (positive par exemple) s'accumule
sur ce point (on dit que x est récurrent). Peut-on perturber le difféomorphisme ou le
champ de vecteurs (dans une topologie à préciser) de telle sorte qu'il existe un point
périodique proche de x7

Avant perturbation :

f^^O—\f2^
Après perturbation :9V— ',

Figure 1

La même question se pose si x n'est plus récurrent mais non errant, c-à-d limite
d'une suite de points (yn) pour laquelle il existe une suite d'entiers (jn) positifs (par
exemple) telle que (/•^(î/n)) tend vers x.

REMARQUE IMMÉDIATE.

En effet :
Ceci revient en fait au problème de rendre x périodique.



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1. pour les difféomorphismes : si g est « proche» de / et g171 y = y pour un y proche
de x et un m >_ 1, on peut construire «proche» de l'identité un diffëomorphisme
h tel que hy = x, et ensuite h o g o h~1 est «proche» de / et admet x comme
point périodique ;

2. pour les flots : on considère ̂  = h o ̂  o h~1.

En topologie (7°, la réponse est oui; explicitons la démonstration pour les dif-
féomorphismes. Si fnx est proche de x pour un n > 1, on peut construire W pe-
tit voisinage de x et de fnx homéomorphe à un disque fermé ne rencontrant pas
{î3x\\<j<n— l}. On peut alors construire un diffëomorphisme g à support in-
clus dans W envoyant fnx sur x. Alors, g o f est proche de / en topologie C° dès que
W est assez petit et x est un point périodique de période n de p o /.

{/

Figure 2

En topologie (71, le résultat est beaucoup plus difficile à démontrer. En effet, en
topologie (71, pour «bouger» un point d'une distance S à l'aide d'une perturbation
^-petite en topologie (71, on a besoin d'un difféomorphisme différent de l'identité sur
un voisinage de taille au moins C^ ' ô / e .

Figure 3

Le problème est alors le suivant : / désignant un difféomorphisme, supposons que
f^p pour un n > 0 soit j-proche de p. Essayons de faire la même construction que dans
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1.1. «CLOSING LEMMA» 3

le cas précédent : soit g un diffeomorphisme proche de l'identité, plus précisément :
\\g — Id||^i < e (on suppose raisonner dans une carte pour prendre la norme) tel
que g(înp) = p. Alors, on voit (c'est ce qu'illustre la figure 3 page ci-contre) que le
support de g — Id contient la boule de centre /n? et de rayon 6 / e . Aussi, si l'orbite
intermédiaire {f3? | 1 < J < ^ — 1} de p sous / passait par cette boule, l'orbite de p
sous g o f ne passe peut-être plus par /n-l?, donc on ne peut pas dire qu'on obtient
une orbite périodique pour g o f.

Le problème en topologie C1 est en fait beaucoup plus compliqué qu'en topologie
(7°. G. Pugh a démontré le «closing lemma» en topologie C1 pour les champs de
vecteurs en 1967 dans [13] et [14] (le premier article concerne les points récurrents
dans une variété quelconque, le second les points non errants dans une variété com-
pacte). En 1981, dans [15], C. Pugh et C. Robinson ont repris cette démonstration
et aussi démontré le « closing lemma » en topologie C1 pour les difféomorphismes et
les flots. Ils y ont de plus démontré le «closing lemma» en topologie C1 pour des
difféomorphismes qui préservent une structure donnée (forme symplectique ou forme
volume) ainsi que les champs de vecteurs qui préservent le volume et les champs de
vecteurs hamiltoniens. Donnons par exemple leur énoncé pour les difféomorphismes :

CLOSING LEMMA POUR LES DIFFÉOMORPHISMES (C. Pugh & C. Robinson)
Soient M une variété de classe C1' (1 < r < oo), f un diffeomorphisme de classe

C^ de M, p un point non errant de f tel que la suite (./^(p^n^o admet au moins une
valeur d'adhérence et U un voisinage de p.

Alors, il existe aussi proche qu'on le veut en topologie C1 de Id un diffeomorphisme
g de classe C^ de M tel que g o f a un point périodique dans U.

Dans [15], la démonstration concernant la partie algébrique de ce théorème est
longue et ardue (on peut d'ailleurs en trouver un bref résumé dans [16]). C'est pour-
quoi nous nous sommes intéressés à la nouvelle démonstration de cette partie algé-
brique donnée par Mai en 1984 dans [6] et [7], beaucoup plus courte que la précédente,
et c'est elle que nous avons essentiellement reprise dans le chapitre 6, en la réarran-
geant en particulier grâce à d'avisés conseils de J.-C. Yoccoz.

Les énoncés du « closing lemma » que nous donnerons dans le chapitre 2 seront en
fait beaucoup plus précis que celui donné ci-dessus :

- nous verrons qu'on peut imposer à g (avec les notations de l'énoncé précédent)
d'être à support dans un voisinage de n'importe quel point de l'ensemble ̂ -limite
de p (ceci est nouveau à ma connaissance) ;

- nous décrirons de façon précise l'orbite du point périodique de g o f, montrant
en particulier qu'elle approxime un «bout d'une orbite» de / ; ceci sera fonda-
mental pour la démonstration du lemme de fermeture d'orbite et de la version
ergodique du « closing lemma ».

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1998



4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Signalons aussi que nous traitons un cas qui n'avait jamais été traité : celui des
champs de vecteurs qui préservent une forme symplectique. Dans ce cas, la nouveauté
par rapport aux énoncés précédents du «closing lemma» est qu'on commence par
faire une perturbation globale pour rendre une classe de cohomologie en un certain
sens rationnelle avant d'utiliser des perturbations à support simplement connexe.

Expliquons enfin sans entrer dans les détails quel type de perturbation construit
C. Pugh dans le cas des difféomorphismes (voir la figure 4 : se plaçant au voisinage
d'une orbite p, fp, . . . , il utilise un certain nombre de perturbations g\,... ,ga de
l'identité à supports disjoints telles que chaque gi a son support au voisinage de f^p
qui permettent de fermer progressivement une orbite : si g = ga o • • < o g^, alors g o f
a une orbite périodique. On fait donc plusieurs perturbations du type de celle décrite
quand nous avions explicité le cas de la topologie C°.

Figure 4

1.2. Théorème de densité, comprenant un lemme de fermeture dWbite

Le «closing lemma» a été utilisé par C. Pugh et C. Robinson pour démontrer dans
chacun des cas traités un théorème de densité (nous l'énoncerons au chapitre 3). Nous
verrons dans la plupart des cas traités que nous pouvons démontrer que pour un Gg
dense en topologie C1 de difféomorphismes, flots ou champs de vecteurs, l'ensemble
des points périodiques est dense dans l'ensemble des points non errants p tels que

a(p) Uc^(p) ^ 0.

MÉMOIRES DE LA SMF 74



1.3. UNE VERSION ERGODIQUE DU «CLOSING LEMMA» 5

Plus précisément, donnons cet énoncé pour les diffeomorphismes, Diff^M) dési-
gnant l'ensemble des diffeomorphismes de classe C7' de M, que nous munirons de la
topologie C1 de Whitney (elle est décrite dans [15]) :

THÉORÈME DE DENSITÉ POUR LES DIFFEOMORPHISMES (G. Pugh & G. Robinson)
Soit M une variété de classe C1. Alors, il existe un G§ dense G de Diff^M) tel

que pour tout f de G, l'ensemble des points périodiques de f est dense dans l'ensemble
des points non errants p de f tels que

a(p) Ucc;(p) -^ 0.

Dans le cas des champs de vecteurs symplectiques, nous verrons que cet énoncé est
faux dès que dim.H^M.R) > 2.

Signalons que nous travaillons dans Diff^M) et non dans Diff^M) pour un k > 2
car Diff^M) muni de la topologie C1 est un espace de Baire, alors que Diff^M) pour
un k > 2 muni de cette même topologie C1 n'en est pas un.

Nous montrerons mieux dans le chapitre 3, puisque nous donnerons des énoncés
d'un lemme de fermeture d'orbite, ce qui permet de répondre à une question de [12].
Le « closing lemma» permet de transformer un point récurrent en un point périodique,
mais il ne permet pas de s'assurer que l'orbite du point périodique créé est proche
de l'orbite initiale (i.e. qu'on a bien fermé l'orbite, et pas seulement rendu le point
périodique).

DÉFINITION 1.2.1. — Pour / e Diff^M), on définit l'ensemble S(/) des points
x 6 M tels que pour tout voisinage [ /de/e t tout £ > 0, il existe g e U et y e M tel
que :

(i) y est un point périodique de g de période notée m ;
(ii) g = f s m M - |j B,(^/);

0<fc<m

(iii) Vî 'e [0,m],c?(p^,/^) < e.

L'énoncé du lemme de fermeture d'orbite est alors :

LEMME DE FERMETURE D'ORBITE POUR LES DIFFEOMORPHISMES
Soit f G Diff^M), R(f) l'ensemble de ses points positivement récurrents. Alors :

( 1 ) R{f) est un espace de Baire ;
(2) E(/) est un G s dense de R(f).

1.3. Une version ergodique du «closing lemma»

On s'intéresse alors à une version ergodique du lemme de fermeture d'orbite.
Dans [8], R. Mané a démontré que quand on travaille sur une variété compacte,
pour un difféomorphisme /, l'ensemble S(/) des points dont on peut fermer l'orbite

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1998



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Figure 5

par perturbation petite en topologie C1 (c-à-d l'orbite trouvée après perturbation
est proche de l'orbite initiale) est de mesure de probabilité totale {i.e. pour toute
mesure de probabilité /ji /-invariante, l'ensemble de ces points est de /^-mesure 1).
Sa démonstration de cette version ergodique du «closing lemma» s'appuie de façon
fondamentale sur le «closing lemma». Elle a été adaptée par Lan Wen dans [18] au
cas des champs de vecteurs.

L'intérêt de cette version ergodique du «closing lemma» est qu'on peut la refor-
muler en terme de théorie de la mesure de la manière suivante :

pour tout difféomorphisme f de M, pour toute mesure ji ergodique pour f, il existe
une suite de difféomorphismes (fn) de M tendant vers f en topologie C1, ayant une
orbite périodique On, telle que si p,n désigne la mesure équirépartie suivant On, f^n
est ergodique pour fn et tend en topologie vague vers p,.

De plus, R. Marié a utilisé dans [8] la version ergodique du «closing lemma» pour
montrer que si un difféomorphisme / de M a un voisinage U (en topologie C1) dont
tout élément g vérifie : toute orbite périodique de g est hyperbolique, alors l'ensemble
des points non errants de / est hyperbolique.

Nous avons amélioré le résultat de R. Marié en le généralisant aux variétés non
compactes et aux mesures boréliennes positives finies sur les compacts. L'énoncé que
nous obtenons est alors :
VERSION ERGODIQUE DU « CLOSING LEMMA » POUR LES DIFFÉOMORPHISMES

Soient f G Diff1 (M), p, une mesure borélienne positive sur M finie sur tout compact
et invariante par f. Alors :

pW) \ s(/)) = o.
On obtient un résultat analogue dans tous les cas où on a démontré le «closing

lemma» au chapitre 2. Remarquons que si on suppose la mesure finie, on retrouve
à l'aide du théorème de récurrence de Poincaré le résultat de Marié (sans d'ailleurs
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supposer la variété compacte), soit :

/x(M\E(/))=0.

1.4. En topologie C^ pour k > 1

II semble naturel de se demander ce qu'il advient du «closing lemma» quand on
travaille en topologie Cr pour r > 2. Pratiquement rien n'est connu sur ce sujet.
Citons quand même le cas des champs de vecteurs sur les surfaces : dans ce cas, il est
connu que les champs de vecteurs Morse-Smale forment un G§ dense de l'ensemble des
champs de vecteurs de classe (7^ de M (cf. [11]). Or, ces champs de vecteurs Morse-
Smale ne présentent pas de récurrence non triviale (autre que les points périodiques).
Aussi, un théorème de densité est vrai dans ce cas. Mais cela ne répond pas au
problème du «closing lemma» ; même sur le tore T2, celui-ci est inconnu (par contre,
sur la sphère S2, il est trivial car aucun champ de vecteurs de la sphère ne présente
de récurrence non triviale).

Rappelons aussi (cf. [17]) que pour un difféomorphisme hyperbolique et grâce au
lemme de pistage (et même si on suppose simplement que l'ensemble des points non
errants est hyperbolique : c'est la proposition 8.19 de [17]), le lemme de fermeture
d'orbite en topologie C°° est trivialement vérifié en tout point récurrent ; on sait
même que toute orbite récurrente par chaîne de / peut être approximée par une
orbite périodique de / dans ce cas. Aussi, il existe un ouvert de difféomorphismes
pour lesquels le lemme de fermeture d'orbite en topologie C°° est vrai (et même un
résultat encore meilleur). Mais bien sûr il existe des difféomorphismes qui ne sont pas
hyperboliques.

Le fait que la démonstration de C. Pugh et C. Robinson ne soit valable qu'en
topologie C1 vient des deux remarques suivantes, qui montrent l'avantage de travailler
en topologie C1 plutôt qu'en topologie (7^ pour k > 1 :
1) Si on se place dans un voisinage suffisamment petit, une application est proche en

topologie C1 de sa linéarisée. Aussi, en transformant certaines de ces applications
en leurs linéarisées, on obtiendra une homogénéité de degré 1.

En topologie (7^, il faudrait considérer des polynômes de degré k > 1 et on
perdrait l'homogénéité.

2) On a homogénéité de degré 1 de la taille des perturbations nécessaires : si e mesure
la taille maximale voulue de la perturbation pour la distance associée à la topologie
C1, pour ne changer le champ de vecteurs que dans une boule de rayon maximal
D, on ne peut «bouger» un point au maximum que de C^ • eD.

Si on s'autorisait seulement des perturbations petites en topologie (7^, on pour-
rait bouger le point d'au maximum (7^ ' £ D k (d'où perte de l'homogénéité de degré
1).

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1998



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Ces deux remarques réunies font comprendre que la démonstration du «closing
lemma » en topologie C1 passe par la démonstration de certains résultats concernant
les applications linéaires.

Il existe en topologie C^, r > 2 des contre-exemples au «closing lemma». Citons
dans le cas des variétés non compactes (plus précisément un tore de dimension 2
auquel on a retiré un point) le contre-exemple de C. Gutierrez (cf. [4]) dans le cas
des champs de vecteurs quelconques, et dans le cas des hamiltoniens de T'^T71 muni
d'une forme symplectique constante particulière le résultat de M. Herman (cf. [5]).

1.5. Guide du «closing lemma» pour le lecteur

Nous avons choisi de regrouper au chapitre 2 tous les énoncés concernant le « closing
lemma» (cas des difféomorphismes quelconques, des difféomorphismes préservant une
structure, des flots, des champs de vecteurs,...). Ensuite, au chapitre 5, nous avons
donné les étapes de la démonstration du théorème dans chacun de ces cas, puis dé-
montré les étapes intermédiaires au chapitre 6, encore une fois dans chacun des cas
envisagés. Ceci rend ce mémoire assez complexe, et c'est pourquoi nous proposons au
lecteur voulant parcourir le trajet minimal pour savoir fermer l'orbite d'un point ré-
current de se limiter dans un premier temps au cas des difféomorphismes quelconques
en lisant :

- l'énoncé du théorème et les commentaires le concernant (section 2.1) ;
- un résultat perturbatif (énoncé en proposition 5.1.1 et démontré en section 6.1) ;
- un théorème algébrique énoncé en section 6.2 et démontré en section 6.3 ;
- un résultat concernant les suites de points (proposition 5.2.1 démontrée en sec-

tion 6.2) ;
- la démonstration du «closing lemma», en section 5.3.
Comprendre ce qui se passe dans les autres cas devient alors beaucoup plus facile

(en particulier, c'est le même théorème algébrique qui sert dans chaque cas).
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CHAPITRE 2

ÉNONCÉS DU «CLOSING LEMMA»

On supposera que M est munie d'une distance riemannienne d et Bç(x) désignera
la boule ouverte de centre x et de rayon e.

2.1. Sans homologie

On travaillera dans les espaces suivants :
• D = Diff^M), Difl^(M) ou Diff^(M) (ensemble des difféomorphismes, ou des

difféomorphismes préservant une forme symplectique ci;, ou une forme volume V
- et dans ce dernier cas on suppose que dim(M) > 2 -, de classe C1^ où k > 1)
sera muni de la topologie C1 ;

• F = F^M) (ensemble des flots de classe C^) sera muni de la topologie C1 ;
• CV = X^M) ou X^(M) (ensemble des champs de vecteurs, ou des champs de

vecteurs préservant une forme volume de classe Ck oùk > 1 quand dim(M) > 3)
sera muni de la topologie C1.

De plus, si on fixe un difféomorphisme / (resp. un flot ((^), resp. un champ de
vecteurs X de flot (^)), on notera M(f) (resp. M(((^)), resp. M(X)) l'ensemble des
points p G M tels que la suite (fnp)n>o a une valeur d'adhérence (resp. tels qu'il existe
une suite de réels (Tn)) tendant vers +00 telle que ((^ (?)) converge. On notera alors
uj{p) l'ensemble des valeurs d'adhérence de {fnp)n>o (resp. l'ensemble des limites des
suite ((^T^(p)) où (Tn) est choisie comme décrit ci-dessus).

Remarquons que l'ensemble M(f) (resp. M((^)), resp. M(X)) contient l'ensemble
des points positivement récurrents ; de plus, quand M est compacte, cet ensemble est
égal à M (car dans ce cas toute suite à valeurs dans M admet une valeur d'adhérence).

CLOSING LEMMA POUR LES DIFFÉOMORPHISMES. — Soit f G D, p ç M(f), £ > 0,
q G uj{p) et U un voisinage de f dans D (donc en topologie C1). Il existe r > 0, p > 1
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et un entier a ^ 1 tels que si x, f^x ç Bjr(p) pour un r e ]0,r] et m > 1, alors
existe

• des entiers m\ et 7712 tels que 0 < m\ < m\ + a < 7712 < TTI,
• g ^ u

tels que :

(0) f ^ x ^ f ^ x ^ B ^ p ) ;
(i) Vj e [a,m2 -mi], g^f^x) = f^f^x)

(donc en particulier ^m2-ml(/m2a:) = f^x) ;
(ii) g = f sur M - J [B^p) n B,(ç)) ;

0<fc<a

^ Vz e [0,a], ^^(/m2(^))J^(/ml^)) < ̂

support de la perturbation

l'orbite périodique après perturbation est en trait épais

Figure 1

Que signifie cet énoncé? Étant donnée une «petite» boule B centrée en p, dès
qu^une orbite passe et repasse dans B (i.e. x^ fmx ç B), il existe un «morceau»
intermédiaire de cette orbite (i.e. {f^x mi < j < 7712}) qui va d'un point /m1^
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2.1. SANS HOMOLOGIE 11

compris dans la boule B « homothétique » de la boule B par une homothétie de
rapport p et de centre p à un point f^x de cette même boule Ê, et il existe une
perturbation g de / (la perturbation étant à support dans Bç{q)) ayant une orbite
périodique (démarrant en un point y ) proche de {f•}x)r^^l<j<m'z en ce sens que :

Vj C [0,m2 - mi], d^^xYg^y) < e,

77i2 — m\ étant une période de y pour g .

Pour déduire de ce résultat l'existence d'orbites périodiques, il faut de plus supposer
que le point est non errant. Dans ce cas, en effet, on peut toujours trouver x comme
dans l'énoncé (i.e. dont l'orbite repasse près de p) et donc en déduire l'existence d'une
orbite périodique démarrant au voisinage de p pour un difféomorphisme perturbé.

Remarquons qu'on pourrait donner un énoncé concernant les points négativement
récurrents (il suffit de changer / en /-1). Une telle remarque est aussi valable pour
les flots et les champs de vecteurs ; nous ne l'avons pas fait pour ne pas alourdir le
texte.

Dans le cas où D = Diffy(M), le résultat serait faux en dimension 1. En effet,
quand M = S1 est le cercle, D est alors l'ensemble des rotations et le «closing
lemma» est clairement faux en des rotations irrationnelles (on ne peut transformer
une rotation irrationnelle en une rotation rationnelle en faisant une perturbation à
support contenu dans un petit intervalle).

DÉFINITION 2.1.1. — Soit (M, î/) une variété munie d'une forme volume ou d'une
forme symplectique exacte : v = d\ (on dit alors que (M,v) est exacte volume ou
exacte symplectique). On dit qu'un difféomorphisme / de M est :

- exact symplectique quand v est une forme symplectique et que /*A — A est
une 1-forme exacte (en particulier, un difféomorphisme exact symplectique est
symplectique) ;

- exact volume quand v est une forme volume et que /*A — À est une forme exacte
(en particulier, un difféomorphisme exact volume préserve le volume).

On note alors Diff^(M) le groupe des difféomorphismes exacts symplectiques
(resp. exacts volume) de classe (7^ de M muni de la topologie C1. Par exemple, un
fibre cotangent muni de la forme symplectique qui est la dérivée extérieure de la
1-forme de Liou ville est une variété exacte symplectique.

Remarquons que les perturbations que l'on fait dans l'énoncé du «closing lemma»
pour les difféomorphismes sont toutes à support dans un ouvert simplement connexe.
Or, une perturbation préservant le volume (resp. symplectique) à support simplement
connexe d'un difféomorphisme exact volume (resp. exact symplectique) est exact vo-
lume (resp. exact symplectique). Aussi :

COROLLAIRE 2.1.2. — Soient (M,i/) une variété exacte volume de dimension supé-
rieure ou égale à 2 (resp. exacte symplectique) de classe C°°, f un difféomorphisme
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12 CHAPITRE 2. ÉNONCÉS DU «CLOSING LEMMA»

exact volume (resp. exact symplectique) de classe Ck de M (1 < k < oo), p 6 M{f),
£ > 0, q G ^(p) et U un voisinage de f dans Diff^(M) (donc en topologie C1). Il
existe r > 0, p > 1 et un entier a >_ 1 tels que si a-, f^x ç B^(p) pour un r G ]0, r] et
m > 1, alors il existe

• deux entiers m\ et m^ tels que 0 ̂  m\ < m\ + OL <_ m^ <^ m,
• g ^ u

tels que :

(0) f^x^f^xeB^p);
(i) Vj e [a,m2 -mi], g^f^x) = f^f^x}

(donc en particulier g^-^Çf^x) = f^x) ;
(ii) g = f sur M - \J {B^p) H B,(q)) ;

0<k<a
(m) \/i e [0,a], ^^(/m2(^))J^(/ml^)) < e.

Pour énoncer le «closing lemma» pour les flots ou les champs de vecteurs, on a
besoin de quelques notations.

Chaque fois que le champ de vecteurs (associé à un élément de F ou élément de
CV) s'appellera X, on notera C l'ensemble de ses zéros et ((^) son flot. Sur M \ C,
on peut construire une famille II (x) de petits morceaux d'hypersurfaces contenant x^
trans verse à X et dépendant de façon C1 de x. On supposera de plus que H(x) est
une boule ouverte centrée en x pour la distance induite sur II(a;), dont on notera r^
le rayon, et que l'application :

^ : [-r^r^] xll(x) ——M

(t,y) ̂ ^t(y)

est un difféomorphisme sur son image, notée P{x) (en d'autres termes, P(x) est
une vraie boite de flot) ; on peut choisir Ty., continûment en fonction de x. De plus,
^s{x) = {y G H(x) | d{x,y) < 6] et P^x) = ̂ ([-<U] x 11 )̂).

CLOSING LEMMA POUR LES FLOTS. — Soient ip = ((^) G F (de champ de vecteurs
associé X ) , p ç M((^)), e > 0, q C c^(p) et U un voisinage de ip dans F (donc en
topologie C1). Il existe r > 0 , p > l e t a > 0 tels que si x^ ^prx G n^p) pour un
r e ]0,r] et T > 0, alors il existe

• Ti et Ï2 tels que 0 < îi < Ti + a < T^ < T,
• '0 = (^) ç U (de champ de vecteurs associé Y)

tels que :

(o) ^Ti^ ̂ x e n^(p);
(i) W e [a,r2 - Ti], M^x) = ̂ t(^x)

(donc en particulier ^73 ((^r^ x) = ̂ PT^) ,
(ii) X = Y sur M - \J (B^tp) H B,(q)) ;

0<t<a
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(ni) W e [0,a], d(^((/?r2^)^(Wi^)) < £•

CLOSING LEMMA POUR LES CHAMPS DE VECTEURS. — Soient X ç CV (de flot as-
socié (^pt)), P ê M(X), e > 0, q e uj[p) et U un voisinage de X dans CV (donc en
topologie C1). Il existe r > Q , p > l e t a > 0 tels que si X^TX G Iïyr(p) pour un
r G ]0,r] et T > 0, alors il existe

• TI et Ï2 tels que 0 < Ti < ti + a < T^ < T,
• Î3 > 0,
• Y e [/ (^?e /?o^ associé noté (^t)),
• un difféomorphisme f : [0^ - Ti] —)- [O.Ts] ̂  çîze po^r ^o^ t G [0^ - Ti]

on ait |1 -/'(^l < £
tels que :

(0) (RT^X, (pT^X e Hpr(p) ;

(i) W e [a,Ï2 - Ti], ^(t)(w^) = ^(<^T^)
(donc en particulier ^Ts (^PT^X) = (RT^ x ) !

(ii) X = Y sur M - (J (B^tp) H BM) ;
0<t<a

(iii) W e [0,a], d(^fÇt)(^T^)^t(^x)) < £
(en reparamétrant le flot dans les ouverts considérés dans les cas où les flots ou
champs de vecteurs sont quelconques, on peut s'arranger pour que Ts = T^ —Ti,
mais un tel paramétrage n'est plus possible dans le cas où un volume ou une
forme symplectique est préservé).

Rappelons que d'après le théorème de récurrence de Poincaré, si ^ est une mesure
invariante finie, jLA-presque tout point de M est récurrent. De plus, les seuls points où
on peut espérer perturber l'orbite (et non seulement le point) en une orbite périodique
sont les points récurrents. Si alors on suppose que p est récurrent, on a fait un peu
mieux que rendre le point p périodique : on a approximé un « bout » de son orbite
(celui qui va de /ml? à f^p dans le cas des difféomorphismes, celui qui va de (^TI (?)
à ^T2 (p) dans le cas des flots ou des champs de vecteurs) par une orbite périodique.
Le problème est qu'on souhaite faire démarrer le bout d'orbite qu'on approximé en p.
Ce sera l'objet du lemme de fermeture d'orbite.

2.2. Avec homologie

Dans toute la section 2.2, (M.ù;) sera supposée symplectique et de 71-1 de type fini
et pour À* > 1, CV sera l'ensemble des champs de vecteurs symplectiques de classe
Ck de M. Cet ensemble sera muni de la topologie C1.

DÉFINITION 2.2.1. — Soit A une 1-forme différentielle fermée de M. X est dite mo-
nogène par intégration si {J A | 7 lacet de M} est un sous-groupe monogène de R
(ce qui est équivalent en fait à dire que c'est un sous-groupe discret de R).
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14 CHAPITRE 2. ÉNONCÉS DU « CLOSING LEMMA»

DÉFINITION 2.2.2. — Si a e H1 {M) (premier groupe de cohomologie de M), a est
dite monogène par intégration si aH^(M, Z) est un sous-groupe monogène de R.

Remarquons que a est monogène par intégration si et seulement si toute 1-forme
différentielle À telle que [A] = a est monogène par intégration si et seulement si il
existe une 1-forme différentielle A monogène par intégration telle que [A] = a.

Remarquons aussi que pour vérifier qu'une 1-forme différentielle fermée A est mono-
gène par intégration, il suffit de vérifier pour une base B de ^i(M; Z) que le rapport
de deux valeurs quelconques de [A] • B est rationnel.

L'intérêt des formes différentielles monogènes par intégration est qu'elles sont en
un certain sens « exactes » :

PROPOSITION 2.2.3. — Soit A une forme différentielle fermée monogène par intégra-
tion. Alors, il existe a >_ 0 qui ne dépend que de la classe de cohomologie de A et une
fonction h : M —> R/aZ telle que dh = A.

Remarquons que si a == 0, alors A est exacte.

Démonstration de la proposition. — Soit a un générateur du groupe monogène
{ J X | 7 lacet de M}. Il est clair que a ne dépend que de la classe de cohomolo-
gie de A.
a

Considérons le revêtement universel p : M —> M de M et posons A = p*A. Comme
M est simplement connexe, À est exacte, et donc il existe une fonction h : M —> R
telle que À = dh.

Soient alors (x,y) e M2 tels que p{x) = p(y). Soit 7 : [0,1] —> M une courbe
joignant x à y et posons 7 = p o 7 (7 est donc fermée). Alors :

h(y) - h(x) = 1\= ( A G aZ
./7 J^

II existe donc h : M / p = M —> R/aZ telle que / i o p = = 7 r o / i o Ù 7 r : R —> R/aZ est
la projection canonique. Il est alors clair que dh = A. D

Si maintenant X est un champ de vecteurs de CV de flot associé ((^), ix^ est une
1-forme différentielle fermée puisque d(ix^) = (d/dt)^uj = 0. On peut lui appliquer
la proposition :

COROLLAIRE 2.2.4. — Soit X un champ de vecteur de CV tel que ix^ est monogène
par intégration. Alors, il existe a > 0 qui ne dépend que de la classe de cohomologie
de ix^ et une fonction h : M —> R/aZ telle que dh = ix^'

En particulier, si (<^) désigne le flot de X : h o ̂  = h.
On dit alors que X est pseudo-hamiltonien de pseudo-hamiltonien h.

Supposons par exemple que M = T271 soit muni de sa forme symplectique usuelle.
Les flots engendrés par une rotation rationnelle (i.e. ̂  == Rta où a est rationnel non
nul et R/s(x) = x + /?) sont pseudo-hamiltoniens, mais pas hamiltoniens.
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Remarquons que quand a = 0, X ou ((^i) est en réalité hamiltonien de hamilto-
nien h.

DÉFINITION 2.2.5. — On définit pour toute classe de cohomologie a de M :

CVa = {X e CV | [ix^} = a}.

Désormais, si p G M n'est pas critique, si p ' ç II (p), on notera n^j/;^) la boule
centrée en p ' de rayon r dans II (p). On a alors :

CLOSING LEMMA POUR LES CHAMPS DE VECTEURS SYMPLECTIQUES

Soit a G H1 (M) une classe de cohomologie monogène par intégration. Soient
X ç. CVa (de flot associé ((/?i) et de pseudo-hamiltonien associé H), p G M{X),
e > 0, q e ^(p) et U un voisinage de X dans CVa' II existe r > 0, p > 1, a > 0 et
un voisinage W de p dans II(p) tels que si x, ^prx C IÎ (j/;p) H H^^HÇp1)}) pour
p' e W, r e ]0,r] et T > 0, alors il existe

• Ti et Ï2 tels que 0 < Ti < Ti + a < T^ < T,
• Î3 > 0,
• Y G U (de flot associé noté (^t)),
• un difféomorphisme f : [O.Ï2 - Ti] —> [O.Ts] tel que pour tout t C [0^ - Ti]

on ait |1 - f'{t)\ < e
tels que :

(0) ipT^X, ̂ X e Ilpr(P''-,P) ;

(i) W e [a,T2 - Ti], ^)(^T^) = ̂ (W^)
(donc en particulier ^T^^T^) = ̂ pT-zX) ;

(ii) X = Y sur M - \J (£?.W) H B,(q)) ;
0<t<a

(ni) ^t e [0,a], d(^fçt)(^x),(pt(^x)) < e.

On peut bien entendu immédiatement déduire de l'énoncé précédent un énoncé qui
ne fait plus intervenir p'\ plus proche des précédents énoncés de «closing lemma» que
nous avons donné. Nous avons préféré donner celui que nous démontrons effectivement,
qui souligne qu'on va en fait raisonner dans chaque surface d'énergie pour faire nos
perturbations. Par contre, dans le prochain énoncé, nous ne ferons plus apparaître p ' .

On a un «closing lemma» dans chaque CVa où a est une classe de cohomologie
monogène par intégration. Or, Q72 étant dense dans R/1 et comme on a supposé H^ (M)
de type fini, l'ensemble des classes de cohomologie monogènes par intégration est dense
dans H1 (M) (puisqu'il contient l'ensemble des classes de cohomologie à coefficients
rationnels). On en déduit que l'ensemble des formes différentielles monogènes par
intégration est dense dans l'ensemble des formes différentielles, et donc que l'ensemble
des champs de vecteurs pseudo-hamiltoniens est dense dans l'ensemble des champs de
vecteurs symplectiques. On en déduit donc pour tout champ de vecteurs symplectique
l'existence d'une suite de champs de vecteurs de classe (7^ tendant en topologie Ck vers
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16 CHAPITRE 2. ÉNONCÉS DU «CLOSING LEMMA»

ce champ de vecteurs et en lesquels on peut appliquer le «closing lemma» précédent.
Par contre, nous donnerons en 3.2 un exemple de champ de vecteurs symplectique
pour lequel le « closing lemma » est faux.

Dans le cas où H\ (M) est monogène, on sait même que toute classe de cohomologie
est monogène par intégration et donc :

COROLLAIRE 2.2.6. — Supposons que H^{M) soit monogène. Soient X G CV (de
flot associé (^) et de pseudo-hamiltonien associé H), p G M(X), e > 0, q G uj{p) et
U un voisinage de X dans CV (donc en topologie C1).

Il existe r > 0, p > 1 et a > 0 tels que si x, ^prx G IIyr(p) pour un r G ]0,r] et
T > 0, alors il existe

• Ti et Ï2 tels que 0 < Ti < Ti + a < T^ < T,
• Î3 > 0,
• Y G U (de flot associé noté (^>t}),
• un difféomorphisme f : [0^ - Ti] —> [O.Ts] tel que pour tout t G [0^ - Ti]

on ait |1- î'(t)\ < e

tels que :

(o) ipTix, ^T^X e n^(p) ;
(i) W G [a,T2 - Ti], ̂ (t)(^r^) - ̂ t(^x)

(donc en particulier ^^((^r^) = ̂ T-z^) ;
(ii) X = Y sur M - (J (^(^p) H B,(q)) ;

0<t<a

(iii) ^t e [0,a], d(^f^(^x)^t(^x)) < e.

Le résultat précédent s'applique par exemple quand M = T x ï{2n~l.

2.3. Cas des hamiltoniens

On suppose que (M.u) est symplectique, sans faire d'hypothèse sur son 71-1. Quand
a = 0, on déduit du paragraphe précédent un énoncé pour les champs de vecteurs
hamiltoniens. Nous allons donner tout d'abord l'énoncé qui fait intervenir les sur-
faces d'énergie, énoncé intéressant quand on s'intéresse aux problèmes concernant les
restrictions aux surfaces d'énergie (par exemple quand on veut savoir si les orbites
périodiques d'une surface d'énergie donnée sont denses dans cette surface d'énergie) ;
ensuite, nous en déduirons un énoncé qui ne fait plus intervenir les surfaces d'énergie,
énoncé intéressant quand par exemple on veut créer des orbites périodiques au voisi-
nage d'un point non errant pour le flot hamiltonien, mais pas forcément non errant
pour la restriction du flot hamiltonien à sa surface d'énergie.

CLOSING LEMMA POUR LES HAMILTONIENS DANS LES SURFACES D'ÉNERGIE
Soient H un hamiltonien de classe Ck (2 < k < oo) de M, de champ de vecteurs

hamiltonien associé X et de flot associé (<^t), p G M(X), e > 0, q G ^(p) et U un
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voisinage de H en topologie C2. Il existe r > Q , p > l , a > O e t W voisinage de p
dans II(j?) tels que si x, (prx G IÎ (j/;p) pour p' G W, r ç ]0,r] et T > 0, alors il
existe

• Ti et Ï2 tels que 0 < Ti ^ Ti + a < T^ < T,
• Î3 > 0,
• H ' ç U de classe C1^ (de flot associé noté (^t)),
• un difféomorphisme f : [0^ - Ti] —> [0^3] tel que pour tout t e [0^ - Ti]

on ait |1- f'(t)\ < e
tels que

(o) ̂ x, ̂ x e n^(j/;p) ;
^ V^ e [a,Ï2 - Ti], ^fÇt)(^x) = ̂ t(^T,x)

(donc en particulier ^T^^T^X) = ̂ PT^) ;
(ii) H = H 1 sur M- \J (B^P') H B,(q)) ;

0<t<a

(iii) Vt G [0,a], d(^fÇt)(^x)^t(^T,x)) < e.

On en déduit immédiatement :

CLOSING LEMMA POUR LES HAMILTONIENS. — Soient H un hamiltonien de classe
Ck ft < k <_ oo ) de M, de champ de vecteurs hamiltonien associé X et de flot associé
(^t), P Ç- M(X), e > 0, q G uj(p) et U un voisinage de H en topologie C2. Il existe
r > 0 , p > l e t a > Q tels que si x, (prx ç iMp), r ç ]0, r] et T > 0, alors il existe

• Ti et Ï2 tels que 0 < Ti < Ti + a < T^ < T,
• Ï3 > 0,
• H ' e U de classe C1^ (de flot associée noté (^t)),
• un difféomorphisme f : [0^ - Ti] —> [0^3] tel que pour tout t C [0^ - Ti]

on ait |1- f'(t)\ < e
tels que :

(o) ipT^x, ̂ x e n^(p);
(i) V ^ e [a,T2-Ti], ^fÇt)(^x) = ̂ T,x)

(donc en particulier ^Ts^T^x) = ^T^x) ;
(ii) H = H ' sur M - \J (5.W) H B,(q)) ;

0<t<a

(iii) V^ G [0,a], d(^f^(^x)^t(^x)) < e.

Pour déduire cet énoncé du précédent, il suffit de remarquer que si on choisit r et
W assez petits si r ç ]0, r] :

\/x e n^(p), 3p' e w \ x e n^p7;?) n H-^II^')) et n^^;?) c ll2^(p).
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CHAPITRE 3

LES THÉORÈMES DE DENSITÉ COMPRENANT UN
LEMME DE FERMETURE D^ORBITE

Comme au chapitre 2, on supposera que M est munie d'une distance riemannienne
d et Be{x} désignera la boule ouverte de centre x et de rayon e. Rappelons :

DÉFINITION 3.0.1. — Soit / un homéomorphisme d'une variété M, et p e M. Alors :

• sip G M, son ensemble cj-limite, noté ù;(p) est l'ensemble des valeurs d'adhérence
de la suite (/"(p^nX) ; son ensemble a-limite, notée a(p), est l'ensemble des
valeurs d'adhérence de la suite (f~n{p))n>o'

• p est positivement récurrent pour / si p G ù;(p) ;
• p est négativement récurrent pour / si p ç a(p) ;
• p est récurrent s'il est positivement récurrent ou négativement récurrent ;
• p est non errant s'il existe une suite de points pn e M et une suite d'entiers

strictement positifs kn tels que :

lim f^pn = lim pn = p.
n—>-+oo n—>-+oo

On a des définitions analogues pour les flots en remplaçant n ç N par t e R. Un
point récurrent est toujours non errant, et un point périodique est toujours positive-
ment et négativement récurrent.

Rappelons aussi qu'un homéomorphisme d'une variété compacte a toujours au
moins un point qui est à la fois positivement et négativement récurrent (pour voir
cela, il suffit de considérer un compact K invariant minimal ; si p ç K^ l'ensemble
c^-limite et l'ensemble a-limite de p sont des compacts invariants inclus dans K, donc
égaux à K et on a bien : p 6 ^(,p) H d{p)).

Rappelons aussi que le théorème de récurrence de Poincaré énonce que si p, est un
mesure finie sur M invariante par l'homéomorphisme /, alors /^-presque tout point de
M est récurrent.
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3.1. Sans homologie

Le théorème de densité démontré par C. Pugh et C. Robinson dans [15] est :

THÉORÈME DE DENSITÉ (C. Pugh & C. Robinson). — Soit M une variété (resp. va-
riété de dimension supérieure ou égale à 2 munie d'une forme volume V, resp. variété
munie d'une forme symplectique u) de classe C°°.

(1) II existe un G s dense G de Diff^M) (resp. Diff^(M), resp. Diff^(M)) tel que
pour tout f de G, l'ensemble des points périodiques de f est dense dans l'ensemble
des points p non errants de f tels que a(p) U uj{p) / 0.

(2) II existe un G§ dense G de F1 (M) tel que pour tout ip de G, l'ensemble des points
périodiques de (p est dense dans l'ensemble des points non errants p de ̂  tels que
a(p) Uù;(p) ^ 0.

(3) II existe un G s dense G de X^M) (resp. X^(M) si dimM > 3) tel que pour
tout X de G, l'ensemble des points périodiques de X est dense dans l'ensemble
des points non errants p de X tels que a(p) U uj(p) ̂  0.

Remarquons que si M est compacte, l'hypothèse a(p) U cj(p) ^ 0 est vérifiée par
tous les points p de M, et donc on peut l'effacer de l'énoncé.

De même, si p est récurrent, on a p ç a(p) U c^(p). On a donc :

COROLLAIRE 3.1.1 (C. Pugh & C. Robinson). — Soit M une variété (resp. variété
de dimension supérieure ou égale à 2 munie d'une forme volume V, resp. variété
munie d'une forme symplectique u j ) de classe C°°.

(1) II existe un G s dense G de Diff^M) (resp. Diff^(M), resp. Diff^(M)^ tel que
pour tout f de G, l'ensemble des points périodiques de f est dense dans l'ensemble
des points récurrents de f.

(2) II existe un G s dense G de F1 (M) tel que pour tout (p de G, l'ensemble des points
périodiques de (p est dense dans l'ensemble des points récurrents de ^.

(3) II existe un G s dense G de X^M) (resp. X^(M) si dimM > 3) tel que pour
tout X de G, l'ensemble des points périodiques de X est dense dans l'ensemble
des points récurrents de X.

Dans le cas particulier où M est munie d'une forme volume V (c'est par exemple
le cas quand c'est une variété symplectique) telle que M soit de volume fini, presque
tout point de M est récurrent, et donc le théorème de densité donne un résultat de
densité de l'ensemble des points périodiques dans M.

Nous avons donné un énoncé concernant l'ensemble des diffëomorphismes, flots ou
champs de vecteurs de classe C1 car ces espaces, munis de la topologie (71, sont des
espaces de Baire, donc dans lesquels des intersections dénombrables d'ouverts denses
sont denses. Ce n'est pas le cas de l'ensemble des diffëomorphismes, flots ou champs
de vecteurs de classe Ck pour un k > 2 muni de la topologie C1.
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On peut se demander si les orbites périodiques que nous créons en perturbant
le difféomorphisme (resp. flot, resp. champ de vecteurs) considéré à l'aide du «clo-
sing lemma» sont proches des orbites de la transformation initiale. Plus précisément,
définissons :

DÉFINITION 3.1.2
1. Désignons par D l'un des ensembles Diff^M), Diff^(M) ou Diff^(M) (et dans

ce cas on suppose dimM >_ 2) où k > 1 muni de la topologie C1. Pour tout
/ G D, e > 0 et U voisinage de / dans D (donc en topologie G1), soit ^.(U,e)
l'ensemble des x G M tels qu'il existe g G U et y G M vérifiant :

(i) y est un point périodique de g de période notée m ;
(ii) g = f sur M - \J {B^y) H B,(y)) ;

0<fc<m

(iii) V î € [0,m],d(^/,.T;r) < e.
2. Désignons alors par F l'ensemble F^M) où k > 1. Pour tout (p e F, e > 0

et U voisinage de (/? dans F (donc en topologie (71), soit Ti(U,e) l'ensemble des
x G M tels qu'il existe ^ ç U , y ^ M , T o > 0 ainsi qu'un difféomorphisme / :
[0,T] —> [O.To] tel que \/t e [0,T], |1 - f'(t)\ < e vérifiant :

(i) y est un point périodique de ^ de période TQ ;
(ii) ^ = y sur M - \J {B,(^y) H B,(y)) ;

0<t<To

(iii) W e [0,r], d(^(t)Q/)^t(aO) < e.
3. Désignons par CV l'un des ensemble X^M), X^(M) (et dans ce cas on suppose

que dim M > 3) où k > 1 muni de la topologie C1. Pour tout X e CV (de flot
associé noté (^), £ > 0 et U voisinage de X dans CV (donc en topologie C1),
soit S(î7,£) l'ensemble des a* e M tels qu'il existe Y e U (de flot associé noté
^), ^/ ç M, TO > 0 ainsi qu'un difféomorphisme / : [0,T] —> [0,To] tel que
\/t C [0,T], |1 - f(t)\ < e vérifiant :

(i) y est un point périodique de Y de période TQ ;
(ii) Y = X sur M - J (B,(^î/) H ^Q/)) ;

0<t<To

(iii) W e [O.T], d(^f^(y)^t(x)) < e.

Dans chacun des cas précédents, S(/) (resp. S((/?), resp. S(X)) désignera Ç\ S(£7, ç).
De plus, R(f) (resp. Iî(<^), resp. -R(^O) désignera l'ensemble des points positivement
récurrents de / (resp. ^, resp. X). En d'autres termes, ^(U,e) est l'ensemble des
points a* de M tels qu'on peut, en faisant une petite perturbation de la transformation
considérée (difféomorphisme, flot ou champ de vecteurs) à support dans U et dans
Be{y) C B^e(x), transformer l'orbite de x en une orbite périodique ^-proche.

On a alors : S(a) C R(a) dans tous les cas considérés. On peut alors préciser :

LEMME DE FERMETURE D'ORBITE. — Dans tous les cas envisagés dans la définition
précédente :
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( 1 ) R(a) est un G§ de M, donc un espace de Baire ;
(2) S (a) est un G s dense de R(a).

Quitte à changer a en son opposé, on a un résultat analogue pour les points négati-
vement récurrents ; bien sûr, dans ce cas, on approximera un bout de l'orbite négative
de x et non un bout de son orbite positive.

En fait, on peut imposer dans certains cas à la perturbation que nous faisons d'être
à support dans une petite boule qui n'est plus centrée en x. Précisons cela :

DÉFINITION 3.1.3
1. Désignons par D l'un des ensembles Diff^M), DifF^(M) ou Diff^(M) (et dans

ce cas on suppose dimM > 2) où k > 1 muni de la topologie (71. Pour tout
/ G D, e > 0, U voisinage de / dans D (donc en topologie C1) et q ç. M, soit
ï,(U,e;q) l'ensemble des x G M tels qu'il existe g G U et y ç. M vérifiant :

(i) y est un point périodique de g de période notée m ;
( n ) g = f s m M - [j {B^y) H B,(q)) ;

0<fc<m -

(iii) V ^ e [O.m],^^,/^) < e.
2. Désignons alors par F l'ensemble F^M) où k > 1. Pour tout (p G F, e > 0, U

voisinage de (p dans F (donc en topologie C1) et q G M, soit S(l/, ç; q) l'ensemble
des x € M tels qu'il existe if; ç U, y ç. M, To > 0 ainsi qu'un difféomorphisme
/ : [0,T] —> [0,To] tel que W e [0,T], [1 - f(t)\ < e vérifiant :

(i) y est un point périodique de ^ de période To ;
(ii) ^ = y sur M - \J (B^y) H B,(q)) ;

0<t<To

(iii) W e [0,T], d(^f^(y)^t{x)) < e.
3. Désignons par CV l'un des ensemble Xk(M), X^(M) (et dans ce cas on suppose

que dim M > 3) où k > 1 muni de la topologie C1. Pour tout X ç CV (de flot
associé noté <^), e > 0, U voisinage de X dans CV (donc en topologie C1) et
q e M, soit S^é:;^) l'ensemble des x ç. M tels qu'il existe Y e U (de flot
associé noté -0), y ç M, TQ > 0 ainsi qu'un difféomorphisme / : [0,T] —> [0,To]
tel que V^ e [0,T], |1 - f(t)\ < e vérifiant :

(i) y est un point périodique de Y de période To ;
(ii) Y = X sur M - \J (B^y) H B,(q)) ;

0<t<To

(iii) W G [0,T], d^fçt)(y)^t(x)) < e.

Dans chacun des cas précédents, S(/;ç) (resp. S((/?;ç), resp. S(X;ç)) désignera
nS((7,£;ç). De plus, R{f\q) (resp. R{(p\q), resp. ^?(X;ç)) désignera l'ensemble des
points positivement récurrents de / (resp. (/?, resp. X) qui contiennent q dans leur en-
semble ^-limite. En d'autres termes, S^é:;^) est l'ensemble des points a* de M tels
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qu'on peut, en faisant une petite perturbation de la transformation considérée (dif-
féomorphisme, flot ou champ de vecteurs) dans U à support dans Bç(q), transformer
l'orbite de x en une orbite périodique ^-proche.

LEMME DE FERMETURE D'ORBITE À SUPPORT LOCALISÉ. — Dans tous les CdS en-
visagés dans la définition précédente :

( 1 ) R(a\q) est un G§ de M, donc un espace de Baire ;
(2) S(a;ç) est un Gg dense de R(a\q).

En d'autres termes, l'ensemble des points dont on peut refermer l'orbite en faisant
une petite perturbation à support au voisinage de q est dense dans l'ensemble des
points positivement récurrents qui contiennent q dans leur ensemble cj-limite.

Démontrons maintenant les trois théorèmes que nous venons d'énoncer :

Démonstration du théorème de densité. — Notons E l'ensemble dans lequel on tra-
vaille (qui est un ensemble de difféomorphismes, flots ou champs de vecteurs) muni
de la topologie C1. C'est un espace de Baire.

Soit (Un) une base dénombrable d'ouverts de M. On dira que a ç E vérifie la
propriété Pn si :

Pn (a) '. « Un contient un point périodique ou ne contient pas de point non errant p
tel que a(p) U uj(p) / 0 »

On notera : Fn = {a, ç E | Pn(oi) est vraie }.
Montrons que Fn contient un ouvert dense. Soit a G E et W un voisinage ouvert

de a dans E. Deux cas se présentent :
(1) pour tout (3 ç. TV, /? n'a pas de point non errant p tel que a(p) U ujÇp) / 0 dans

Un- Dans ce cas, W C Fn ;
(2) il existe (3 (E W tel que f3 a un point non errant p dans Un tel que a(p)Uij(p) ~^- 0.

Quitte à changer a en a~1 (ce qui correspond au champ de vecteurs opposé quand
on raisonne avec des champs de vecteurs), on peut supposer qu'il existe q G ù;(p).
Choisissons e > 0 tel que Bç(p) C Un' Utilisons l'énoncé du «closing lemma»
dans le cas envisagé (difféomorphisme, flot ou champ de vecteurs) pour /3, p, 6, q
et W.

On en déduit l'existence de constantes r < e, p et a vérifiant les conclusions de
ce théorème. Or, comme p est non errant, il existe p ' ç. B r / p ( p ) (ou p ' ç. H ^ / p Ç p )
dans le cas des flots ou champs de vecteurs) dont l'orbite positive revient dans
B ^ / p { p ) (ou IIy,/p(p)). Utilisant le «closing lemma» en p1, on trouve fÏ ç W ayant
un point périodique po dans Br{p) (ou IIy,(p)), donc dans Un' Quitte à considérer
une petite perturbation de f3', on peut supposer que les multiplicateurs de Floquet
de ce point périodique sont différents de 1 (ce qui implique que si on fait une
«petite» perturbation (311 de / 3 ' , f3" a un point périodique proche de ce point
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périodique de (S1), et donc qu'il existe un ouvert W C W dont tout élément a
une orbite dans Un- Dans ce cas, W C Fn.

Finalement, Fn contient un ouvert dense.
L'ensemble F = Ç}Fn contient donc un Gs dense de E. Or, F est exactement

l'ensemble des éléments de E dont l'ensemble des orbites périodiques est dense dans
l'ensemble des points p non errants tels que a(p) U uj{p) / 0. D

Démonstration du lemme de fermeture d'orbite. — Nous ne traiterons que le cas des
difféomorphismes, celui des flots et champs de vecteurs étant analogue.
(1) Soit pour tout n > 1,

Rn =- [x G M \ 3m > 1, d^x.x) < 1/n}.

Alors, Rn est ouvert donc R{f) = Ç}Rn est un Gs de M. Or, la variété M est
homéomorphe à un espace métrique complet. Donc l'adhérence R(f) de R(f) est
aussi homéomorphe à un espace métrique complet et est donc de Baire. Donc
R(f) = Ç}(R(f) H Rn), intersection d'ouverts denses de l'espace de Baire R(f),
est aussi un espace de Baire.

(2) On a déjà remarqué que S(/) C R{f). Soit (Vn) une base de voisinages ouverts
de / et (en) une suite de réels strictement positifs tendant vers 0. Alors :

E(/)= Q (s(y,,^)nj?(/)).
n,m>0

Montrons que ïi(Yn,£k) Fl R(f) est un ouvert dense de R(f).

Déjà montrons que si £ > 0 et si U est un ouvert, alors ^(U,e) est un ouvert.
Soit x e S(£/,6). Par définition de S(î7,^), il existe g ^ U , y ç M e t m > l tels
que :

(i) y est un point périodique de g de période notée m ;
(ii) g = f sur M - (J {B^y) n B,(y)) ;

0<k^m
(iii) V î ( E [0,m],d(^/,/^) < e.

Soit alors

a= Ç} rw<^)).
0<î<m

Comme / est continue, a est ouvert. De plus, par (iii), a contient x. Si maintenant
x ' e a, alors on a : Vî e [0,m], d(g^y,f^xl) < e donc x ' e ^{U,e). Finalement,
a C S([/,£) donc effectivement Ti(U,e) est ouvert.

Soit x € R{f). Fixons alors e < Ck et Vn' On trouve à l'aide du «closing
lemma» trois constantes r > 0, p > 0 et a pour x, e, Vn et q = x. Soit alors
r ç ]0,£/3/?[. Comme x est positivement récurrent, il existe m > 0 tel que
f^x e B^{x} C Bç/3p(x) et donc par le «closing lemma», il existe mi et 7712
tels que 0 < m^ < 7711 + a < 7712 < m et g ç Vn tels que :
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(0) /""a-, f^x 6 B^(a-) ;
(i) Vj € [a,TO2 - mi], ffi(/TO2a;) = PCf"11;!-) ;
(ii) g = f sur M - (J (B./^x) H B./^x)} ;

0^k<a

(iii) W € [0,a], d(gi{fm2{,x}}Ji{î•mlx)) < e/3.
Si on a choisi r assez petit, on a par continuité de / l'implication :

(Vy, dÇy,x) < pr) ^ (Vt € [0,a], d^y.f^) < |)

donc en particulier en /"^a;, on obtient :

Vî€[0.a] , d(fi{fmlx),fix)<^

d'où par (iii) :

V î € [ 0 , Q ] , d(ff tym2.r)J ia•)<^

et par (ii) : g = f sur :

M- (j (iwcr^n^cr12.»;))
O^fc^Q

qui contient M - (J {B^g^f^x)) H B^f^x)).
0<fe<7n2—ÎTll

Donc f^x € ^~(a') n S(^^fc). Comme de plus f^x C R(f), on a donc :

B^)n(s(y^)n.R(/))/0.
Donc ï.(Yn,£k)^R(f) est un ouvert dense de l'espace de Baire R(f) et donc S(/)
est un G s dense de -R(/).

D

Démonstration du lemme de fermeture d'orbite à support localisé
Nous ne traiterons que le cas des flots, celui des diffeomorphismes et champs de

vecteurs étant analogue. Fixons donc (<^) € F.
(1) Soit pour tout n > 1 :

Rn(q) = [x e M | 3T > 1, 3T' > 1, d^x^x) < 1/n et d{^T'x,q} < 1/n}.

Alors, Rn(q) est ouvert. De plus, si x e (^[^(ç)? a^ors x et récurrent et deux cas
se présentent :

- soit q = ( p T ' x pour un T ' > 1 ; dans ce cas, on a bien q ç uj[x) ;
- soit q 7^ ( R T ' X pour tout T ' > 1, dans ce cas on trouve aussi que q ç uj{x}.

Réciproquement, un point de R(y',q) est bien dans l'intersection de ces en-
sembles donc R(^q) == Ç\Rn(q) est un Gs de M. C'est donc un espace de Baire
(on a montré dans la démonstration précédente qu'un Gs de M est un espace de
Baire).
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(2) On a : S(y?;ç) C R(y\q). Soit (Vn) une base de voisinages ouverts de / et (en}
une suite de réels strictement positifs tendant vers 0. Alors :

s(^;g)= H (s(y,,^;ç)n^;g)).
n,m>0

Montrons que ^(Vn^e^q) H R(^q) est un ouvert dense de R{^q).

Déjà montrons que si £ > 0 et si U est un ouvert, alors S^, £, q) est un ouvert.
Soit x G T,(U,e,q) Par définition de S(£7,£,g), il existe ^ e (7, ^/ ç M, To > 0
ainsi qu'un difféomorphisme / : [0, F] —> [0, To] tel que V^ (E [0, F], |1 - //^)! < £
vérifiant :

(i) î/ est un point périodique de ^ de période To ;
(ii) ^ = 0 sur M - \J (B^y) H B,(q)) ;

0<t<To

(iii) V^[0,r],d(^)(^),^(^))<6.
Soit alors

a= H ^-t^^f^y))'
0<t<T

Montrons que a est un voisinage de x. Déjà, par (2) (iii), a contient x. De plus,
par continuité du flot, pour tout t G [0,T], il existe ai > 0 et £t > 0 tels que :

Vne]^-at^+at[n[0,r] , ^(^(a;)) cB,(ïf;f^x).

On trouve ainsi un recouvrement du compact [0, T] par des ensembles de la forme :
}t — Ot^t + Ot[, recouvrement dont on peut extraire un recouvrement fini par les
ouverts correspondant à ^ i , . . . ,^- Si on pose alors e ' = inf{^, . . . ,£^}, on a :
Be' (x) C a.

Si maintenant x1 e a, alors on a : Vf G [0,T], d(^f^y,(ptX') < e donc
x ' G S(L7', £; g). Finalement, a C S(L^, £; g) donc effectivement S(î7, £; g) est ouvert.

Soit x G R((p',q). Fixons alors e < Ck et Vn. On trouve à l'aide du «clo-
sing lemma» trois constantes r > 0, p > 0 et a pour a-, ç, Vyi et q. Soit alors
r G ]0,£/3p[. Comme a- est récurrent, il existe T > 0 tel que

ipTX C II^(a') C B^^p(x)

et donc par le « closing lemma », il existe T\ et T^ tels que

0 < Ti < Ti + a < Ï2 < F,

^ == (^) € U (de champ de vecteurs associé V) et îg > 0 ainsi qu'un difféomor-
phisme / : [O.Ts - Ti] —^ [O.Ts] tel que W e [O.T2 - Ti], |1 - f'(t)\ < e tels
que :

(o) ipT^x, (p^x e n^(p);
(i) w e [a.Ts - Ti], ^)(^T^) = ̂ (w^) ;
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(ii) X = Y sur M - (J (^/sW) H ^/s(g)) ;
0<t<a

(iii) Vf e [0,a], ^/(t)(^T2a')^t(^Tia1)) < £/3.
Si on a choisi r assez petit, on a par continuité de (^ et compacité de [O.a]

l'implication :

(V^ d(2/,;r) < pr) ^ (^t e [0,a], d^y^tx) < j)

donc en particulier en ^T^X, on obtient :

V^ e [0,a], d((pTzX,(ptx) < ,

d'où par (2) (iii) :

Vî (E [0,a], d{^f^(^x)^tx) < y

et par (2)(ii) : X = Y sur : M - |j {B^f^T^x)) H ̂ 3(9))
0<t<a

qui contient M - (J {Be(^f{t} (^x)) ri ̂ (ç)).
0<t<T2-Ti

Donc ipTiX e Be(a-) Ç}T.(Vn,£k',q)' Comme de plus (RT^X G R((p;q), on a donc :

B,(x) H (S(^,^;ç) H R{^q)) + 0.

Donc S(yn,^fc;ç) H R(^p\q) est un ouvert dense de l'espace de Baire R((^-,q) et
donc S((^;ç) est un G s dense de R((p-,q).

D

3.2. Avec homologie

On suppose désormais, sauf pour les énoncés en classe de cohomologie fixée (en
particulier ceux concernant les hamiltoniens) que (M, u) est une variété symplectique
de classe C°° et 71-1 de type fini. Pour tout entier k > 1 et toute classe de cohomologie
a e H1 (M), X^ désignera l'ensemble des champs de vecteurs symplectiques de
classe Ck de M tels que [ix^\ = û^. On montre alors sans difficulté aucune (les
démonstrations, calquées sur celles du théorème de densité et du lemme de fermeture
d'orbite de la section 3.1, sont omises ici) :

THÉORÈME DE DENSITÉ POUR LES CHAMPS DE VECTEURS SYMPLECTIQUES DE

CLASSE DE COHOMOLOGIE FIXÉE
Si a est monogène par intégration, il existe un Gg dense G de X^^ tel que pour

tout X € G, l'ensemble des points périodiques de X est dense dans l'ensemble des
points p non errants de X tels que a(p) Uu(p) ̂  0.
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LEMME DE FERMETURE D'ORBITE POUR LES CHAMPS DE VECTEURS SYMPLECTIQUES
DE CLASSE DE COHOMOLOGIE FIXÉE

Si a est monogène par intégration et si X ç. X^,^, alors :

(1) R(X) est un G s de M, donc un espace de Baire ;
(2) S(X) est un G s dense de R(X).

où :

DÉFINITION 3.2.1. — On munit X^ ^ de la topologie C1. Pour tout X e X^ (de
flot associé noté ^), e > 0 et U voisinage de X dans X^ ^, soit S(é:, U) l'ensemble des
x CL M tels qu'il existe Y ç U (de flot associé noté ^), y ç. M, TQ > 0 ainsi qu'un
difféomorphisme / : [0,T] —> [O.îo] tel que \/t e [0,T], |1 - f'(t)\ < £ vérifiant :

(i) y est un point périodique de Y de période To ;
(ii) Y = X sur M - \J (B^y) H B,(y)) ;

0<t<To
(iii) W e [O.îo], ^(<)Q/),^)) < e.

On définit alors ^i(X) = Ç\ S(£/, e). On peut alors souhaiter obtenir un résultat sur
X^ plutôt que sur X^ ^. En fait, on a :

THÉORÈME DE DENSITÉ POUR LES CHAMPS DE VECTEURS SYMPLECTIQUES
Soit M une variété compacte. Alors :

( 1 ) il existe un sous-ensemble dense D de X^ tel que pour tout X € D, l'ensemble
des points périodiques de X est dense dans l'ensemble des points p non errants
de X tels que a{p) U uj{p) 7^ 0 ;

(2) si dimIï'̂ M.R) > 2, il existe un Gs dense G de X^ tel que pour tout X G G,
X n'a pas d'orbite périodique non homologue à un point.

COROLLAIRE 3.2.2. — II existe un ouvert U (en topologie C1} non vide de X^T271)
et un G s dense G\ de U tel que tout élément de G\ n'a pas d'orbite périodique.

On a vu en introduction au chapitre 3 que tout difféomorphisme, et par conséquent
tout flot, d'une variété compacte a au moins un point récurrent. On en déduit que
dans Gi, l'adhérence des points périodiques (qui est l'ensemble vide) ne contient pas
les points récurrents. Ce théorème et son corollaire seront démontrés à la fin de cette
section.

Nous avons été incapable de montrer un analogue du lemme de fermeture d'orbite
sur X^. Le problème est que si on perturbe un champ de vecteurs pour rendre la
classe de cohomologie de ix^ monogène par intégration pour pouvoir lui appliquer
le «closing lemma», on ne sait pas montrer que les orbites du champ perturbé sont
proches de celle du champ non perturbé. Et le « closing lemma» est faux pour certains
champs qui ne sont pas monogènes par intégration, ainsi que le montre l'exemple de
flot symplectique en lequel le « closing lemma » est faux :

MÉMOIRES DE LA SMF 74



3.2. AVEC HOMOLOGIE 29

EXEMPLE 3.2.3 (M. Herman). — Nous allons décrire un exemple de flot symplec-
tique ((^t) de classe C00 sur T2 muni de sa structure symplectique standard

^ = d(9i A d02

tel que toute perturbation (^t), de classe (71, de (^) telle que le support de (^ - ̂ t
est dans une réunion disjointe et finie de fermés simplement connexes n'a pas d'orbite
périodique.

Ainsi, en particulier, les perturbations que nous avons faites dans les «closing
lemma» énoncés au chapitre 2 n'ont aucune chance de donner naissance à des orbites
périodiques.

Considérons donc sur T2 le champ de vecteurs X constant égal à (l,7r). Le flot
associé n'a pas d'orbite périodique, toutes ses orbites étant même denses dans T2. De
plus : ix^ = d^2 — Trd^i est une 1-forme fermée et donc X est un champ de vecteurs
symplectique (de classe (7°°).

Supposons alors que Y soit une perturbation de X telle que le support de X - Y est
dans une réunion disjointe et finie de fermés simplement connexes. Alors, la 1-forme
îyïï est telle que le support de A = iy^l —ix^ est dans une réunion disjointe et finie
de fermés simplement connexes. A est donc exacte et îy0 et ix^ appartiennent à la
même classe de cohomologie de ̂ (T2, R). Supposons que Y ait une orbite périodique
en q C T2, dont nous noterons T une période non nulle et (7(^))o<t<T cette orbite.
On a alors :

fix^= l ZY^= l n(V (7^)), 7(^)^=0.
J^ J^ Jo

Vu la définition de ix^, cela implique que 7 est homotope à un point. Aussi, Y
possède une orbite périodique homotope à un point, et donc aussi un point critique.
Ceci est évidemment impossible si Y est assez proche en topologie C1 de X.

Mais il est d'autre part clair que le lemme de fermeture d'orbite en topologie C°°
est vrai pour X, puisqu'on peut l'approximer par des champs constants rationnels qui
ont toutes leurs orbites périodiques.

Démontrons maintenant le théorème de densité pour les champs de vecteurs sym-
plectiques et son corollaire :

Démonstration du théorème de densité pour les champs de vecteurs symplectiques
Comme M est compacte, H1 (M, R) est le dual de ffi (M, R) ; soient alors 71,..., 7n

des lacets de M tels que leurs classes d'homologie [71],..., [7n] forment une base de
Iïi(M,Z). Soit alors {a i , . . . , an} la base de ^(M.R) qui est la base duale de
{[7i],...,[7n]}. On identifiera Tf^M.R) à R72 à l'aide des coordonnées dans cette
base.
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(1) Avec cette convention, remarquons que si a ç ^(M.R) est rationnelle, elle est
monogène par intégration. En effet, a H^ (M, Z) est engendré par {f a,..., f a}
qui est une partie de Q, et donc a • H^{M, Z) est un sous-groupe discret.

Or, ^(M.R) H Q71 est dense dans ^(M.R). On en déduit que

{X ç. X^ \ [ix^\ est rationnelle}

est dense dans H^-ÇM.ît) en topologie Ck et donc

[X ç X^ \ [ix^\ est monogène par intégration}

est dense dans ^(M.R) en topologie Ck.
Or, on a vu que pour toute classe a ç H1 (M, R) monogène par intégration, il

existe une partie dense Da de X^ telle que pour tout X e D^, l'ensemble des
points périodiques de X est dense dans l'ensemble des points non errants p de X
tels que uj{x) U aÇx) -^ 0.

Finalement, D = \jDa est une partie dense de X^ dont tous les éléments X
vérifient : l'ensemble des points périodiques de X est dense dans l'ensemble des
points non errants p de X tels que uj[p} U a(p) ^ 0.

(2) II est clair que l'ensemble des a ç H1 (M, R) dont les coordonnées notées a - i , . . . , Xn
vérifient : a;i , . . . ,Xn ne sont pas liés sur Q est un G s dense de ^(M.R). Dans
ce cas, on dit que a est non résonnant Aussi,

-R = {X ç X^ \ [îx^\ est non résonnante}

est un G s dense en topologie C171 pour tout m e [1, k}.
Or, si X e R vérifie ix^ = a-iûi + • • - + XnO^n et si 7 est un chemin fermé non

homotope à un point, 7 s'écrit : 7 = yi[^] 4- • • -2/n[7n] où les yi sont des entiers
non tous nuls et on a :

ix^= ^ yi ix^ = ̂  V iX i .
v/y Ki<n J^ Ki<n

Or, comme X ç J?, les a;, ne sont pas liés sur Q et donc f ix^ 7^ 0.
Supposons alors que X ç R ait une orbite périodique 7 non homologue à un

point ; alors :

/ ix^= / LJ(X^)dt=0
J-r -ÏQJ ^ JQ

ce qui contredit ce qui précède.

D

Démonstration du corollaire. — Considérons a = (ai, . . . ,a2n) G R2" tel que les ai
forment une famille libre sur Q et le champ de vecteur X^ constant égal à a sur T271.
Alors, il existe un petit voisinage V en topologie C1 de Xa tel que :

^ X ç V, X n'a pas d'orbite périodique homologue à un point.
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En effet, soit (p le flot de X et (p son flot relevé à R2". Alors, si X est assez proche
deXa :

^.«>^
i.e. on a une fonction de Liapunov (x i—> x • a) stricte sur les orbites relevées (c'est-
à-dire qui croît strictement sur les orbites relevées) ; aussi, (p n'admet pas d'orbite
périodique, ce qui signifie que X n'a pas d'orbite périodique homotope à un point,
donc pas d'orbite périodique homologue à un point.

Ceci, joint au théorème, donne la conclusion voulue. D

Nous aurions aimé montrer que si H\ (M, Z) 7^ 0 est monogène (dans ce cas tout
élément de X ç. X^ vérifie que ix^ est monogène par intégration), alors le théorème
de densité est vrai sur un G s dense de X^. Malheureusement, nous n'y sommes pas
parvenu pour la raison suivante : les orbites périodiques (excepté les points critiques)
ne sont pas stables par perturbation (un exposant de Floquet est 1). Dans ce cas, ce
qu'on peut dire, c'est que le théorème de densité est vrai sur une partie G de X^ telle
que : pour tout a ç H1 (M), G H X^ ^ contient un G g dense de X^, ̂ .

Par contre, dans ce cas, il est évident que le lemme de fermeture d'orbite est vrai
en tous les champs de vecteurs symplectiques.

3.3. Cas des hamiltoniens

Bien entendu, en corollaire des énoncés précédents viennent les énoncés pour les
hamiltoniens :

THÉORÈME DE DENSITÉ POUR LES HAMILTONIENS. — II existe un G§ dense G de
C^M) (ensembles des fonctions de classe C2 de M à valeurs réelles muni de la
topologie C2) tel que pour tout H ç. G, l'ensemble des points périodiques du champ
de vecteurs hamiltonien XH de hamiltonien H est dense dans l'ensemble des points p
non errants de XH tels que a{p) U uj{p) ̂  0.

Remarquons que pour s'affranchir de la condition a{p) U uj{p) i=- 0, il suffit de
supposer que les surfaces d'énergie {H = C} sont compactes, ce qui est par exemple
le cas quand H est une fonction propre.

LEMME DE FERMETURE D'ORBITE POUR LES HAMILTONIENS
Avec les mêmes notations que dans l'énoncé précédent, si H € G2 (M) :

( 1 ) R(Xn) est un Gs de M, donc un espace de Baire ;
(2) T.(Xn) est un G§ dense de R(X).

On peut se demander ce qui se passe sur une surface d'énergie fixée. En d'autres
termes :
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THÉORÈME DE DENSITÉ POUR LES HAMILTONIENS SUR LES HYPERSURFACES D'ÉNER-
GIE

II existe un G s dense G de C^ÇM) tel que pour tout H e G, de flot hamiltonien
noté {^pt), pour tout q G Q, l'ensemble des points périodiques de (^|jf-i(g)) est dense
dans l'ensemble des points non errants pour (y^H-1^)) de M (H) H H^Çq).

Ainsi, on obtient un résultat sur un ensemble dense de surfaces d'énergie. On en
déduit :

COROLLAIRE 3.3.1. — Supposons que U soit un ouvert de (^(M) tel que tout élé-
ment de U a toutes ses surfaces d'énergie compactes. Avec les notations de l'énoncé
précédent, pour tout H e G H U, de flot hamiltonien noté (^), il existe un G s
dense G (H) de R tel que pour tout h ç G (H), l'ensemble des points périodiques
de (^iff-i^)) est dense dans H~l(h).

L'intérêt des deux énoncés précédents est qu'ils s'intéressent à un problème de
densité dans les surfaces d'énergie, problème qui fut soulevé par H. Poincaré.

On pourrait bien entendu donner un énoncé de lemme de fermeture d'orbite dans
les surfaces d'énergie, mais cela ne semble pas impliquer de nouvelles conséquences
intéressantes, donc nous ne le faisons pas ici.

Démonstration du théorème de densité pour les hamiltoniens sur les hypersurfaces
d'énergie et de son corollaire

Rappelons que CS2{M) muni de la topologie C2 est un espace de Baire.
Soit (Un) une base dénombrable d'ouverts de M, q e Q.

On dira que H ç G2 (M) vérifie la propriété Pn(q) si :

Pn(q;H) : «Un F) H^Çq) contient un point périodique ou ne contient pas de point
non errant p tel que a(p) U ù;(p) / 0 »

On notera : Fn(q) = {H e C^ÇM) | Pn{q',H) est vraie }. Montrons que Fn(q)
contient un ouvert dense.
Soit H e C^ÇM) et W un voisinage ouvert de H dans C^M). Deux cas se présentent :
(1) pour tout K ç W', le flot hamiltonien de K n'a pas de point non errant p tel que

a(p) U cj(p) ^ 0 dans Un H K^^q). Dans ce cas, W C Fn(q) ;
(2) il existe K e W (on note son flot hamiltonien (-0^)) tel que (ïp^K-^q)) a un point

non errant p dans Un tel que a(p) U uj{p) -^- 0.

Quitte à changer H en —H (ce qui correspond au champ de vecteurs opposé quand
on raisonne avec des champs de vecteurs), on peut supposer qu'il existe q ç d;(p).
Choisissons e > 0 tel que Be(p) C Un. Utilisons l'énoncé du «closing lemma» dans
les surfaces d'énergie pour K, p, e, q et W. On en déduit l'existence de constantes
r < e et p et a vérifiant les conclusions de ce théorème.
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Or, comme p est non errant pour (^ix-1^))? u existe p ' ç I [ r / p ( p ) n K^Çq) dont
l'orbite positive revient dans H r / p ( p ) .

Utilisant le « closing lemma » en p, on trouve K ' ç. W ayant un point périodique
po dans n^(p) H K'^Çq), donc dans Un H K'^Çq). Quitte à considérer une petite
perturbation de K ' , on peut supposer que les multiplicateurs de Floquet de ce point
périodique sauf un sont différents de 1 (ce qui implique que si on fait une « petite »
perturbation K" de K ' , le flot de K" restreint à la surface d'énergie K~1 (q) a un point
périodique proche de ce point périodique), et donc qu'il existe un ouvert W C W
dont tout élément a une orbite dans Un et dans la surface d'énergie de q. Dans ce cas,
W C Fn(q). Finalement, Fn(q) contient un ouvert dense.

L'ensemble F = Ç}Fn(q) contient donc un G s dense de (^(M). Or, F est exacte-
ment l'ensemble dont on voulait montrer qu'il contient un Gg dense.

Démontrons maintenant le corollaire du théorème. On a démontré que pour tout
élément H de G (de flot hamiltonien noté (^)), pour tout q e Q, l'ensemble des
orbites périodiques de (^tjjf-i(g)) dont un seul exposant de Floquet est égal à 1 (on
dit qu'elle est non dégénérée) est dense dans l'ensemble des points non errants pour
(ipt\H-i( q})' On suppose maintenant que H G U D G. Alors, on sait que l'ensemble
des points récurrents de H^Çq) est dense dans H^Çq) ; aussi, l'ensemble des points
périodiques de (^H-1^)) dont un seul exposant de Floquet est égal à 1 est dense
dans U-1 (g).

Maintenant, notons pour tout entier n :

S(n) = [h ç R | H-^h) H Un = 0 ou

H^Çh) H Un a une orbite périodique non dégénérée l

et considérons un ouvert W de R. Deux cas se présentent :
- soit : V/^ G W, H-^h) H Un = 0 ; alors, W C S(n) ;
- soit il existe ho e W tel que H^Çho) H Un ^ 0- Alors, il existe q e Q H W

tel que H^Çq) H Un -^ 0- Comme l'ensemble des orbites non dégénérées de
H^Çq) est dense dans H~^{q)^ il existe un point périodique non dégénéré dans
H^Çq) H Un, donc un voisinage W =}q - e, q + e[ inclus dans W de q tel que :
pour tout h e W, H^Çh) H Un contient un point périodique non dégénéré.

Aussi, S(n) contient un ouvert dense, donc S = n5(n) contient un Gs dense. D
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CHAPITRE 4

UNE VERSION ERGODIQUE DU « CLOSING LEMMA »

La version ergodique du «closing lemma» est en fait la version en théorie de la
mesure de ce que nous avions appelé dans la partie précédente le lemme de fermeture
d'orbite. Cette version ergodique du «closing lemma» a été démontrée pour les dif-
féomorphismes quelconques par R. Marié en 1982 dans [8]. Curieusement, bien que
sa démonstration soit plus difficile que celle du lemme de fermeture d'orbite, elle lui
est nettement antérieure. Quant à la version ergodique du «closing lemma» pour les
champs de vecteurs quelconques, elle est due à Lan Wen (cf. [18]).

La version ergodique du «closing lemma» de R. Mané et Lan Wen ne concer-
nait que les mesures de probabilités boréliennes des variétés compactes. Nous l'avons
étendu en un énoncé concernant les mesures boréliennes, finies sur tout compact et
définies sur une variété quelconque. De plus, nous l'avons démontré dans tous les cas
où nous avions traité le «closing lemma» (difféomorphisme symplectique, préservant
un volume... ).

La différence fondamentale entre notre démonstration et celle de R. Mané est que
nous n'utilisons pas le théorème ergodique de Birkhoff, ce qui nous permet de traiter
le cas des variétés non compactes et des mesures infinies.

4.1. Énoncés

Nous gardons pour / G D, ^ C F, X ç CV, S(^), E(/), S((^), S(X), R(f),
R(^p) et R(X) les mêmes conventions que dans la section 3.1. On a :

VERSION ERGODIQUE DU « CLOSING LEMMA ». — Soit M une variété riemannienne
(éventuellement symplectique ou munie d'une forme volume). Soient /3 un élément de
D, F ou CV ({5 est donc un difféomorphisme, flot ou champ de vecteurs) et p, une
mesure positive borélienne invariante par f3 telle que la ^-mesure de tout compact soit
finie. Alors :

ti(R(/3)\W)=0.
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Dans le cas où [i est une mesure finie, le théorème de récurrence de Poincaré nous
dit que /^-presque tout point de M est récurrent. On trouve donc :

COROLLAIRE 4.1.1. — Soient M une variété riemannienne (éventuellement sym-
plectique ou munie d'une forme volume), f3 un élément de D, F ou CV et p, une
mesure de probabilité borélienne invariante par f3. Alors :

^W))=i.
C'est ce dernier énoncé, portant sur les variétés compactes et concernant f3 e Diff^M),
que R. Mané a démontré dans [8].

Reprenons pour R(f3',q) et S(/î;ç) les mêmes notations qu'à la section 3.1 (gros-
sièrement, R{(3', q) désigne l'ensemble des points positivement récurrents p tels que
q e ù;(p) et S(/?; q) désigne l'ensemble des points p le long de l'orbite positive desquels
on peut obtenir une orbite périodique en perturbant uniquement au voisinage de g).
On a alors :

VERSION ERGODIQUE DU « CLOSING LEMMA » À SUPPORT LOCALISÉ
Soit M une variété riemannienne (éventuellement symplectique ou munie d'une

forme volume). Soit (3 un élément de D, F ou CV (f3 est donc un difféomorphisme,
flot ou champ de vecteurs), q ç. M et p. une mesure positive borélienne invariante par
(3 telle que la /^-mesure de tout compact soit finie. Alors :

^GR(/3;g)\S(/3;g))=0.

En ce qui concerne les champs de vecteurs symplectiques et en reprenant les nota-
tions de la section 3.2, on a aussi un énoncé du même type :

VERSION ERGODIQUE DU « CLOSING LEMMA » POUR LES CHAMPS DE VECTEURS
SYMPLECTIQUES DE CLASSE DE COHOMOLOGIE FIXÉE

Soient (M,(jj) une variété symplectique riemannienne et f3 ç. ̂ (M.R) une classe
de cohomologie monogène par intégration. Soit X ç. X^ g et IJL une mesure positive
borélienne invariante par X telle que la ii-mesure de tout compact soit finie. Alors :

^GR(X)\S(X))=O.

En corollaire, on obtient bien entendu une version ergodique du «closing lemma»
pour les hamiltoniens. On obtient aussi un analogue du corollaire donné précédem-
ment. Donnons par exemple l'énoncé pour les hamiltoniens dans le cas d'une mesure
finie :

COROLLAIRE 4.1.2. — Soit (M,o;) une variété symplectique riemannienne et soit H
un hamiltonien de classe C^1 de M, de champ de vecteurs hamiltonien associé noté
XH' Soit p, une mesure de probabilité invariante par XH- Alors :

^WH))=I.
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4.2. Les étapes de la démonstration

Nous allons énoncer dans cette partie les principaux résultats qui permettent de
démontrer la version ergodique du « closing lemma », puis nous en déduirons la ver-
sion ergodique du «closing lemma». En 4.3, nous démontrerons les résultats intermé-
diaires. Nous ne démontrerons pas la version ergodique du «closing lemma» à support
localisé, car sa démonstration est calquée sur celle de la version ergodique du « closing
lemma ».

Désormais, CV désignera aussi bien ce qu'il désignait dans la section précédente
que, dans le cas d'une variété symplectique, l'ensemble X^ ̂  où a est une classe de
cohomologie monogène par intégration.

DÉFINITION 4.2.1. — (p étant un flot de classe C1 de M dont on note C l'ensemble
des points critiques, on peut définir en tout p G M \ C une petite boite de flot :

Fp : [-Tp.îp] xn^(p) —^M
(t,x) i—> ^pt(x)

qui soit un plongement. On notera alors : Pj(p) = Fp([—6,5] x Iî.§(x)).
On définit des ensembles S(£,[/,p,r) (abusivement et pour ne pas alourdir, le /,

(p ou X n'intervient pas dans l'écriture S(^, U.p^r)) par :
• si / G D : U est un voisinage de / dans D, e, r sont des constantes strictement

positives et p > 1, on note S(£, î/,/9,r) l'ensemble des x e M tels que :
si y , f^Çy) e B^{x) pour un T ç ]0,r] et m > 1, alors il existe m\ et 7712 tels
que 0 < mi < 777,2 < m, g € U et z G M tels que :

(0) f^y^f^y^B^x)^
(i) ^m2-m1^) = z;
(ii) g = f sur M - J {B^z) n B,(z)) ;

0<fe<m2—ryii
(iii) \/i e [0,m2 - mi], d{g\z\ f^f^y)) < e.

• si (^ G F : U est un voisinage de (p dans F, e, r sont des constantes strictement
positives et p > 1, on note S(é:, [7, p, r) l'ensemble des x ç M \ C (où (7 désigne
l'ensemble des points critiques de X = ̂ ) tels que r < r ^ / p et :
si i/, (^T^/ ê n^(a*) pour un r € ]0, r] et T > 0, alors il existe Ti et Ta tels
que 0 < Ti < Ts < F, î/7 == (^t) 6 £7 (de champ de vecteurs associé Y),
^ e M et Ta > 0 ainsi qu'un difféomorphisme / : [0, T^ - îi] —> [0, Tg] tel que
W e [0,T2 - îi], |1 ̂ .f(^)| < £ tels que :

(o) ^y, ̂ y ^ n^(a') ;
(i) ^Ts(z) = ^ ;

(ii) X = Y sur M - |j (B^z) H B,(^)) ;
0<t<T3

(iii) W e [0,T2 - Ti], d^f^(z)^t^T,y)) < e.
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• X ç CV : (on note C l'ensemble de ses points critiques et (p le flot associé) U
est un voisinage de X dans CV, £, r sont des constantes strictement positives
et p > 1, on note E(ç, l/, p, r) l'ensemble des a* e M \ (7 tels que r < r ^ / p et :
si ^/, (/?rî/ € IMa*) (resp. si ]/, (^T^/) e IIy^) n H^ÇHÇx)) où lî est le pseudo-
hamiltonien associé à X dans le cas des champs de vecteurs symplectiques)
pour un r e [0,r[ et T > 0, alors il existe Ti et T^ tels que 0 < Ti < T2 < F,
^ = {^t) ^ U (de champ de vecteurs associé Y), z e M et T^ > 0 ainsi qu'un
difféomorphisme / : [O^-Ti] —> [O.Ts] tel que V^ e [O^-Ti], |1 - f'(t)\ < e
tels que :

(o) ^y, ̂ y e n^(.r);
(i) ^Ts (^) = z ;
( i i ) X = y s u r M - |j (B^z) U ^(^)) ;

0<t<T3

(ni) w e [0^2 - ri], ^/(t)(^)^t(w^)) < ^.

PROPOSITION 4.2.2. — Les ensembles T,(e,U,p,r) sont fermés donc boréliens,

Démonstration. — Traitons tout d'abord le cas des difféomorphismes. Fixons £7, e^ r
et p > 1 comme dans la définition précédente.

Soit (xn) une suite à valeurs dans S(ê-, U,p,r) convergeant vers x ç. M. Supposons
que y , f^y ç B^(x) pour un r ç ]0,r] et un entier m > 1. Alors, il existe N > 0 tel
que :

Vn>A^,r^eiM^n).
On peut alors appliquer la définition de T^(e,U,p^r} et dire que pour tout n > JV, il
existe deux entiers mi^ et m2,n tels que 0 < mi,n < m2,n < m, gn € U et Zn € M
tels que :

(0) f^y.f^yçB^xn)'^
(i) ^-m^(^)=^;

(ii) gn = f sur M - \J {B^Zn) H B,(z^)) ;
0<fc<m2,n —î7Zl,n

(iii) Vt e [0,m2,n -TOI,»], ̂ (zn),/1^"11-"^)) < e.

Quitte à extraire une sous-suite, comme les suites (mi,n) et (rra2,ri) ne peuvent
prendre qu'un nombre fini de valeurs, on peut les supposer constantes, égales à mi et
ma respectivement. En passant alors à la limite dans (0), on trouve :

(0) f^y, f^y € BprW.
Fixons alors n = N . On a alors pour g = gpf e U et z = ZN € M :

(i) ff"^-"^)^;
(ii) g = f sur M - (J (^(<?^) n 5^)) ;

0<fc<m2—mi

(iii) Vt G [O.ms - mi], d(<^), /'(/"^ y)) < e.
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Ceci implique que x ç S (s-, U,p,r), donc ce dernier ensemble est fermé donc bore-
lien.

Pour le cas des flots et des champs de vecteurs, il faut encore montrer que des
ensembles de la forme S(é-, U^p.r) sont fermés. Traitons par exemple le cas des flots.

Fixons [/, e, r et p > 1 comme dans la définition précédente.
Soit (xn) une suite à valeurs dans E(£, U.p^r) convergeant vers x G M. Supposons

que y , (RTV ê n^(.r) pour un r ç ]0, r] et T > 0. Alors, il existe N > 0 tel que :

Vn>7V, ^y, <^n+u^ ^ IMa )̂

où (^n) est une suite de réels tendant vers T et (^n) une suite de réels tendant vers 0.
On peut alors appliquer la définition de S(Ê:,£7,p,r) et dire que pour tout n > N , il
existe

• T^n et Ï2,n tels que 0 < T^ < T^n < tn,
• ̂  = {^n,t) Ç- U (de champ de vecteurs associé Yn),
• Zr, e M et T3,n > 0,
• un diffeomorphisme fn : [0,T2,n - Ti^] —> [0,T3^] tel que

Vte[o,r2,n-ri^], \i-f^t)\<e
tels que :

(°) ^Tl,,(^U^), ^T2,n(^nn2/) ^ n^(^) ;

(1) ^n,T3^ (^n) = ^n ;

(ii) X = Yn sur M - \J {B^tZn) H B,(zn)) ;
0<«^3,n

(iii) Vf e [0,r2,n -Tl,n], ̂ nJ.(t)(^n)^t(^Ti,J^^))) < C.

Les suites (Ï2,n) et (îi^) n'ont qu'un nombre fini de valeurs d'adhérences possibles
(ce sont les u ç ]0,T] tels que (pu(y) ^ n^(.r), il suffit de passer à la limite dans (0)
pour trouver cela), donc on peut supposer quitte à extraire une sous-suite qu'elles
convergent vers Ti et T^ respectivement. On trouve alors en passant à la limite dans (0)
que :

(o) (^TI^ ̂ y e n^(a:).
Fixons alors n assez «grand». Posons Tg = Ts^, ^ = ^n, Y = Yn et z = Zn. On a
alors :

(i) ^T^= z\
( i i)X=ysurM- J (B^z) H B,(z)) ;

0<t<T3

(iii) V^ e [0,r2,n -Ti^], ̂ (^(t)(^),^(^ri.J^n^))) < ^; donc :

Vt G [0,T2,n -Tl,n], ̂ /.(t)(^t+T^+^) < ̂

soit en reparamétrant :

W ç [Tl,n + Ur, - Ti, T2,n + ̂ n - Tl], d(^ (t+Ti-Ti,. -u.) (^t (^Ti ̂ )) < ̂ .
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Comme (un) tend vers 0, (îi^) tend vers Ti et (T2,n) tend vers Ta, si n a été
choisi assez grand, on peut modifier aux bornes /n(. + îi - îi,^ - z^) en / :
[0, Ï2 - Ti] —> [0, Tg] telle que |/' - 1| < e telle que :

we M-ri], rf(^)(^),^(^(2/))) <£.
Ceci implique que x ç E(£, U,p,r), donc ce dernier ensemble est fermé donc bore-

lien. Q

PROPOSITION 4.2.3. — Soit f3 un difféomorphisme, flot ou champ de vecteurs, (r^)
est une suite de réels strictement positifs tendant vers 0 et (pm) une suite de réels
plus grands que 1 tendant vers +00. Alors :

R((3) C {p e M \ a(p)U^p) / 0} c J S(£,(7,p,,r,).
0<n

Démonstration. — La première inclusion a déjà été vue. Montrons donc la seconde
par exemple pour les difféomorphismes.

Soit p ç. M tel que a(p) Uu(p) ̂  0. Quitte à changer / en /-1, on peut supposer
que a;(p) -^ 0. Utilisons alors alors le « closing lemma» pour p, e / 3 , p et U de manière
à obtenir l'existence de constantes r > 0, p > 1 et a.

Il existe alors r1 G ]0, r] tel qu'on ait l'implication :

(Y y ç M, d(y,x) < pr') ^ (Vz e [0,a], d^yj^) < e).
o

Montrons alors que p G S(^, U, p, r1) :
supposons que y , ^(y) ç B-r{x) pour un r e ]0,r'] et m > 1, alors par le «closing

lemma» il existe mi et m^ tels que 0 < m\ < m\ + a <m^ <m et g e U tels que :
(0) f^x^f^xeB^p),
(i) Vj e [a,m2 - mi], ^(/m2a•) = f^f^x)

(donc en particulier ̂ -^(/^a-) = /m2.r) ;
( i i ) ^ = / s u r M - |j {B,^fkp)Ç}B,^x)}

0<k<a
(iii) Vz e [0,a], ^(/^(rr)),/^/771^)) < 6/3.

Ceci donne évidemment le (0), (i) et (iii) de la définition de S(^, U , p , r ' ) . De plus,
appliquons l'implication donnée précédemment en f^x. On obtient grâce à (0) :

ze[0,a ] , d(f\rlx)J^x)<^

ceci joint à (iii) donne :

îç [o,4 ^(/^(^)j^)<^
et donc (ii) implique que :

g=fsmM- \J {B^Çr^xWHB^r^x))))
0<k<a
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soit le (ii) de la définition de S(6, U ^ p ^ r 1 ) . D

Faisons une dernière remarque sur la définition de S(Ê:,L^,p,r) : avec les mêmes
notations que dans cette définition, on a :

- dans le cas des diffeomorphismes : f^x ç ïi(U,e). Ainsi, on trouve au voisinage
des points de S(£,£/,/9,r) «beaucoup» de points de S(L^) ;

- dans le cas des flots ou champs de vecteurs : (pTi^ G S (U^e). Ainsi, on trouve
au voisinage des points de T,(e,U,p,r) «beaucoup» de points de S(î7,£-).

Nous énoncerons et démontrerons les résultats voulus simultanément pour D, F
et CV. Pour cela, nous donnons un lemme qui explique comment on peut passer des
diffeomorphismes aux champs de vecteurs (ou flots), en remplaçant des boules par
des boites de flot :

LEMME 4.2.4. — Soit (p un flot de classe C1 de M, C l'ensemble des points critique
de ip et W un voisinage de C. Alors, pour tout compact K C M, il existe deux
constantes c > 2 et c' > 2 réelles telles que :

Va; G K\W, Vr<r,, Pr/cW C Br(x) et B^/^(x) CPr(x).

Remarquons que la constante c ne dépend que de K et non de ÏV, alors que c'
dépend de W et K à la fois.

Ce lemme va nous servir à comparer les mesures de boules et boites de flot de
« tailles » comparables ; on a en effet :

^ (Pr/cW) ^/c'^))

ti{B^x)) - ^(P.(a-)) - •

La proposition suivante nous sert à majorer le rapport des mesures d'une boule et
d'une boule qui lui est « homothétique » :

PROPOSITION 4.2.5.a. — Soit M une variété riemannienne, K un compact de M et
p > 1 une constante. Alors, il existe une constante Ô > 0 telle que pour toute mesure
mesure borélienne [i de M finie sur

K,-. = { x e M \ d ( x ^ K ) < p - 1 } ,

l'ensemble

E = [x e K \ 3 J, Vj > J, /^-o+i) (x)) < S ^ {Bp-, (x))}

est de /jL-mesure nulle.

Son analogue pour les flots ou champs de vecteurs est :

PROPOSITION 4.2.5.b. — Soit M une variété riemannienne, K un compact de M et
p > 1 une constante. Soit (p un flot de classe C1 sur M, C l'ensemble des points cri-
tiques de (p etW un voisinage de C. Alors, il existe une constante Ô > 0 telle que pour
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toute mesure mesure borélienne p, de M finie sur Kp-i == {x ç M | d(x^K) < p~1},
l'ensemble

E = {x ç K \ W \ 3 J, Vj > J, ^(P^-O+D {x)) < 6^P,-, (x))}

est de ^-mesure nulle.

REMARQUES 4.2.6
(a) Précisons bien que dans les énoncés précédent, on ne montre pas que E est bore-

lien, mais juste qu'il est inclus dans un borélien de ^-mesure nulle.
(b) Remarquons que ces premières propositions (qui ne font absolument pas intervenir

l'aspect dynamique du problème) sont évidentes pour la mesure de Haar d'un tore,
ou pour une mesure ayant une densité par rapport à une telle mesure, ou pour
une mesure atomique.

(c) Les énoncés de ces propositions nous ont été suggérés par J.-C. Yoccoz, lors d'un
exposé donné sur ce sujet et dans lequel l'énoncé que nous donnions était moins
précis.

Au contraire, la proposition suivante utilise l'aspect dynamique du problème et
en particulier le «closing lemma». Pour démontrer ce résultat dans le cas qu'il en-
visageait, R. Marié disait (ce qui est vrai dans le cas compact) qu'il suffisait de le
démontrer pour les mesures ergodiques, puis utilisait le théorème ergodique de Bir-
khoff. En fait, nous verrons qu'on n'a nul besoin de se ramener aux mesures ergodiques
et qu'il suffit d'utiliser le fait que certaines applications de premier retour préservent
la mesure.

PROPOSITION 4.2.7. a. — Soit f e D, p, une mesure boréîienne de M finie sur tout
compact et invariante sous f. Alors, si x ç S(^, U, /?, r), on a pour tout r <r :

^ (B^(x) H S(£7, e) n R(f)) > ̂  (B^(x) H R(f)) .

Donnons l'analogue pour les flots et champs de vecteurs :

PROPOSITION 4.2.7.b. — Soit X ç CV de flot associée (resp. ̂  ç. F), p, une mesure
borélienne de M finie sur tout compact et invariante sous ^p. Alors, pour tout e > 0,
si x G S(^, £7, p, r), on a pour tout r < r :

^ (Pp^x) n s(^) n R(X)) > IJL (P^(x) n R(X))

(resp : ^ (P^(x) H S(t7, e) H R{^)) > ̂  (Pr{x) H R{^)))

Avant d'énoncer les dernières propositions nécessaires pour démontrer la version
ergodique du «closing lemma», introduisons de nouvelles notations. Le nombre p > 1
étant fixé ainsi qu'un entier k > 1, posons :
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- dans le cas d'un difféomorphisme / :

H,(p) = L e M 1 3Q,) -^ +00, Vn, ^.f^^^ > ̂ l
[ /x(^-^+i(.r)) A - J

(on convient que quand le dénominateur est nul -ce qui implique que le numé-
rateur est nul-, le rapport est 0).

On a vu en proposition 4.2.5. a que si K est un compact de M et p > 1 un
réel, il existe k > 1 tel que K \ Hk(p) est inclus dans un borélien de ^-mesure 0.
Aussi, une variété étant dénombrable à l'infini, pour tout p > 1, M \ \JHk(p)
est inclus dans un borélien de /^-mesure nulle.

- dans le cas d'un flot (p (resp. d'un champ de vecteurs X de flot associé (^), si W
est un voisinage de l'ensemble C des points critiques de (^b, si p > 1 et k > 1 :

H^W) = L C M\W 1 3(jn) -^ +oc, Vn, ^"Jn og)) > 1 }
[ ^{Pp-^+i(x)) A;J

(on convient comme pour les difféomorphismes que quand le dénominateur est
nul le rapport est 0).

On a vu en proposition 4.2.5.b que si K est un compact de M et p > 1 un
réel, il existe k > 1 tel que K \ (W U Hk(p)) est inclus dans un borélien de
jLA-mesure 0. Aussi, une variété étant dénombrable à l'infini, pour tout p > 1,
M \ (W U \jHk(p)) est inclus dans un borélien de /^-mesure nulle.

PROPOSITION 4.2.8.a. — Soit p > 3, p, une mesure de M finie sur les compacts. Soit
S une partie mesurable de M. On définit pour tout x G Hk{p) .'

^(B^{x)ns)\7, W = ^ 1 ^B,-^(x)) J
^-n.^» i

V-(B _CT-(-I (.1!)) — *•

/(„. ^ f.(B (.)nS)1
-' .,..̂ J,i , l '•W-M) S

^i(B^_^^(x))>k

Alors, / et f . convergent ^-presque partout vers la fonction caractéristique de
SHHk(p).

REMARQUES
(a) Bien sûr, quand p,(B) = 0, on écrit : p,(B H S ) / p , ( B ) = 0 ;
(b) dire qu'une suite de fonctions (/n) converge presque partout dans H (qui n'est

pas forcément un borélien) signifie qu'on a convergence simple des fn vers / dans
H sauf sur une partie de H qui est incluse dans un borélien de ^-mesure nulle ;

(c) si la variété M est compacte, on peut trouver k tel que p, (M \ Hk(p)) = 0, donc
la proposition donne une résultat de convergence presque partout dans M ;
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(d) en fait, le résultat est bien connu quand p, désigne la mesure de Lebesgue de R^ ;
nous nous sommes d'ailleurs inspirés de la démonstration de ce résultat dans R^
pour construire notre démonstration.

PROPOSITION 4.2.8.b. — Soit ip un flot de classe C1 de M. Soit W un voisinage
ouvert de l'ensemble C des points critiques de (p, IJL une mesure de M finie sur les
compacts. Avec les mêmes notations que dans le lemme 4-2-4^ so^t p > 3c • c'. Soit S
une partie mesurable de M. On définit pour tout x G Hk(p, W) :

-,( . f^p,-r.(x)ns)\
w= ^ [ .(P (̂.)) }.̂ -̂A
^= s {"ïl̂ }

^p,-^))
^P^m+lW)- /

Alors, / et f . convergent ^-presque partout vers la fonction caractéristique de
snH^w).

Expliquons maintenant comment à l'aide de toutes ces propositions on démontre
la version ergodique du « closing lemma ».

Démonstration de la version ergodique du «closing lemma»
On fixe e et W une fois pour toutes.

Cas des difféomorphismes. — Soit p, une mesure borélienne sur M, finie sur les
compacts et invariante par /. On considère les ensembles de la forme :

N(e^p^J^)=^£^^p-J)nHk(p2)

où p > 6.
On sait par la proposition 4.2.3 et les remarques que nous avions faites lors de la

définition de Hk(p) qu'une certaine réunion dénombrable R de tels ensembles vérifie :
^(R(f)\R)=0.

Fixons alors un des ensembles N = N { e , U , p , J , k ) de cette réunion dénombrable.
Soit x ç. N. Alors :

(a) x e Hk(p2) donc il existe une suite jn tendant vers +00 telle que pour tout n :

^(B,-^(x)) ^ 1
fJi{Bp-Jr,+2{x)) k

(donc en particulier fi(Bp-jrz (x))/^{Bp-jn+i(x)) > 1/k et
^(B,-^(x))/^B^^(x)) > 1 / k )
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(/3) x e S(^, Î7, p/2, p"17) donc la proposition 4.2.7.a nous dit que pour tout r < p~3 :

[i (B^(x) n s(l/^) n R(f)) > ̂  {B^(x) n s(^) n J?(/))
>^Wx)nR{f))

donc en particulier pour r == p"-7" si n est assez grand on a :

^ (£?,- î {x) n s(^ 6) n ̂ (/)) > /. (̂ -,. (a;) n J?(/)).
Définissons alors S = R(f)r[T.(U,e)r}^(e, Î7,p/2,p-17). S est une partie borélienne

(on a vu dans la démonstration du lemme de fermeture d'orbite que R{f) et ^(U^e)
sont boréliens, et en proposition 4.2.2 que S(e, U, p/2, p"'7) est borélien). On peut donc
utiliser la proposition 4.2.8.a pour cet ensemble et p. Comme x ç Hk(p2) C Hk(p)^
on peut calculer :

- /z(B^^(a-)ns(t/,e)nfl(/))
J j n w - /^-^(a-))

(car on a remarqué en (a) que p, (Bp-jn+i(x)) / p . (Bp-,n+s(x)) ^ 1/fc).
La quantité de gauche est égale à :

^(gp-^+i(a-)ns([/,g)nj?(/)) ti (Bp-,n (x) n fl(/)) ^(^-^(a-))
/x (Bp-,n (x) n 7î(/)) ' ^ (5p-,, (.E)) '^(Bp-^+i(a;))

Or:
(a) on a vu en (/?) que le premier rapport

^(gp-^+i(.E)ns([/,e)nfl(/))
/i(B^4a-)nfi(/))

est supérieur ou égal à 1 ;
(b) on a vu en (a) que fi (Bp-,n (x)) / ' p, (Bp-jn+i) (x) > ï / k et donc en appliquant à

5" = -R(/) la proposition 4.2.8.a, on voit que le deuxième rapport
ti(Bp-,^x)r\R(f))

p, (Bp-,. (a-))
est supérieur à 1/2 dès que

xç(R(f)^Hk(p))\E

où E est un ensemble de /^-mesure nulle et que n est assez grand ;
(c) quant au dernier rapport p, (Bp-jn (x)) / ^ (B^-jn+i (x)), il est plus grand que 1/k

par (a).
Finalement, on trouve que pour x G (R(f) H N) \ E, fj^(x) > l/2k dès que n

est assez grand. Or, la suite (/y) converge /^-presque partout dans R(f) H N vers la
fonction caractéristique de R{f) H S^e) H N , qui ne prend que les valeurs 0 ou 1.
On en déduit immédiatement que : p,((R(f) \ S(î7,ç)) H N) = 0.

Comme on sait que M est une réunion dénombrable d'ensembles de la forme N ,
on trouve immédiatement : [i {R(f) \ ïi(U,e)) = 0.
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Cas des flots (et des champs de vecteurs). — Nous ne traitons que le cas des flots,
celui des champs de vecteurs lui étant identique (il suffit de changer les (p en X). Soit
p, une mesure borélienne sur M, finie sur les compacts et invariante par ^p.

Soit C l'ensemble des points critiques de (p. Tout point de C est périodique, donc
dans S(<^). Aussi, pour montrer la version ergodique du «closing lemma» pour (^, il
suffit de montrer que : p. (R(^p) \ (S(^) U C)) = 0. De plus, M \ C s'écrit comme
réunion d'ensembles de la forme M \ TV, W désignant un voisinage de C. Pour
montrer la version ergodique du «closing lemma» en (p, il suffit de montrer que :
IJL (R(ip) \ (S(<^) U W)) = 0. On considère alors les ensembles de la forme :

^.[/.p.j.^^s^ï/.j.p-^n^^.Ty)

On sait par la proposition 4.2.3 et les remarques que nous avions faites lors de la
définition de Hk(p,W) qu'une certaine réunion dénombrable R de tels ensembles
vérifie : p. (R(^) \ (R U W)) = 0.

Fixons alors un des ensembles N = N ( e , U , p , J , k ) de cette réunion dénombrable.
Soit x e N . Alors :

(a) x e H k ( p 2 , W) donc il existe une suite jn tendant vers +00 telle que pour tout
n :

^ (Pp-^ W) ^ 1
^(P^+2(a0) - k

(donc en particulier p, (Pp-ir. (x)) j [i {Pp-jn+i(x)) > 1/k et
[t {P,-^i(x)) /^ {P,-^(x)) > 1 / k )

(/?) x e S(^, U, p / 2 , p"'7) donc la proposition 4.2.7.b nous dit que pour tout r < p~J :

ii (P^(x) n s(^) n R^)) > ^ (Pp^(x) n ̂ e) n R^))
>^(P^)nj?(^))

donc en particulier pour r = p~3n si n est assez grand on a :

^ (P^-.n+i (x) H S([7, e) H R(^)) > ^ {P,-^ (x) H R(^)) .

Définissons alors S = R(y) H S((7, e) H S(é-, U, p / 2 , p-17).
S est une partie borélienne (on a vu dans la démonstration du lemme de fermeture

d'orbite que R(^p) et S(î7, e) sont boréliens, et en proposition 4.2.2 que S(e, U, p/2, y?"'7)
est borélien). On peut donc utiliser la proposition 4.2.8.b pour cet ensemble et p.
Comme x ç Hk(p2^ W) C Hk{p^ W)^ on peut calculer :

. . ^(P^n+i(^)nE(^g)n^))
J j n { ) - ^(Pp-^(x))

(car on a remarqué en (a) que p, {Pp-jn+i(x)) /^ (Pp-^+^Çx)) > 1 /k ) .
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La quantité de gauche est égale à :

^ {Pp-^^(x) n s([/,6) n R(^)) ^ {Pp-,. (x) n R(^) ^ (Pp-^ (x))
^ (P^ (x) n R^)) ^ (P^ (x)) ii (P .̂+i (x))

Or:
(a) on a vu en (f3) que le premier rapport

^ {Pp-^+i(x) H S([/,g) H R(^))
/i (P,-,. Çx) n R^))

est supérieur ou égal à 1 ;
(b) on a vu en (a) que [i {Pp-jrz (x)) / p , ÇPp-j^+i(x)) > 1/k et donc en appliquant à

5 = R{^p) la proposition 4.2.8.b, on voit que le deuxième rapport

^(P^n(^)n^))
^ (P,-^ (x))

est supérieur à 1/2 dès que

xç^nHk^W))\E

où E est un ensemble de /^-mesure nulle et que n est assez grand ;
(c) quant au dernier rapport p, {Pp-jn (a*)) //^ (Pp-jn+i (.2*)), il est plus grand que 1/k

par (a).
Or, la suite (/^) converge /^-presque partout dans R(^p) H N vers la fonction carac-

téristique de RÇ^p) n ïi(U,e) n N , qui ne prend que les valeurs 0 ou 1. On en déduit
immédiatement que : p. {{R(^p) \ (S U W)(U,e)) H N) = 0.

Finalement, on trouve que pour x (E (R(<^) Fl N) \ (E U W), f • (a") > 1/2Â; dès que
n est assez grand. Or, la suite (/^) converge /-A-presque partout dans R(^p) H N \ W
vers la fonction caractéristique de R(^>) D S(î7, e) r\N\ W, qui ne prend que les valeurs
0 ou 1. On en déduit immédiatement que : ̂  {{R((p) \ (^(U,e) U W)) H N) = 0.

Comme on sait que M est une réunion dénombrable d'ensembles de la forme N ,
on trouve immédiatement :

^(^)\(S(^,6)UTV)))=0

donc

/.(^)\S(^))=0.

D

4.3. Démonstration des résultats intermédiaires

Nous ne démontrerons pas le lemme 4.2.4, qui est très simple.
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Démonstration de la proposition 4.2.5.8t. — Reprenons les notations de la proposi-
tion. On écrira : Ko = Kp-i. ^ étant une mesure borélienne de M finie sur Ko,
notons mo = p'(Ko) et définissons pour tout J > 1 et ô > 0 :

Ej^s = {x e K \ Vj > J, ^ (^-o+i) (x)) < 8^ {B,-, (x)) }.

Alors, si x e Ej^s, on a :

V.7 > J, ^ {B,-,(x)) < ô3-^ {B,-j(x)) < ô^mo.

Fixons maintenant j > J. Ej^s est recouvert par les boules de rayon p ~ 3 / 2 cen-
trées sur Ej^§, donc Ej^s aussi (car le rayon de ces boules, p~3 /2, est constant). On
peut donc extraire de ce recouvrement un recouvrement fini de ~Èj^ par B - 3 ^(^i),
Bp-3/^Xï}, .... Bp-j/^Xm)-

On peut alors extraire une sous-famille y^, y^, . . . , y^ de .2*1, a-a, . • • , Xm telle que :

• {Bp-j{yi))^i^n est un recouvrement de Ej^ ;
• ^ ^ ^ k , d { y i , y k ) > p - j | 2 ' ,

(si en effet il existe i et À: tels que

P~3

l<i<k<met d(xi^Xk) < -—,z^

alors Bp-j^{xk) C Bp-j(xi) et donc on peut supprimer a^ pour construire la
suite des yi)

On a donc finalement : si i ̂  k, alors : Bp-j^[yi) D Bp-ju(yk) = 0.
Estimons le nombre maximal de telles boules ainsi obtenues ; on peut, à l'aide d'une

partition de l'unité, définir une mesure À sur Ko transportée de la mesure de Lebesgue
de R^ dans les cartes (où d est la dimension de M). Alors il existe deux constantes
ci, e\ telles que :

Vr e ]0,^i[, Va; e K, \(Br(x)) > cir<

Alors, si p~3 /4 < e\ :

C2=\(Ko)>^\(B^^))
_ „ \ d

^c. ç)
donc le nombre de boules ainsi obtenues est : Nj < (c2/Cl)4dpd7.
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Finalement, on peut estimer la /^-mesure de Ej^§ :
n

^(^)<^/i(^-,(^))
j=i
n

^E^"17^-7^))j=i
< A '̂-^mo
^c^mo^^ ,,

Cl

si on choisit 5 < l / p d ^ on trouve en faisant tendre j vers +00 que

/2(E^)=0.

D

Expliquons comment de ce résultat joint au lemme on déduit la proposition 4.2.5.b :

Démonstration de la proposition 4-2.5.b. — En utilisant les mêmes notations que dans
le lemme, on voit que pour toute mesure borélienne [L de M :

^ x ç K \ W ^ r < ^ ^WL > t^^lv x e v "' - cp ^(P^x)) - ^B^(x)) •
Soit alors ko tel que p^ > sup{c,c/}. On a :

- i x ^ K \ W ^ r < ^ ^p^- > ̂ /.-o^))_
v x ç ' ' - c p - ^P^x))- f,(B^(x))-

Appliquons alors la proposition 4.2.5.a à p2^^1). Il existe Ô > 0 tel que pour toute
mesure borélienne [i de M, l'ensemble :

Ei = [x e K \ 3J, \/j > J, il {B^-2u+i)(ko+i)(x)) < Ôp, (Bp-2j(ko+i)(x)}}

est de jLA-mesure 0. Aussi, l'ensemble :

^2 = [x C K\W \ 3J, Vj > J, ^(P^-(2,+i)(fco+i)(a1)) < ̂  (P^(2,-i)(fco+i)(a'))}

qui en est une partie est aussi de /^-mesure 0. Finalement :

E = {x e K \ W \ 3 J, \/j > J, ^ (P^-O+D (a*)) < ̂  (P^-. (x))}

qui en est aussi une partie est de ^-mesure 0. D

Démonstration de la proposition ^.<2.7.a. — Nous reprenons les mêmes notations que
dans l'énoncé. Fixons une constante e ' > 0. Considérons l'application :

F : B^(x) n R(f) -^ B^e' (x) H R{f) U S(^, e)

y ̂  F^y
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OÙ

m{y) = mî{k > 0|/S/ e ~Bp^e'{x) H R(f) H S(^)}.

Vu la définition de S(£,î7,p,r), F est bien définie (le lecteur peut se reporter aux
remarques 4.2.6qui suivraient la démonstration de la proposition 4.2.3).

De plus, on a vu précédemment (dans la démonstration du lemme de fermeture
d'orbite, en 3.1) que S((7,£) est ouvert. Aussi, si m = m(y), il existe un voisinage W
de y tel que :

v^ e w, f^z e Bp^(x) n ̂ (U,e)
et donc :

^z e w n 7?(/), rz ç B,^(x) n R(f) n s(^)
En d'autres termes, l'application m est semi-continue supérieurement, donc mesurable
et donc F est aussi mesurable.

Montrons que F est injective :

- si y , z e Bv(x) n R(f) ne sont pas sur une même orbite de /, F(y) et F(z) ne
sont pas sur une même orbite de / et donc sont distincts ;

- supposons maintenant que y ç B^(x) H R(f) et posons :

r(y) = inf{r > 0 | fy ç Br(x)}.

Alors, on sait par la définition de S(6, U,p,r) que : 0 < m(y) < r(y) donc que :
^(y) < r(y)+m(fr(<y\y)). Aussi, deux points différents d'une même orbite sous
/ ont des images sous F qui sont différentes. F est donc bien injective.

Montrons que F préserve p.. Soit E est une partie borélienne de B^(x) H R(f). On
peut écrire : E = \jEn où En = {y e E | m(y) = n} est mesurable. Alors :

F(E)=\jF(En)=\Jr(En).

Comme cette dernière réunion est disjointe (car F est injective) et comme [L est
invariante par /, on en déduit :

^(F(E)) = ̂ CT(^)) = ̂ ^(En) = /.(£;).
n>0 n>0

Finalement, on a :

^ (B,^ (x) H R(f) H S(£7, e)) ̂  /, (F(B,(x) H R(f))) = ̂  {B^{x) H R(f)) .

En faisant tendre e ' vers 0, on trouve le résultat cherché :

^ (B^x) H R(f) H S(£/, e)) > ̂  (B,(x) H R(f)) .

D
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Démonstration de la proposition 4-2.7.b. — On fait la démonstration pour les flots,
celle concernant les champs de vecteurs lui étant identique. Fixons e ' > 0.

p, induit sur 11̂  (x) une mesure R.Q définie par : si A C îï-r^(x) est borélien,
/2o(A) = ^(Fp([0,r.c] x A)) où Fp désigne l'application (t,y) i—> ^t(y)' Alors, il est
classique que ^o est invariante par l'application de premier retour de Poincaré dans
Ilpr-^-e'Çx), notée P. Rappelons que cette application est borélienne, que son ensemble
de définition contient R(ip) H lî-p^e' (x) et qu'elle est définie par :

P(y) = ̂ (2/)Q/) où t(y) = mî{t > o | (pty e l[pr^-e'(x)}.
Nous allons alors montrer au lieu du résultat énoncé :

^(Hp^x) n s(î7,£) n R(^)) ̂  ̂ o(n^) n R(^).
Il est clair que ce dernier résultat implique le résultat voulu.

Considérons alors l'application :

F : n^(a') n R((p) —^ n^+,/ (x) n R^) n s(î7, e)
y ̂  P^y

où

m(y) = mî{k > 0 | P^ e Tlpr^'W H R^) H S(£/,6)}.

Vu la définition de S(6,î7,p,r), F est bien définie (le lecteur peut se reporter à la
remarque qui suivait la démonstration de la proposition 4.2.3).

De plus, comme S(î7,£) est ouvert (on l'a vu dans la démonstration du lemme de
fermeture d'orbite), si m = m(y), il existe un voisinage W de y tel que :

v^ e w, P^z e Hp^e'(x) n s(^)
et donc :

^z e w n R((p), p^z e Hpw(x) n R(^) n ̂ (u,e)
En d'autres termes, l'application m est semi-continue supérieurement, donc mesurable
et donc F est aussi mesurable.

Montrons que F est injective :
- si y^ z ç. II^a*) n R(^p) ne sont pas sur une même orbite de y?, F(y) et F(z) ne

sont pas sur une même orbite de (p et donc sont distincts ;
- supposons maintenant que y 6 H^(x) Fl R{^p) et posons :

r(y) = mî{r > 0 \ P r y e Hr{x)}.

Alors, on sait par la définition de S(é:, U,p,r) que : 0 < m(y) < r(y) donc que :
m(y) < m{Pr^y\y)Y Aussi, deux points différents d'une même orbite sous ^p
ont des images sous F qui sont différentes. F est donc bien injective.
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Montrons que F préserve JJLQ. Soit E est une partie borélienne de Tl^x) UR (ip). On
peut écrire : E = \J En où En = {y (E E | mQ/) = n] est mesurable. Alors :

F(E)=\JF(En)=\JPn(En).

Comme cette dernière réunion est disjointe (car F est injective) et comme fio est
invariante par P, on en déduit :

^(F(E)) =^^(Pn(En)) = ][>o(^n) = ^(E).
n>0 n>0

Finalement, on a :

/2o(n^+,/(;2Q n R(^ n s(^)) > ̂ o(F(n^x) n J?(^))) = ̂ o(iM.r) n R{^)).
En faisant tendre ^/ vers 0, on trouve bien :

^(Hpr(x) n R(y) n s(^)) > ̂ o(n^) n J?(^)).
D

Démonstration de la proposition 4-2. ̂ .a. — Le premier lemme est un lemme ana-
logue au lemme de Vitali :

LEMME 4.3.1. — Soit p > 3. On définit :

B.(P) = {^-.(.) | x G H^ ^BP~3W) > ',} .[ ^{B,-,+i(x)) k j

Soit A l'union d'une sous-famille dénombrable F = {F^,F^,...} de Bk(p) telle que
la suite des rayons des Fi est décroissante. Alors il existe une sous-famille disjointe
F' de F dont l'union A' vérifie :

/.(A) < ̂ (A').

Démonstration. — On définit une suite d'entiers (in) (éventuellement finie) par :
h = 1, î'2 est le plus petit entier tel que F^ H F^ = 0, ^3 est le plus petit entier tel
que F,3 H (F,i U F^) = 0, . . . . On trouve alors les boules ouvertes F^, F^, .... Soit
Gj la boule ouverte de même centre que -F^ et de rayon multiplié par p. À chaque Fi
correspond un ij < i tel que F^ H Fi ^ 0 donc tel que Fi C Gj. Aussi : A C f i j G j )

et donc :
j>i

^(A)</.(IJ^)3 )j>i

<E^-)j>i
<k^^(F^=W).

j>i
D
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LEMME 4.3.2. — Soit A une partie borélienne de M telle que /z(A D S) = 0. Alors :
fj = f_. = 0 presque partout sur A.

Démonstration. — p, étant régulière (car borélienne), il suffit de démontrer le résultat
pour A compacte pour l'avoir pour toute partie A borélienne. On suppose donc A
compacte.

Fixons a > 0 et considérons

A^ = {x e A H Hk(p) | Jj,(x) > a}.

Nous voulons montrer que cet ensemble est inclus dans un borélien de /^-mesure nulle
quels que soient a et À*. Supposons que ce ne soit pas le cas : il existe m = ̂ (Aa) > 0
tel que toute partie borélienne contenant Aa est de /^-mesure plus grande que m (c'est
ce qu'on appelle la mesure extérieure de Aa).

Fixons alors un Ô > 0. Pour tout x G A^, comme x G H k ( p ) ' , il existe j == jx > jo
tel que :

. n(B,-,(x)) i n{B,-,(x)ns)
p <0 ' ^{B,-^(x)) - A ' fz(B,-,(x)) -a-

On obtient ainsi un recouvrement infini de Aa. On en extrait un sous-recouvrement
dénombrable comme suit :
pour chaque j > jo, soit Aaj = {x ç Aa \ jx = j}- Alors, Aaj est recouvert par
des boules de rayon fixé p ~ 3 , donc son adhérence (compacte), est recouverte par ces
mêmes boules, donc on peut en extraire un sous-recouvrement fini de A^j donc de
Aaj- En faisant cela pour chaque j, on obtient un sous-recouvrement dénombrable
de AQ par des boules dont les rayons sont rangés en ordre décroissant, noté F^.

On peut alors appliquer le lemme 4.3.1 et en déduire l'existence d'une sous-famille
disjointe F^ de F^ qui recouvre Aa telle que :

/.( |j B) <Â^( |j B)=k ^ ^(B)
BçFi B^F-2, BçF^

donc :

^l=ï^(u^
BçFi

< E ̂ )
BçF2

^(uBns)-
BçF2

Mais :

|j B c {x e M | d(x,A) <6}= Ag.
BçF2

Aussi, on a : ^(Ag D S) > am/k > 0 et en faisant tendre S vers 0, on trouve :
0 = p,(A D S) > am/k > 0 ce qui est une contradiction. D
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Finissons maintenant la démonstration de la proposition.
Considérons A = M \ S, on trouve par le lemme 4.3.2 :

7|An^(p) =L\AnH^p) =0-

Construisons g^ g., g et g_ à partir de A comme nous avions construit J j , f_.,J et f_
à partir de 5. Alors, ^ = ^ = 0 sur S. Or, on a les relations : p + / = l e t ^ + 7 = l
par la définition de ces fonctions. Donc finalement : f\snHk(p} = f\ = 1- ^

Démonstration de la proposition 4-2.8.b. — Le premier lemme est un lemme ana-
logue au lemme 4.3.1. On reprend les mêmes notations que dans ce lemme :

LEMME 4.3.3. — Soit p > 3c • c'. Soit W un voisinage de l'ensemble C des points
critiques de (p. On définit :

P^W) = (p^(x) | x G H^W^ ^pp~3(x)} > 1} .
[ p.{Pp-,+i(x)) k j

(r sera le «rayon» de Pr(x)). Soit A l'union d'une sous-famille dénombrable

F={F^F^...}

de Pk(p,W) telle que la suite des rayons des Fi est décroissante. Alors il existe une
sous-famille disjointe F' de F dont l'union A' vérifie :

/.(A)^2/^).

Démonstration. — Par le lemme 4.2.4, on sait que si r < r ^ / c - c1', on a :

Pr/c.c'W C B^/,,(X) C Pr(x) C Bcr(x) C Prc.c'(x)

donc si Pr(x) ç Pk(p, W) est de rayon assez petit, on a :

^(B^(X)) ^ ^(PrW) ^ ^(Pr(x)) ^ 1

^(B^r(x)) - IJi(P3cc'r(x)) - ^ (Ppr(x)) - k

Car Pr(x) C Bcr(x) et B^rÇx) C P3cc'r(x) C Ppr(x).

Posons alors Fi = {Bcr (x) | Pr(x) ç F}. Appliquons le lemme 4.3.1 à la famille Fi
et po = 3. On trouve une sous-famille disjointe F[ de Fi telle que :

^((J B)<k^\J B).
BçFi B(EF[

Or, si Pr(x) e F, on a Pr(x) C Bcr(x) avec Bcr(x) G Fi et si Bcr(x) e Fi, on a :
Bcr{x) C Pcc'r{x) C Ppr(x), doUC :

^( U p) < k E ̂ ) < k E ^prW) < k2 ̂  /.(P)
P^F BCF[ PrW^F' P ^ F '

où F ' = {Pr(x) | Bcr(x) e F[} est bien disjointe. D
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LEMME 4.3.4. — Soit A une partie borélienne de M telle que /^(A D S) = 0. Alors :
fj = f_. =0 presque partout sur A.

La démonstration de ce lemme est juste une copie de celle du lemme 4.3.2, en
remplaçant les B par des P et les k par des k2.

La démonstration de la proposition est alors identique à celle de la proposition
précédente. D
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CHAPITRE 5

PLAN DE LA DÉMONSTRATION
DU «CLOSING LEMMA»

Dans tous les cas envisagés (difféomorphismes, flots et champs de vecteurs), le
« closing lemma » sera la conséquence de deux résultats principaux :

- un résultat perturbatif décrivant la taille du support que doit avoir une pertur-
bation de taille (en topologie C1) fixée pour bouger un point d'une distance 6
donnée ;

- un énoncé concernant l'existence de «bonnes» suites (finies) de points le long
desquels on peut perturber le difféomorphisme, flot ou champ de vecteurs consi-
déré de manière à obtenir une orbite périodique.

Le premier résultat est assez simple à démontrer. Grâce à une remarque de M. Her-
man, nous en déduirons qu'on peut faire des perturbations de taille fixée en topologie
C1 (mais pas de taille petite) de manière à obtenir une orbite périodique.

Le deuxième résultat est difficile. Il découle d'un résultat algébrique compliqué à
démontrer, que nous énoncerons au chapitre 6.

Dans le chapitre 5, nous nous contenterons d'énoncer les résultats intermédiaires
et d'en déduire le « closing lemma ». Les résultats intermédiaires seront démontrés au
chapitre 6.

5.1. Un résultat perturbatif

Nous gardons pour D^ F et CV les mêmes notations qu'à la section 2.1. By, dési-
gnera la boule unité fermée de T^M (pour la métrique riemannienne) et si v ç. Bx,
x + v désignera exp^. v. Écrire x + v contiendra le fait que cette quantité est bien
définie.

PROPOSITION 5.1.1. — Soient U un voisinage de Id dans D en topologie C1 et K
un compact de M. Alors il existe e > 0 tel que quel que soient p G K et v G Bp, il
existe une perturbation g G U de l'identité telle que :

(i) S\ippg C B\^(p);
(ii) g(p) =p+ev.
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Ainsi, ce résultat, qui sera démontré en 6.1, permet de bouger par une perturbation
g de l'identité un point p ç M d'un vecteur w de norme proportionnelle à la taille du
support de g .

On peut en déduire un résultat qui permet de voir qu'on peut fermer certaines
orbites d'un difféomorphisme fixé à l'aide de perturbations de taille finies en topologie
C1.

PROPOSITION 5.1.2. — Soient f e D et K une partie compacte de M. Alors il existe
une constante M\ > 0 telle que pour tout point non errant p ç K, \/e > 0, il existe
g e D telle que :

• g = f dans M\B^{p) ;
• \\Dg — Df\\ < MI (on prend le supremum des normes d'applications linéaires) ;
• g a un point périodique dans Bs (p).

Démonstration. — K étant compacte, on peut trouver 1 > a > 0 constante telle que
Ka = {x ç. M | d{x^ K) < a} est compacte.

Définissons un voisinage U de Id dans D par :

U={gçD\\\Dg^-DïdK^\<l}.

À l'aide de la proposition 5.1.1 pour le compact Ka et le voisinage U de Id, on peut
trouver une constante £o. Posons No = [4/^o] + 1, puis définissons :

Mi = \\DÎK^\\ 2^°.

Considérons alors un point non errant p ç K et un e > 0 dont on peut supposer qu'il
est inférieur à a.

Comme p est non errant, il existe x G B ç / ^ ( p ) et m > 1 tels que :

FX e B,/r(p).

Supposons que x ne soit pas périodique (sinon le résultat est déjà montré). Considérons
alors X = {îkx | 0 < À; < m} puis :

A = {(^/) e (X H B,(p))2 | B^^(z) C B,{p) et z + z ' } .

Alors, A contient {x^f^x) donc est non vide. Soit (^1,^2) un élément de A pour
lequel ^(^1,^2) est minimale. Alors :

• comme B^vi^^i) ^ ^(p)? o11 a :
Bd(v,^)(vl)UB^^)(v2) C B,{p) ;

• par définition de (^1,^2) '-

^ z e (X H B,(p)) \ {^i}, d(v^z) > d(v^v^)

(sinon le couple {v\,z) contredirait la définition de (^1,^2)) ;
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- par définition de (^1,^2) ''

Vz e (X n B,(p)) \ {^2}, d(̂ ) ^ d(v^

(sinon le couple (v^^z) contredirait la définition de (vi,^))-
Aussi, l'ensemble BM^^^\(v-t)UBMv^^/^(v^) est inclus dans Bç(p) et ne rencontre

X qu'en v\ et v ' z . Posons S = d^i,^)- On a alors :

Va- e hi,^], Bs/^x) C Bs(vi) UBj/2^2)

(pour voir ceci, il suffit de distinguer le cas dÇx^v^) < J/4 pour lequel
Bs/4(x) C ^5/2(^2) et le cas d(x,v^_) < 3J/4 pour lequel B^/^x) C Bs(v-i)).

Il y a alors deux possibilités : soit v\ est «avant» v^ sur l'orbite de a*, soit v^ est
avant v-t sur l'orbite de a*. Les deux cas se traitant de façon similaire, nous allons par
exemple supposer que vi est avant ^2. Définissons alors une suite de points (a*j)o<j<^o
de [^1,^2] par : dÇv^^xj) = J Ô / N Q . On a alors :

Vj G [O.TVo - l], d(xj,x^) = — < eo -
1\0 4

On peut alors à l'aide de la proposition 5.1.1 construire gj e U telle que :
(i) Supp^- C BÔ/^X,) C BsÇvi) UBs/M C B,(p) ;

(ii) g(xj) =^-+i.
Posons g = gNo-i 0 • • • ° 9i ° 9o P11^ F = f o g . Alors :

- comme chaque gj coïncide avec l'identité en dehors de Be(p) et vérifie H-D^jH < 2,
alors g coïncide avec l'identité en dehors de Bç(p) et vérifie \\Dg\\ < 2^° ; aussi,
F coïncide avec / en dehors de Be(p) et vérifie \\DF\\ < ||^/B,(p)|| 2^° < Mi ;

- le support de chaque gj est dans Bs(vi) U B§/^(v^) donc il en est de même du
support de g , donc le support de g ne rencontre X qu'en v-t et v^ ; si v\ = /^rc
et z?2 = /m2^? on a : Suppp H {f^x \ m\ < j < m^} = 0' Aussi, on a :

FW = f o g(v^) = f(v,) = F^x (car g(v^ = v,) ;

F\V2) = F^r^x) = f o gÇr^x) = r^x

(car Supp^ n {/^a* | m\ < j < m^} = 0) ;

^m2-mi^ ̂ ^

Donc î;2 est un point périodique de -F, contenu dans BçÇp). D

Remarquons que nous avons fait en fait le même type de perturbation que celle que
nous avions faite en topologie 07° dans la section 1.1 : on a considéré une orbite qui
se referme presque, puis fait une perturbation du difféomorphisme uniquement là où
l'orbite se referme presque, sans toucher à l'orbite intermédiaire. Mais pour pouvoir
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faire ceci sans trop perturber le difféomorphisme en topologie C1, on a considéré une
orbite particulière.

Considérons maintenant le cas des flots. Nous garderons pour

^ : [-r,,r,]xII(;r)—>M

(t,y) ^—>^t(y)

les mêmes notations qu'en 2.1. îî-(x) sera muni d'une structure vectorielle (donnée
par l'exponentielle de la métrique riemannienne par exemple) identifiant a- à 0. De
plus, nous noterons îlr(p!'|p) la boule de centre p ' et de rayon r de II (p) pour cette
métrique. On a alors :

PROPOSITION 5.1.3. — Soient (p G F, V un voisinage de (p dans F en topologie C1

et e\ > 0. Soient C l'ensemble des points fixes de (p et K un ensemble relativement
compact de M inclus dans M\C. Il existe alors une fonction continue /3 : K —> RI,
dominée par x i—> inf{l,Ta./ ||X(.ï*)||} telle que

(0) <l>p([0,/î(p)] x Iî./3(p)\\x(p)\\(p)) C Bs^(p) et ^p est une submersion sur cet en-
semble pour tout p ç. K ;

et un nombre e > 0 tels que : quels que soient p ç. K, p' ç. îî-/3(p)\\x(p)\\(p) e^
v G n^(p)||^(p)||_|(p/||(p), il existe if; ç V tel que :

(i) Supp(^-^) C ^([0,/3(p)] x nii,)!^;?));
W ^o{p}{p') = ^pWp)^' +ev).

Nous pourrions bien entendu donner pour les flots un énoncé analogue à la propo-
sition 5.1.2, mais sa démonstration n'apporte aucune surprise par rapport à celle de
la proposition 5.1.2. et nous allons démontrer par la suite le «closing lemma», qui est
un résultat beaucoup plus fin.

Dans le cas des champs de vecteurs et avec les mêmes notations qu'à la section 2.1,
on obtient pour les champs de vecteurs quelconques et les champs de vecteurs préser-
vant le volume :

PROPOSITION 5.1.4. — Soient X 6 CV de flot associé noté (^), V un voisinage de
X dans CV en topologie C1, X > 0 eie\ > 0. SoitC\ V ensemble des points périodiques
de (^pt) de période inférieure ou égale à X et K un ensemble relativement compact de
M inclus dans M \ C\. Il existe alors une fonction continue 6 : K —> R/!j_, dominée
par x i—> inf{l, r^} et Ai G ]0, A[ tels que

(0) <l>p([0,Ai] x IÎ (p)(p)) C -0£i(p) et $p est une submersion sur cet ensemble pour
tout p e K ;

et un nombre e > 0 tels que : quels que soient p ç. K et v G Hs(p\(p)) il existe Y ç. V
(de flot associé noté (^t)) tel que :

(i) supp(x - Y) c ̂ ([o,Ai] x nn,n(p)) ;
(ii) ^Ai (p) = ̂ p (Ai, p + ev).
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Remarquons que l'énoncé que nous obtenons pour les champs de vecteurs est plus
faible que celui concernant les flots : on doit supposer (ceci dans le but d'obtenir un
résultat uniforme en p) que l'ensemble sur lequel on fait des perturbations ne contient
pas de point périodique de période «petite» (i.e. inférieure à A).

On considère maintenant le cas des champs de vecteurs symplectiques (décrit dans
la section 2.2). Comme dans la section 2.2, (M,c^) est une variété symplectique de 7r1

de type fini, et on pose pour tout k > 1 : CV = X^(M). Si a = [A] est une classe
de cohomologie monogène par intégration, on pose CVa = {X ç. CV [ix^\ = o}. Si
X e CVa est de flot associé ((^i) et si

^ : [0,A]xn,(p)^M

(t,p1) ̂  ^t{p')

est une boite de flot en p, Hp désignera la primitive nulle en p de i x ^ ' On notera
alors :

n^)={çen,(p) |^(ç)=o}.
On démontre alors l'énoncé suivant :

PROPOSITION 5.1.5. — Soient X e CVa de flot associé noté (^), V un voisinage
de X dans CV en topologie C1, A > 0 et e\ > 0. Soit C\ l'ensemble des points
périodiques de ((/?i) de période inférieure ou égale à A et K un ensemble relativement
compact de M inclus dans M\C\. Il existe alors une fonction continue 8 : K —> R/p
dominée par x i—> inf{l,ra;} et Ai e ]0,A[ tels que

(0) $p([0,Ai] x II<5(p)(p)) C B^(p) et ^p est une submersion sur cet ensemble pour
tout p G K ;

et un nombre e > 0 tels que : quels que soient p ç. K et v ç IÎ Jp), il existe Y ç V
(de flot associé noté (^t)) tel que :

(i) Supp(X - Y) C ^p([0,Ai] x IIiH|(p)) ;
(ii) î(p) =^p(Ai,p+^).

5.2. Un résultat concernant les suites de points

Le résultat concernant les suites de points que nous obtenons dans le cas des
difféomorphismes est le suivant :

PROPOSITION 5.2.1. — Soit (M,d) une variété riemannienne de classe C°°. Soient
f : M —> M un difféomorphisme de classe C1, p G M(f) non périodique, 1/2 > e > 0,
q ç ù;(p). Il existe r > 0, p > 1 et un entier a > 1 tels que :

( 1 ) les f^BprÇp)) pour j e [0,a] sont deux à deux disjoints et V j e [0,a], on a :
P(^(p))cB,(pp);
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(2) si x, f^x e B^(p) pour un r C ]0,r] et m > 1, alors il existe mi et m^ tels que
0 < mi < 777,2 < m et tels que f^x, f^x C Bpr(p) et une suite Z Q , . . . , Z ^ de
points de M tels que :

(i) zo = f^x, z^ = f^^x et

Vz e [l,a-l],^ çf(B^(p));

(il) V z e { 0 , . . . , a - l } ,

^(/^^i+i) <^m^{^nf^H/^J^)}, dÇfz^f^ÇQB^p)))};

(ni) V î ( = {0 , . . . , a - l} , </^,^+i) ^ 0 ̂  ̂  e 5,(ç).

Commentons un peu cet énoncé :
- une fois qu'on a fixé a tel que l'on ait (2), on peut choisir sans problème r tel

que la condition (1) soit vérifiée, ceci vient juste du fait que p est non périodique
et / est continue ;

- la suite (zi) est la suite qui va nous permettre de faire une perturbation pro-
gressive le long de l'orbite de f^x de façon à refermer cette orbite. Plus préci-
sément :

(i) sert à dire qu'on joint f^x à /ml+Qi.^ et que les Zi restent au voisinage
de l'orbite de p ;

(ii) sert à dire que si on considère la boule « homothétique » par une homo-
thétie de centre fzj et de rapport 1/e de B^f^^^^(fzj), alors cette
nouvelle boule ne rencontre ni l'orbite intermédiaire

{/^ | mi + a < î < 777,2},

ni la frontière p^ÇOB^Çp)), ce qui nous permettra à la section 5.3 d'ap-
pliquer la proposition 5.1.1 concernant les perturbations à l'intérieur de
P+l(.E?^(p)) et sans toucher à l'orbite intermédiaire;

(iii) sert à dire qu'on pourra imposer à la perturbation d'être à support dans
BM'

Avant de donner le résultat concernant les flots que nous obtenons, rappelons ce
qu'est une application de Poincaré : soit ^ = (^) un flot sur M, p un point non
critique, et to > 0 ; on peut alors localement définir une application de premier retour
de n(p) dans II(^p), qui à g G n(p) assez proche de p associe le «premier» point de
{^tq)t>o à être dans II(^op). On notera cette application P(^;p; to). De plus, p étant
fixé, r(^o; q) sera le temps de Poincaré : ̂ r(to;g)(ç) ^ n((^p). On peut alors énoncer :

PROPOSITION 5.2.2. — Soit (M,d) une variété riemannienne de classe C°°. Soient
^ = (^)«ER un flot de M de classe C1, p e M(ip) non périodique, 1/2 > e > CQ > 0,
q e û;(p). On note C l'ensemble des points fixes de (/?. On suppose donnée une fonction
0 : B^/2 (q) \ C —> R^_ continue telle que :

Vç7 e B,/^q) \C, <!>,/([(),/?((/)] x n^ii^,),,^)) c B,{q)
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et ^q' est une submersion sur cet ensemble.
Alors, il existe r? > r > 0, p > 1, un entier a > 1 et une suite (^)o<i<a telle que

0<to <^i < • • • <t^, \/iC {0,...,a-l},^+/3((^p) <^+i et :
( 1 ) $ : [0,^+ sup {/3((^,p)}] x II^(p) -^ M

0<j'<a

(^a*) i—)- ^pt(x)
est une submersion telle que :

(i) w e [(Ua + /8(^p)L <^(lWp)) c B,/^tp) ;
(ii) Vz e { 0 , . . . ,a}, $([0,/î((^p)] x n^(^p)) C B^q) ;

(2) si x, (PTX e n^(p) ponr un r e ]0,r] e^ T > 0, a^r5 ^ existe Ti e^ Ï2 ^e^ que
0 < Ti < Ï2 < T e^ ̂ s ç^e ^1.2*5 ^T^X e n^(p) e^ nne suite ZQ, . . . , Za de points
de M tels que :

(i) ZQ = P((^;p;to)(^T2^ ̂  = P(^P^a)(^x) et

V î e {i,..., a-1}, zi en^(^p);
(ii) V z G { 0 , . . . , a - l } ,

d{zi,P{^p;ti)oP(^p^w)-\Zi^))

<eo m f { inf H^^ta*)},d(^,9(n^(^p)))}.
^ Tl+ta<t<T2 ^

^ta-enp^(y^p)

On peut encore faire des remarques analogues à celles faites après la proposi-
tion 5.2.1 :

- une fois ta fixé tel que l'on ait (2), on peut choisir r sans problème tel que la
condition (l)(i) soit vérifiée puisque p est non périodique et (p est continue ; pour
vérifier la condition (l)(ii), il suffit de supposer que ^aP ^ Bç/^Çp), ce que nous
ferons quand nous construirons les ti dans (2) ; ceci nous servira à imposer à la
perturbation que l'on fera d'être à support dans Be{q) ;

- tout comme dans le cas des difféomorphismes, la suite (^) sert à faire une
perturbation progressive le long de l'orbite de ipT^x de façon à refermer cette
orbite. Plus précisément :

(i) sert à dire qu'on joint ̂ x à P(^P;ta)(^TzX) = ̂ Ti+T^p)^) et ^ne

les Zi restent au voisinage de l'orbite de p ;
(ii) nous permettra à la section 5.3 d'appliquer la proposition 5.1.2 concernant

les perturbations à l'intérieur de

^p([0,/^P)] x IW^p)) C B,(q)

et sans toucher à l'orbite intermédiaire.
Remarquons de plus que nous n'avons pas besoin de donner d'énoncé supplémen-

taire concernant les champs de vecteurs sans homologie puisque ceux-ci engendrent
toujours un flot de classe C1.
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PROPOSITION 5.2.3. — Soit (M,CJ) une variété symplectique. Soient a une classe de
cohomologie monogène par intégration, X ç CVa (de flot associé (^) et de pseudo-
hamiltonien H) de classe C1, p e M(X) non périodique, 1/2 > e > e o > 0 e t q e ^(p).
Soit À > 0, on note C\ l'ensemble des points périodiques de ((^) de période inférieure
ou égale à X. On suppose qu'il existe Ai e ]0, A[ et une fonction 8 : Bç/^(q)\C —> RI
continue tels que :

V(/ e B,/^q) \C^ ^/([O.Ai] x II^/)^)) c B^q)

et ^qi est une submersion sur cet ensemble.
Alors, il existe un voisinage W de p dans îl(p), r ç ]0,rp[, p > 1, un entier a > 1

et une suite (^)o<^<a vérifiant 0 < to < t^ < • • • < ta telle que Vz e {0,..., a - 1},
^+i — ti > Ai et :

(1) ^ : [0^+Ai]xlV^ -^ M
(t,x) i—> (pt(x)

(où W = {x C II(p) | d(x, W) < pr}) est une submersion telle que :
(i) W G [0,^ + Ai], V^ e W, ̂ prW) C B./^tP') ;
(ii) Vz e {0,..., a}, Vp' G W, $([0, Ai] x îlpr(^P')) C B,(q) ;

(2) si p' CW et x, ipTX C ̂ (p'\p) n H-^HÇp1)) pour unr e ]0,r] et T > 0, alors
il existe

• Ti et Ï2 tels que 0 < Ti < T^ < T et tels que ̂ x, ̂ x e îlp^-.p)
• une suite ZQ, . . . , Za de points de M

tels que :
(i) ZQ = P(^;P;^o)(^T2^), ^a = P{^P',ta)(^x) et

Vz e { i , . . . ,a - i}, z, e n^^p^^p) n H-\H(p1)) ;
(ii) Vzç{0 , . . . ,a - l } ,

dÇzi.P^p'.t^oP^p'.ti^)-1^^))

<eo'mî^ ^^mf^^ {d^^^)},^^^^^^;^?)))}.
ytXÇTÏpT^tiP'-^tiP)

5.3. Démonstration du «closing lenirna»

Nous admettons donc ici les résultats énoncés en 5.1 et 5.2, résultats qui seront
démontrés au chapitre 6.

Démonstration du « closing lemma » pour les difféomorphismes
Considérons comme dans l'énoncé du «closing lemma» (section 2.1) f ç D,

p C M(/), q e ù;(p), U un voisinage de / dans D en topologie C1 et e > 0. Re-
marquons que si p est périodique de période notée /?, l'énoncé du «closing lemma»
est une trivialité : dans ce cas, on prend a = f3. On supposera donc que p n'est
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pas périodique. Quitte à diminuer e on peut supposer que Be(q) est relativement
compacte.
(a) II existe alors un voisinage W de l'identité en topologie C1 dans D tel que si g\,

. . . , g n sont un nombre quelconque de perturbations de l'identité appartenant à W
et à supports deux à deux disjoints inclus dans f(Be(q)), alors g\ o- • -og^of e U.

(b) Appliquons alors au compact f(Be(q)) et au voisinage W de l'identité la propo-
sition 5.1.1. Il existe donc eo ç ]0,2^/3[ tel que quel que soit x e f(Be(q)) et
v e Bx, il existe une perturbation g e W de l'identité telle que :

(i) Supp^ C B^\(x);
(ii) g(x) = x + CQV.

(c) Appliquons alors à /, p, q, eo/2 la proposition 5.2.1. Elle donne l'existence de
r > 0, p > 1 et un entier a > 1 tels que :
(1) les f^ÇBprÇp)) pour j e [0,a] sont deux à deux disjoints et vérifient

f^B^CB^f3?^

(2) si x, f^x e By(p) pour un r e ]0, r] et m >: 1, alors il existe mi et m2 tels que
0 < mi < m2 < m et tels que f^x, f^x G Bp-r(p) et une suite ZQ, ... ,Za
de points de M tels que :

(i) ZQ = /m2^ ̂  = .r^^ et Vî e [l,a - l],^ e f\B^(p}) ;
(ii) V ^ e {0 , . . . , a - l} ,

d(/^+i) < ^) inf{ inf H/^J^)},^^,/^1^^^))};
2 mi+a<j<m2

(iii) Vîe{0 , . . . , a - l} ,d( /z , ,2 .+ i )^0^2 ,e5^/2(g) .
(d) Supposons donc que x, / " " x £ B-^(p) pour un f € ]0,r] et m > 1.

Par (c)(2), il existe TOI et ?2 tels que 0 < mi < 1712 <, m et tels que

f^x, f^x £ Bpr{p)

et une suite 20 ; • • • î ^a de points de M tels que :
(i) zo=fm2x,Za=frnl+axet^iç { 1 , . . . , a - l},z, G/'(^(p)) ;

(ii) V î G { 0 , . . . , a - l } ,

</^,^+i) < $ inf{ inf {^/^J^)}, dÇfz^f+^QB^))};
2 mi+o;<j<m2

(iii) Vî e { 0 , . . . ,a - 1}, d(/^,^+i) / 0 =^ ^ e B,,^(q).
(e) Le (c)(2)(iii) précédent implique que si fzi ^ ^+1, alors

fzi C f{B,,/^q)) C f(B,(q)).

Par (b), il existe pour tout i e [0,a - 1] une transformation ^ e IV telle que :
(i) Supp^ C BdÇfz^zi+i)/eo(f^i) ;

(ii) gi(fzi) = ̂ +1.
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Or, (d)(i) nous dit que z, C f^B^p)) donc fz, e f^ÇB^p)) et (d)(ii) dit
que :

^dÇfz^z^) < dÇfz^f^ÇQB^p)))
^o

aussi, on en déduit que :

B^,^(fzi) C /^+l(^(p)).
£o

Or, (c)(l) nous dit que f^ÇB^Çp)) C B^/^ (/^+lp) donc finalement :

Supp^C^/2(r+1?).

De plus, si fzi ^ ^+1, on a vu que Zi C B^/^q). Joint à (c)(l), cela donne :

(A) ^^^)(/^) C f^\B^p)) C fÇB^^p)).

Ceci s'écrit aussi en utilisant f~1 :

r1^^,^)^)) c B^/^p)
De cette dernière inclusion et du fait que par (d)(iii) Zi e B^/^q) dès que
fzi ^ ^+1, on déduit que si fzi ^ ^+1 :

(B) r^B^^^fzi)) C B^/,(q) C ̂ (ç).

Aussi, on a :
- par (B) et (e)(i) : Supp^ C f(B,(q)) ;
- par (A) et (e)(i) : Supp^ C /^+l(^(p)).

(f) Donc chaque gi est à support dans f(B^(q)) et les gi sont à supports deux à deux
disjoints (car par (c)(l) les f^ÇBprÇp)) sont deux à deux disjoints).

Quand fzi = z,+i, on posera gi = Id. Posons alors : g = g^-i o " • o go et
F = 9 ° f- Alors :

- comme les gi e W sont à support disjoints inclus dans f(Bç(q))^ on a par
(a) : F G £7;

- comme les ^ sont à support disjoints et que le support de chaque gi est
inclus dans /(^(ç)) H /^(^(p)), F ne peut différer de / que dans
U /^(p))^^);

Ki<a

- calculons l'orbite de ZQ = f^x sous F. Pour cela, rappelons que par (e)(i)
et (d)(ii), le support de g ne rencontre pas l'orbite intermédiaire

{f^ | mi +Q < j < ms}.

On a alors :
- FÇf^x) = F(zo) = g(fzo) = ̂ _i o • . . o g^) car go(fzo) = z^ et donc

^(ym2^.^ ^ ^ ç^ ^g supports des gi sont disjoints et donc z^ n'est pas
dans le support de g^-i ° • ' ' ° gi ;
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- F^Çf^x) = F(z^) = g(fz^) = z^ car gi{fz^) = z^ et ni ^2, ni fz^ ne sont
dans le support de gi pour i ̂  1 puisque les supports des ̂  sont disjoints ;

- finalement : F^^f^x) = Zc, = f^^x;
- ensuite, comme le support de g ne rencontre pas l'orbite intermédiaire

{f^x TTii -\- a < j < 7712} et comme ce support ne rencontre pas

f^x e ̂ (p),
on a Vj e [a, m2 - mi] : F^f^x) = f^f^x).

On a ainsi obtenu toutes les conclusions du «closing lemma», sauf le (iii), qui
découle du fait que :

Vz e M, fÇf^x) = F\r-x) = Zi e f(B^p))

par (d)(i) et :

r(^(p)) c B^rp]
ceci impliquant bien que :

Vze [0 ,a ] , d{fi(^2x)^Fi(frnlx))<e

D

Démonstration du « closing lemma » pour les flots. — Considérons comme dans
l'énoncé du «closing lemma» (section 2.1) y? ç F, p ç M(y?), q ç ù;(p), L^ un voisinage
de (^ dans I7 en topologie C1 et £ > 0. Remarquons que si p est un point périodique
de (/?, l'énoncé du «closing lemma» est, comme dans le cas des difféomorphismes, une
trivialité. On supposera donc que p n'est pas périodique. Quitte à diminuer e on peut
supposer que B^{q) est relativement compacte.
(a) II existe alors un voisinage W de (p (en topologie C1 toujours), tel que si (/?i,

. . . , ipn sont un nombre quelconque de perturbations de (p dans W telles que les
support des ̂  — ^p sont deux à deux disjoints et inclus dans B^(ç), alors le flot
'0 tel que ip = (p + ̂ (^ — (^) est dans U.

(b) Notons C l'ensemble des points fixes de (p et appliquons à l'ensemble relativement
compact B^(q) \ C la proposition 5.1.3.

Il existe alors une fonction continue (3 : Bç{q) \ C —> R!^, dominée par
x i—> ra./ ||X(.r)|| telle que

(0) ^,([0,/3Q/)] x n^)||^)||Q/)) C B,/^(y) pour tout y e B,(q) \C7 ;
et un nombre eo G ]0,e[> 0 tels que : quels que soient

x ç B,{q) \ C, y G îl^)\\x(œ)\\W et v G îl^)\\x(^)\\-\\y\\(x)

(on se ramène toujours à travailler dans R^™ M), il existe une perturbation ̂  ç TV
telle que :

(i) Supp((^ - ̂ ) C ^([0,/3(.r)] x n||,||Q/;;r)) ;
(ii) ^ft^)(y) =^x(l3(x),y-{-£ov).
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(c) Appliquons alors à ^, p, q, e et eo/2 la proposition 5.2.2. Elle donne l'existence
de r > 0, p > 1 et to,ti, . . . , te, tels que 0 < to < t^ < • ' • < ta et tels que :

V î ç { 0 , . . . , a - l } , ti+(3(^p) <^+i
et :
(1) $ : [0,^+ sup {/3(^p)}] x n^(p) -^ M

0<j<a

(^rc) i—> (pt(x)
est une submersion telle que :

(i) w e [o,^ + /^,p)L ^(n^(p)) c B,/^tp) ;
(ii) Vz e { 0 , . . . ,a}, ^(M(^p)] x II^(^p)) c B,{q) ;

(2) si x, (pTX e n^(p) pour un r e ]0, r] et T > 0, alors il existe Ti et T^ tels que
0 < TI < Ï2 < T et tels que ̂ x, ̂ T^X e 11̂  (p) et une suite ZQ, . . . , z^ de
points de M tels que :

(i) ZQ = P(^p',to)(^x), z^ = P(^p;ta)(^T,x) et

Vî e { i , . . . , a - i}, zi e n^(^p) ;
(ii) V z e { 0 , . . . , a - l } ,

d^^P^îpî^^oP^;?;^!)-1^!))

< ? ̂ l T.+^KT. {d(^^^)}^(^^(^^(^P)))}
ytxçlï^{(ptip)

(d) Notons alors :

r o = i n f { r mf {r/ sup {||^(P(^;p; t,) o P(^;p; ̂ i)-1^)]!}}}
<. i^î^a zëllp^tip) )

Supposons donc que x, (RTX 0 Tî-v(p) pour un r e ]0,ro] et T > 0. Par (c)(2), il
existe Ti et T^ tels que 0 < Ti < T^ < T et tels que (RT^X, (p^x e n^(p) et une
suite ZQ, . . . ^ Z a de points de M tels que :

(i) ZQ = P(^p;to)(^x), Zo, = P(^P;ta)(^x) et

\/i e { i , . . . , a-1}, ̂  G np^(^p);
(n) V z ç { 0 , . . . , a - l } ,

d^^P^pî^^oP^;?;^!)-1^!)

< Ç ̂ t T^.T {d(^^^)}^(^^(^p.(^p)))}Z k l\-\-toi<t<l'2, )

ytxçlïp-i.((ptip)

(e) Par (d) et (c)(l), Zi ç H^(^p) C B,{q). Par (b), Vî G [0, a - l], il existe un flot
ïf^i ^ W tel que :

(i) Supp(^-^) c ^p([0,/3(^p)]x

nd(^,(p(y;p;^)op(y;p;^+i)-i(z,+i))/£o(^;^p));
(ii) ^,/?(^p)(^) = ^p(^(^p),(P(^;P;^) oP^Pî^+i)"1^!)).
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Or, (d)(i) nous dit que zi ç. n^(^p) et (d)(ii) dit que :

—dÇzi.P^p'.t^oP^p-^i^^Zi^) ̂  d(zi,9(Hp^t,p)))
£o

Aussi, on en déduit que :

^^dÇzi^P^p^oP^p'.ti+^-'^Zi^^i'^tiP) C Hpr(iptiP)

aussi :

Supp(^ - ̂ i) c ^p([o,/?((^p)] x n^(^p))
or, par (c)(l), $ étant une submersion et comme ti + fî(^tip) < ̂ +15 les

^p([o,/î(^p)]xn^(^p))
sont deux à deux disjoints si on a choisi r assez petit et donc les Supp(<^ — ^)
sont aussi deux à deux disjoints.

De plus, le (c)(l)(ii) dit que ^^^p([0,^(^p)] x II^(^p)) C Be(q) donc :

Supp(^-^) C Be (q).

Donc chaque ̂  est un élément de W tel que le support de ̂  — (^ est dans
£?ç(ç) et les ̂  — (p sont à support deux à deux disjoints. On sait alors par (a) que
le flot ^ tel que i^ = ip + ̂ (^pi — <^) est dans U.

(f) On veut alors calculer l'orbite de ^pr^x sous '0.
Pour cela, rappelons que par (d)(ii),

^^d(^,P(y;p;ti)oP(y;p;t,+l)-l^,+l)(^;^t^P)

et

{(ptx | Ti + ̂  < ^ < Ti et ̂  e n^(^p)}
sont disjoints ; on en déduit immédiatement que l'intersection de :

^p([o,^(^p)] xn^^^p(^^)op(^p;^,)-i^,)(^;^p))
avec

{iptX | Ti + ̂  + /î(^p) < ^ < Ï2}

est vide.
Soit alors u € ]TI + ta^T^ + ̂  + /^(^zP)[5 alors, on sait que (^TI-P ^ np^(p).

Donc ^«î* ^ ^(]ta,ta + /?(^t,p)] x n^(j))) ; or, on a vu en (c)(l) que $ est une
submersion (donc injective) de [0,^a +/3(^p)] x 11̂  (?) dans M, donc forcément
^n(^) ^ ^([0,^a] x IIp^(p)) et donc à condition d'avoir choisi r assez petit :

V ^ e {0,...,a-l}, ^^<^p([0,/3((^p)] xn^(^p))
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donc a fortiori :

V z e { 0 , . . . , a - l } ,

w i ̂ p(M(^p)] x n^^^p^^),p^^,^^_^^^(^;^p))
aussi :

Vz e { 0 , . . . , a - 1}, ^a* ^ Supp(-0, - (p)

Finalement :

(G) {^tx | Ti + ^a < t < T^} n Supp(^ - ̂ ) = 0

(g) On a alors si UQ = rÇto^T^x) : W e [0,Ho], ^t^T^x) = ^T^tX puisque les
Supp(^, - (^) ne rencontrent pas cette orbite (toujours grâce à l'argument suivant
lequel $ est une submersion donc injective). En particulier : ̂ uoÇ^x) = ZQ.

De plus :

^(to^^+^oP)^7^) = ̂ ^tQp^^P'^o} ̂ (^P^l)"1^)

par le (e)(ii) d'où si on pose

ui = rÇto^^x) + (3((ptop) +

T(^;P(^;P;^)- l^)-T(^;P(^;P;^l)- l^l)

alors :

V^ e }r(to,^x) +/3(^toP)^i[. ^(^2.2*) = ^-ui(^i)

on a :

^t{^x) =^_^(^i)

(en particulier ^^A^T^x) =2^1).
De même :

^ni+/3(^p)(^T2^) ^^(^.p)^^;?;^)^?^;?;^)"1^)

par le (e)(ii) d'où en posant

U2 = HI + /3(^P) + T(^2; P(^;P; ̂ )~1^) - T^l; P((^;P; ̂ F1^),

on a

pour ^ e ]m +/3(^p),H2[, ^t(^x) = (pt-u^Z2)

etc jusqu'à :

^(^Ts^) = Za = P(^P',to,}^X = ̂ rÇt^T^T^X.

En utilisant ensuite (C), on conclut que :

V^ G ]^a,Ï2 -Tl +^a -ï(^a;^T^)], ^^a*) = ^+TI -n^r{t^T,x}X
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donc en particulier :

^T^u^-Ti-rÇt^T^^T^) = ̂ X.

On a donc ainsi obtenu toutes les conclusions du « closing lemma » (on voit facile-
ment que r(tî, P(<^;p; ti)~lZi) est proche de ^, ce qui permet de trouver effective-
ment / proche de l'identité en topologie C1) sauf le (iii), qui lui vient simplement
du fait que par (c)(l)(i) :

w e [(Ua +/^t.p)L ^t(^x) e ^(n^(p)) c B,/^tp)
D

Démonstration du «closing lemma» pour les champs de vecteurs sans homologie
II est assez tentant de dire que la démonstration est la même que celle concernant

les flots, puisqu'on a démontré dans ce cas aussi un lemme de perturbation. Mal-
heureusement, le lemme démontré dans le cas des flots est un peu différent de celui
démontré dans le cas des champs de vecteurs : dans le cas des champs de vecteurs,
on ne peut bouger que l'orbite passant par p, alors que dans le cas des flots, on pou-
vait bouger toute orbite passant par un voisinage de p. C'est pourquoi la première
chose que nous faisons est de nous ramener à un énoncé plus proche du lemme de
perturbation pour les flots :

LEMME 5.3.1. — Soient X e CV de flot associé noté (ipt), V un voisinage de X
dans CV en topologie C1, X > 0 et e\ > 0. Soit C\ l'ensemble des points périodiques
de (^pt) de période inférieure ou égale à X et K un ensemble relativement compact de
M inclus dans M \C\. Il existe alors une fonction continue 6 : K —> R/̂ ., dominée
par x i—> inf{l, r^} et Ai e ]0, A[ tels que

(i) $p([0,Ai] x IIj(p)(p)) C £^i(p) et $p est une submersion sur cet ensemble pour
tout p € K ;

et un nombre e > 0 tels que : quels que soient

p e K, p ' e n^p)(p) etv e nj(p)_iip/i i(p),
il existe Y çV (de flot associé noté (^t)) tel que :
(ii) Supp(X - Y) C $p([0,Ai] x ̂ (p1-^)) ;

(iii) ^\^(p') = ̂ p(Ai,j/ +£zQ.

Démonstration du lemme 5.3.1. — II s'agit en fait d'un simple corollaire de la pro-
position 5.1.4. En effet, étant donnés X, A, e\ et K comme dans les hypothèse du
lemme 5.3.1, on peut choisir T) tel que l'ensemble

K ^ = { x ç M \ d ( x ^ K ) < r j } \ C x

est relativement compact ; on peut alors trouver Ai, 6 et e vérifiant les conclusions de
la proposition 5.1.4. Réappliquons ensuite cette proposition à X, Ai/2, e\ et K. On
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trouve e ' < e, 6^ < 6 et À2 < A vérifiant les conclusions de la proposition 5.1.4. On
peut alors trouver rfi : K —> R^ majorée par S^ telle que :

Vpe^, n^(p)c^
et Vp e K , Vj/ e II^(p)(p), Vr e ]0,Âi(p)[, il existe t e ]0,Ai/2[ tel que

^([o, ̂ ] x n^j/)) c <i>([o,Ai] x iW;p)
où [p"} = {w 1 1 e [-Ai/2,Ai/2]}nn^)(p).

Alors, é:7, Ai et Ji sont les fonctions qui vérifient les conclusions du lemme précédent.
D

Le lemme que nous venons d'obtenir présente quand même une petite différence
avec la proposition 5.1.3 : on ne supposait pas dans l'énoncé de la proposition 5.1.3
que K était inclus dans K \ C\ pour un certain A > 0. Or, dans la démonstration du
«closing lemma» donnée dans le cas des flots, on a tout d'abord supposé que p n'est
pas périodique. Il existe donc A > 0 et r > 0 tel que :

Vrr e £?,(?), V^e ]0 ,A [ , ^(x) ̂  x.

Et on n'utilise dans la démonstration du «closing lemma» donnée dans le cas des
flots le lemme de perturbation qu'en des points qui sont sur l'orbite de tels x (les
Zi). C'est pourquoi on peut ne se contenter que de l'énoncé du lemme précédent pour
démontrer le «closing lemma» dans le cas des champs de vecteurs sans homologie.

NOTE. — Le lecteur intéressé par le détail de cette démonstration peut lire la dé-
monstration qui va suivre, concernant les champs de vecteurs symplectiques, analogue
à celle que nous omettons ici.

D

Démonstration du «closing lemma» pour les champs de vecteurs symplectiques
Considérons comme dans l'énoncé du « closing lemma» (à la section 2.1), X G CVa

de pseudo-hamiltonien H et de flot ((/?t), p e M(X), q e uj{p), U un voisinage de X
dans CVa en topologie C1 et e > 0. Remarquons que si p est un point périodique de
(p, l'énoncé du «closing lemma» est, comme dans le cas des difféomorphismes, une
trivialité. On supposera donc que p n'est pas périodique. Quitte à diminuer e on peut
supposer que Bç(q) est relativement compacte.
(a) II existe alors un voisinage Y de X (en topologie C1 toujours), tel que si Xi,

. . . , Xn sont un nombre quelconque de perturbations de X dans V telles que les
support des Xi —X sont deux à deux disjoints et inclus dans -Bç(g), alors le champ
de vecteurs Y = X + Y,ÇXi - X) est dans U. Plutôt que d'utiliser telle quelle
la proposition 5.1.5, nous allons donner un énoncé qui s'en déduit qui ressemble
plus à l'énoncé concernant les flots :
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LEMME 5.3.2. — Soit X e CVa de flot associé noté (^) et de pseudo-hamiltonien
H, V un voisinage de X dans CV en topologie C1, X > 0 ete\ > 0. Soit C\ l'ensemble
des points périodiques de (( î) de période inférieure ou égale à X et K un ensemble
relativement compact de M inclus dans M\C\. Il existe alors une fonction continue
6 : K —> R^, dominée par x i—> inf{l,raj et Ai e ]0,A[ tels que :

(0) <I>p([0,Ai] x IIj(p)(p)) C B^(p) et ^p est une submersion sur cet ensemble
pour tout p G K ;

et un nombre e > 0 tels que : quels que soient

p e K, p ' e n^)(p) etv e Hsw-\\p'\\{p) n H-\H{p1)),
il existe Y G V (de flot associé noté {^t)) tel que :

(i) Supp(X - Y) C ̂ ([0,Ai] x nii.ntepQ) ;
(ii) ^{p') -^p(Ai,j/+^).

(étant entendu qu'on fait l'addition dans ^s^-\\p'\\{p) H Iï~l{II{p')))

Démonstration du lemme 5.3.2. — La démonstration est en fait une copie de la dé-
monstration du lemme 5.3.1, donc nous ne la ferons pas ici. D

(b) Notons C\ l'ensemble des points périodiques de {(pt) de période inférieure ou égale
à A et appliquons à l'ensemble relativement compact Bç(q) \ C\ le lemme 5.3.2
(pour un A choisi arbitrairement).

Il existe alors Ai e ]0,A[ et une fonction continue 6 : Be(q) \ C\ —> R^,
dominée par x i—> inf{l,ra.} tels que :

(0) ^([0,Ai]xII^)Q/)) C B,/^(y) pour tout y e B,(q)\Cx et sur cet ensemble
^y est une submersion ;

et un nombre £o ç ]0,^[> 0 tels que : quels que soient x e Be(q)\C\, y C Iî.s(x)(x)
etv C n^^-iiyii^rilî"1^^/)) (on se ramène toujours à travailler dans R01"^),
il existe une perturbation Y ç.V de X telle que :

(i) Supp(V - X) C ^([0,Ai] x II||,|i(î/;^)) ;
(ii) ^AiQ/) =^(Ai^+£o^).

(c) Appliquons alors à X, p, q, e et £o/2 la proposition 5.2.3 (on prendra avec les
mêmes notations que cette proposition W = ïlpr{p), ce qui est possible si on
prend r assez petit). Elle donne l'existence de r > 0, p > 1 et to, ..., ta tels que
0 < to < ̂ i • • • < ta et tels que : Vî e { 0 , . . . , a - 1}, ^+i - ii > \i et :
(1) $ : [0,^ + Al] X H2pr(p) ——^ M

(t,x) ^ ^t(x)
est une submersion telle que :

(i) w ç [(Ua + Ai], Vp' e n,(p), ^(lUp')) c B./2W) ;
(ii) V z e { o , . . . , a } , V j / e n , ( p ) ,

$([0,Ai] x Ilpr^P'^^p)) C B,(q) ;
(2) si p ' C Hr(p) et x, ^PTX e iMp';?) n H-^HÇp^) pour un r e ]0,r] et

F > 0, alors il existe Ti et T^ tels que 0 < Ti < T^ < T et tels que
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^Ti^5 ^T-^X ç n^p';?) et une suite z o , . . . , Z a de points de M tels que :

(i) ZQ = P(^p;to)((pT2x), Za = P(^p;ta){^Tzx) et

Vz e { i , . . . , a - i},^ G n^y; ̂ p) n H-\H(p1)) ;
(ii) V î G { 0 , . . . , a - l } ,

d(zi,P(^p;ti) oP^;?;^)-1^!))

< ^ o i n f { _ m f _ H^^^)},^^^^^?7;^?)))}.
^ -fl+Cct^t^-^ -'

y?t a;erip-F(<^ p7 ;(̂  p)

(d) Notons alors :

ro =inf{r,^n^{y^sup {||^(P(^;p;^) o P^Pî^+i))-1^)!!}}}

Supposons donc que x, (prx G iMj/) nI:f-l(Iï'(^/)) pour^ e II^(p), r e ]0,ro]
et T > 0. Par (c)(2), il existe Ti et T^ tels que 0 < Ti < Ts < T et tels que
^Ti^ (PT2X ^ H^^) et une suite ZQ^ ... ,Za de points de M tels que :

(i) ZQ = P(^p',to}{^x), z^ = P(^p',ta)(^x) et

v^ e { i , . . . , a-1}, z, e n^^yî^^n^-1^?'));
(ii) V z e { 0 , . . . , a - l } ,

d{zi,P(^p; ti) o P((^;p; ̂ +i)~1 (^+1)

< £ o m f { mf {d^,^^)},^^^^^?';^?)))}.
^ Tl+ta<t<T2 )

VtXÇ:Tlp-F{ytiP;VtiP)

(e) Par (d)(i) et (c)(l), Zi e n^^p';^^) c B,{q). Par (b), Vî e [0,a-l], il existe
un champ de vecteurs Yi ç V de flot associé (î/?) tel que :

(i) Supp(r, - x) c $a-([o,Ai] x n^^(p(^^)op^^^^-i^^^))/^(^;^p) ;
(ii) îpi^(zi) = $^p(Ai,(P(^;p;t,) oP^;?;^!)-1^!)).

Or, (d)(i) nous dit que zi ç ̂ ^(^p'; (pu?) et (d)(u) dit que :

—d^P^p^oP^j^+i)-1^.!) < d(^,9(n^(^P';^p))).
^o

Aussi, on en déduit que :

n^^^p^^^^p^^^^-i^^^(^;^p) c n^((^y;^p)
aussi :

Supp(^ - -0,) c $([o,Aio-] x n^^p7;^?))
or, par (c)(l), $ étant une submersion et comme ti + Ai < ^+1, les

$([o,Ai]xn^(^y;(^p))

MÉMOIRES DE LA SMF 74



5.3. DÉMONSTRATION DU « CLOSING LEMMA» 75

sont deux à deux disjoints si on a choisi r assez petit et donc les Supp((^ - ̂ i)
sont aussi deux à deux disjoints.

De plus, le (c)(l)(ii) dit que $([0,Ai] x îlpr^P'^t.p)) C B^(q) donc :

Supp(^-^) C Be{q).

Donc chaque ̂  est un élément de V tel que le support de ^ - ̂  est dans
Bç(q) et les -^ - ̂  sont à support deux à deux disjoints. On sait alors par (a) que
le flot ^ tel que -0 = ^ + ̂ (^ - ̂ ) est dans U.

(f) On veut alors calculer l'orbite de ̂ x sous ^.
Pour cela, rappelons que par (d)(ii), l'intersection de

n^ ̂ P^P^oP^îp^+i)-1^!) (^5 ^PtiP)

et de

{iptX | Ti + ta < t < Ï2 et (^a- e n^Ç^^p'; ̂ t,p)}

est vide ; on en déduit immédiatement que l'intersection de :

^?([Ml] x "^^^P^^tOoP^^t.+i)-!^!)^;^?))

et de

{^ptX | T i + ^ + A i <t<T^}

est vide.
Soit alors u ç ]Ti + i^T^ + ̂  + Ai[; alors, on sait que (^Ti^ ê n^^;?).

Donc ^pnx G $(]^,^ + Ai] x II^O/;?)) ; or, on a vu en (c)(l) que $ est une
submersion (donc injective) de [0,^a + Ai] x I l p r Ç p ' ^ p ) dans M, donc forcément
^u{x) ^ ^([0,ta] x II^(j/;p)) et donc à condition d'avoir choisi r assez petit :

V î C {0 , . . . , a - l} , (^^^([O.Ai] xn^^p';^?))

donc a fortiori :

VzG{0 , . . . ,a - l } ,

ipux ^ ^([0,Ai] x n^_^^p^^^)op^^^^-i^^,)(^;^p))

aussi : Vî e { 0 , . . . . a - 1}, (^ ^ Supp(-0i - (^). Finalement :

(G) {^x | Ti + ̂  < t < Ï2} n Supp(^ - ̂ ) = 0

(g) On a alors : W e [0, rÇto^^x) = uo], ïpt^T^x) = ̂ T^fX puisque les Supp(^-0)
ne rencontrent pas cette orbite (toujours grâce à l'argument suivant lequel $ est
une submersion donc injective). En particulier : ̂ uo^T^x) = ZQ.

De plus :

^(to^T^+Ai^T^) =^\AP^P^to)OP^P^t^~lz^
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par le (e)(ii) d'où si on pose

ni = r(to, ip^x) + Ai + ï(^i; P((^;p; ̂ i)-1^) - r(^; P(^;P; ̂ i)"1^)

alors :

\/t ç ]T^o,^T2^) +/3(^oP),^l[, ^t(^x) = ipt-uA^}

on a : ̂ t^pT^x) = (^_^(^i) (en particulier ̂ {^x) = z^}.
De même : ̂ +^1^2^) = ^Ai(P(^;p;^i) oP(^;p;^)~1^) parle (e)(ii) d'où

en posant

H2 = m + A i +T(^;-P(^;P;^)~1^2)-T(^;P(^;P;^) -1^2),

on a : pour t ç }ui + Ai,H2[, ^t{^x) = ̂ -^(^2) jusqu'à

^U^T^X) =Za= P(^p;ta)^T,X = ̂ r{t^T,x}^T,X.

En utilisant ensuite (C), on conclut que :

^tç}u^,T^-T^U^-r(ta'^T,x)}, ̂ t(^x) = ̂ T,-u^r{t^r,x)X

donc en particulier :

^T2+n<.-Ti-r(^;yTi<B)(^T2^) = ̂ T^X.

On a donc ainsi obtenu toutes les conclusions du « closing lemma » (on voit fa-
cilement que T^P^;?;^)"1;^) est proche de i^ ce qui permet de trouver ef-
fectivement / proche de l'identité en topologie C1) sauf le (iii), qui, lui, vient
simplement du fait que par (c)(l)(i) :

\/t e [o,^ + Aï], ^t(^x) e <^)(n^(p)) c B,/^f^p)
D
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CHAPITRE 6

DÉMONSTRATION DES RÉSULTATS INTERMÉDIAIRES

6.1. Démonstration des résultats perturbatifs de 5.1

Nous rappellerons les énoncés que nous allons démontrer.

PROPOSITION 5.1.1. — Soient U un voisinage de Id dans D en topologie C1 et K
un compact de M. Alors il existe £ > 0 tel que quel que soit p G K et v G Bp, il existe
une perturbation g ç. U de l'identité telle que :

(i) Snppg C -S|H|(p) ;
(ii) g(p) =p-\-ev.

Démonstration. — Remarquons avant toute chose que si on montre qu'il existe R > 0
tel qu'on obtienne le résultat pour tout v G Bp(0) où 0 < R < 1, on aura le résultat
cherché pour tout v ç B\ (0) en changeant e en eR.

Cas des difféomorphismes quelconques. — Comme K est compact, on peut le recou-
vrir par un nombre fini d'ouverts (Ui)\<i<iQ d'adhérence compacte tels qu'il existe
d'autres ouverts {Yt)\<i<iQ vérifiant :

Vî G {!,..., zo}, ÏÏiCVi

chaque Vi se plongeant par fi dans R71, ce qui nous permet de raisonner dans îidïmM.
Si maintenant on montre le résultat cherché pour chaque compact Ki = fi(Ui) de
R/1 muni de sa métrique riemannienne usuelle, on aura le résultat pour toute autre
métrique riemannienne (mais le ci changera) car de telles métriques sont équivalentes
sur un compact, puis en prenant l'infimum de ces £^, on aura le résultat sur K.
Travaillons donc dans un tel espace R71.

On considère une application de classe C°° 7 : R —> [0,1] qui vaut 1 en 0 et 0 en
dehors de [-1,1]. On pose alors pour (x,xo) ç (R")2 et v G £?i(0) :

a ( x } - x 1 c -v f 1 1 ^" 3 ' 0 1 1 2 ^y£,v,xo{X) — x -\- £-7^ a )v.
M

Alors
• Supp ge,v,xo C B^(xo) ;
• 9£,v,xo(xo) = X Q + e V ;
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• \\ge,v,xo - Id||^i < svip{e IHI^o = e, 2e IMIco} puisque

n / ^ o ,.\\x-xo\\2 ( x - x o ) - u
Dg,^^(x) • U = U + 2^7 (————n2——)-——-N2——— • v-

IHI M
Aussi, si e est choisi assez petit (uniformément en v, a-o), ge,v,xo est aussi proche

en topologie C1 de Id qu'on le veut, et on obtient le résultat cherché.

Cas des difféomorphismes symplectiques. — L'ensemble K, étant un compact de M,
est recouvert par un nombre fini d'ouverts Un difféomorphes à une boule ouverte Bn
de R^™-^ par un difféomorphisme symplectique ^n '' Un —> Bn telles que si B'^
désigne la boule homothétique de Bn par Phomothétie de centre le centre de la boule
et de rapport 1/2, les U'^ = ̂ ^{B'^) recouvrent M. Le fait qu'on puisse choisir les
^n symplectiques vient du lemme de Darboux, démontré par exemple dans [8].

Or, pour obtenir le résultat voulu, il suffit de le démontrer pour chaque Kn = B^F\K,
puis de prendre comme e cherché l'infimum de ceux trouvés pour les différents Ki.
Nous nous sommes donc ramenés à démontrer le résultat cherché pour un compact
contenu dans une carte symplectique.

Il suffit alors de démontrer le résultat dans RdlmM muni de sa métrique rieman-
nienne standard, car on en déduira sur chaque compact le résultat pour une métrique
riemannienne quelconque (pour des e différents) puisque de telles métriques sont équi-
valentes sur un compact, puis on se ramènera à M à l'aide des cartes.

Fixons des coordonnées symplectiques (ç,p) de R^™^ Un difféomorphisme local
proche de l'identité s'exprime toujours à l'aide d'une fonction génératrice (nous ne
nous étendrons pas sur la notion de fonction génératrice ; le lecteur peut consulter [3]
pour en savoir plus sur le sujet). C'est pourquoi nous allons construire g à l'aide d'une
fonction génératrice.

On notera J la matrice de la forme symplectique usuelle fî de R^™ M dans la base
canonique de R^"^, i.e. J ^ ) = {~q)' Si 7 : R —> [—1,1] est une fonction de classe
C°° qui vaut 1 en 0 et 0 en dehors de [—1,1], on définit

||̂  _ a*J|2
s^v,xo(x) = 67(——2—Wx - xo,v)

M
C'est pour e assez petit la fonction génératrice associée au difféomorphisme symplec-
tique ̂ ,^ de R^"^ défini par ^,.,.o((^P)) = (Q^P) où

(Q\^ (Q\ (9s^JQP^P)\
\p) \ P ) ' \ Q s ^ J Q q ^ P ) ),V,XQ

, 1 ( HF-fbll + 1 1 ^ - (?o|| i ^y^ - ̂ u,^ -MJ^
2 | , i | 2

(q \ . . ^^-P^+^-qo^^q-qo.P-Po^fP-Po}^^l——w—)——^—^-J
+£7

'IIP-Poll'+llg-goll2^ / "i N

M2 ) V-^
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où (^1,^2) sont les coordonnées de v. Alors,

• en a-o, on obtient ge,v,xo{xo) = XQ + ev ;
• \\ge^^ - Id||^ < sup{2^ H Y I I + e |H|, 86 HY' I I + Se ||Y||} comme le montre un

calcul de différentielles ;
. Q = q et P = p dès que ||P||2 + ||ç||2 > |H|2, c-à-d ||p||2 + ||g||2 > \\v\\\ donc

Supp g^v.xQ C B\^(xo).
Aussi, si e est choisi assez petit (uniformément en v, a-o)? 9e,v,xo est aussi proche

en topologie C1 de Id qu'on le veut, et on obtient le résultat cherché.

Cas des difféomorphismes préservant le volume. — Par un raisonnement analogue à
celui que nous avions fait dans le cas symplectique, on montre qu'on peut se ramener à
travailler dans R^"^. Ici, on n'utilise plus le lemme de Darboux, mais son analogue
pour les flots qui préservent le volume, démontré dans [7].

L'idée est d'utiliser ce que nous avons fait pour les difféomorphismes symplectiques.

(1) soit M est de dimension paire. Dans ce cas, on utilise directement le difféomor-
phisme ge,v,xQ construit dans le cas symplectique, et on conclut pareillement ;

(2) soit M est de dimension impaire. Avec les hypothèses de l'énoncé, on choisit
w e R'11"1 M non nul et orthogonal à v (il existe car M est de dimension supérieure
ou égale à 2) et on note H son orthogonal. Avec les mêmes notations que dans
la démonstration du cas symplectique, on pose alors si x = XQ + x ' G R01"171^ où
XQ e Rw et x ' e H :

g{x) = XQ +P^(||a•o||2/|M12),^()(a/)

On vérifie aisément que si e est petit, g vérifie le lemme, et il est facile de voir
que e est indépendant de v.

D

Démontrons maintenant la proposition 5.1.3, dont nous rappelons l'énoncé.

PROPOSITION 5.1.3. — Soit ip C F, V un voisinage de ̂  dans F en topologie C1 et
e\ > 0. Soit C l'ensemble des points fixes de (p et K un ensemble relativement compact
de M inclus dans M\C. Il existe alors une fonction continue f3 : K —> R"^, dominée
par x i—> inf{ra./ ||X(a-)||, 1} telle que

(0) ^p([0, /?(?)] x n^(p)||x(p)||(p)) C B^(p) et ^p est une submersion sur cet en-
semble pour tout p e K ;

et un nombre e > 0 tels que : quels que soient p ç. K, p ' e îî.f3{p)\\x{p)\\(.p) ^
v C n^(p)||x(p)||-||p/||(^); iî existe ^ e V tel que :

(i) Supp ((^ - ̂ ) C $p([0,/3(p)] x ni|,n (j/;p)) ;
W ^(pl)=W(p)^l+ev).
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Démonstration. — Comme dans le cas des difféomorphismes, on peut se ramener à
travailler dans R^"^. Posons pour tout p G K :

a(p)=mî{r^\\X(p) ||,^-,1}

(cette fonction est continue et ne s'annule pas sur K) et définissons :

Ï p : [0,a(p)]xII^)(p)—^M

(t,x) h—^ ^t/\\x(p)\\){x)
Alors,

D^x)(Ôt^x) = ̂ ^X(^/||^)||)(^)) +D^/\\x{p)\\^x) .fo.

Comme K est compact, pour tout e ' > 0, on peut choisir f3 e ]0,1] tel que :

Vp e K, v(^) e [o,/?] x n^)(p), ||̂ ,(.r) - id|| < e1

et tel que :

Vpe^, V(^)e[o,/3]xn^)(p), d(^(x)^p)<e,
donc tel que :

Vp e ̂ , V(^) ç [0,/?a(p)] x II^)(p), ||^/||x(p)||)(^) - Id|| < e1

et tel que :

(*) v? ̂  ̂  ^p([0,/3a(p)] x n,(p)(p)) c ̂ ,(p)

De plus, quitte à changer la définition de r^ donnée en 2.1, on peut supposer que pour
chaque p ç K :

xçlï^p) ^ ( l - ^ I I X ^ I I ^ I I X ^ I I ^ ^ + ^ I I X ^ I I

pour un tel couple (t,x) ç [0,/3a(p)] x II^)(p), on a en particulier :

jjï îî ™,^) = ^™,(^)iî i sc+^
On pose alors C(p) = f3a(p). On a alors : sur [0,C(p)] x n^(p)(p), $p est ^'-proche en
topologie C1 de l'application (t,q) i—> q+tX(p)/ ||X(p)||, ce résultat étant uniforme
en p e K.

Aussi, pour faire une perturbation de (^) petite en topologie C1 à support dans
^p([°^C(p)] x ^(p)^)), il suffit de faire une perturbation petite en topologie C1

de (j)t = ^p1 o (pt o ^p quand cette quantité est définie, où par définition de $p :P •
4>t(u^x)=(u+t\\X(p)^x).

On considère alors deux fonctions de classe C°° de R :

7 : R —> [0,1] qui vaut 1 en 0 et 0 en dehors de [-1,1] ;
r] : R —> [0,1] qui vaut 0 sur ] - oo, 0] et 1 sur [1, +oo[.
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On définit alors pour p ' ç îl^p)(p) et v G II^p)_||p/||(p) le difféomorphisme local
h^v de [0,C(p)] x II^)(p) dans lui-même par :

h^q) = ̂ ^^^^^y ^

On définit alors le flot (^t) de M par :
(1) ^ coïncide avec (^ hors de

^([o,C(p)l x II|H| (j/;p)) = ^([o,/?(p)] x II|H|(J/;P))
oùonpose/3(p)=C(p)/ll^(p)ll;

(2) dans ^p([0,/3(p)] x 11^ (?';?)) et quand cela a un sens :

^ o^ o ̂ ,ç) = h^(h^(^q) + (t \\X(p)\\ ,0))

Alors :
• (^) est bien un flot a l'intérieur de ^([0, f3(p)} x n||^|| (?';?)) car il est conjugué

au flot (t,(u,q))^(t\\X(p)\\+u,q)',
• le champ de vecteurs ^ coïncide sur <9(^p([0,/?(?)] x II^n (;/;?))) avec (^, et lui

est même (7°°-tangent ;
• ^3(p)(P/)=W(P)^+^)5
• de plus, h^v est proche en topologie C1 de l'identité et ||X|| est borné sur K

donc (^i) est bien proche en topologie C1 de ((^) :

\\h^q)-^q)\\= ^^(^^"Ï^^ll <^

„ t ^ll9-^ll\ v
|^M)-(1,0) ^rf 'eè)'^ '"''""•(O^T/

^ . /Jlç-p' l l2^-?7 !9^-
:—^(^ç)^-(0,9ç)
dç

(o^(^m-^)
C(p)^ ii^ir

<2^iiyi ioo;
• d'autre part, par (*) :

^([o, /?(?)] x n^(p)nx(p)n(p)) = ^p([o,C(p)] x nc(p)(p)) c B,,(p)
D

La démonstration du lemme de perturbation pour les flots que nous venons de
donner est due à Mai (cf. [5]). Son intérêt est que, pour construire le flot perturbé, on
fait à l'intérieur de la boite de flot une conjugaison du flot non perturbé (puis on recolle
de façon régulière au flot non perturbé le long de la frontière de la boite de flot). Ainsi,
si le flot initial préserve une certaine structure, et si on impose au difféomorphisme
conjuguant de préserver cette structure, on obtiendra un flot perturbé qui préserve
encore la structure. C. Pugh et C. Robinson procédaient autrement dans [4] : ils ne
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traitaient que le cas des flots quelconques, faisant des moyennes barycentriques de
flots à l'intérieur de la boite de flot. Mais, ainsi qu'eux-mêmes le remarquaient, ils ne
pouvaient ainsi traiter le cas des flots préservant une structure.

On a bien entendu aussitôt l'idée d'énoncer un lemme de perturbation pour les
flots préservant le volume ou les flots symplectiques.

Déjà, nous avions remarqué en section 5.2 à l'aide d'un exemple dû à Michel Herman
qu'on ne peut pas faire n'importe quelle perturbation à support «petit» d'un flot
symplectique. : il faut fixer une classe de cohomologie (on doit perturber dans une
surface d'énergie locale). Mais même si on ne s'autorise que de telles perturbations
ou si on se limite au cas des flots préservant le volume, on est confronté au problème
suivant :

dans une boite de flot <Ï>p (mêmes notations que précédemment) qui a donc même
régularité que ((/?), disons de classe Ck;, pour faire une perturbation préservant la
structure analogue à celle faite dans le cas des flots quelconques on a besoin de ramener
la forme considérée à la forme volume ou symplectique standard sur R'111"̂

Considérons par exemple le cas des formes volume. Soit V la forme volume et j :
II(p) —> M l'injection canonique; alors, si iy désigne le produit intérieur avec le
champ de vecteurs (^, on a : $*V = dt A j^iyV. Or, j^i^V est une forme volume de
classe Ck~l. Pour construire ge,v préservant le volume dans II (p), on a maintenant
besoin de se ramener à la forme volume standard de '[{dlmM-1^ ce que d'après [7] on
ne sait faire qu'à l'aide d'un difféomorphisme de classe C^"1, qui ne peut donc pas
servir à construire un difféomorphisme de classe (7^.

Un résultat de perturbation locale des flots préservant le volume n'est donc en-
visageable que pour les flots de classe (7°°, qui correspondent aussi aux champs de
vecteurs de classe C°° préservant le volume. Comme nous allons traiter plus loin le
cas des champs de vecteurs de classe C^ préservant le volume qui contient donc le cas
des flots de classe C°° préservant le volume, nous n'avons pas jugé utile de donner un
énoncé dans ce cas.

L'énoncé que nous avions donné dans le cas des champs de vecteurs sans homologie
est le suivant :

PROPOSITION 5.1.4. — Soit X ç. CV de flot associé noté (<^t), V un voisinage de X
dans CV en topologie C1, X > 0 et e\ > 0. Soit C\ l'ensemble des points périodiques
de ((pt) de période inférieure ou égale à X et K un ensemble relativement compact de
M inclus dans M\C\. Il existe alors une fonction continue 6 : K —> R/j., dominée
par x i—> inf{l,ra;} et Ai G ]0, A[ tels que :

(0) $p([0,Ài] x IIj(p)(p)) C Be^(p) et $p est une submersion sur cet ensemble pour
tout p ç K ;

et un nombre e > 0 tels que : quels que soient p ç. K et v G IÎ p)(p), il existe Y ç V
(de flot associé noté (îf^t)) tel que :

(i) Supp (X - Y) C <MMi] x II|H|(P)) ;
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(iî) ^(p) = ̂ p(\i,p+ev).

Démonstration. — Avant de commencer la démonstration, soulignons-en les difficul-
tés :

- remarquons tout d'abord que le cas des champs de vecteurs est différent de celui
des flots : un flot de classe Ck (k > 1) n'est pas forcément le flot associé à un
champ de vecteurs de classe Ck (mais de classe C^"1 a priori), et le flot associé
à un champ de vecteurs de classe Ck n'est pas forcément de classe C^1 (mais
de classe (7^) ;

- remarquons aussi qu'on ne va pas pouvoir, comme dans le cas des flots, raisonner
dans les coordonnées définies par une boite de flot. En effet, si X est un champ
de vecteurs de classe Ck, le flot associé est de classe Ck et donc la boite de
flot associée de classe Ck. On ne peut donc pas construire dans les coordonnées
définies à l'aide de cette boite de flot un champ de vecteurs de classe C^ (mais
juste de classe C^"1).

Cas des champs de vecteurs quelconques. — On garde la même définition pour <î>p
et fî[p) que dans le cas des flots. Comme K est compact, on peut trouver Ai G ]0, À[
tel que :

We[o,Ai] , VpeT?, ^pe^(p)
et 61 : K —> R^ continue, dominée par x i—> inf{l,ra.,/3(;z;) ||X(a')||} telle que :

V p e K, w e [o.Ai], Vç e n^)(p), ^q e B,,{p).
De plus, comme dans la démonstration de la proposition 5.1.3 (cas des flots), on se
ramène à travailler dans R^"^ (ce qui permettra de prendre des barycentres de
points).

Comme X = Q^tjQi est de classe Ck, il existe une carte :

Fp : [0,Ài||X(p)||]xn^)(p)^M

(t,x)^Fp(t,x)

de classe C^1 telle que :

VM) e {^ ||x(p)||} x n )̂(p) u [o.Ai ||x(p)||] x {?},
Fp(t,q) = ̂ p(t,q) = ̂ (t/||x(p)||)(ç)

Quitte à choisir Fp assez proche de l>p, on peut supposer que :

Vr e ](Ui(p)], Fp([0, |ÀI \\X(p)\\] x IIs^p)) C ^([O.Ai ||Z(p)||] x n,(p))

et que, comme c'était le cas pour <!>p : Fp et \\Fp~1 sont uniformément bornées
pour p e K (voir la démonstration de la proposition 5.1.3 pour le résultat concernant
$p).
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7 et 77 désignant les mêmes fonctions que dans la démonstration de la proposi-
tion 5.1.3, on définit pour e < 1 et \\v\\ < Ji(p) :

Vgen^(p), g^q)=q^^(U-^)^
IHI

puis on pose :

V(^ç) G Mi] x IÎ )(p), ^(q) = (1 -^(^))^(g) +7y(^)^(^,,(g)).
^1 AI

Considérons alors l'application :

Gp : [0,Ài||X(p)||]xn^)(p)-^M

(t,q) •—^/||x(p)||(ç)

Sa différentielle est :

ÇSi^ôq) ̂  (^-^^ii^ii^^/lix^ll^)

it \
+11(^n^fp^n)Dtf't/\^x(p)\\(ge,vW)Dg,^(q)\6q

2 2/ /
+ Ai ITOH^ÀI iix^nH^/i^^ii^^^ ~ ̂ /II^(P)II^))^

+ (n - ̂ (__2t ^^(^/lix^ll^)) , 2^ ^(^/||x(p)^|(^(g)))^„
^ ^Ài ||X(p)||^ ||X(p)|| ^AillX^—————X(p)—————J^

Or, ^^ est ^-proche de l'identité en topologie C1 et e |H| -proche de l'identité en
topologie (7°. Aussi, quitte à choisir e assez petit (uniformément en p) et |H| assez
petit (disons |H| < S^(p) < Ji(p), de manière à ce que

||^/||X(p)||^(g))-^/||X(p)||(g)||

ITOU

soit petit), Gp est proche de Fp en topologie C1.
Or, on a vu que Fp ^ et ^p"1 ^ sont uniformément bornés; on peut donc

choisir e uniformément de manière à ce que les Gp soient des difféomorphismes. On
peut aussi bien entendu s'arranger pour que pour tout r ç ]0,Â2(p)] :

ô,([o,A^ , n.̂ )) c w ̂ -^m^ x 113^))
c$p(([o,Ài||jc(p)||]xn,(p))

Ceci permet de définir un flot (^) dans Gp([0,Ai ||X(p)|| /2] x îls^(p)(p)) de champ
de vecteurs associé noté Y. Il vérifie :

(1) ^Ai/2(p) = V\,/2(ge,v(p)) = V\i/2(P + £v) ;
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(2) Vgen^(p),

VOMç)) = (1 - 7^))X(^(ç)) + rî(^)X(^ o g^(q))
Al Al

2 2^
+ ̂ -^(-.-)(^ ° 9e,v(q) - <m) ;Ai Ai

si v est choisi assez petit (d'une manière qui dépend de p), Qe,v est proche en
topologie C° de l'identité, donc Y o ̂  restreint à {0} x IIj(p) (p) est proche en
topologie C° de X o ̂  restreint à {0} x Hs{p)(p) (il sumt d6 choisir J2(p) assez
petit pour que y/(2t/Ài)((^t o ̂ (ç) - ̂ ç) soit assez petit sur {0} x II^(p)(p)).
Comme ̂  = X o ̂  et ^ = Y o ̂ , cela implique que (<^t)te[o,Àij est proche en
topologie C° de (^t)te[o,Ài] et donc finalement que Y est proche en topologie C°
de X ; de plus,

D^x)(^Ôx) = (l-r?(^))^,(0,a;)(0,Jrr)+7y(^)D^(0,.r)(0,^p^^)
Ai Ai

est proche en topologie C° de D(f)t(0,x)(0,Sx) ; ceci, joint au résultat précédent,
permet de conclure que (î/^) est proche en topologie C1 de ((/?t).

Calculons alors :

Dy(^(o,ç))(D^(o,ç)^+^r(^(o,ç)))=
(l-^(^))DX(^(0,g))(^^(0,ç)^+^X(^(0,ç))

AI

+7;(^)DX(^(0,^,,ç))(^t(0,^,,ç)D^,,(ç)rfg+^X(^(0,,,,ç))
Ai

+ ̂ -T/AW^ o g^(q)) - X^t(q)))6t
AI Ai

4 ,,̂
+ -^^(T-)^ 0 9£,v{q) - W)6tAi AIV[ AI

+ —rî'(—)(D^t(9E^(q))Dg,^(q) - D^q)8q.
Ai Ai

Donc si e est assez petit (indépendamment de p) et \\v\\ < S ' z (p ) , Y est proche de
X en topologie C1.

(3) Le support de Y — X est alors inclus dans :

6p([o, x^(^} x nn,i(p)) c ^([o, ̂ M ]̂ , n3ini/.(p))
c$p([o,Ài||x(p)||]xn2ii^(p))

De plus, Y est (7*'-tangent à X le long de la frontière de

„ /r« Ai||X(p)||Gp([0, ——^——\ x II||,,||(P)),
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donc on peut prolonger Y en un champ de classe Ck coïncidant avec X hors de
[0,Ai ||X(p)||] x II^(p)(p). Ce champ de vecteurs satisfait à toutes les propriétés
énoncées dans le lemme pour ô = 6 ^ / 2 .

Cas des champs de vecteurs préservant le volume. — On ne peut pas faire comme
dans le cas précédent des moyennes barycentriques de flots, car les flots ainsi ob-
tenus n'ont aucune raison de préserver le volume. C'est pourquoi nous adoptons la
démonstration de C. Pugh et C. Robinson. On définit 8(p) et Ai comme dans le cas
des champs de vecteurs quelconques et donc on se ramène encore à travailler dans
pdimM ^ pQ^ çç^ ̂  recouvre K à l'aide d'un nombre fini de cartes, telles que pour
chaque p ç. K l'une de ces cartes le contenant dans laquelle on note les coordonnées
(a;i, . . . ,Xm) est telle que la courbe (^tp)te[o,\i] est transverse au feuilletage par les
hyperplans {x\ = C^6}, et même uniformément transverse en ce sens que pour la
métrique riemannienne, l'angle entre (^p)tç[o,Ai] et {a-i = C^} est uniformément
minoré par une constante non nulle.

Soit p ç. K. Pour e < 1 et v e {0} x R771"1 (on travaille dans la carte décrite
précédemment), on définit le chemin :

%^(t) = (1 - 7?(—))^(p) + rî(—)^t(p + ev)Ai Ai

où T] : R —> [0,1] vaut 0 sur ] - oo, 3/8] et 1 sur [5/8, +oo[.
Écrivant / = OnÇg) si / et ses n dérivées premières sont des o(g) quand e \\v\\ tend

vers 0 et / = On(g) si / et ses n dérivées premières sont des 0{g) quand e \\v\\ tend
vers 0, on voit alors aisément que :

(i) 'Je,v(t)—^t(p) est un 02(1) (en d'autres termes, cette fonction, sa dérivée première
et sa dérivée seconde tendent uniformément vers 0 quand e\\v\\ tend vers 0
puisque t et p parcourent des compacts) et un 0\{e \\v\\) uniformément en t et
P;

(ii) aussi, %,v(t) -Xo %^(t) = %,v(t) - X o ̂ (p) + X o ̂ (p) - X o %^(t) est un
oi ( l )e tunOo(^ |H| ) .

À condition de choisir e \\v\\ assez petit, la courbe %^ est transverse au feuilletage
par les hyperplans {a-i = (7e6}, comme l'était la courbe (^tp)tç[o,\i]' Construisons
une nouvelle carte et donc de nouvelles coordonnées ^i, . . . . Zm- Soit TT la projection
de R"" sur {0} x R"1-1 identifié à R771-1 (où m = dimM). Posons :

• z^(to,xo) est la longueur du morceau d'arc de 7^ joignant (0,0) au «premier»
point de 7^ dans {(t,x) \ t = to}, noté 7^(^i) ;

• (^2, . . . , Zm) = TT^to^O - %,v{ti)).

Comme %,v(t) — ^t(O) = 02(1)5 il est clair que ces cartes sont bornées en topologie
C2 uniformément en p quand e \\v\\ tend vers 0.

Nous allons alors travailler dans une de ces cartes. Nous noterons X le champ de
vecteurs X lu dans cette carte et (p le flot correspondant. V sera la forme volume
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lu dans cette carte. On a vu que (1,0) — X(t,0) est un oi(l) et un Oo(e \\v\\) (ceci
découle de 7^ — X o 7^ est un oi(l) et un Oo(e |H|)). Notons alors :

m

î(i,o)^ - ̂ (^o)^ = /^°) = ̂ ^j^0)^! A • - • A d -̂ A • • • A dzm
j'=i

(où le " signifie qu'on omet ce ternie).
Les fJij sont alors des fonctions de classe Ck qui sont des oi(l) et des Oo(e \\v\\) et

jjij = 0 hors de [1/4,3/4]. De plus, les jij peuvent être prolongées de manière (7^ à
R tout entier de manière à être constantes dans les deux intervalles où elles n'étaient
pas définies a priori.

Soit pour tout j Aj la primitive de /^•(•,0) s'annulant en 0. Alors, Aj est de classe
C^1 et sur tout intervalle compact, Aj est un 02(1) et un Oi(£||î;||). Soit alors 7 :
R —> [0,1] une fonction qui vaut 1 sur [—1/2,1/2] et 0 en dehors de [—1,1] et
70 : R —> [0,1] qui vaut 1 sur [1/4,3/4] et 0 en dehors de [0,1]. On définit pour
1 <: J^ / l <: n ^ij P^ :

^ , ̂ o^±__^f))^^)^^ ̂  „) _ A^)) ;
IHI Al

/ x / ( I I ^ H 2 + • • • + l l - Z m l l 2 ) ^ / ^ I W A 1 \ \ 1 i 1^v-i^z) = 7(-—-——„ ..2——ho(T-)(A2(zi) - Aa^i + 23)) ;
IHI Al

^) = 7(("z2"2+„„2+"^m"2)ho(-l-)(A,(.l) - ̂  + ̂  ;IHI Al

Uij(z) = 0 sinon.

Ces fonctions sont de classe C^1, et un rapide calcul nous montre que i/ij est un
02(1) et un 0\{e \\v\\) (on utilise pour ça le fait que les Aj sont des 0\(e \\v\\) et donc
si H ^ l l < ||î;||, A^i + Zk) - A,(^i) = O^e ||î;||2)).

Définissons alors la (m — 2)-forme :

v{z} = ̂  i/ij(z)dz-i A • • • A dz^f^ij} A • • • A dz^p{ij} A • • • A dzm
W

Alors, dv est une (n — l)-forme de classe Ck qui est un Oi(l), et on vérifie aisément
que dï/^,0) = ^-(^0).

Si maintenant on définit le champ de vecteurs Y de classe Ck par :

ÎY-X^ = ̂ '
Y est proche en topologie C1 de X, et est C^-tangent à X au bord de la carte, et
le champ de vecteurs Y correspondant sur M (qui se lit Y dans la carte et vaut X
ailleurs) satisfait au lemme de perturbation. D

REMARQUE 6.1.1. — En ce qui concerne les champs de vecteurs quelconques, C. Pugh
et C. Robinson remarquent dans [13] que quand on travaille dans une variété de classe
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C°° (ce que nous faisons tout au long de ce travail), on peut approcher en topologie
Ck tout champ de vecteurs X de classe Ck ayant un point non errant p par un champ
de vecteurs Y de classe C°° au voisinage de l'orbite de p pour lequel p est toujours un
point non errant. Dans ce cas, on peut directement raisonner dans une boite de flot
sans perdre de régularité. La démonstration que nous avons préférée à cet argument
(qui est elle aussi due à C. Pugh et C. Robinson) a l'avantage d'être valable sur des
variétés qui ne sont pas de classe (7°°, mais juste de classe C^1.

Rappelons maintenant l'énoncé concernant les champs de vecteurs symplectiques :

PROPOSITION 5.1.5. — Soit X G CVa un champ de vecteurs de flot associé noté
(<^t), V un voisinage de X dans CV en topologie C1, X > 0 et e\ > 0. Soit C\
l'ensemble des points périodiques de ((^) de période inférieure ou égale à X et K un
ensemble relativement compact de M inclus dans M\C\. Il existe alors une fonction
continue 6 : K —> RI, dominée par x i—> inf{l, r^} et Ai G ]0, A[ tels que :

(0) <î>p([0,Ai] x IIj(p)(p)) C Be^(p) et ^p est une submersion sur cet ensemble pour
tout p ç. K ;

et un nombre e > 0 tels que : quels que soient p ç K et v ç 11° \{p), il existe Y ç. V
(de flot associé noté (^>t}) tel que :

(i) Supp(X - Y) C ^([O.Ai] x n||,|,(p)) ;
(ii) ^Ai(p) = ^p(\i,p-{-ev).

Démonstration. — Remarquons tout de suite que si dimM = 2, 11° (p) est pour r
assez petit réduit à {p} et dans ce cas la proposition est une trivialité. On supposera
donc que dim M > 4.

On définit ô(p) et Ai comme dans le cas des champs de vecteurs quelconques
et donc on se ramène encore à travailler dans R^™M ; pour cela, on recouvre K
à l'aide d'un nombre fini de cartes, telles que pour chaque p G K l'une de ces
cartes contenant p, dans laquelle on note les coordonnées (a;i , . . . ,a;yn), est telle que
la courbe (^t(p))te[o,Àij es^ uniformément transverse au feuilletage par les hyperplans
{3*1 = C^} et telle que le champ de vecteurs x i—> gradua*) (pour la métrique rie-
mannienne associée à la forme symplectique) est uniformément transverse au feuille-
tage par les hyperplans x^ = C^.

Étant donné p G K, choisissons de nouvelles coordonnées î/i, . . . , y m où yj = xj
sauf pour j = 2 : y^ = H p . Ces cartes ne sont pas uniformément bornées en p. Par
contre, si on définit :

^(t) = (1 - ̂ (-^^(O) + ̂ )^(^)Ai Ai

où (p est le flot lu dans cette carte, X le champ de vecteurs lu dans cette carte, ù la
forme symplectique lue dans cette carte et T] : R —> [0,1] vaut 0 sur ] — oo, 3/8] et 1
sur [5/8, +oo[, alors :
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(0) y2(%,v(t)) = ̂ /2(^(0)) = Hp(p) donc 0 = dy^e,v{t)) • ̂ ,v(t) = i^uj^^(t} (car
y ̂  n'est rien d'autre que le hamiltonien lu dans cette carte) ;

(1) 7e,v(t) — ^t(p) est un 02(1) et un 0\(e \\v\\) uniformément en t et p (en effet, on
fait en (rci, ^ 3 , . . . , x-m) un bary centre tel que celui étudié dans le cas des champs
de vecteurs quelconques dont on avait déjà vu que c'est un 02(1) et un 0]_(e \\v\\)
et ensuite on prend l'intersection avec {Hp = 0}, qui n'est pas éloigné en topologie
C2 de^-^6});

(2) aussi, 7^(t) - X o %,v(t) = %,v(t) - X o <^(p) + X o (pt(p) - X o 7^^) est un
oi ( l )e tunOo(^ |H| ) .

Construisons une nouvelle carte et donc de nouvelles coordonnées z\,.... Zm < Soit
TT la projection de R771 sur {0} x R/""1 identifié à R/7^1. Posons :

• z^(tQ .a-o) est la longueur du morceau d'arc de 7^ joignant (0,0) au «premier»
point de 7^ dans {(t,x) \ t = to}, noté %,v(ti) ;

• (^2, . . . , Zm) = TT^éo^O - %,v(tl)).

Comme ^e,v(t) — ̂ (0) = 0^ (1), il est clair que ces cartes sont bornées en topologie
C2 uniformément en p quand e \\v\\ tend vers 0.

Nous allons alors travailler dans cette carte. Nous noterons X le champ de vecteurs
X lu dans cette carte et (p le flot correspondant, uj sera la forme symplectique lue dans
cette carte. Notons alors :

m^(i,o)^ -^(é^)^ =/ i(^o) = y^j^o)^-j=i
Par (0), on a, (^/ a))^ — Ue vW^^e.vÇt) = 0 donc /^i(t,0) = 0. On peut donc
écrire :

m

^(1,0)^ - ̂ (^O)^ = /^°) = ̂ ^•(^o)d^••
J=2

Les [ij sont alors des fonctions de classe Ck, et comme (1,0) — X(t,0) est un oi(l) et
un Oo{e \\v\\) (ceci découle de (1)), /^j est un oi(l) et un Oo(^IHI) - De plus, p,j = 0
hors de [1/4,3/4] et les p.j peuvent être prolongées de manière (7^ à R tout entier
de manière à être constante dans les deux intervalles où elle n'étaient pas définies a
priori.

Soit, pour tout j, Aj la primitive de /^(-, 0) s'annulant en 0. Alors, Aj est de classe
C^1 et sur tout intervalle compact : Aj est un 02(1) et un 0\{e \\v\\) (uniformément
en p). Soit alors 7 : R —> [0,1] une fonction qui vaut 1 sur [—1/2,1/2] et 0 en dehors
de [-1,1] et 7o : R —> [0,1] qui vaut 1 sur [1/4,3/4] et 0 en dehors de [0,1]. On
définit :

^ , 7( (11^ 2"2 + ,•+ l l^ m l l2 ))7o(^) E(Ai(.i + ..) - A.^))inr / VA! ;>=2
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h est alors une fonction de classe C^, et un rapide calcul nous montre que h(z) est
un 02(1) et un Oi(£|H|) (on utilise pour ça le fait que les A^- sont des Oi(Ê:|H|) et
donc si I I ^ H < |H|, A^i +^) -A^i) = OoÇe |H|2)) et dh est une 1-forme de classe
Ck qui est un Oi(^), et on vérifie aisément que dh(t,0} = /^,0).

Si on définit le champ de vecteurs Y de classe Ck par : ty-x^ = dh^ Y est proche
en topologie C1 de X, et est C^-tangent à X au bord de la carte, et le champ de
vecteurs Y correspondant sur M (qui se lit Y dans la carte et vaut X ailleurs) satisfait
au lemme de perturbation. Q

Signalons que la démonstration précédente est la même que dans [13], sauf que
nous avons été plus explicite quant à l'expression de h.

6.2. Démonstration des résultats de 5.2 concernant les suites de points

Commençons par donner un résultat algébrique, dû à Mai, qui permet de démontrer
les résultats cherchés. Nous démontrerons le résultat algébrique dans la section 6.3.

NOTATIONS ET DÉFINITIONS. — On travaille dans R/1 muni de sa structure eucli-
dienne standard.

• N désigne un entier strictement plus grand que 1.
• -F = (A 5 / 2 , . . . ) est une suite de difféomorphismes affines de R7' vers des es-

paces euclidiens de dimension n Xi, X^ . . . , Xj, ... (on notera d, la distance
euclidienne sur Xi)

• Br(x) désignera la boule fermée de centre x et de rayon r et Br (x) seront les
boules ouvertes correspondantes dans l'espace considéré.

• Le 1 /N-noyau de ~Br (x) est ' B ^ / ^ ^ x ) .
• Si Y C R/1 ou Y C Xi, on dit que ~Br (x) et Y sont en contact si

Y n Br(x) = Y n 9Br{x) ̂  0

(ici, 9P désigne la frontière de P).

THÉORÈME 6.2.1 (Mai Jiehua). — II existe un nombre réel p > 3 et un entier positif
T], qui dépendent seulement de T et de N, tels que : pour tout sous-ensemble fini
ordonné XQ = {y, | i = 1, 2,... } de R71, pour tout y ç R71 et 8 > 0 tel que Bs/^y^Xo
contienne au moins deux points, il existe toujours deux points wi = y j et w^ = yi
(j > l ) dans XoUBpgÇy) et une suite de points K = (a^,... x^) dans Bps(y) vérifiant :

(i) a-i = wi, XD = W2 ;
(ii) si YQ = 9Bps(y) UXo- {w^w^}, si x^i = fi{xk) et si Y, = fi(Yo), alors pour

i e [1,^[, ̂ +i,î est dans le 1/N-noyau de la boule fermée de centre x^i en contact
avec Yi (en d'autres termes, pour i e [I,T;[, ^(^+1^,^) < (l/N)di(Yi,x^)).
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Xi+2

Figure 1

Expliquons comment on déduit de ce résultat les résultats concernant les suites de
points (énoncés en 5.2), i.e. comment, à partir d'un difféomorphisme, flot ou champ
de vecteurs on peut se ramener à travailler avec uniquement des applications affines.

Démonstration de la proposition 5.2.1 à l'aide du théorème 6.2.1

(a) Choisissons /, p, e, q G uj(p) comme dans l'énoncé de la proposition 5.2.1.
Quitte à diminuer e, on peut supposer que Bs(q) est relativement compacte et
homéomorphe à une boule de R01111 .̂ On peut alors trouver un voisinage de
f(Be (q)) U'Ê^(ç) U {p} difféomorphe à ̂ dimM C'est pourquoi, par la suite, nous
identifierons cet ensemble à une partie de R'11"1 .̂

(b) On considère alors

J = { j ç ^ \ f j ( p ) ^ B , ( q ) }

qui est infini puisque q e ù;(p). On écrira alors J == {jn \ n > 1} où {jn) est
une suite strictement croissante. On définit la suite d'applications linéaires :

Fn = Df^p : TpM -^ Tf^pM

Grâce à l'identification précédente, on peut considérer qu'en fait Fn est une
application affine de R/^"^. Nous raisonnerons donc dans cet espace.
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(c) Posons alors T = (Fn). Soit

K = sup^^^^ 1 x ^ y C f(B,(q))UB,(q)^ + y}^

sup{^^) 1 x î y e ÎW^^BM^ ̂  y}}
et N = [4K2 le} + 1. Utilisons alors le théorème 6.2.1 pour T et N . On obtient
ainsi une constante p ' > 3 et un entier positif T] qui vérifient les conclusions de ce
théorème. Posons alors a = jr, et p = 4//.

(d) Comme / est de classe C1, il existe r > 0 tel que si x, y e ~Be(q), on a pour tout
i C [l,a] :

(A) f^ o F^x, f^ o F^y e F1 (B^(p))

^ \d{x, y ) < d(f3- o F^x, f^ o F^y) < 2d(x^ y ) ;

(B) ^ o F^x, f^ o F^y ç f^ (B^(p)) ̂  d(x^ p- o F^y) > Jd(^ y ) ;

et tel qu'on ait la condition :
(1) les f3{Bpr{p)) pour j ç [l,a] sont deux à deux disjoints et on a pour tout

je[l,a],p(^(p))c^(pp)
(ceci exprime que la conclusion (1) de la proposition 5.2.1 est remplie).

On suppose de plus que :

(G) Vze{l,...^},/J^(^(p))cB,(g)

(e) Supposons maintenant comme dans l'énoncé de la proposition 5.2.1 que

x, Fx e B^(p)

pour un r e ]0,r] et m > 1. Nous voulons montrer qu'avec les constantes r, p
et a définies ci-dessus, les conclusions de cette proposition sont vérifiées. Remar-
quons que si x est périodique de période inférieure ou égale à m, le résultat est
une trivialité ; on pose en effet mi = 0, m^ est la plus petite période de x et
Vî e {0,. . . ,o;}, Zi = f^x. On suppose donc désormais que x n'est pas pério-
dique de période inférieure ou égale à m. Définissons pour i e [l,m] les points
yi = fx et l'ensemble ordonné XQ = {yi | 0 < i < m}. Alors, par hypothèse,
By(p) contient au moins deux points. On peut donc appliquer le théorème 6.2.1
qui implique qu'il existe deux points Wi = y^ = f^x et w^ = y^ = /^a*
(m2 > mi) dans XQ H B^r(p) = XQ H Bp^{p) et une suite de points (.ri, . . . . x^}
dans B^p'rÇp) = B^(p) vérifiant :

(i) a-i = wi, a^ = W2 ;
(ii) si Yo = 9B^(p) U Xo \ {w^w^}, si x^i = Fi(xk) et si Y, = ^(Vo),

alors pour i G [1,77], ^+i^ est dans le 1/W-noyau de la boule fermée de
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centre xi^ en contact avec Y{ (en d'autres termes, pour i e [l^L on a

d(xi^x^) < (l/N)d(Y^x^) < d{Y^x^e/^K2)).
(f) Définissons alors des points ^or • • ^a par ''

- pour î e [1,7;], Zj, = f^Xi ;
- pouriç[OJ^Zi=fifrn2x^
- pour î (E b'fcjfe+i]. ^ = /^-•7fc+l^+l>

(g) On a alors :
(i) zo = r12^ ^a = z,, = f311^ = r^2 = y771^"^ ;

de plus, si i e [1,^], on sait par (e) que

xi e Bpr(p)
donc Zj, == f^Xi e f^ÇBp^Çp)) et on en déduit par la définition de (^) que :

Vze[0 ,a ] , ZiCf^B^p))

ceci est en fait le (2)(i) de la proposition 5.2.1.
(iii) Supposons que pour un io G { 0 , . . . , a}, on ait fz^ -^- ^o+i- par ̂  définition

donnée en (f) des ̂ , on a forcément io = jz pour un certain % e { l , . . . , ^ - l }
et donc z^ = Zj, = f^Xi ç /^(Bp^p)) C B,(q) par (G). Ceci donne
le (2) (iii) de la proposition 5.2.1.

(ii) Le (2)(ii) de la proposition 5.2.1 étant évident pour des i tels que fzi = 2^+1,
considérons un i tel que i ç [l?^]- On a

- par ce qu'on a vu en (g)(i), Zj, ç f^ÇBp^p)) C B^(q) ;
- par la définition donnée en (f) de (^) et le fait que par (e), on a

Xz e Bpr(p) :

z^ = /JÏ+1-JÎ+1^ = f^-w o f^Xi^

= /J^+l^l e /J^+l(^(p)) C f(B,(q))

Aussi, on a fz^, ^+1 e f(Be(q)). Aussi, par la définition de K donnée
en (c), on a :

d(fz,^z^)<K'd(zj^rlzj^^)=K'd(fj^XiJj^Xi^)

= K • d{f3- o F^Xi^f3- o F^Xi^i)
< 2K 'd(x^i,Xi^^i)

Or, par (e)(ii), on sait que d(x^i,Xi^^) <, d(Yi,Xi^)£/(4K2) ; ceci implique
donc :

(*) d(fzj^z^i) < d{Yi,Xi^).m
Or, on a Fi(9Bpr^(p) U {px \ mi < j < 7712}) C Yi. Ceci implique que :

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1998



94 CHAPITRE 6. DÉMONSTRATION DES RÉSULTATS INTERMÉDIAIRES

1. comme /Jî o F^Çx^) = f^Xi e f^ÇB^p), on peut utiliser le (A) qui
implique que :

d(x^Fi(9B^p))) = d(FiX^Fi(9B^(p)))

= d{F, o /-^ F, o f-^ (^ (9B^(p)))

< 2d(z^9^ (B^(p)))
Donc finalement on a :

d(fz,^z^) < ̂ d(x^9f^(B^{p))) = ̂ d(z,^9f^(B^p)))

Par la définition donnée en (c) de K, on a

d{z^Qî^{B^p})) < K . d(fz,^f^\9B^{p)))).

Aussi, on obtient finalement grâce à (*)

d(/^^+i) < e . d(fz,^f^\9B^(p))).

2. comme /Jî o F^Çx^) = f^x, ç /^{B^p)), on a pour j vérifiant
mi + a < j < ma, mi < j — 1 — ji < 7712 ; distinguons deux cas :

- soit f^x e ^{Bp-rÇp)). Alors, par (B), on a :

d(Fi o /J-l-J^.r,^) = d(Fi o f-^Çf^x)^, o f-^zi)

<2d^-lx^i).

De plus, Zi e f^ÇB^Çp)) C ^(ç) car par définition Zi = f^Xi et
f3~lx e f^ÇBp^Çp)) C ^(ç) par hypothèse. Aussi, par définition
deK :

dÇf^x^z^^Kd^xJzi).
Ceci, joint à (*), donne

<^jz^+i) ̂ ed^xjzi)
- soit p-^ ^ p- (B^(p)). Dans ce cas, p'a* ^ p^+l(B^(p)) et donc :

d^xjz^ > d(9^+l(^(p)),/^)

donc finalement, par (1), on a dans ce cas encore :

d(fzj,, 2^+1) < ̂ (y^, /^).
On a finalement montré que

^(A^^+i) < Ê-in^d^'a-,/^) | mi + a < j < m^}
donc nous avons montré le (2)(iï) de la proposition 5.2.1.

D
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Démonstration de la proposition 5.2.2 à l'aide du théorème 6.2.1

(a) Choisissons (p, p, e, EQ, q ç. u(p) et f3 : B^/^(q) \ C —> R"^ comme dans l'énoncé
de la proposition 5.2.2. Quitte à diminuer £, on peut supposer que B^(q) est
relativement compacte et homéomorphe à une boule de R^"^-^. On peut alors
trouver un voisinage de Bs{q) U {p} difféomorphe à ̂ d^rnM. C'est pourquoi, par
la suite, nous identifierons cet ensemble à une partie de '[(dtrnM, On peut aussi
s'arranger pour que II(p) soit un hyperplan affine (localement) de R^"1^ i,e.
identifier au voisinage de p Tpîl(p) et II (p).

(b) On envisage alors deux cas.
- Soit il existe q1 e B^/^Çq) H cj(p) tel que <p(q') / 0. Par hypothèse, il existe

une boite de flot en q1 notée

^ : [0^(ç7)] x n^iix^)!!^) -^ M

telle que ^/([O,/?((/)] x Tl^^xç^W) C B^q').
Choisissons alors r ' < {3{q')\\X{q')\\ «suffisamment petit» (on précisera
dans quel sens par la suite). On note (ti)î>o l'unique suite strictement
croissante de réels telle que

{ti | i > 0} = {t e R+ | (ptp e ^g/({o} x n,/^))}
i.e. {^ptiP \ ï ^ N} est l'ensemble des points de l'orbite de p qui «entrent»
dans une petite boite de flot construite en q1.
On a alors Vî C N, ^+1 — ti > t3{q'). On en déduit vu la continuité de (3
que si on choisit r1 assez petit, \/i e N, ^+1 — ti > f3((ptip)'

- Soit on n'est pas dans le cas précédent. Remarquons que dans ce cas on a
forcément p ^ ^(p) (i'e. p n'est pas positivement récurrent) car sinon on
aurait

We R, ( p t p ^ ^(p)
et on pourrait alors trouver to e R+ tel que

^top e ^(p) n B,(q) ;
or, X((ptoP) = D(pto(p)^(p) T^ 0 donc on serait dans le cas précédent.
Dans ce cas, comme q G cj(p), on peut aisément construire une suite crois-
sante (tî)î>o à valeurs dans R+ telle que pour tout i > 0 :

(i) ^+1 >^+/3((^p);
(ii) $ : [0^(^p)]xn^^^^^^]](^p) -^ M

[t,x) i—> (ptX
est une submersion à valeurs dans Be{q).

Dans chacun des deux cas décrits précédemment, on a donc construit une suite
croissante de réels (^)i>o. On peut alors, pour chaque i et à condition d'être assez
proche de p (la notion de proximité dépendant de i) définir une application de
Poincaré ^i de II(p) dans II((^p) qui à chaque x ç II(p) associe le «premier»
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point de l'orbite positive de a* à être dans II(<^p). On pose alors Pi = D^i{p).
Pi est alors une application affine de l'hyperplan affine TpH(p) = Iî.(p) dans
l'hyperplan affine r^.pll(^p) = Xi (que l'on munit de la structure euclidienne
donnée par la métrique riemannienne de M).

(c) Posons alors T = (P^-), N = [4/^o] + 1 et utilisons le théorème 6.2.1 pour T et N.
On obtient ainsi une constante p ' > 3 et un entier positif T] = a + 1 qui vérifient
les conclusions de ce théorème. On posera p = ̂ p ' K où

K=snp{ sup {||2^in(p)||Ll}
v 0 <' i <' rv •'^0<i<a

(d) L'application Pi est l'application tangente en p à <Ï>i, il existe r > 0 tel que pour
tout i ç. [0, a], si x, y ç Bs(q) D Xi :

(A) ^ o P^x, ^i o P^y ç Hpr(^p)

^ ^d(x, y) < d{^i o P^x, ̂ i o P^y) < ̂ (x, y )

et tel qu'on ait la condition :

(B) ^ : [0, ̂  + f3(^p)] x îlpr(p) -^ M
(t,x) 1——> ^fX

est une submersion (ceci est possible car p est supposé non périodique) telle que :
(i) \/t e [eu, +/î(^p)L ^(n^h)) c ̂ (^p) ;

(ii) \/i e { 0 , . . . ,a}, $([0,/?(^p)] x Hpr(^p)) C B,(q) (ceci vient de (B)).
On a donc démontré les conclusions (l)(i) et (l)(ii) de la proposition 5.2.2.

(e) Supposons maintenant comme dans l'énoncé de la proposition 5.2.2 que

x, (PTX e n^(p)
pour un r C ]0, r] et T > 0. Nous voulons montrer qu'avec les constantes r, p et a
définie ci-dessus, les conclusions de cette proposition sont vérifiées. Remarquons
que si x est périodique de période T ' inférieure ou égale à T, le résultat est une
trivialité; on pose en effet T\ = 0, T^ = T ' et Vz ç. {O , . . . , ^} , Zi = ^iX. On
suppose donc désormais que x n'est pas périodique de période inférieure ou égale
àT.

L'ensemble {t G [0,T] | (ptX ç Iî.p^(p)} est fini, de cardinal supérieur ou égal à
deux, on peut l'écrire en extension { r i , . . . , Tm} où 7-1 < • • • < ïm et m > 2. On
note alors XQ = {yi = ^pnX \ 0 < i < m} ordonné par l'ordre des T{. Comme x
n'est pas périodique de période inférieure ou égale à T, Tlr(p) Fl XQ contient au
moins deux points. On peut donc appliquer le théorème 6.2.1 :

il existe deux points wi = ym^ = ^-ms^ et w^ = V^ni = ̂ rm^ (^ > ^i
donc Tm'2 > T-rm) dans XQ D ̂ p'^(p) = XQ n n^/^(p) et une suite de points
(xo,... ,Xa) dans îl^p^Çp) = î i - p r / K ^ P ) vérifiant :

MÉMOIRES DE LA SMF 74



6.2. DÉMONSTRATION DES RÉSULTATS DE 5.2 -SUITES DE POINTS 97

(i) XQ = wi, a-a = W2 ;
(ii) si Yo == <9II^/^(p) U Xo \ {wi ,W2} (on prend la frontière dans II(p)), si

Xk^ = Pi{xk) et si Yi = Pi(Yo), alors pour i G [O,Q — l], ^+1,1 est dans le
l/A^-noyau de la boule fermée de centre Xz^ en contact avec Yi (en d'autres
termes, pour tout i G [0, a — l], on a

di(xi^^,x^i) < -.di{Yi,x^i} < -^-d(Yi,x^i)).

(f) Définissons alors des points ZQ, . . . , Za par :
• ZQ = <I>oWi ;
• pour î 6 [l,^], ^ = ^î^i.

(g) On a alors :
(1) ZQ = ^o^l = ^O^rrrz^^ ^ = z^ = ^0^2 = $a (^T^) ; de plus, SÎ

i G [0,a], on sait par (e) que Xi ç II^(p) donc

^ = $^, e ^((n^/^(p)) c n^(^^p)
d'après la définition de K donnée en (c) ; ceci nous donne le (2)(i) de la
proposition 5.2.2 pour T'z = ïm^ et Ti = Tm^'

(ii) D'après (g)(i), on sait que :

Vî e {o, . . . ,a} , z, e ^((n^/^(p)) c n^(^p)
Aussi, par le (A), pour tout i e { 0 , . . . , a — 1} :

d(zi, ̂ i o $^_\^+i) = d(^iXi, $^i+i)
= d^i o P^Xi^ ^i o P^x^^i)
< 2d(a ï^^,a•^+l,^)

Or, par (e)(ii), on sait que pour tout i ç. [0,a — l], on a

di(xi^^,Xi,i) < —d{Yi,Xi,i)',

ceci implique donc :

(*) Vî e { 0 , . . . , a - 1}, d(zi, <S>i o ̂ \^+i) < ^d(Yi,Xi,i).

Or, on a Pi(OTlpr/K(p)^{^tX \ t C [T^T^}nH^/K(p)) C Y, ; ceci implique
que :
1. comme ̂ o^-1^, = ̂ ,Xi C ^ i ( T Î - p r / K ( p ) ) C n^(^p), on peut utiliser

le (A) qui implique que :

d{xi^Pi(9Il^/K{p))) = d(PiXi,Pi(9H^/K(p)))
= d(Pi o ̂ -1^,P, o ̂ -^^ôn^/K^)))

<2d(z^9WH,r/K(p)))'
Or, Pi(9Hpr/K(p)) C Yi, donc par (*), on a finalement

d(zi^i o $^\^+i) < £od(zi,9^i(9Ilpr/K{p)))'
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2. Soit t ç ]Ti + t^,T^[ tel que ̂ x e II^(^p) ;
si ̂  ^ ^(n^/^(:r)), alors dÇz^^x) > d(zi,9<S>i(H^/K(x)) donc

£od((ptX, Zi) > d(zi, ̂ i o $^_\^+i)

par le (g)(ii)(l). Sinon, on a :

t - r(^x) e ]T^[C [O.T] et ̂ -r^x ç 11̂  (p)

donc (pt-r{t,x)X G XQ donc

(**) ^ e ̂  o^-1^.
Or, par le (A) :

d(x^,Yi) = d(PiXi^)

= d(Pi o ̂ z^Pi o ̂ -l(^ o P,-\Yi)))

<2d(zi^ioP^(Yi))

en joignant ceci au résultat (*) et au résultat (**), on obtient :

d(zi^i0^z^)<^d(Y^)

< eod(zi^i oP^(Yi)) < eod(zi^tx)

ceci donne le (2)(ii) de la proposition 5.2.2.

D

Démonstration de la proposition 5.2.3 à l'aide du théorème 6.2.1
(a) Choisissons X, p, e, e^ q e cjÇp), A, Ai et /3 : B,/^q) \ C —> R^. comme dans

l'énoncé de la proposition 5.2.2. Quitte à diminuer e, on peut supposer que B^(q)
est relativement compacte et difféomorphe par un diffeomorphisme symplectique
à une partie de R/^77^. On travaillera donc désormais dans R^^.

(b) Comme dans le cas des flots, on envisage alors deux cas :
- soit il existe q1 ç B,/^(q) H uj(p) tel que ^p(q1) ^ 0. Par hypothèse, il existe

une boite de flot en q1 notée <^/ : [O.Ai] x n^/)^) —^ M telle que
^([0,Àl]x^^)(g /))c^(g /) .
Choisissons alors r ' < 8(p) «suffisamment petit» (on précisera dans quel
sens par la suite). On note (^)»>o l'unique suite strictement croissante de
réels telle que

{t, | i > 0} = {t € R+ | w C ^/({O} x îlr'(q1))}
i " e ' {^P | i G N} est l'ensemble des points de l'orbite de p qui «entrent»
dans une petite boite de flot construite en q ' .
On a alors Vî ç N, ^+1 - ̂  > Ai.
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- soit on n'est pas dans le cas précédent. Remarquons que dans ce cas on a
forcément p ^ uj{p) (%.e. p n'est pas positivement récurrent) car sinon on
aurait W e R, (ptP C ^(p) et on pourrait alors trouver to G R+ tel que
(ptoP ^ ^>(p) ri Be(q) ; or, X((ptoP) = D(pto(p)X(p) / 0 donc on serait dans
le cas précédent.
Dans ce cas, comme q G o;(p), on peut aisément construire une suite crois-
sante (^)î>o à valeurs dans R+ telle que pour tout i > 0 :

(i) ^+1 - ti > Ai ;
(ii) $ : [0,Ai]xII^)((^p) -^ M

(t,x) i—> (ptX
est une submersion à valeurs dans Bç(q).

(c) Dans chacun des deux cas décrits précédemment, on a donc construit une suite
croissante de réels (^)î>o. On peut alors, pour chaque i et à condition d'être assez
proche de p (la notion de proximité dépendant de i) définir une application de
Poincaré <Ï>^ de II(p) dans II((^p) qui à chaque x ç Il{p) associe le «premier»
point de l'orbite positive de a: à être dans II((^p). Considérons alors Ri la restric-
tion de ^i à la surface d'énergie H^ÇHÇp)), puis P, = DRi{p).Pi est alors une
application affine du sous-espace affine Tp(T[(p)^\H~l(H(p))) dans le sous-espace
affine

T^p(Il^p)nH-l(H(p)))=Xi
(que l'on munit de la structure euclidienne donnée par la métrique riemannienne
de M). Posons alors T = (Pj), N = 2([4/£o] + 1) et utilisons le théorème 6.2.1
pour T et N. On obtient ainsi une constante p1 > 3 et un entier positif T) = a + 1
qui vérifient les conclusions de ce théorème. On posera p = 4.p'K où

K=sup{ sup {||^in(p/)||},l}
'0<i<rf }

p'çW

{W' étant un voisinage petit de p}.
Étant donné p ' assez proche de p (la notion de proximité dépendant de z), on

considère R^p' = ^i\H-^H(p')) et on pose P^pi = DR^Çp'). Comme X est de
classe C1, il existe un voisinage W C W de p tel que pour tout p ' ç. W :

- il existe a + 2 isométries affines,

Ap, : Tp(n(p) n H-^HÇp))) -^ Tp/(n(p) n H-^H^)))
et pour i G [O,^],

A^/ : î^(II((^p) HH-^HÇp))) -^ î^(II((^p) nH-^H (?'))),
dépendant continûment de p ;

- pour tout i ç [0, a]

|te ° Pz.p' ° ̂  ° Pz~1 I I < ̂  \\Pi ° ̂  o Pi~p' o A^p, I I < V2.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1998



100 CHAPITRE 6. DÉMONSTRATION DES RÉSULTATS INTERMÉDIAIRES

Alors, soit p1 e W.
Dans ce qui suit, on prendra des boules pour la métrique riemannienne dans les

espaces considérés (qui seront donc (dimM - 2)-dimensionnelle). Supposons que
Xo = {zi | i = 1, 2 , . . . } soit un ensemble fini ordonné de Tp. (îl(p) H H^ÇH (?')))
tel que B § / ^ ( p ' ) n XQ contienne au moins deux points. Posons YQ = A^XQ et
yi = A~1^. Alors, comme A est une isométrie, B s / ^ ( p ) H YQ contient au moins
deux points. Il existe donc deux points wi = yj et w^ = y a (j > £) dans YoHBps(p)
et une suite de points ( r^o , . . . ,Xa) dans B p ' s Ç p ) vérifiant :

(i) XQ = Wi, Xa = W2 ;

(ii) si Zo = QBps(p) U Yo - {^1^2}, si Xk,i = Pi(xk) et si Z, = P,(Zo), alors
pour i e [0,a - l], d(xi^^i,x^i) < (l/7V)d(Z,,^).

Posons alors Ui = Axi. Comme A est une isométrie, cette suite est à valeurs
dans B p ' g Ç p ) et vérifie :

(i) XQ = Zj, Xa = Zi\

(ii) si Uo = 9Bps{p')UXo - {zj, ̂ }, si Uk,i = P^p' (uk) et si Ui = P^/ (Uo), alors
par le choix des Ui et le fait que A est une isométrie :

Vî ç {0,...,a- 1}, d(ui^^,u^i) =

W^ 0 ̂ p' 0 Ap' o ̂ -l^+l,„ A^ o P^p, o Ap. o P^x^)

donc par le choix de W :

V î C {0, . . . , a - l} , d(ui^^i,u^i) <V2d(xi^^i,x^i)

donc par le (ii) précédent :

Vz e { 0 , . . . , a - 1}, d(^+i,,, u^) < V2 -^d(Zi,x^).

Or, en utilisant encore une fois les définitions des quantités considérées, on
obtient :

V ^ e { 0 , . . . , a - l } , d(Zi,x^)=

d(Pi o A;,1 o P^1 o A^p. (A^,y,), p, o A;/1 o P^1 o A^p, (A^,u^))

donc, par la définition de W et le fait que A^p/ est une isométrie :

Vz G { 0 , . . . . a - 1}, d(^+i,,, u^) < ̂ d{Ui, u^))

donc on obtient les conclusions du théorème 6.2.1 pour tout p ' ç W pour
N ' = N / 2 = [4/^o] + 1.

(d) On notera désormais II°(j/;p) = îl(p) n H~1 (H (?')). Si on a choisi un r assez
petit, 11° (j/;p) est une boule (dimM - 2)-dimensionnelle.
Soit donc p ' ç W. Comme P^p> est la différentielle de R^p, en p', il existe r > 0
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tel que pour tout i 6 [O.a], si x, y e Be(q), :

(A) R,^ o P^,x, Ri^ o P^y G II^((^p, (^J/)

^ l^]/) < d(R^ o P^x^R^ o P^y) < 2d(x^y)

et tel qu'on ait la condition :

(B) $ : [O.^+AilxII^ri^M
(t,x) i—> (ptX

est une submersion (ceci est possible car p est supposé non périodique et p ' est
proche de p) telle que :

(i) \/t e [o,^ + Ai], ^(n^(j/;p)) c B./^tp'^tp) ;
(ii) Vz e ^..^^^([O^^p^lxn^^p7;^?)) C B,(q) (ceci vient de (B)).

On a donc démontré les conclusions (l)(i) et (l)(ii) de la proposition 5.2.3.
(e) Supposons maintenant comme dans l'énoncé de la proposition 5.2.3 que

x, ipTx e n^(j/)
pour un r G ]0, r] et T > 0. Nous voulons montrer qu'avec les constantes r, p et a
définie ci-dessus, les conclusions de cette proposition sont vérifiées. Remarquons
que si x est périodique de période T ' inférieure ou égale à T, le résultat est une
trivialité; on pose en effet Ti = 0, T^ = T ' et \/i e { 0 , . . . ,a}, Zi = R^p'x. On
suppose donc désormais que x n'est pas périodique de période inférieure ou égale
aï.

L'ensemble {t ç [0,T] | (pfX G lî.^Çp'', p)} est fini, de cardinal supérieur ou égal
à deux, on peut l'écrire en extension { r i , . . . , ïm} où TI < • • • < ïm et m > 2. On
note alors XQ = {yi = ̂ nX \ 0 < i < m} ordonné par l'ordre des TI. Comme x
n'est pas périodique de période inférieure ou égale à T, II^(j/;p) H XQ contient
au moins deux points. On peut donc appliquer le théorème 6.2.1 : il existe deux
points wi = ym'2 = ̂ Tm^x et w^ = ymi = ̂ r^ O77^ > ^i donc r^ > Tmi) dans

Xo n n^/^p';^) = Xo n n^/^^;?)
et une suite de points (xo,... ,a*a) dans n^/^j/;?) = II0^?';?) vérifiant :

(i) XQ = wi , Xa = W2 ;
(ii) si YQ = 9^0^/^(p /;p)UXo\{wl,W2} (en prenant la frontière dans 11° (?';?)),

si Xk,i = Pz,p'{xk) et si Yi = P^Vo),
alors pour i G [0, a — l], ^1+1,1 est dans le 2/TV-noyau de la boule fermée de
centre xi^ en contact avec Yi (en d'autres termes, pour tout i ç [0,a — l],
on a

diÇxi^^.x^i) < —.di(Yi,x^i) < -^-dÇYi.x^i)).

(f) Définissons alors des points ZQ , . . . , Za par :
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• ZQ = RQ.P'WI ;

• pourz G [0,a], z, = R^p'Xi.
(g) On a alors :

(i) ZQ = RQ^WI = Ro^p'^r^x), z^ = R^,p'W2 = Ra,p'(^r^x)', de plus, si
i ç [0,a], on sait par (e) que Xi ç lï.^Çp'^p) donc

zi = R^p'xi e Ri,p'W^/K(p1)) c n^y;̂ )
d'après la définition de K donnée en (c) ; ceci nous donne le (2)(i) de la
proposition 5.2.3 pour T^ = r^ et Ti = r^.

(ii) D'après (g)(i), on sait que :

Vz e {o,...,a}, z, e ̂ ((n^(j/;p)) c n^^p^^p)
Aussi, par le (A), pour tout i ç { 0 , . . . , a - 1} :

d(zi,Ri^ oR^z^) = d{R^ oP^Xi^R^p, oP^x^)
< 2d(x^i,Xi^^.

Or, par (e)(ii), on sait que pour tout i e [0,a - l], on a

d,(^+i,,,^)<^d(y,,^);
ceci implique donc :

(*) Vz e {0 , . . . , a - 1}, d{z^R^ oR^zw) < ̂ d(Y^x^).

Or, on a P^/ (QIl^^^p) U {^x \ t ç [T^T^]} n n^^';?)) c Y, ; ceci
implique que :
1. comme

^p' °^7p1^ = ̂ ^^ e ̂ ^(n^^;?)) c n^(^p';^p),
on peut utiliser le (A) qui implique que :

d(x^P^{Q^^(p'^p)) = d(Pi^x^P^(9Tl^^p'^p)))

= d(P^, o R^z^P^ o R^ÇRi^QIl^^p1^)))
<2d(z^QR^{QU%^ (?';?)))

Or, P^,pl{Q^^^(p'•,p)) C Yi, donc par (*), on a finalement

d(zi,R^p, oR^zw) < £od(zi,QRi^(9Il°^K(p1^))).

2. Soit t e ]ri + ̂ , T^ tel que ^a; e II^y; ̂ ^p) ;
si ^a; i R i , p ' ( î l p r / K ( x ' , p ) ) , alors

^,^^) > d(z^9R^(îl^^^p)))
donc

EQd(^tX,Zi) > d(zi,Ri^ oR^^Zi^)
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par le 1. Sinon, on a :

t-r^x)ç}T^Uc[0,T}

et

(pt-rÇt^x e n^/^<y;p)
donc

^t-r(t,x)X G XQ

donc

(**) ^txeRi^op^(Yi).
Or, par le (A) :

d{x^,Yi)=d(Pi^Xi,Yi)
= d{Pi^ o R^z,, Pi^ o R^. (R^ o P^, (Yi)))

<2d(z^Ri^oP^(Yi))

en joignant ceci au résultat (*) et au résultat (**), on obtient :

d(z^R^ oR^zw) < ̂ d^x^i)

<£od(zi,Ri^oP^,(Y^
< £od(zi,iptx)

ceci donne presque le (2)(ii) de la proposition 5.2.3, sauf que les boules
qui interviennent sont restreintes à la surface d'énergie contenant leur
centre. Mais il est facile de voir qu'il existe une constante K^ telle que :

Vj/ G n,(p), Vr e ]0,r[, Vî/ G n^(j/;p),

dÇy^p^^Wy^W^p)).

Ceci donne alors le (2)(ii) de la proposition 5.2.3 pour £'Q = £ / K ^ .
D

Soulignons la différence entre cette dernière démonstration et les précédentes. Dans
ce cas, nous somme obligés de faire varier un point p ' au voisinage de p, car le lemme
de perturbation dont nous nous servons (la proposition 5.1.5) ne s'applique que dans
une surface d'énergie donnée. Le fait qu'on puisse quand même conclure dans ce cas
(avec un point p variable) vient du fait que le théorème algébrique est, en un certain
sens stable, comme nous allons maintenant l'expliquer.

Plus précisément, avec les notations rappelées en début de section 6.2, on munit
l'ensemble des suites d'applications affines T = (fi, h,... ), chaque /, allant de R71

vers Xi, de la topologie produit. Soient alors F et N comme dans les hypothèses du
théorème 6.2.1. Il existe alors un voisinage W de F, p > 3 et un entier positif r] tels
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que pour tout G G W', les conclusions du théorème 6.2.1 soient vérifiées pour G, p
et N .

Pour démonter ceci (nous faisons en fait cela dans la démonstration précédente),
on applique le théorème 6.2.1 à T, 27V. Ceci nous permet de trouver p > 3 et 77.
Ensuite, on définit :

W={G=(^2, . . . ) |Vze[ l ,77] , l l^o/^H <V2et \\fiog^\\ < V2}

où 11/H = sup{||/a*|| | I I a; I I = 1}. Il n'est alors pas difficile de voir qu'on a les conclusions
du théorème 6.2.1 pour tout G ç W pour 7V, p et rj.

6.3. Démonstration du résultat algébrique 6.2.1

Reprenons les mêmes notations qu'en section 6.2. Avant de démontrer le théo-
rème 6.2.1, nous allons :

- dans un premier temps faire quelques remarques concernant cet énoncé ;
- dans un deuxième temps donner un énoncé équivalent au précédent qui nous

permettra de raisonner dans une boule fixée sans considérer des images par
différentes applications linéaires.

REMARQUES
(1) Remarquons qu'un énoncé analogue au théorème 6.2.1 serait faux si le 1/TV-noyau

de Br(x) désignait maintenant B ^ k / ^ ( x ) (ce qui serait intéressant en topologie
Ck) car on voit aisément que dans ce cas, si on diminue l'ensemble XQ en faisant
des homothéties de rapport de plus en plus petit, les valeurs de r) tendent vers
+00.

(2) Le point essentiel qui permet de simplifier la démonstration originelle de C. Pugh
et G. Robinson est de raisonner sur des ellipsoïdes et non plus sur des parallélé-
pipèdes : on ne tient compte que des dimensions, et non plus d'une quelconque
inclinaison.

C. Pugh et C. Robinson avaient d'ailleurs eux-mêmes déjà remarqué que si on peut
se servir d'ellipsoïdes, la démonstration est considérablement simplifiée, mais leurs
constructions leur interdisaient de ce servir des ces ensembles.

NOTATIONS ET DÉFINITIONS. — Associons à chaque fi l'unique ellipsoïde Ei de la
forme F^ÇBp^O)) (où Fi désigne l'application linéaire associée à l'application affine
fi) et dont le plus petit demi-axe est de longueur 1. On note alors \iZz le plus grand
demi-axe de Ei (il y en a éventuellement plusieurs, auquel cas on en choisit un), où
Zi est de norme 1 et \i > 1. On note E = (£Ji, E^ , . . . ).

Pour tout x ê R/1 et tout r > 0, on pose Ei(x,r) = {x + ry \ y G Ei}. C'est
l'ellipsoïde de la Ei-famille de centre x et de rayon intérieur r.

Le 1/N-noyau de Ei(x,r) est alors Ei(x^r/n).
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On est alors amené à reformuler le théorème 6.2.1 de la manière suivante :

THÉORÈME 6.3.1 (Mai Jiehua). — II existe un nombre réel p > 3 et un entier po-
sitif Y] > 0 déterminés par E et N tels que : pour tout sous-ensemble fini ordonné
Xo = [yi \ i = 1,2, . . . } de R71, pour tout point y <E R/1 et 6 > 0 tel que Bs/^(y) H XQ
contienne au moins deux points, il existe toujours deux points wi = y j et w^ = yi
(j > l ) dans XQ H Bps(y) et une suite de points K •= (a;i,... , X r j ) dans Bp§(y) véri-
fiant :

(i) xi = wi, x^ =W2;
(ii) pour touti e [ l , r j [ , x^ est dans le 1/N-noyau de l'ellipsoïde de la Ei-famille de

R/1 ayant pour centre Xi et en contact avec l'ensemble 9Bps(y) UXo - {wi,W2}.

Figure 2. (en grisé, les 1/TV-noyaux)

Ce théorème est équivalent au théorème 6.2.1. Nous allons donner la démonstration
du théorème 6.3.1. Commençons par déterminer pour chaque p > 3 un ensemble où
la « densité » est petite :

LEMME 6.3.2. — Soitp > 3, Xo, y et 6 comme dans les hypothèses du théorème 6.3.1.
Alors, il existe deux points v^ et v^ dans XQ^}Bp6{y) tels que, si 5i = d(v^,v^), alors :

(i) 5^i)cjB^Q/);
(ii) Vz eXoiï 5^/2(^1), V^ e X o - { z } , d ( z , z f ) > Âi/2.

Démonstration du lemme 6.3.2. — On définit l'ensemble

A = {(z,z') e (Xo ̂ B,s(y))2 \ ~Bpd{z^) C ~B^(y) et z / z ' } .

On remarque déjà que A est non vide. En effet, par hypothèse Bs/^(y)HXQ contient
au moins deux points, notés z et z ' ; alors, on a d Ç z . z ' ) < 6 / 2 donc p d ( z , z ' ) < p o / 2 ,
et d(z,y) < Â/4, tout ceci impliquant que :

~Bpd{z^) cBps(y).
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De plus, comme A est fini, il existe un point (^1,^2) de A tel que ^1,^2) soit
minimale. On choisit alors un tel point. Ce couple vérifie alors la conclusion (i) du
lemme 6.3.2. Montrons qu'il en vérifie aussi la conclusion (ii) : supposons donc qu'il
existe z ç. XQ H Bps^/2(vl) et z ' ^ XQ — {z} tels que d { z , z ' ) < Ji/2. Alors :

• z e XQ H 2^/2(^1) C B p s ( y ) et comme

z ' ç X ^ d(^) < ^-et d( î) < ̂ ,

on a d(z1', ̂ 1) < (p + l)Ji/2 < pS^ donc

z' e Xo n Bps, (î;i) c Xo n Bps(y) ;
• z ^ z ' par hypothèse ;
• si ^ e Bpd{z,z'}{z), alors :

d(t, vi) < d(^ ^) + d(z, vi) < /?d(^, z ' ) + /-3- < /o^i

donc Bpd{z^)(z) C Bps^vi} C B p § ( y ) ;
• de plus, d { z , z ' ) < Âi/2 < Ai.

Tout ceci contredit la définition de 8\. D

REMARQUE 6.3.3. — Avec les notations du lemme précédent, remarquons que la
partie B^ (vi) U B^/^v^) de l'espace R/1 ne rencontre XQ qu'en ^i et v^. En effet :

• par le (ii) du lemme 6.3.2 appliqué à z = v^, on voit que :

^i/2(^2)nXo ={^2};
• si B§^ (z»i ) contenait un autre point v ç XQ que v-^, le couple (v\, v) serait dans

A, ce qui contredirait la définition de ^i.

cas des similitudes cas impossible à résoudre directement

Figure 3

Si on cherche alors à joindre v\ à v^, (ou d'autres points déduits de ces deux points)
à l'aide d'une suite d'ellipsoïdes, l'idée la plus naturelle est de s'arranger pour que
ces ellipsoïdes soient contenus dans l'ensemble Bs^(vi) U Bg^ /^(v^ ). C'est visiblement
possible si les ellipsoïdes considérés sont des boules euclidiennes (i.e. quand les fi sont
des similitudes), ce dernier cas se traitant comme le cas n = 1 (dont la résolution va
suivre). De même, si les grands axes sont bornés (i.e. si les rapports du module de la
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plus grande valeur propre et de la plus petite valeur propre de tFiFi sont uniformément
bornés), on peut conclure comme dans le cas où les ellipsoïdes sont des boules.

Malheureusement, si par exemple les ellipsoïdes ont leurs petits axes parallèles à la
droite joignant v\ à ^2 et leurs grands axes de longueur «grande» et tendant «vite»
vers +00, ce raisonnement n'est plus valable.

La démonstration du théorème 6.3.1 se fait alors par récurrence sur la dimension n.

LEMME 6.3.4. — Le théorème 6.3.1 est vrai si n = 1.

Démonstration du lemme 6.3.4' — On pose alors :

p = 3, r] = 2N + 1

On applique le lemme 6.3.2, ce qui nous permet de déterminer ^i et ^2. On peut
par exemple supposer que Y]_ est avant v^ (pour l'ordre sur XQ donné par les indices
dans l'écriture en extension de Xo). On définit alors :

• i i - 1 , ^pour î = 1 , . . . , 7 ; , Xi =vi + -^(^2 -vi)

Ces Xi conviennent car dans ce cas, l'intervalle [^i — |z?i — ^2/2| 5^2 + |^i — ^2/2|] ne
rencontre Xo qu'en vi et ^2 et est inclus dans B p § ( y ) . D

On a déjà remarqué que cette démonstration serait valable dans le cas où les grands
axes des ellipsoïdes sont bornés. Donnons un autre cas où on peut encore démontrer
le théorème en construisant une suite sur un segment, cas qui suppose que l'ensemble
XQ est d'une certaine «forme».

LEMME 6.3.5. — On suppose avoir choisi p (indépendant de Xo).
Il existe un entier r qui ne dépend que de p et de N tel que : si on a choisi v^ et v^

dans XQ par le lemme 6.3.2 où on note S\ == d(v\^v^)y si il existe w\ et w^ distincts
dans XQ H £?p^/2(vi) et 1 < j'i < ... < j r tels que le Ej^ -ellipsoïde centré en w\ et
en contact avec (Xo — {^i}) U QBp^/^i} est en contact avec w'z, alors, pour tout
T] > jr + 1; il existe une suite vérifiant les conclusions du théorème 6.3.1 et joignant
le second (pour l'ordre de Xo) des points w\, w^ au premier de ces points.

Démonstration du lemme 6.3.5. — On note r un entier assez grand pour que :

/A^y-1 _^_
\N+2J - ( N + l ) p '

Supposons que wi, w^ et (ji)i<i<r vérifient les hypothèses du lemme.
Remarquons tout d'abord qu'il existe deux cas : soit Wi est avant ^2, soit ^2 est

avant w\. Pour traiter simultanément ces deux cas, faisons une petite remarque :

LEMME 6.3.6. — Soit F un sous-ensemble fermé non vide de R/1, wi et w^ deux
points de R/\ E un ellipsoïde de longueur de plus petit axe égale à 1, N un entier.
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Alors, si W2 est dans le 1/(N + l)-noyau de l'ellipsoïde de la E-famille centré en
wi en contact avec F, alors wi est dans le 1/N-noyau de l'ellipsoïde de la E-famille
centré en w^ et en contact avec F.

Démonstration du lemme 6.3.6. — Considérons l'ellipsoïde £;(wi,ri) qui est en
contact avec F. Supposons que w^ soit dans le 1/(7V + 1) -noyau de cet ellipsoïde
w2 e£;(wi,n/(7V+i)).

Considérons alors l'ellipsoïde E(w^ Nr^(N + 1)) et montrons qu'il est inclus dans
^(wi,ri).

S i x ç E ( w ' 2 , N r ^ / ( N + l ) ) , alors x + wi - w^ e E(w^Nn/(N + 1)). Or,

^-"^^(A^I))-
Aussi, en sommant on obtient :

Nr-ï ri

^^w^^^wïi)^^1^'
On a donc bien E(w^, N r ^ / ( N + 1)) c E(w^ n) donc E(w^ N r ^ / ( N + 1)) est inclus
dans l'ellipsoïde E(w^,r^) en contact avec F.

On a par hypothèse, w^ e ^(wi,n/(7V + 1)). Comme tout ellipsoïde est symé-
trique par rapport à son centre, cela implique que wi e E{w^,r^l{N + 1)) i.e. que
wi est dans le 1/W-noyau de E{w^,Nr^l(N + 1)), donc a fortiori dans le 1/TV-noyau
de^(w2,r2). Q

Soit maintenant un entier rj > jr + 1, comme dans les hypothèses du lemme 6.3.5.
Pour ne pas séparer le cas où wi est avant ^2 du cas où w^ est avant wi, on notera :

- si W2 est avant wi, pour k ç [1, r], n^ = jk et a-o = ^i, x^ = w^ ;
- si wi est avant ^2, pour À; e [l,r], n^ = ^+i_fc et a-o = ^2, ̂  = Wi.

Nous allons maintenant définir une suite de points à partir de laquelle nous défini-
rons les points qui permettent de conclure dans l'énoncé du lemme. On pose :

• Vo =^i, î/r+i = W2;
• pour k e [1, r], yk = W2 + ((-/V + 1)/(7V + 2))fe-l (wi - ̂ 2).

On constate alors que :

1. pour tout k ç [l,r[, y^ est ^ans le 1/(A^ + l)-noyau de l'ellipsoïde de la E^-
famille de centre yj, et en contact avec (XQ - {wi}) U 9B^ 72 (^i) ;

2. ^ est dans le 1/(7V + l)-noyau de l'ellipsoïde de la E^ -famille de centre ̂ +1 = w^
et en contact avec (XQ - {wi}) U QB^/^vi)-

En effet :

1. on a î/o = 2/i = ^i et pour A; e [l,ï[, on a ^+1 = Vk + (1/(N + 2))(w2 - y k ) et
W2 est en contact avec l'ellipsoïde la E^ -famille de centre yj, et en contact avec
(Xo - {wi}) U 9B^/2{vi)' Aussi, ^+1 est bien dans le 1/(N + 2)-noyau (et donc
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Figure 4

a fortiori le 1/(N + l)-noyau) de l'ellipsoïde de la En^ -famille de centre yk et en
contact avec (Xo — {wi}) U QBp^/ïiv^}.

2. on a

yT=yT^+{((^) ^-^
et

' (^+1)^T-1^ 1
V(7V+2)y - ((N+l)pY

Considérons alors Phomothétie / qui envoie le En^. -ellipsoïde de centre wi en
contact avec (XQ — {^i}) U 9Bps^/^{v\) et dont nous appelons r le rayon extérieur
sur le En^ -ellipsoïde de centre yr-\-i = w^ en contact avec (XQ — {wi})U 9Bp^^{v^)
et dont nous appelons r* le rayon extérieur. La valeur absolue de son rapport est
r*/r, et on sait que :

r < —— car tous ces ensembles sont dans B p § ^ / ^ ( v - ^ ) ;

r* > -!- par le (ii) du lemme 6.3.2.

La valeur absolue de ce rapport est donc minorée par 1 / p .
Le demi-diamètre (rayon) du segment intersection de la droite (wiWa) avec

l'ellipsoïde de la En^ -famille de centre yr+i = w^ et en contact avec

(Xo-{wi})U QB^/M

est donc minoré par ( 1 / p ) ||wi — W 2 | | . On notera w une des extrémités du seg-
ment intersection de la droite (w\w'z) avec l'ellipsoïde de la En^. -famille de centre
y^.^ = w2 et en contact avec (Xo — {wi}) U 9Bp^/2 (^i ).
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Or, on avait vu que yr == î/r+i + A • (w\ — w^) où |A| < 1/((N + l)p) et on
vient de voir que w — î/r+i = w — w^ = IJL - (wi — w^) où \fi\ > 1 / p . Finalement,
Vr = Vr+i + (A//A)(w - î/T+i) = 2/r+i + Oi(w - yr-^-i) où \a\ < 1/(N + 1), ce qui
donne le résultat cherché.
Définissons maintenant la suite cherchée.

Premier cas : si w^ est avant w\, nous posons :
- pour tout k ç [l,ï[, pour m e [rik + 1,^+iL Xm = Vk+i ;
- pour tout m 6 [n^ + 1, rj\^ Xm = ^2-

Deuxième cas : si wi est avant u^ nous posons :
- pour tout m G [0,^'i], a^yn == w^ ;
- pour tout k G [l,r], pour m e [j^ + l,jfc+i], ^m = 2/r+i-fc-
En fait, nous construisons une suite à partir de (yk) qui a même image, mais un

ensemble de définition différent : (xm) fait les mêmes «sauts» que faisait (yk)^ mais en
étant stationnaire plus longtemps entre ces sauts et en inversant dans le deuxième cas
l'ordre de la suite. Remarquons en particulier que la condition (ii) du théorème 6.3.1
est trivialement vérifiée là où la suite est stationnaire, puisque si Xz = a^+i, a^+i est
dans le 1/TV-noyau de tout ellipsoïde centré en X{. D

Démonstration par récurrence du théorème 6.3.1. — On suppose qu'il est vrai pour
n — 1. Signalons au lecteur que tout au long de la démonstration nous parlerons de
constantes qui sembleront dépendre de S\ ; en fait, le problème est homogène en 8\ et
on obtient bien des constantes.

L'idée directrice du raisonnement qui va suivre est la suivante : déjà, on choisit
une direction suivant laquelle les grands axes des ellipsoïdes considérés s'accumulent.
On considère un hyperplan R/1"1 perpendiculaire à cette direction, et on projette le
problème (i.e. configuration XQ et suite d'ellipsoïdes) orthogonalement sur cet hyper-
plan. On applique alors l'hypothèse de récurrence, trouve une suite ad hoc joignant
deux points de la configuration projetée et relève cette suite dans R71 de telle sorte
que le premier point soit un point de XQ. Le dernier point de cette suite n'est alors
peut-être pas un point de Xo, mais il a même projection qu'un point de XQ. L'idée est
alors d'utiliser un dernier «grand» ellipsoïde pour «joindre verticalement» ce dernier
point au point de XQ qui a même projection. Plus précisément :

- soit on peut trouver un tel grand ellipsoïde et c'est terminé ;
- soit on ne peut pas trouver un tel grand ellipsoïde et on verra qu'on peut se

ramener au cas du lemme 6.3.5.
Nous choisissons donc un point d'accumulation de la suite des directions des grands

axes des ellipsoïdes Ei considérés, et on peut bien entendu supposer que cette direc-
tion est tout simplement le vecteur (0,. . . ,0,1). p désigne alors la projection sur
R/1-1 x {0} = R/1-1 parallèlement à (0,. . . ,0,1). On notera alors E^ = ?(£',) et
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E* = (E^ E^...). Appliquant alors l'hypothèse de récurrence à E* et JV, on déter-
mine ?7* et p*.

Nous choisissons alors p «très grand», où nous préciserons ultérieurement ce que
signifie ce qualificatif. À l'aide du lemme 6.3.2 et en gardant ses notations, on choisit
alors v\ et v^ vérifiant ce lemme, et on pose 5i = ^(^1,^2).

Dans un premier temps et comme annoncé précédemment, nous allons opérer un
rapprochement horizontal, i.e. en projection dans R""1.

Rapprochement horizontal. — On considère un cylindre très allongé, de la forme :

C =:B(8^+l)<^l,Rn~l) x [-GiÂi.C^i],

C\ étant une «grande» constante que nous préciserons ultérieurement. Précisons de
suite que p a été choisi de telle sorte que C C Bp§^^{v\}, et même mieux, tel que
C C 5i/(2(JV+i))(^/2-8p*-(7i-i)(5i(^i) i'e. tel que C est dans le 1/(7V + l)-noyau de
^(l/2)(p/2-8p*-Ci-l)<5i(^l)-

On pose alors X\ = XQ D C et on distingue deux cas :

(i) Soit deux points de X\ ont leurs projections «proches» sur R"^""1, i.e. il existe
14 et U2 dans X\ tels que d(p(u^}^p{u^)) < 5i/C2, où C^ > 1 est une grande
constante choisie telle que :

• un E^ -ellipsoïde quelconque, de centre noté x et de grand demi-axe au
moins Âi/2 contient dans son l/A^-noyau tous les points de

B^/C^X,^" ) î

• 2/62 < 8p* + 1.
Cï ne dépend donc que de E^ et p*.

Dans ce cas, on n'a pas besoin de rapprocher d'avantage horizontalement les
deux points u\ et u^^ et on peut supposer que u\ est après u^ pour l'ordre de
Xo.

(ii) Sinon, posons X^ = p(Xi). Les points de X^ sont deux à deux distants d'au
moins Ôi/C-z et tous dans ^(s^+i)^'1'!?!^71""1)' O11 P^ donc majorer leur
nombre par une constante 63 qui ne dépend que de p* et 62.

Maintenant, nous pouvons préciser comment C\ se construit à l'aide de €3 :
Ci est égal à (C3+1)C4 où C4Ji est un majorant du diamètre de la réunion d'une
suite de (77* — 1) ellipsoïdes des familles E ^ , . . . , E^ -i, notée B\,..., B^ -i telle
que :

- le plus petit axe de chacun est au plus 8p*Ji ;
- si j ç {1 , . . . ,7;* - 2}, le centre de -E^+i est dans Bj (donc €4 ne dépend

que de p* et de E\^... ,E^*_i).
On suppose aussi que C^ > 1.

Alors, dans ce cas (ii) où X^ a au plus Cs éléments, il existe deux «tranches»
du cylindre (7, de hauteur 64 Ji, l'une «au dessus» et l'autre «au dessous» de
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c

tranches ne rencontrant pas X\

Figure 5

R71"1, qui ne rencontrent pas Xi. Soit plus précisément :

5(8^+1)^1, R^) X ([-&l(5i-(74Jl,-&lrfl]U[&2^1^2^1+C74^]) HXi

est vide où &i > 0 et b^ > 0. Comme ^i e XQ, on a forcément &i > 0 et b^ > 0.
On note alors CQ = 'Bsp-s^vi^'1) x [-Mi,Mi] et ^2 = Xo H Go. Alors,

vi G X2. De plus, comme £4 > 1 par hypothèse, on a v^ ç CQ. Donc finalement
v-\_ et ^2 sont dans X^.

On applique alors l'hypothèse de récurrence à X^ = p(X^), y = î;i, 6 = 8rfi
(dans ce cas, on a

p(v^ ç ̂ (^.R"-1) = B^A^i^-1)

et donc Bs/^y^îU1'1) n XI contient bien au moins deux points) et on trouve
^î, u^ (avant u^) dans p(X2) et une suite K* = (x^ , . . . , x^ ) telle que x^ = u^
x^ = u^ et pour z e [1,7;* - l], x^ est dans le 1/TV-noyau de l'ellipsoïde D^
de la E^ -famille dans R71"1 de centre x^ en contact avec

(9^8^ (^R71"1) U^* - K,^}-

On relève ensuite a^,...,.^ en^i , . . . ,x^ (tels que p(xi) = x^) de la manière
suivante :

• fi =p~l(xl[) nX2 = ni ;
• f^+i est dans le 1/A^-noyau de l'ellipsoïde Di de la ^-famille telle que

p{Di) = D^ (ceci est possible car, comme une projection commute avec
un homothétie, l'image du 1/W-noyau de Di est le 1/TV-noyau de p(Di)).

Ensuite, on pose u^ = p^Çu^) n X^.
Remarquons que les Di ont leurs demi petits axes inférieurs à 8p*rfi/2 (car

tel est cas pour les D^) et donc par construction de C^, ils sont contenus dans

Bsp^A^i^'1) x ([-Mi - G4^i, -Mi] u [Mi ,Mi + C î]) u Co.
Or, cet ensemble ne rencontre XQ que suivant X^. Donc les Di ne rencontrent
pas XQ — {^1,^2}-
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l0i

Figure 6

De plus, les Di sont des parties de

^sp^O^R71"1) x ([-Mi - C^ -Mi] u [Mi ,Mi + C î]) u Go,
donc de (7, donc de £?p<^(vi), qui ne rencontrent donc pas 9Bps^(v-t).

Finalement, les Di ne rencontrent pas QBps^{v^} U XQ — {^1,^2}-
Nous avons donc, dans les deux cas, déterminé des points «proches» en projection

(ni et ^2 dans le cas (i), x^ et u^ dans le cas (ii)). Nous allons maintenant opérer un
rapprochement vertical permettant de joindre ces deux points.

C'est pour opérer ce rapprochement que nous déterminerons rj.

Rapprochement vertical. — Rappelons avant toute chose que le p choisi l'a été de
telle sorte que le cylindre C est contenu dans le 1/(N + l)-noyau de

B(i/2){p/2-Sp--Ci-l)6i (^l)-

On va alors travailler dans XQ H Bps^/^^i) et on posera

Yo = XQ U 9B^/2(vi) - {ui.u^}.

Soit A tels que pour tout couple (^1,^/2) d'éléments de R71 de même norme et non
nuls et tout point x de R" tels que :

• x e Co et la sphère de centre x passant par x + î/i et x + y 2 rencontre le cylindre
Co (façon de dire que les deux vecteurs ont leur norme bornée) ;

• ^WM1^2/IM)<A;
alors dQ/i.2/2) < mî{S,/C^2S,/C^ 2^/62}.

En fait, À désigne ici une «inclinaison» maximale et nous sommes juste en train
de dire que si on borne la norme de deux vecteurs non nuls et de même norme et si
on impose que leur angle soit «petit», alors ils sont «proches» l'un de l'autre.

On choisit alors un certain nombre v (on précisera ensuite comment choisir i/)
d'indices 7;*+1 < j\ < ... < jv deux à deux distincts tels que pour tout k G [1, i/], si Zk
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désigne un vecteur directeur norme du grand axe de Ej^, alors d(zk, ( 0 , . . . , 0,1)) < A.
En d'autres termes, ces ellipsoïdes ont leurs grands axes peu inclinés par rapport
à la verticale (ils permettront éventuellement d'effectuer un déplacement vertical).
Remarquons que les jk ne dépendent que de la suite d'ellipsoïdes considérée.

On posera rj = jv + 1.
On note alors, pour tout k G [1, ^], Bk l'ellipsoïde de la Ej^ -famille de centre u^ et

en contact avec Vo? ̂  désignant alors la longueur du plus grand demi axe de Bk.
On distingue immédiatement deux cas :

1) Quand tous les grands axes sont «petits» :
On suppose que pour k G [1, v\, r^ < ( p / 2 — 8p* — C\ — l)Ji. Alors, un élément x
de Bk vérifie :

d(x,vi) < d(x,u^) +d(u2,vi) < rk + (8/?* + Ci + l)Ji

(on a d(u2,vi) < (8p* + Ci + l)Ji car u^ ç (7).
Vu l'inégalité concernant r^., ceci implique que

d(^,(9£^i,^))>0

Remplaçons alors les Bk par les B'^ qui sont les ellipsoïdes de la Ej^ -famille
de centre u^ et en contact avec YQ U {^i}. On a alors pour tout k, B'^ C Bk
donc a fortiori aucun des B'^ n'est en contact avec QBp^/^(v^\ donc comme ils
sont en contact avec YQ U {^i}, ils sont forcément en contact avec des points de
XonBp^/2(vi) - {u^}.

Mais ces derniers points de Xo, comme ils sont deux à deux distants d'au moins
^i/2 (par le choix du lemme 6.3.2) et dans £^1/2(^1)5 ont leur nombre majoré par
une constante 65 qui ne dépend que de p. On peut alors supposer que v = rC^
où T a été choisi d'après le lemme 6.3.5 et donc il existe au moins un point w^ de
XQ D Bps^/^i) q111 es^ en contact avec r ellipsoïdes parmi les B^ ; en d'autres
termes, il existe i\ < ' ' • < ir < v tels que pour tout i ç { 1 , . . . ,r}, w^ est en
contact avec B ' i où on note j[ = j^. Or, on a :

V î e { l , . . . , T } , ^ < j , = 7 ; - l .

On applique alors le lemme 6.3.5 pour rj = jy + 1, les hypothèses de ce lemme
étant vérifiées par :

• Wi = U2, W2 et 1 < J [ < ' • • < J ' , ;

• rî=j^-\-l >j^.
Remarquons que nous avons choisi ainsi v une fois pour toute, et donc aussi
^}-

2) Quand un grand axe est « grand » :
On suppose maintenant que pour un indice k, on a :

^(j-^-Ci-l)<îi.
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Nous allons alors utiliser Bk pour faire un déplacement vertical. Mais, en fait, Bk
est un peu incliné (d'au plus A) par rapport à la verticale. Nous ferons donc :

- un dernier petit déplacement horizontal à l'aide d'un ellipsoïde de la E^-
famille ;

- un grand déplacement suivant la direction du grand axe de E^ à l'aide d'un
Ej^ -ellipsoïde.

Procédons donc ainsi, en séparant les deux cas mis en évidence lors de l'étude des
déplacements horizontaux (nous garderons les mêmes notations que celles que nous
avions adoptées lors de cette étude) :

Cas (i). On pose wi = ni et w^ = u^. Soit y le point de p^ÇpÇw^)) de même
«altitude» que wi (î.e. tel que w^ ç R""1). On définit alors :

• x^ = • • ' = x^ = wi ;
• x^-\-i = " ' = xjk est ceml ^es ^eux points d'intersection de la

sphère de centre w'z passant par y et de la droite

{W2 + CZk | C ç R}

(rappelons que Zk est un vecteur directeur du grand axe de Bk) le
plus proche de y ;

• a^+i = • • • = x^ = W2.

xi = wi /^T\

Figure 7

On a alors d(wi,;r^) < d{w\,y) + d(y,Xj^) où :
- comme on est dans le cas (i),

d(w^y) = d(p(wi),p(w2)) < — ;
^2

- de plus, W2 e Co et la sphère de centre w^ passant par y rencontre
(en y) CQ et
/ y - W2 x^ - W2 \ _ . , n i ^ < A

" l -n—————TT? -H———————H" ) — "(^5 ̂ î • • • î1^ 1 ) ) -^ A'
\\\y-^\\ \\X^ -W2||/

Donc par le choix de À, d(y,Xj^) < ̂ i/C'2.
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Aussi, finalement, d{w^,Xj^) < 2Âi JC^.
Or, comme wi e C et (7 C 5^/2(^1)5 on a :

d(wi,9^/2(^1)) > ̂ ,c^/2(^i))

>( j - ( j - 8p* -C i - l ) )Â i

>5i

(on utilise ici le fait que C C 5(p/2-8p*-Ci-i)5i(^i) et donc que :

d(C, C^/2(^l)) > ̂ (p/2-8p*-Ci-l)^(^l)^^/2(^l))).

De plus, par le lemme 6.3.2, la distance de w^ à tout point de

X^B^/M

est plus grande que Âi/2. Donc le E^-ellipsoïde de centre wi en contact
avec YQ est de demi-grand axe de longueur au moins Ji/2. Par définition
de (72, il contient dans son 1/TV-noyau tout point situé à une distance
inférieure à 26-t/C^ de wi, donc en particulier x^-^-i = xj^.

De plus, rappelons qu'on avait choisi p de telle sorte que C soit inclus
dans le 1/(7V + l)-noyau de Bi/2(^/2-8p*-Ci-i)5i(vi).
Or, wi e C et W2 e C par hypothèse. Aussi, vu la définition de y , y e C
et donc y et W2 sont tous deux dans le 1/(N + 1)-noyau de

^(l/2)Oo/2-8^-Ci-l)Ji(^l).

Donc :

d(^.+i,W2) =d(xj^w^)
=dQ/,W2)

^(^î)^-^-^-1^1-
Or, par hypothèse, r^ > (p/2 - 8p* - Ci - l)Âi. Aussi, a-^^+i = x^ est
dans le 1/(A^+ l)-noyau de 5^* et donc par le lemme 6.3.6 w^ est dans
le 1/TV-noyau de l'ellipsoïde de la E^ -famille de centre x^ et en contact
avec YQ - {w2}.

Cas (ii). On pose wi = u\ et ^2 = u^. On choisit :
• Xi = Xi pour î ç [1, T;*] ;
• x^-\-i = • • ' = Xj^ est celui des deux points d'intersection de la

sphère de centre w^ passant par x^ avec la droite passant par w^ et
de direction donnée par le grand axe de Ej^ le plus proche de x^ ;

• ^Jfc+l = ' " = X^=W^.

Pour i e [1,^* - l], on a vu en effectuant le rapprochement horizontal
que a^+1 est dans le 1/TV-noyau de l'ellipsoïde Di de la E.-famille.
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De plus, W2 € Co et la sphère de centre w^ passant par x^ rencontre
(en x^ ) CQ et

/.^^.^^^
\\\X^ -W2|| \\Xj, -W2\\j

<À.

Donc par le choix de A, d(x^,Xj^) < mî{2S^/Cj,26^/C^}. Aussi, d'après
le choix de 62, tout ellipsoïde de la E^ -famille de demi-grand axe au moins
inf^i/C^^i} et de centre x^ contient dans son 1/TV-noyau xj^.

Or:
- comme on est dans le cas (ii),

\/x e Xor\C\ {ni,U2}, d(x,Xr)-} > —;
^2

- comme x^ G CQ et que d(Co,C) > inf {^1,64^1} = (^i, on a

\fx e Xo\c, d(x,x^) > â^
- de même, comme C C Bp^/'2.(v^\ on a

d(^, OB^/2{vi)) > d(Co,9C) > 8^.

donc Va* e Fo, d(x,x^) > mî{S^/C^,S^}.
Aussi, l'ellipsoïde de la E^ -famille de centre x^ en contact avec YQ a son
demi-grand axe de longueur au moins inf{rfi/C2^i} donc contient dans
son 1/TV-noyau Xj^.

De plus, on conclut comme dans le cas (i) que W2 est dans le 1/TV-noyau
du Ej^ -ellipsoïde de centre Xj^ et en contact avec YQ.

D

REMARQUE 6.3.7. — Remarquons que le théorème 6.3.1 serait faux si le 1/TV-noyau
de Br(x) désignait maintenant B^k/j^Çx} (ce qui serait intéressant en topologie (7^),
car on voit aisément que dans ce cas, si on fait agir sur XQ des homothéties de rapport
de plus en plus petit, les valeurs de r] possibles tendent vers +00.

De plus, nous nous sommes ramenés en 6.1 au cas traité dans le théorème 6.3.1
en remplaçant certaines applications par leur linéarisée, ce qui est possible quand on
autorise les perturbations petites en topologie C1 (mais pas en topologie C2 !).
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