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0. INTRODUCTION

Soient fti(a'), h^Çx) deux fonctions analytiques réelles définies près de XQ G Rd

vérifiant /ii(a-o) = ^2(^0) = 0, dh^(xo) et dh^xo) linéairement indépendants. Soient
Ai, Â2 les demi-hypersurfaces ouvertes

(1)

et L l'arête

fA i ={x,h^x)=0, hi(x)>Q}
[A2=={;r, /7. iCr)=0, h2(x)>0]

(2) L={x^h,(x)=h^x)=0}.

Soit Sï1 (resp. Çl€) l'ouvert intérieur (resp. extérieur)

.̂  f ^l = {a*; M2') > 0 et ^(.r) > 0}
[^ = {x'.h^x) <0 ou h-2(x) <0}.

On a ôîî1 = ôîî6 = A, où A est le dièdre

(4) A = = A i U A 2 U Z .

On s'intéresse à décrire les singularités analytiques et leur propagation, pour les
solutions de l'équation des ondes dans M = R< x Q, ^ = Q1 ou ft6, d'énergie finie, et
vérifiant la condition de Dirichlet

(5)
<9^-E^.n=0 dans M

U\QM =0 et u e H^(M).

Lorsque les équations hi des faces du dièdre sont linéaires, le calcul de la fonction de
Green du problème (5) a été effectué par GARNIR [G]. Le cas plus général d'ouverts Î2
à singularités coniques a été traité dans la catégorie C°° par CHEEGER-TAYLOR [C-
T], et dans la catégorie analytique par ROULEUX [R]. Dans le cas des dièdres à faces
linéaires, le problème (5) avec des conditions aux limites plus générales a été étudié
par ESKIN [E]. Dans le cas des dièdres à faces "courbes", et pour le problème extérieur
Î2 = Î26, UCHIDA [U] a obtenu des estimations a priori sur les singularités analytiques
et GÉRARD-LEBEAU [G-L], dans le cas d = 2, ont traité le problème de l'asymptotique
sur le cône diffracté de la solution de (5) associée à une onde conormale entrante. Les
résultats obtenus ici généralisent ceux de [G-L] : nous définissons un front d'onde
analytique jusqu'au bord pour les solutions de (5); nous travaillons en dimension
d'espace d quelconque, ce qui force à considérer la propagation le long de rayons
tangents à l'arête L (absents en dimension d = 2), enfin nous traitons conjointement
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les cas intérieurs et extérieurs, et l'étude n'est pas restreinte au cas de singularités
conormales entrantes.

Décrivons plus précisément les résultats obtenus. On choisit d'abord un système de
coordonnées x = ( x ' , x"), x/ = {x^x^}, x" = (0:3, • • . , Xn) (n = d + 1, de sorte que x"
contient la variable temporelle) qui redresse le dièdre, de sorte que h\ = x\, h^ = x^.
On appelle x ' les variables normales et x" les variables tangent ielles. On travaille avec
un opérateur P différentiel d'ordre 2 à coefficients analytiques de la forme

(6) P{x, D) = PiOr, D ' ) + L(x, D^ D") + Q{x, D11)

de symbole principal p = p i + ^ + ç à coefficients analytiques, et vérifiant

(7)
^préel ; p(a;,0=0 et ̂  0 =^ Q^p ̂  0
^iC^O^colçf c o > 0

et on a donc CarpHT^ C {$ = 0}, avec T^ = T^ UT^ UT^. On note M1 = {x^ > 0
et Xï > 0} l'ouvert intérieur, M6 == {3:1 < 0 ou x'2 < 0} l'ouvert extérieur.

On note TT la projection canonique de r*M\r^ sur fj^M = r*Mur*Ai UT* As U
r*L, qu'on munit de la topologie quotient, ̂ R71 le fibre cotangent de Meirose (dual
dujibré des champs de vecteurs tangents à x^x^ = 0) et TT l'application canonique de
t*M \ t^ dans ̂ M définie en coordonnées par

(8) (^^.r) ̂  (^^//^//; YI =xi^ v^=x^).

On a donc le diagramme

T*M \ r^ -^^ Im(7r) C ̂ M

(9)

T^M

la flèche d'identification i étant bijective continue (ce n'est pas un homéomorphisme ;
TT n'est ni ouverte, ni fermée et tj^M n'est pas métrisable, alors que ̂ R71 c^ R271 est
une variété différentiable). On note aussi

(10) Efc = Tr(Carp), Z == Tr(Carp).

Alors i : Efc —> Z est un homéomorphisme, ce qui nous permettra d'identifier E^ et
Z ; Efe est la variété caractéristique du problème aux limites dans le dièdre.
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Définition 1. La région elliptique £ de Tj^M est

(11) ë = TÔ*M \ Ë6 = {/?; TT-^) n Car? = <^}.

On notera ZL (resp. Z^) les points de Z au dessus de Farête L (resp. au dessus du
dièdre A), et on stratifié Z par

(12) Z^U^U.?2; 5 ° = Z \ Z A , ^Z^ZL, 52=ZL.

Définition 2. On définit la région glissante Q de Z par

(13) G={p^{7^-l(p)^Car(p)}=l}

et la région transverse T de Z par

(14) T = Z \ Ç .

On notera que Ç H S° = 50, Ç H S1 est la région glancing usuelle sur les faces du
dièdre, et QÇ\S2 correspond aux bicaractéristiques de p tangentes à l'arête L\ G n'est
pas fermé.

Dans le système de coordonnées choisi on a

(15) P(.r,0 = \^ - v)A^' -v)- R(x^11)

où A^ est une matrice 2 x 2 symétrique définie positive, v = v ( x , ( J ' ) est linéaire en
^" . Avec RQ = R\x'=o on a

(16) ^{.RoX)}, S 2 n g = { R o = 0 } , S2nT={Ro >0}.

On posera 5^ = 51 n Ç, S^ = S1 n T. Soit TpZ le cône tangent en p à Z.

Définition 3. Soit p ç. S& ; on définit les vecteurs entrants (resp. sortants) V~ (resp.
V^"), comme le sous-ensemble de ^TpZ

(17) V^ = {^(^(ç)); 7r(ç) = p, q ç Car(p), pr(T^(ç)) ç FM}.

Pour p ç ^, on a V^ = V^- = {^(^(ç))} où ç = TT-^^) n Car(p), et on notera
H g ( p ) = d7r(Hp(q)). Pour p ç S g , on a H g ( p ) ç T p S g , et donc les strates 5; de Ç sont
feuilletées par les courbes intégrales du champ (hamiltonien) H g .

Pour p ç S[, on a V^ H Tp 5'1 = <^.
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Définition 4. Un rayon est une application continue 7 de 1 (intervalle de R) dans
Sfr ^ Z C R2" vérifiant

(18) si 7(^0) G Ê?, 7 est dérivable en to et 7(^0) = Hg(^(to))
(19) si 7(^0) € S ï , il existe £ > 0 tel que -y(t) ^ 5" pour 0 < \t - to\ < e.

Les rayons sont (localement uniformément sur M) Lipschitz, dérivables à gauche
et à droite en tout point et 7^,d(^) ç. Vî^. L'ensemble des rayons est fermé pour la
topologie de la convergence uniforme, et par chaque point, il passe au moins un rayon
maximal (voir le paragraphe I).

On va définir SSb(u) comme sous-ensemble de T^M. En coordonnées polaires
a-i = r cosO, x^ = r sm0 soit E = {f(x,,x^ f.Qrf^Qef ç C°(7;^)} où 1 = ]0 , f [
(cas intérieur) ou J = ] - -^.Ot (cas extérieur), et £'0 = {u ç. E,u\e^Qi = 0 et
u\r=o = 0}. Soit aussi F le sous-espace de T^R") formé des u(x1, x " ) qui vérifient

!V6>o e Co°°(R2), VA' compact de R"-2 3C,m

(20) V0leCoooW||^(^) [uÇx^x^e^x^dx11^ <C sup [6^1^
1 1 J "^o |o|<m

c'est-à-dire F = P^R^; ^o,loc).
En suivant l'étude faite par KONDRAT'EV [K] sur les problèmes elliptiques dans les

coins, on obtient (voir le paragraphe II, proposition 1)

(21) Pu =0 , uC H^ ==^ u e F .

On définit alors SSb(u) par régularité tangentielle comme suit : Soit To la transfor-
mation de FBI tangentielle

(22) Tou(w,x\\) = fe^-^uÇx^x^dx"

et ^Q la fonction poids ipo(w) = j (Rew) 2 . D'après (21), si Pu = 0, u ç H^
OiÇx") ç. C^0 on a ToÇô^ii) G ^^0(^0,100), espace de Sjôstrand à valeurs dans -Eoloc-

Définition 5. Soit u ç H^ Pu = 0, p e t^M. On définit SSb(u) en posant que p
n'appartient pas à SSb(u) ssi

1) si p ^ T*L, définition usuelle

2) si p = (a-o^oQ € T*£, wo = ̂  - ̂ ^ il existe 6^x11) € Co00, ^1 = 1 près de
X'Q, Oo(x1) ç C^°, ^ o = l près de 0, W voisinage de WQ et CQ > 0 tels que pour w ç.W,
\> 1

(23) II^To^llE^^0^-^.
^o
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On a alors la proposition suivante (voir le paragraphe II, proposition 2).

Proposition. SSb(u) est fermé, localement compact dans T^M (on prendra garde
au fait que ce résultat est faux sans la condition aux limites U\Q = 0).

Il n'est pas évident que la définition précédente de SS^(u) soit indépendante
du système de coordonnées choisi, ou de l'espace EQ de régularité normale choisie;
toutefois, cela est vrai, en effet on a (voir le paragraphe IV.4).

Théorème 1.
SSb(u)=7T(SS(îi)\t^

où v_ est le prolongement canonique de u par zéro à R" \ Af.

Dans la suite u désigne toujours une solution du problème aux limites : u ç. HQ,
Pu = 0.

On prouve dans le paragraphe IV. 3 le :

Théorème 2. (Régularité elliptique)

(24) SSb(u)C^b.

Pour pQ ç. S^ et a > 0 soit F. ^ l'ensemble des rayons entrants en po
(25)

I7o,a = {rayons : [-a, Q[-^ (F* M UT* Ai UT* Â2) H S&; 7^) ̂  Po^ -^ 0-)}.

On prouve dans le paragraphe V le :

Théorème 3. (Rénection hyperbolique sur Farête)

Soit pQ ç. S^. On suppose qu^il existe un voisinage W de pQ dans E& et CLQ > 0
tel que pour tout p ç. W tel qu'il existe 7 G F. ^ avec a < CLQ et 7(—a) = p, on a
p (f. SSb(u)' Alors

(26) po^SSh(u).

Les théorèmes 2 et 3 s'obtiennent en écrivant les projecteurs de Calderôn déduits
de l'équation P'u_ = g\6\ + 92^2 (^i == ^2=0^2 == <^ci==o)î qui fournissent un système
2 x 2 d'équations sur les traces gi des dérivées normales (pour P) de u sur les faces
du dièdre, le point clé est d'obtenir des estimations 2-microlocales a priori pour ^i,
92î H SVLT les involutives {a-i = 0}, [x^ = 0}, {x\ = x^ = 0}, qui permettent d'écrire le
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système de Calderôn comme une équation pseudo-différentielle tangentielle à valeurs
opérateurs sur les fibres des involutives xi = 0 ou x^ = 0, l'inversion du symbole
principal correspondant comme dans [G-L] à l'étude d'un problème de transmission
à coefficients constants dans un dièdre linéaire en dimension 2.

Pour traiter la propagation sur les rayons tangents à l'arête, on utilise la stratégie
microhyperbolique développée par SJÔSTRAND pour les problèmes aux limites dans
[S3].

Soit po = T*L tel que Ro(po) = 0, donc po € S] et Q(x" ̂ ") une fonction
analytique réelle défime près de RQ vérifiant 0(po) = 0, {Ro,Q}(po) -^ 0. Soit po
l'unique point de t*M np'^O) tel que 7r(/?o) = p o '

On prouve dans le paragraphe VI le :

Théorème 4. (Estimation près de S 2 )

Soit K un compact de S2 ; il existe AQ (grand) CQ, 60 (petits) tels que pour tout
po çK,ee}0,eo]

(27) Bo^de(po,Aoe2)nSSh(u)=<f>=^expsHg(po)^SSb(u) pour \s\ ^ 6oe.

Des résultats précédents on déduit dans le paragraphe VII le théorème de propa-
gation des singularités analytiques suivants :

Théorème 5. Pour u solution HQ de Pu = 0, SSb(u) est un fermé de E& et si
po € SSb(u) il existe un rayon maximal issu de po dans SSb(u).

Le papier est organisé comme suit :

Dans le paragraphe 1 (Géométrie), on introduit les différents espaces cotangents qui
interviennent dans le problème, la variété caractéristique, et on étudie les propriétés
des rayons, en particulier les réflexions successives sur les faces du dièdre dans le cas
intérieur.

Dans le paragraphe II (Front d'onde), on prouve l'estimée (21), et on introduit le
front d'onde analytique jusqu'au bord.

Dans le paragraphe III (Microlocalisation), on étudie l'effet de la transformation
de FBI sur l'équation Pu = 0, U\QM = 0, ainsi que l'action des opérateurs pseudo-
différentiels sur les espaces obtenus après cette transformation. Le résultat principal
du paragraphe III est la proposition 3 qui relie les traces des microlocalisés aux
microlocalisés des traces (système de Calderôn).

Dans le paragraphe IV (Estimations elliptiques), on commence par prouver un
résultat d'ellipticité (proposition 1) pour une équation pseudo-différentielle à valeurs
dans une chaîne d'espaces de Banach, que nous utiliserons dans la preuve du
théorème 1. On étudie ensuite les problèmes elliptiques dans les secteurs angulaires
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du plan R2 ; en particulier les propositions 2 et 3 permettront cTobtenir l'inversion
des symboles principaux des opérateurs pseudo-différentiels à valeurs opérateurs qui
interviennent dans les théorèmes 1, 2, 3, 4. On prouve alors les théorèmes 1 et 2.

Le paragraphe V est consacré à la preuve du théorème 3. Comme dans [G-L], la
stratégie consiste à effectuer une déformation complexe dans les variables normales
(xl -, 0 pour se ramener à un problème elliptique. Pour prouver que cette déformation
est licite, nous utilisons les théorèmes A.l et A.2 de l'appendice qui permettent de
contrôler la structure 2-microlocale des traces sur les faces du dièdre.

Le paragraphe VI est consacré à la preuve du théorème 4. Nous adaptons ici la
stratégie microhyperbolique standard en effectuant une déformation complexe dans
les variables tangentielles (x11^").

Dans le para.graphe VII, nous prouvons le théorème 5 essentiellement en suivant la
méthode de R. Meirose et J. Sjôstrand.

Enfin dans l'appendice, nous rappelons les notions de base de 2ème microlocalisa-
tion tempérée, le théorème A.2 prouvé dans [G-L], et nous prouvons le théorème A.l.
(Si V est une sous-variété involutive, nous définissons ici SS^ comme fermé du fibre
normal à Y, Ty avec la convention de signe qui assure l'absence de front d'onde
analytique lorsqu'on décolle de V dans une direction absente de SS^.)
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I. GEOMETRIE

1.1. Fibres cotangents

On se place dans R" munit du système de coordonnées

(1) X = (:ri, . . . ,^) = (X^X"), X1 - (X^X^ X11 = (X^ . . . ,^).

On appelle x ' les variables normales et x " les variables tangentielles. On pose

( Ai = {x-, X2 = 0, x^ > 0} Ai = [x; Xï = 0}

(2) Â2 = {x'.xi =0,a-2 >0} À2 == {.T;a-i =0} .
L = {x;x^ =.1-2=0}

Le dièdre A est

(3) A = Ai U AZ U L .

On appelle Ai, Aa les faces du dièdre et L l'arête du dièdre. On a R^A = M'UM6

avec

(4) M^^a-iX) et 3-2 > 0}, Me={x',x^<Q ou ^ < 0} .

L'ouvert de R" dans lequel on travaillera sera soit M = M^ (cas intérieur), soit
M = M6 (cas extérieur).

On note T^,T^ les fibres conormaux aux faces et à l'arête, T*M, r*A,, T*L les
fibres cotangents à l'ouvert M, aux faces, et à l'arête et r*M = rWI-^-. On définit
le conormal au dièdre par

(5) r^ = T^ u r^ u TÏ .
et on pose

T^M = T*M U TAi U r*A2 U T*L .

On notera TT la projection canonique

(6) r*M -7'-. r^A^f

et on munit T^M de la topologie image définie par TT. On prendra garde aux
faits suivants : La projection TT n'est ni ouverte, ni fermée, et la topologie de
T^M n'est pas métrisable, les points de T^M \T*M ne possédant pas de système
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fondamental dénombrable de voisinages; Les parties fermées de T^M sont les parties
séquentiellement fermées, mais l'adhérence d'une partie diffère en général de son
adhérence séquentielle.

Toutefois, la topologie induite par T^M sur chacune de ses composantes (définies
en (5)) est la topologie usuelle et pour tout Co > 0, le sous-espace

(8) 7r({(:r,OeT*M; \^\<W\})

de T^M est métrisable et localement compact.
Introduisons à présent le fibre cotangent compressé de R. Meirose. Soit ^T^ le

fibre de rang n sur R"^ dont les sections sont les champs de vecteurs tangents à Ai et
Â2, ^T*^ son fibre dual et posons

(9) ^M^TR71!^- .

On note TT l'application de T*M dans ^T^M déduite par transposition de l'application
^TR^ _, TR". Si on note (î/'^i,^) la base de ^R71, duale de la base
(Q^x^x^) de ^TR71, on a

(10) TT : (x^x"'^^) ̂  (x'^'^^x^x^ .

On notera i l'application bijective continue canonique de T^M sur l'image de TT

r*M ———7r———. Im(7r) C ̂ M

(11) TT

T^M

Tous les espaces précédents sont munis de l'action de R^ déduite de (a",ç) —> (a*,^),
et si F est un de ces espaces, on notera -F = F\ {section nulle}, la section nulle étant
l'ensemble des points fixes de l'action de R^.

1.2. Variété caractéristique

Soit P(rr, -D) un opérateur différentiel d'ordre 2, à coefficients analytiques, défini
au voisinage de l'origine de R71 de symbole principal p(x, Ç) réel
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f P(x, £»)=Pi (a-, D')+L{x,D\D")+Q(x,D")
{ ' [p(^0=pi(.^')+^.^")+<?(^0

vérifiant, pour un c > 0

fp(:r,0=0 et ^0 =^ Q^p^O
( ) W,0^f

On notera Car(P) = {(a*, 0;p(a*,$) = 0,$ ^ 0} la variété caractéristique de P;
d'après (13), on a Car(P) n T^ = (p. On pose

(14) E6=7r(CarP) Z = Tr(CarP) .

Alors E& est un fermé localement compact de T^M, et l'application i : T^M —>
Im(7r) induit un homéomorphisme de S^ sur Z ; on identifiera par i E^ et Z. La région
elliptique £ de T^M est définie par

(15) £ = t^M \ Se == [p € ÎW Tr-^p) n Car(P) = ̂ } .

On note pr la projection de Z (ou E&) sur Af, et Z^\ == pr'^A), Z^ = pr-l(-L). On
stratifié Z par la réunion disjointe

(16)
Z = S° U 5' U S2

S° = Z \ ZA, S1 = ZA \ ^£, S2 = Zz, .

On définit la région glissante Ç de Z par

(17) ^{^(E^HTT-^nCar^)}^}

et la région transverse par

(18) T=Z\Ç

et on pose pour i == 0,1,2

(19) S ' = S ' g U S ' t , S ' g ^ S T t Ç , S i = S ' Ç } T .

On a alors 5? = (f>, S^ = 5°, 5'̂  C T'Ai U r*A2 est la région glancing usuelle sur
les faces du dièdre, et S2 C T*L correspond aux bicaractéristiques de P tangentes à
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l'arête L. (On prendra garde au fait que Q n'est pas fermé en général.) D'après (12),
on a

(20) p(x^) = ̂  - v)A^' - ̂  - R{x^")

où v = ^(a-,$") est linéaire en ^/, R(x^") quadratique en ç " , la matrice 2 x 2
symétrique A^ étant définie positive.

On pose i/o = v \^^ RQ = R \x^L' On a alors

(21) ^{(^Oeru^o^o}, ^={7?o=o} , 5 ? = { J î o > o } .

D'après (13), on a RoÇx"^") = 0 et ^/ ^ 0 =^ <9^fio(^,^) ^ 0 et par suite S]
est une sous-variété lisse de codimention un de t*L (ou bien S2 = (j> si Pô ne s'annule
pas). Plus généralement, toutes les strates S g , S^ sont lisses. Comme Z est contenu
dans la variété bT*Hn, si p ç Z on peut définir le cône tangent en p à Z, TpZ comme
sous-ensemble de ^p(6^;(CIRr^) par u ç. T^Z ssi il existe des suites pn ç Z, \n ç. R^,
avec pn -> p et An(^n - /?) -^ u'

Définition 1. Pour p ç S& ^ Z on définit les vecteurs entrants (—) et sortants (+),
V^ C ±T,Z par

(22) V^ = {^(^(ç)), 7r(ç) = y9, g ç CarP, pr(±^(ç)) ç FM}

où ffp désigne le champ hamiltonien de p sur T*^.

Pour ^ € V^ (resp. 1Ç) on a bien z/ ç T^Z (resp. -T^Z) car si u = (d7r(Hp(q)),
q € Ti-"1^) H CarP, pr(Ifp(ç)) ç FM, (resp. -TM) il existe une courbe s ̂  7(5),
7(0) == q 7(0) =_Hp(q), s ç [0,^o[ (resp. ]5o,0]) tracée dans Car(P)npr-l(M), puisque
CarP et pr'^M) sont tranverses d'après (13), et ^ ( s ) = TT o 7(5) est tracée dans Z
et vérifie 7(0) = u.

Si p ç G, on a TT-^/)) H CarP = {q} et pr(±^(ç)) e FM et donc Vp = V^- est
réduit à un unique vecteur, qu'on notera, H g ( p ) = d7r(Hp(q)). On a

(23) p e 5; ̂  ̂ (^) e r,5; .

On a aussi

(24) p ç S1, ̂  V^ n T,S\ = <i> .

En effet, pour p ç 5<1, V^ (resp. V^-) est réduit au singleton d7r(Hp(q^.)) (resp.
ç-), où g± sont les deux points de CarP au dessus de p avec pr(Hp(q^.)) ç. TM, et
pour p ç 5?, p = (x1^^) si q= ( x ' = O,^,^,^) (E Tr-1^ H CarP), on a d'après
(20), $' — ^o(^o^ ^o') 7^ 0^ donc ̂  (ç) ^ 0 et la bicaractéristique de p issue de ç quitte
l'arête.
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On remarquera que pour p ç S^ Hg(p) = Hp(p) (Hp étant le champ hamiltonien
de p), pour p e ^, (voir (20)) Hg(p) = -Hj^{p) en identifiant Hg{p) ç 2-̂  à
un vecteur tangent à T^L, et que pour p ç 5^ H T*AI, ^(p) s'identifie au champ
glancing défini par p sur S^ H T* Ai.

La fibration Tr'^T*^) -> F* L admet la section canonique p ^ (p,z/o(p)), où
(P^o(p)) est le point de la fibre Ti-"1^) où p(a;,0 atteint son minimum, d'où un
isomorphisme j de fibrations

T^R71 x T*L
L

Tr-^r*!/)

(25)

T*L

j{(x^ 77'), (^//, ̂ )) = (^//, ̂  + ̂ (^//, ̂ o, n

Les fibres du fibre vectoriel T^R71 -^ L sont munies de la métrique définie par
P^O IT^R-- On munira le fibre normal T^R^ de la métrique duale; on notera ([),
[| [[, les produits scalaires et normes sur ces espaces et (,) la dualité entre T^ et TL.
Dans le système de coordonnées précédents, la matrice du produit scalaire sur la fibre
de T^ (resp. Tj^R71) au dessus de x" e L est A(O,^) (resp. A^,,^).

On note (61,62) la base des fibres de T^R71 telle que ci soit l'image de -^- par la
projection TR71 \L—^Rn. On remarquera que les demi-droites R+ d sont intrinsèques,
i.e. indépendantes du système de coordonnées choisi. On notera (eî,e^) la base duale
des fibres de T^R71, c'est-à-dire e,* = dx,.

Pour x" e L, on définit l'angle des faces Ai, As du dièdre en x " , 0{x") par

(26) e^x") = angle (R+ei.R+es) ç]0,7r[

c'est-à-dire (ei | 62) = cos^OHeilll^ll.

Notons ïi les projections T*À, \L-^ r*L, ^ les projections T^R71 \^-^ r*À^ et
posons pour p € T*L

(27) ,̂̂  = ̂ (^-1(P)) = ̂ \P) 2 = 1 , 2 .

Pour /? e Eb H TU = S'2, on posera

(28) Z; = ^(Tr"1^) H Car(P)) i = 1,2 .
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Alors pour p ç. 5^, Z^ est réduit à un point, et pour p ç. S] est un intervalle qui
s'écrit dans le système de coordonnées précédent

f ^= {(0,^,0, p=(xlf^ll\ 6eK(/>),^(p)]}
(29) {

[^={(0,^;$2,0, P=(x11^11^ 6€K(p),4(p)]}

avec ^i G [or^)?0^/9)] ssl Inéquation du second degré en ^2? P^^îCiî €2?^) = 0
possède une racine réelle. On a ̂ i = ai~(p) (resp. 03*" (p)) lorsque cette équation possède
une racine double C2~(/9) (t^P- Çf(p))-

La bicaractéristique de p issue de ç- = ( 0 , x f l ' , a ' ^ ' ( p ) , Ç ^ ' ( p ) ^ l l ) (resp. ÇL(- ==
(0, x"\ a^^p)^ Ç^(p\ ̂ n)) est alors tangente à Ai et rentre dans x\ < 0 (resp. x^ > 0) ;
en effet soit A == A(O,^) et e^p) ç (T^)^' tel que

(30) a^(p)dxï + ^f(p)dx2 = e^p) + ^o(p) .

Puisque p(ç±) =0, -^(ç±) = 0, on a

(31) \\e,(p)\\2 = R,(p) (e^A(e,))=Q

où A = ( . , ] est considéré comme application de T^ dans T^, d'où il résulte

(32) a]~(p)dx^ + C2~(P)^2 = -£i(p) 4- ^o(^) .

Si e\ = zie^+^e^, on a bu-\-dv = 0 et A(e\) = a\ e\ avec OL\ = (e^, A(£i)) = au-{-bv.
Comme ele\ = (a^ — a^àx\ + (€2^ — C2~)<^>r2î on a iz = aï ^al > 0 donc aussi
ai = ad^62 n > 0 et par suite

^(^)=2(6Î,A(6i))=2ai>0 .

On définit de même relativement à Z2 C i ( p ) ^ e^ £2(/?) = Çt(p)dx\ + a^(p)dx^ —
VQ^p)' On a

(33) ||62(p)||2 = R^p\ (e^ A(e^) = 0, A(^) = ̂  62, 02 > 0 .

On en déduit

(34) a,ngle(6i(p),62(^))=^^)

puisque (ei | £2) = t£l Ae2 = a^a^e^A'1 e^ = ai a^ cos^||ei|| |[e2|| et Qi||et|| = ||£i||.
On remarquera que la, base {e-i^e-z) ainsi construite de (T^)a." est indépendante du
système de coordonnées choisi (voir (30)).
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(î^)^et
, construction
r (0,^,$i =
la projection

TT"1^) —»• ^i,p; avec les identifications précédentes, par (29) et (30) on a ̂ \(e\} = e\ ;

Alors pour p = ( x " ^ ' 1 ) € 5?, par (25), 7r-\p) est identifié
TT-^) H car(P) au cercle Cp = {rf € (T^ ; |[7/||2 = Jîo(p)} ; par la
précédente on peut aussi identifier Z1 au segment [—l,+l]£i(p) par
ta~^ + (l-t)a^ç")^(l-2t)ei et F1 àR^). Rappelons que 71-1 est
_ — 1 / - \ . 771 - - _ _ - - l • i L ' e * t - f f i i /^<-k\ , / A/N\

la projection
la projection

par (31) e^ est perpendiculaire à e^ et TTi(e^) = dx^ |̂  == 0 donc 71-1 est
orthogonale sur IR^i. De même en identifiant Z2 à [-1,+l]e2(/?), 7r2 est
orthogonale sur Re^' On posera

(35)
C^^'çC, W\e^^o]f^-^^p

\cï={rfec,cï={rfec, 0 / | e î ) > o }

Comme on a {a \ e^) = a, > 0, on a ±£i, £2 € C^, ±e^, £1 C G^ et la figure
suivante dans le plan euclidien orienté (T^)^n.

(36)

On remarquera que les bicaractéristiques de p issues d'un point intérieur de C1

(resp. C^) rentre dans x^ > 0 (resp. .TI > 0).
On définit les arcs et segments

(37)
(38)

^•+ = (-£l,£2) C C^C2^ = (-£2,£l) C C2,

^^(C^);^-^^)

dont la signification est la suivante : Soit P p ( D ' ) = P ( ( 0 , x " ) ; D ' , ç " ) l'opérateur
à coefficients constant sur R2 obtenu en gelant les coefficients de P. Alors une
bicaractéristique de Pp issue d'un point (a;i > 0,.T2 = O,»/') rentrante dans 3-2 > 0
rencontre dans l'avenir a-i = 0 ssi »/ £ C'1'4" \ {£2}. Enfin on définit les applications
^T-2-l - ryî 4- r7'2 /-r-1 9 rf9 -i. rv~\2'p ParT2'1 : Zy 72 'Tï,2 . 72,+

^P^P • ^ p

' T^^a) -b^

T1'2^) = a' ̂

3A € C^
3B £ C2^

(39)
7ri(A)=a

7T-i(B) = b

7T2(A) = b

7ri(B) = a'
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Les applications T2'1, T112 représentent avec les identifications faites, le billard pour
l'opérateur à coefficients gelés Pp dans le cas intérieur M = M1. En particulier
T1'2 o T211 s'interprète comme la rotation d'angle —20 sur C1'^ (voir fig. 40) et
on a

(41) sup {j ; (T1-2 oT^y'(a) existe }<^

et donc le nombre total de réflexion pour une bicaractéristique de Pp intérieure au
dièdre est borné.

On posera :

(42) (T112 oT^y (-e,)= 7^1; (T211 oT1'2)^-^) = 7^2 .

Les suites finies 7- sont strictement croissantes et on a

(43) (T1'2 o T^YÇZ^) = [7}, l]6i pour j > 1 .

1.3. Rayons

Rappelons que E& = Tr(carP) et Z = Tr(carP) sont identifiés et que Z est fermé
dans bT*M qui est une variété différentielle.

Définition 2. Un rayon est une application 7 d'un intervalle 1 de R dans S& ^ Z
continue telle que pour tout t ç. 1 on ait

{ - Si 7(^) e (7, 7 est dérivable en t et 7(<) = Hg(-y(t))

(44) - Si 7(<) ç T,7(^) G 5^ il existe e > 0 tel que

pour 0 < \t - s\ < e, s ç. J, on ait j(.s) ^ 5" .

On dira que 7^) est de type 1 (resp. type 2) si 7^) ç t*M U r*Ai (resp.
T'MUT'Aî) et que 7 est de type 1 (ou 2) si -y(t) est de type 1 (ou 2) pour tout t ç I .

0
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Rappelons que nous avons choisi un système de coordonnées {x} = ( x ^ ^ x ^ ^ x " ) qui
redresse le dièdre et dans lequel P a pour symbole

(45) p = t^' - v)A^' -v)- RÇx^") .

Nous choisissons également un système de coordonnées {y] •==• (y,1/2, y " )

(46) î/2 = X2 Gï(x\ y i = x ^ + x^ Gz (x), y ' 1 = x" + 3-2 G"(x)

dans lequel Ai a pour équation 1/2 = 0, conservant l'orientation 1/2 > 0 <-> 3*2 > 0,
avec Ai = {1/2 = 0, i/i > 0} et tel que le symbole de P s'écrive

(47) p=^-^,^n.
On posera ro = r \y^=o de sorte qu'on a

(48) ^nAi ={1/1 >0 , ro>0} ; S^ H Ai == {1/1 >0, ro=0} .

Remarquons d'abord que si 7 est un rayon et 7^) ^ .L, par exemple 7(<) de type 1,
alors 7 est près de ^ un rayon (analytique) au sens de [Sj]. En effet, seul le cas
7(^) € 51 est à considérer; on a dans le système de coordonnées {y}, près de pr(7(<))

(49) TïT -^ ̂ M : (y^) ̂ -. (y^r]\w = y^)

et donc la définition 2 d'un rayon, qui est intrinsèque signifie exactement en ^(t) =
(Vi > 0;î/2 = 0,î/^i, T/'.W = 0) avec ro(î/i,^; 7;i,7/') == 0

f . -9r . . .„ -Or
2/1=^—, 2 /2=0 , î/ = -T—

<50) . S" .„ er . ^l'"°^- " 'w" °"0

ce qui est bien la définition de [5j], la relation w = 0 étant entraînée par 1 /2=1 /2=0
puisque 1^21 = f1^2 est borné.

Si 7(^) est un rayon de type 1 dans .ri > 0, les coordonnées y \ ^ y " , r ] \ ^ r ] " sont
dérivables, y^ est continu, dérivable à gauche et à droite et on a

/^- . \ • ^r .// ~9r . Qr .. Qr . , . ic.(51) yl^~^ y W ? ? 1 =^ ' î/ w" ^'^=2r/ •
De plus î/, 771,77^, 2/2772 vérifient une condition Lipschitz (uniforme sur les compacts
(voir MS II). Si / : 1 —^ H est continue, dérivable à droite, avec \f^(t)\ <, M pour tout
t G J, on a \f(t) — f(s)\ < M\t — s\ pour tout i,s ç. I . Nous utiliserons également le
lemme suivant.
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Lemme 1. Soit f [0,^o] —^ R+ continue, dérivable à droite, (T.CQ.CI > 0 tels que
fW < cr2, fd(t) ̂  Cof^2^) + Cit pour t ç [O^o]. Alors on a

(52) f(t) < (a + Ao^)2 pour ^ € [0,<o] dès que 2 A2 > CoAo + Ci, Ao > 0 .

PREUVE. On peut supposer a > 0. Soit A = {t ç [0,^o],V5 G [0,<],/(^) <
(cr 4- Aos)2}. Alors A est de la forme [0,^]; si t^ < to, il existe une suite tn >
t^ tn -^ t^ f(tn) > (<7 + Aotn)2, et /(<,) = (<7 + Ao^)2 d^OU ̂ if^ >

2(7 Ao + Ao(fn + ^) donc /^) ^ 2Ao(<7 4- Ao^). Or on a aussi f'^t^) *< Co(o- -+-
Ao^*) + C\t^, ce qui contredit a(2Ao — Co) > 0 puisque ^*(2A2 — C\ — CoAo) > 0.

0

Lemme 2. Soie 7 : [0^o[-^ ^ un rayon, p = 7(0) = (a-o^o7) ^ ^f2- n existe ^ > 0
éeJ que sur ]0,£[ 7 esé soî ; de type 1, soie de type 2.

PREUVE. On supposera qu'on est dans le cas intérieur M = M1, le cas extérieur
M = Me étant similaire et plus simple. Soit J = {t G]0,^o[,7(^) € Ai}; quitte à
permuter les faces Ai et Â2, on peut supposer que t = 0 est adhérent à J, car sinon
on a 7(^) e r*M pour ^ > 0 petit. Pour t ç J, les coordonnées x(t)^"(t) et $i(^)
sont bien définies, car xi(t) > 0.

Soit A =^a ç [0, l], il existe une suite tn C J, tn -^ 0, et {(^nKi(<nK^n)) -^

(O,;^;^]"^) + (1 - ^^(pUo')}} (où ^(P) sont définis en (29). Le point
(0,.ï•o^a?î$o/) est dans la région glancing de T*Ài, et la bicaractéristique de p issue
de ce point rentre strictement dans -^.x\ > 0). Alors A est fermé et 1 ̂  A car pour
/3 > 0 petit, un rayon ^ défini sur [0,^] vérifiant ^(^n) = (.TI > 0,a-2 = 0, .r^.^i,^),
1̂  ~ ^o'I + KI ~ ^(y9)! + |a'i| 4- [a'" — .TO'! < ft2 est un rayon (analytique) associé
à la variété de bord Ai sur [t^tn], si on a x\ > 0 sur [t^in}- Or sur un tel rayon,
on a dans les coordonnées {y}, \y^(s) - yi(tn)\ < CQ\S - tn\, \Y2,g,d\ = 2r1/2,
|^,d| <: Cor1/2, r \s=^^ Coft2, donc par le lemme 1, r(s) <, Cte(/3 + \s - ̂ |)2,
d'où \y^s)\ ^ Cte\s - ^|(/3 + \s - tn\) et puisque ^(O,^,^-^),^) = ^ > 0,
2/i(^) < -y^ (si n grand, /? petit) et 3*i(5) = y\(s) + 0(|î/2(^)|) ne peut s^annuler dans
[0,^n]- Soit dont ao = max(a G A) et supposons QQ > 0. Soit tn —> to une suite
associée à ao ; les points 7(<n) sont dans S^ et restent à une distance strictement
positive de 51 ; les bicaractéristiques de p issues de ^(t-n) sont donc uniformément
transverses à Ai et ne rencontrent pas Ai pour 0 < \s — tn\ < £<, avec e indépendant
de n. Elles doivent donc rencontrer Aa en <„, 0 < t'^ < tn, sinon 0 ne serait pas
adhérent à J . Soit fSn^(p) + (1 — ftn)a^(p) la coordonnée ^2 en ces points. Les
valeurs d^adhérence B de la suite f3n sont dans [0,1] ; or le même raisonnement que
précédemment montre 1 ^ B (et 0 ^ B) car un rayon issu de 7(^) avec /3n ^ 1
(r^ 0) ne rencontre pas Ai dans le passé (dans l'avenir) et donc ftn reste dans un
compact de ]0,1[ pour n grand. La bicaractéristique de p réfléchie sur Â2 en j(t'n)
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doit alors rencontrer à nouveau Ai en ̂ , 0 < ̂  < ̂ . Si Qna^(p)+(l-an)a^(p) est
la coordonnée ^ en 7(^), l'argument précédent prouve que On reste dans un com-
pact de ]0,1[. Si Ooo est une valeur d'adhérence de la suite o^, les bicaractéristiques
construites entre t'^t'n^n étant strictement transverses à Ai et Aa, on doit avoir
(l-2ao)£i(p) = T^oT^ÇÇl-ïa^Çp)) donc l-2a^ < l-2ao ce qui contredit
la maximalité de ao car Ooo C A Donc A est réduit à {0}, et si tn ç. J, tn —^ to, un
rayon issu de 7(^n) ne rencontre pas As dans l'avenir, ce qui prouve le lemme.

0

Lemme 3. Soie 7 : 1 —^ Z un rayon; alors 7 est dérivable à gauche et à droite en
tout point t de 1 et

(53) W ^ ~̂«) W e v^ .

Réciproquement, une courbe 7 : 1 -> Z continue, dérivable à gauche et à droite
vérifiant (53) est un rayon.

PREUVE. La réciproque résulte de (23) et (24). Vérifions l'assertion relative aux
dérivées à droite. On peut supposer 7(^0) e T. Si 7(^0) € 5<1 et Tr-^^o)) H car? =
{ç+^-L pr(^p(ç+)) ç TM, on a 7^) = 7r(^)) pour t > to, t ^ to où g est
la bicaractéristique de p issue en to de ç+, donc 7^0) = d7r(Hp(q^)) = V^ y Si
7(^0) € 5^, par le lemme 2, 7 est par exemple de type 1 sur ]^o^o + s[ donc soit
7(^) € T*M pour ^ GJ^o^o -t- s[ et on conclut^comme précédemment, soit il existe
un rayon g (analytique) de la variété de bord Ai, contenu dans a-i > 0 qui coïncide
avec 7 sur }to,to +e[, et g est prolongeable en to, et avec les notations du lemme 2, la
coordonnée $1 de g en IQ est û^(p). Donc les coordonnées y , 771, T ] " de ^ sont dérivables
en IQ et vérifient (50), et le lemme résulte de ^ == 771 + î/2o(l), Ç11 = T ] " + 2/2 o(l)
a-2$2 = 2/2 o(l), 2 / 2 = 1 / 2 = 0 .

0
Comme les ensembles V^ sont bornés dans T^Î^Af) sur les compacts de Z on a

donc :

Lemme 4. Pour tout compact K de Z, il existe CQ, tel que pour tout rayon
7 : 1 -^ K on ait dist(7(^), 7(5)) <, CQ \t - s\ (où dist désigne une distance sur ̂ M).

Il résulte aussi du lemme 3 et de p = t^1 - ^)A(^ - i/) - R, que sur un rayon les
coordonnées x et ^" vérifient

f l^,dl 6 0(R1/2)

(54) | ^+^(^$") €0(^/2)

^-^(^•"^") eo^^ri+lî)
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où le 0 est uniforme pour x restant dans un compact. Pour p ç. Z on note
B(p^r) = {?' 6 Z; dist(/</,/9) < r] avec dist(//,/9) = \\p — p'\\^ où on a posé pour
p = (^,^2) e ̂ M, M| = max(|a:Z K|, n, H, H).

Lemme 5. Soie K un compact de Z . Il existe O-Q > 0, ÎQ > 0 et AQ > 0 tels que
pour tout rayon 7 : 1 —> K, et tout a ç. [0,<7o], si pour un s ç. 1 et un p dans S2

7(5) ç. B(p^ a2) alors pour s -h t ç. J, \t\ <, to, on a

(55) 7(^ + t) e B(exp tHg(p), {a + Ao^)2)

où exp tHgÇp) est la courbe intégrale de H g issue de p.

PREUVE. On peut supposer s = 0 et on a p = ( x ' o , ^ ) ç T*L avec RoÇx'o^'d) = 0.
Soit x{t), ^ ' ( t ) , viÇt), Vî(t) les coordonnées sur 7^) et R(t) = R^x^),^'^)) ^
0. Diaprés (54) on a À^ = .r^ + ̂ ^ + ̂ ^ € 0(JÎ1/2) et R(0) =
J^(.r/(0),^(0),$//(0)) e 0(a2) donc par le lemme 1, R(t) < (a + Ao^)2. Comme
p = ^^ - v)A^' - v} - R et 7,^ e Vî, on a \x^(t)\ e 0(<r 4- \t\} et |^(0)| < a2

implique |̂ )| ^ a2 + 0(a|<| 4- t2). Soit (^(^^(r)) = exp-^^(^); on a
K^-^l+1^-^1 ̂  Od^WI+^^+l^-î/'l+l^-^Det |^(0)-^(0)|,|^(0)-
^(0)| < a2, d'où maxd^^) - ̂ (^|,|r(^) - ̂ (Ql) < ^2 + 0(<7|^| + ^). Enfin,
par (53), il existe (x^) ç TT-^O) n carP tel que v^g^ = x,(^) + ^-$1, donc
|^i^,d| € 0(a+|^|) et |t;i(0)| ^<7 2 entraîne |^i(f) | ^ cr2 + 0(a|^| +12) d'où le lemme.

0
On a également le lemme analogue pour 5'1, à savoir :

Lemme 6. Soie K un compact de Z H (x^ > 0). Il existe (TQ > 0, to > 0, Ao > 0
tels que pour tout rayon 7 : 1 —» K (donc de type 1) et tout cr ç. [O.o-o], si pour un
s ç I et un p ç 5^, cr(s) ç B(p, cr2) alors pour s +1 ç J, \t\ <, to on a

(56) ^s+t)çB(exptHg(p)^(cr+Ao\t\)2) .

Ce lemme est démontré dans (MSII) et reste valable pour un rayon de la variété
de bord Ai (sans l'hypothèse a-i > 0) en remplaçant Z et H g par les notions
correspondantes.

Lemme 7. Soie K un compact de Z et 7 :]a, &[—> K un rayon. Alors 7 se prolonge
à [a, 6].

PREUVE. D'après le lemme 4 lim7(^) = p ç K existe. Si /? ^ 52, le lemme résulte<—>a
de (MSII). Si p ç 5^ puisque 7^) e V^ pour ^ > a, on a, pour t -^ a, R(^(t)) -^ 0
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donc x'^t) -^ 0, x^(t) -^ -=^(/?), èW -> ^(.P). donc «^ ̂  ̂  sont dérivables
à droite en a avec les bonnes dérivées. Comme v^(t) = (.z"i<ti)(<), et ^i |a;i^o reste
borné on a î;i —^ 0 et Vi,d(a) = 0. Enfin si p € 5f, la preuve du lemme 2 entraîne
qu'on peut supposer soit ^y(t) ç T*M pour ^ €]a,a 4- £[, soit 7 |]a,a+e[ es^ de tyP6 l?
contenu dans x\ > 0 et lim $i(<) = (^(p) donc un rayon de la variété de bord Ai qui
est prolongeable d'après MSII, et le lemme en résulte.

Lemme 8. Soit K un compact de Z et ^n '- [a^ b] —^ K une suite de rayons qui
converge uniformément sur [a, 6] vers une courbe 7. Alors 7 est un rayon.

PREUVE. Soit to ç [a,&], p = 7(^0). Si p ç. F* M ou S}, le résultat est clair. Si
p ç. S2 (ou S1) cela résulte du lemme 5 (ou du lemme 6) car 7^) —exp(^ —to)Hg(p) =
7(<) - 7^) + 0 \\t - to\2 + dist(7(^o), 7n(<o))] pour n grand, le 0 étant uniforme en
n, t ~ tQ. Il reste donc à étudier le cas p G Sf et comme dans la preuve du lemme 2,
on se placera dans le cas intérieur M = M\ le cas extérieur étant plus simple. Pour
CQ > 0 petit et n grand {t ç [to^to + £o]?Pn(^ ) Ç. S2} = Sn contient au plus un point,
car d'après la preuve du lemme 2, puisque dist(/9^(^), S2) >, v > 0, il existe CQ > 0 et
a > 0 tels que si pn(t) e S2, dïsi(pn(t'),S2) ^ co\t' - t\ pour \t' - t\ < a. Quitte à
diminuer CQ et à remplacer éventuellement pn par pn(t) = pn(t ~ ^n) pour une suite
tn ~^ ^o convenable, et à prendre une suite extraite de pni on peut supposer Sn = <f>-
Posons pour i = 1,2, J\ = ^ € [Wo +£0],^^) € T*A^. Si J\ = 7^ = (f>
pour un choix de CQ > 0 et n assez grand, quitte à extraire une sous-suite de
pn, on a pn(to) -^ p € T!'"^^) H carP, H p ( p ) ç rÂ^f, et pour t ç [^o 4- £o],
pn(t) == exp(^ - tQ)Hp(pn(to)) donc |a4(^) - ̂ ^(^o)! > co\t - to\ avec CQ indépendant
de n puisque x^(t) reste proche du vecteur fixe •jf?(p) ^ 0. Il en résulte sur 7^),
t € [to.tQ +£o], l^^^l > ^ol^ -to\ donc 7(<) ^ 5'2 pour t ç]^o^o +£o]- On peut donc
supposer J^ -f- (/> pour n grand, et qu'il existe une suite tn € 3\ de limite to. Pour
t ç <7^, on écrit à nouveau la coordonnée <^,n(^) = Q / ,^ (^)a^( / ) )+( l—Q'^(^))a^(p) , et on
pose A' = -{a ,3 suite extraite rfk et ^ € J^^nk -^ ^o,û?^(^J -^ a^ . Alors
^41 est fermé, contenu dans [0,1] et 1 ^ A1 car les rayons issus d'un p ç. T*Ai,
proche de /?, et de coordonnées ^i proche de a^(/)) ne rencontrent pas S2 dans
le passé. Si 0 ç .41, le même argument entraîne si ^ —>• fo? a nJ fc (^n fc ) "̂  0,
a*i,njk(^) — ^ i , r i f c (^n fc ) ^ CQ (t — ̂  ) pour ^ ^ ^^ (voir la preuve du lemme 2), et
le lemme en résulte. Il n'y a donc plus que deux cas à. considérer : À1 compact dans
]0,1[ et A2 = (f>, ou bien A1 et A2 compacts dans ]0,1[. Dans le premier cas on choisit
a ç A1 ; pour t ^ In,, les rayons pnkW sont uniformément transverses à Ai et ne
rencontrent pas Aa donc x-^^kW ^ ^(^ — ^nk)i d'où le lemme. Dans le deuxième cas,
le nombre de réflexion des rayons pn entre Ai et Â2 est uniformément borné, et ces
rayons restent strictement transverses à Ai, Â2 et en particulier le temps entre deux
réflexions successives tend vers zéro. Donc pour tout 1] > 0, il existe N tel que pour
n > N et t ç. [IQ + 77, <o 4- ^o]? on a Pn{t) Ç- T*M et on conclut comme précédemment.

0
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Remarque : On notera que l'ensemble des valeurs cTadhérence des dérivées
pn,g,d(^n)i ^n -* ^0, peut être plus gros que {pg(to)^ pd(to)}, (ce qui ne se produit
pas aux points de 5<1), comme on le voit sur la figure suivante

(57) •

On a donc obtenu la :

Proposition 1. Soit K un compact de Z et 1i = 7^([a,6],J\) = {rayons 7 :
[a, 6] —> K]. Si li est non vide, il est compact pour la topologie de la convergence
uniforme.

PREUVE. Les parties bornées de K sont équicontinues d'après le lemme 4, et la
proposition résulte du théorème d'Ascoli et du lemme 8.

0



II. FRONT D^ONDE

11.1. Estimation a priori

Si B est un espace de Banach, on notera T>'(RP,B) l'espace des applications
linéaires continues de CS°(RP) dans B; pour u ç. V'ÇRP.B), y ç CS°(RP) on notera
u(y)= (u,(^).

Si u ç T>'(RP,B), est à support dans un compact K de RP (i.e. (u,y) = 0 pour
y ç C§°(RP \ K)), la transformée de Fourier ù de u est définie par

(1) îz(7y)==(^e-^} ( ^ ç C P ) .

C'est une fonction entière de T] ç. CP EL valeur dans B.
Pour <7 ç R, J< compact de RP , on définit l'espace de Sobolev JÏ^[B] par

(2) H^[B] ={u ç î)'(^,B),support(u) C K,

( (i+i./miû^irB^^iiuii^oo}.
JDSP ^

On pose

,̂  f ç 1 = {(^i,. î-2)eR2 ; a-i >o,.r2 >o}
w \ v _ J

iQ^R^Ç1 .

En coordonnées polaires x^ = r cos 0, x^ = r sin ^, on a

(4) ^{^o^GJo^r^ç^^o^el^o^r} .

Pour Ç = Q' ou (9e, on définit les espaces de Banach £, EQ par

(5) £; = [u(x,,x^ e ̂ (Ç); M,^U, ̂ <,u e c\6 e z;^)}

(6) •EO = {" € •B, u\(,çai=0 et u |r=o= ûl .

Rappelons que P(x,D) est écrit sous la forme

(7) P(x, D) = Pi (a-, D') + L(x, D ' , D") + Q(x, D"}
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et on supposera ici que Pi est homogène de degré 2 en D ' .
Rappelons qu'on a p i ( x ^ ' ) >_ c\^'\2 avec c > 0, que x = ( x ' , x " ) ç. R", x ' € R2,

x" e RP, p = n - 2, et qu'on a M1 = Ç1 x RP, M6 = Ç6 x RP.

Proposition 1. Soie M = M1 ou M6 et i((.r) G H^(M) tel que Pu ç. ^(M).
Alors pour tout y e C^R") on a yu ç. VÇH^.Eo).

PREUVE. Pour ^ G Co^"^ on a p^u = ^pu + [p^]^ € ^(M) et on peut
donc supposer uÇx) à support dans le compact \x'\ < A, \x"\ < A. Rappelons que
l'angle intérieur O^x") des faces du dièdre en (x1 = 0, x " ) est défini en 1.2 (26) ; pour
M = M1 on pose 6{x") = 6\x11} et pour M = M6, ^(.z^) = 27r - ̂ (^). Dans le cas
M = M1 (resp. M6) on choisit ^o e]0,7r[ (resp. ]7r,27r[) tel que

(8) eo>sMp{e(xl)^\x"\^A] .

On pose K = {\x"\ < A}. On a

(9) PiÇx^D^u = Pu - L(x,D^D")u - Q(x,D"}u ç V1<R^, L2(Q))

et par partition de l'unité en x1\ EQ étant un C^ÇH2) module, il suffit de prouver
l'assertion suivante, pour cr ç R fixé.

) I1 existe 6 > 0 tel que pour tout XQ 6 Q n {|.r'| < A} on ait

(10) u e H^H^Q)\ P,u ç H^L^Q)) et supporta) C {\x - x,\ < j}

entraînent u G HJ^(EQ) .

On fixe 3-0 ç Çn{| . r / | ^ A}. Soit ^ ç Co^fR2), ^(.z^) = 1 pour 1^1 < j, ^ ( x ' ) = 0,
pour l.r'l > 1 et ^ 6 ( x ' ) = '0(^-^1). Posons

( L ^ x l \ D I ) = P ^ x l l , D I )
(11) ^ ^,P /)=^Pl(.^,D /)+(l-^)Io(^,^)

[ L,(x^D1) = L(x,D1) - L ^ x ^ D ' ) = ^ [ P i ( x ^ D ' ) - W , D ' ) } .

On a

(12) support(u) C [\x - XQ\ < -\ ==^ Piu = Lu

et il suffit de prouver (10) avec Pi remplacé par L pour un 6 > 0 uniforme en .2:0.
Pour cela, nous allons suivre la construction de Kondrat'ev [K], en tenant compte des
paramètres tangentiels x11 ç. R^.
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Pour a ç R, k = 0,1,2, soit W^ l'espace de Hilbert

( W^ == [u(x) e ̂ (Ç); {x'^-^Wu ç ^(Ç), pour 0 < \/3\ < fc}

(13) IK.- E / i^r^^i^i2.
(Xl/îl^^

Plus généralement, pour 3 = [a, b], fc = 0,1,2 on pose

(14) ^ = n ̂  iHî  = sup |H|̂  .
a€J

Soit T l'application continue de [W^]3 dans T>'(Q)

Ut
(15) r ( î / l , ^2^3)=^^ l+Ô2^2+-7T •j.r |

On pose

(i6) w j 1 = r([iv5]3)

qu'on munit de la topologie d'espace de Banach image, i.e. W71 = [TV^/KerT.

Lemnie 1. Soie A" = { { x 1 ' } < A] et a ç. R fixé. Il existe Co > 0 indépendant de XQ,
\XQ\ < A et de 6 > 0 petit tel que pour k = 0, -1, et tout Jk C {a; [1 4- k - ̂ \ < f-]
on ait :

1) l'équation Lo(u) = v ç H^{W^\ u \QQ= 0 possède dans H^(W^2) une
unique solution et \\u\\ < Co\\v\\.

2) Pouru ç H^W^2), on a L,(u) e H^V^) et \\L,(u)\\ ̂  CoVô\\u\\.

Ici, la condition aux limites u |ôQ= 0 signifie û^x'^") [ôç\{a-'=o}== 0 pour tout ^lf

ce qui a un sens puisque u ç. HJ^ÇW^2) entraîne û(x' ̂ n) ç. H^i près de tout point
x' ç9Q\{x'=0}.

Vérifions d'abord que le lemme 1 entraîne la proposition 1. On choisit 6 > 0 assez
petit pour que les équations, (où .TQ? l '^ol ^ ^ es^ un paramètre)

(17) Lu=(Lo^L,)u=vçH^W^) u \BQ= 0, f c=0 , - l

possèdent une unique solution u ç. Hf^'ÇWj^2).

Soit u ç H^(H^(Q)) tel que Lu ç H^^ÇQ)) et support (u) C {\x' - XQ\ ̂  j}. Si
w(a*') G H^(Q) est à support dans \x'\ < Cte, on a w ç. W^ 3x1 car en coordonnées
polaires

f0 1
r~lw(r,0)= / -9ew(r,cr)da ç L2(rdrde)

JQ r
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puisque ^QQW ç. L2(rdrd0). On a donc u 6 Hf^^H^ H W^ ̂  ) et aussi Lu ç.

H^(W^) pour tout a > 0. Soit / G H^(WJ), J = [sup(0,2 - ̂ ),2+ ̂ ] Punique

solution de Lf = LM, / |ôç= 0. On a / e H^ÇW^^Y L{f - u) = 0, / - u \QQ= 0

donc u = /. Comme on a ^î > 1, il en résulte IA 6 II^(W^ 31), donc en coordonnées
polaires, ÎA, ^, ôy^, 9eu, ̂ ^ c^1^ ^^u appartiennent à H^^Çdrdô)), donc
n e H^(E) et puisque u (E H^(H^), u \ew==- 0.

On a enfin û(^) € C°(0',H^) pour tout ̂ , doù

d8) ïip^^ïiQffia+i^wx.,^.
L'inégalité de Hardy entraîne ^ /J' 9rû($//) G L2(drde) et puisque -^^p € L2(drde),

(18) entraîne û |r=o= 0 d'où u ç. HJ^Eo).

PREUVE DU LEMME 1. Vérifions d'abord le point 2; L\ est combinaison linéaire
d'opérateurs de la forme, avec \/3\ = 2, a(x) ç. C00

i _
n\ _ ././ ^0\!^^' " \ ^( ^ ^"\(19) A^\^)=^(^^)K^,^)-a(4,^)]^ .

Soit ^(x") € C'ooo(RP). ̂  = 1 P^ ^e ^î P01111 u ̂  H^B) (B = W^.a ç Jk) on a

(20) Aïz(.,0 = (27r)-P S^À^'Y^^11 -6"}d9"

et il suffit donc d'estimer dans L\n (1 -h I^D^'II^^II. Comme ^e'^^À^11^ <
f ̂ Q^n^A^dx11^ et que Q^n^pA est de la forme (19), il suffit d'estimer la norme d'un
opérateur de la forme ^(^=^)[a(x1) - a(x'o)}Q^ de W^2 dans W^. Pour k = 0, 9^
est de norme au plus 1 de W^ dans W^ et V>(£J^)[a(.r/) - a(xo)} est de norme 0(<î)
sur W^, d'où le résultat. Pour k = —1, on écrit /3 = /?i + /?2i I A I = 1 e^

(21) ^(^^) [a^)-^)]^, ̂ ^[^^^XaG^-a^o))^2] - ̂ f2

avec ^ = ^(^^))ôf/la(^/) + (^i^)(^^)(^l^^) comme ôf,1 est 0(1) de W°j
dans tï^j"1, il suffit de vérifier que si g ( x ' ) ç. £00, support (g) C [\x' — XQ\ <^ 6}
l'opérateur de multiplication par g est de norme majoré par CQ yS\\g\\L°° de W^ dans
TVj"1, avec CQ indépendant de XQ, \XQ\ <, A, et de 6 > 0 petit.

Soit M une grande constante positive. Pour |:Co| < M 6 il suffit d'écrire pour
u ç W^ gu = ̂ \x'\gu puisqu'alors ||M^||oo <: (M + l)^|H|oo. Pour [a-ol > M6,
il existe 7 > 0 indépendant de 6 et un champ de vecteur X = cosù;9i + sinù;^, tel
que si T = {x' ç. Q ' , x ' = y ' 4- tX\t > 0 , y ' ç B(x'o,6)} on ait pour tout x ' ç. F,
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7K! ^ M ^ ^ l^o l î et diam(T) <, ^. Soit w la solution à support dans T de
Xw -^ gu. On a, avec c = (diamT)1/^""

(22) Hl^ltwil^ç) < 7~Ml4lilHh(T) < cV26\X^\\U\\LnB^6M^

d'où le résultat puisque pour x ' ç. B{x'Q,6) on a Wr € [1 - jj, 1 + -^].

(23)

Pour prouver le point 1 du lemme 1, on introduit la transformation de Mellin,
0

définie pour u ç. C^°(Q) par

(24) (Mu)(z,e)= f u(rcos0,rsm0) r-2^, z C C, 6 ç Ie ou P .
Jo r

Pour J = [a, 6], À* = 0,1, 2, la transformation A^ définit un isomorphisme de Wj? sur
W^ avec

(25)^=^(^^ ^ç j , zçC, Rez+l-kç [z1^} ,

( \ 1/2

sup V /^ / l^1^2^2) <oo ,
afEJ ii+^fe^ ^Re.=-l-f+fe /

0^=0 pour Rez+l-ke]^^^

avec J = P ou J6, ce qui résulte de (13), puisque M est une transformation de
Fourier partielle en la variable y = log(r). Pour ^(^1,^2) € ï^, on pose v(î/,^) =
^cos^^sin^) de sorte qu'on a e^-^ïl^î/^) € ^(Ry x le), 9^v = e-î'9^,
^ = e~yv, et avec w = T(v^,v'z,v^), vj ç. W^,

w = e~y\9y(cos0Vl +sin^2) + Qe(-sm0v^ -hcos^z) + vz +cos0vi 4-sin^{?2] .

Il en résulte w e WJ1 ̂  w ç. W^~1, où TVJ"1 est l'espace de Banach image définit par
l'application T

(26) T ( w i , W 2 , W 3 ) = < 9 y W i + ^ W 2 + W 3 , e^-^wy CZ/2^ x le), a ç j .
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0 0

Comme C^°{Q) est dense dans W^, Cg°(Q) est dense dans WJ1 ; et la transformation
de Mellin (24) s'étend en un isomorphisme de WJ1 sur TVJ~1, espace de Banach image
par t de [W°j[l]}3

( t(U^U^U,) = zU^QeU^ + U^ U, e W°j[l}
\ U(z, 0) ç w°j[i} ̂  uçz -1,0) e Ty5 .

On a

(28) -L^x^D') = a(x^xtf)92,+2b(x^xll)9,92+d(xt^xlf)92 .

En notant ( | ) et || [ [ l e produit scalaire et la norme sur H2 définis par la matrice
fa b\ -. /cos<9\ _ /-sin(9\ . . ,
[b ^-^(.sin^-^^ cos^ ^onobtlent

r - M(L,u)(z^ e) = C(Mu)(z + 2,0)

\ C{x^x11) = ̂ 91 + 2(^1 n){z - l}9e + (zW + (| |nH2 - ||^||2)^

et par suite, le point 1 du lemme 1 est équivalent à la résolution de l'équation, avec
f c = = 0 , - l

(30) £ ( l Q = y , UçH?,{W^2)^ U\e^i=0. V e H^(W^[-2})

où W^-2] = {V(z,0), V(z + 2,0) ç T^}.
Si J = [a, fS\ est un intervalle contenu dans [-^7!:, •^t-], et si on pose pour k = 0,1,2,

Bk! = W^ J' = [2fc - 2 - 2^, 2k-2- 2a] et en définissant BJ1 comme l'image de
[B^]3 par T, (30) équivaut à la résolution de

(3i) £(4,^)(^)=y; uçH^B^2)^ 1^7=0, yef f^B}) .
Si on fixe x" = a;^, l'équation ^x^x'^u = v, u ç B^2, zz |<?eaj= 0, avec î; ç B^
possède une unique solution u = C'^^x^x'^v avec ||£-l(•2'oî:^>o/)ll ^ Cte, où cette
constante est indépendante de x^x'o variant dans un compact. En effet, les espaces
Wj^ définis par (13) et (14) sont invariants par changement de coordonnées linéaires
en (xi^Xï). Il existe un tel changement de variable (a*!,^) —)> (yi-,y2) qui transforme
^(^o^iO en ~^y et Q en 1e secteur angulaire {(1/1,2/2) = (pcosy.psmy); ^> €
]0,^(.ro')[î P > 0}. Notant (par abus) z la variable de Mellin associée aux variables
( 2/i? 2/2) ? on est ramené à résoudre

(32) (^ + z^uÇz^) = v(z^)^ u |^o= u |^(^)== 0

avec toujours | Rez\ < j-. Or la solution de (32) est

_2, 1 9 ^(^o)
(33) ^(^^)=2^772——^^^^'^rTTT / sm(\ks)v(z,s)ds

k=i (z ~ ^ k ) ^^o) JO
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avec \k = j^, d'où le résultat puisque (8) entraîne \z1 - \\\ >, Cte(k2 + |z|2) pour
|Re.|^. °

Soit alors v(z,e,x") (= H^B^) et posons, avec y " € IV, Ù(z,e,y",(,"') ==
C-\x^y")V(z,e,f,"). On a £(a-o,t/")[ôy"^] = -(9y.C)Û d'où

ll^"^(-,-,2/",r)||fl^ ^ Cte||(^r)[y|[^ ^ Cte||;7||^+, ^ Ctell^ ,

d'où par récurrence

IIW-, -, y " , nh"^^ ̂ \\V(; ; e")||B.,
«/ •»

avec Ça indépendant de y " variant dans un compact. Si on pose F ( z , 6,x" , y " ) =
^)(27r)-P f e ^ x l t ^Û(z ,0 , y l l ^ l t )d^^ ^ ç CS°, ̂  = 1 près de K\ K1 = support(^),
on a alors C{xQ,y")F = V, et la trace F \y"=x"= U ( z , e , x " ) existe et appartient à
^^'{^j )i donc CU = V et U \eçai= 0. On a donc prouvé l'existence d'une solution.
(Le fait qu'on ait U ç Hf^B^2) résultera de l'unicité.)

Vérifions donc l'unicité. Soit U e H^ÇB^) tel que C(U) = 0; Comme on a
^(4,^,^) = CÇx^x'^-z.ô) pour a(z,0) ç B~j\ g(x11) ç Cg0^) il existe
d'après ce qui précède b(z,0, x " ) ç ^caomp(B^) P0^ tout s ^1 que ^(fe^^a-")) =
^^a^^^l^ô^O^d'où

(34) / dôdx" U(z, 6, x11) g(x11) a(z, 0) = / dôdx"C{U) b(z, 0, x " ) = 0

donc pour tout ^n\ f d0Ù{z, 0, ̂ ' ) a ( z , 0) = 0 pour tout a (E BJ1. En choisissant a(z, 0)
de la forme (M-z)'^ b(0), M, a grands, et b arbitraire dans H'1^!), on obtient Ù =. 0.

0

11.2. Front d'onde

Dans ce paragraphe, nous définissons le front d'onde analytique SSb(u) d'une
solution dans H^ du problème de Dirichlet Pu = 0, u \Q= 0, comme sous ensemble
de T^M. Pour cela, on introduit la transformation de FBI tangentielle

(35) 70^;^)= [e^-^uÇx^x^dx^ w e C^, À > 1.

Si B est un espace de Banach, A' un compact de R^,,, et u(-,x11) ç. H^(B), on a
TQU e H^(CP,B), yo = ^(Rew)2, où l'espace de Sjôstrand H^(U,B\ U ouvert de
Cp est défini par

| /('î^, A) ç Hy(U,B) 4===^ / est holomorphe en w ç U à valeurs dans B
(36) ^

[et 3Ci ,C2>0, V À > 1 l l / ^w^I lB^CiÀ^e^^Vwe^ .
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D'après la proposition 1, si u(x', x " ) ç H^ ̂ , Pu = 0, on a pour tout ^ ç C^R"),
ro(^)e^(o\Eo).

Définition 1. Soit ÎA € ^Jloc solution de Pu = 0. On définit SSb(u) C tj^M par
p $? SSb(u) ssi

i) Si /9 ^ T"*̂  ; p ^ 5'5fr(i<) avec la définition usuelle de SSb(u] pour les problèmes
aux limites non caractéristiques à bord analytique (voir [Sj]).

ii) Si p € T*£; p = (4',^); II existe ^(x1\x") e CQ°, égal à 1 près de x ' = 0,
a;" = X'Q, U voisinage de WQ = X'Q - i^o et 60 > 0 tels que îo(^u) € H^-^(U, EQ\

On remarquera que la définition précédente est locale en x ç. M.

Proposition 2. SSb(u) est fermé et localement compact dans T^M.

PREUVE. Vérifions d'abord que SSb(u) est fermé. Il suffit de prouver que si
PO = (4^o') € TU, po ^ SSb(u), il existe e > 0 tel que avec îîe = { ( x ' . x 1 1 ^ 1 ^ " ) ç
T*M,\x'\ < e,\x" - X'Q\ < e,^" - ̂ | < e], on a 7r(î2) H SSb(u) = ^ puisque îî
est un ouvert saturé pour TT. Soit donc p = (a*7,^,^,^) € Î2e. Si x ' = 0, on a
7r(p) ^ SSh(u) pour £ assez petit car la condition ii) de la définition 1 est ouverte. En
désignant par v, le prolongement canonique de u ç. H^ ̂  par 0 à R" \ M, ii) entraîne
(x^x"^1^11) i SS(^) pour \x'\ < e, \x" - x^\ < e, \ç!l - ̂ \ < e^' ç R2 puisque

(37) ( e-^-^-^'-^^dx'dx" = f e-^-^W^dx'e-^2 .

D'où le résultat, puisque pour les solutions des problèmes aux limites non car-
actéristiques à bord analytique, on a SSb(u) = ^(SS(v_) \ T^).

Pour vérifier que SSb(u) est localement compact, il suffit de prouver qu'il est
contenu dans 7r(G), G = {(a-,0 ç T*M; |^| < W\] avec Co assez grand. Soit
Co tel que Car? C {\^\ ^ W\] et p e SSb(u). Si p ç T*M, on a Pu = 0,
donc p ç CarP, donc 7r(p) ç ^(G). Si p e T^Ai, on a Pu = 0 et u \^== 0 donc
p ç. Tr(CarP) (par la condition aux limites) donc p ç 7r(G). Enfin si p ç. T*2y, on a
trivialement p e 7r(G) d'où le résultat.

0
On remarquera qu'il n'est pas évident que la définition de SSb(u) donnée est

indépendante du choix des coordonnées locales dans lesquelles M s'écrit {.ri > 0,2*2 >
0} ou {a-i < 0 ou 3*2 < 0}. On prouvera dans le paragraphe IV que SSb(u) est
intrinsèque; plus précisément, on montrera le :

Théorème 1. Soie u ç HQ^, Pu = 0 ; on a

(38) SSb(u)=7r(SS(u.)\T^)
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où u, est le prolongement de u par 0 à R" \ M.

A ce stade, on notera que l'inclusion

(39) 7r(55(M)\T^)c55,(u)

résulte de la preuve de la proposition 2.

11.3. Continuité des opérateurs de Poisson

On se place dans R2 munit du système de coordonnées x = (x^^x^). Soient ç(a;,^),
p(x^) des polynômes de ç = ($i,$2) C R2, à coefficients C°° en x dans le disque
D = {x\ \x\ < po}. On suppose

' deg^ç ^ 2N - 2 degçp = 27V.
N

II existe CQ > 0 tel que p = j^ - ̂ '(^i))^ - ̂ "''(^1))
(t±u) ^ ^=i

les racines ^(-^i) de P^Çi^^O vérifient

. l ^ l ^ ^ ^ l + l ^ l ) ; ±Im^co(l-H$i|)
et on pose

<41' ^(I•"=^•
Soit L\ = {/(a-i) G L2; support (/) C z'i > 0} et pour 1 intervalle contenu

dans [0,27r], E1 Pespace des fonctions /(.ri, ̂ 2), définies pour 3*1 = pcos6, x^ =
^sin(9, p > 0, 6 e 1 telles que /,-^, ̂  e ^((î ç J;£2^ m^; de la norme

ŝ up (||/||^4-11^11^+||^||^)= Il/Hz.

Soit ^(.r) e ^(P) et A Popérateur de L\ dans P'(R2) défini par Popérateur
pseudodifFérentiel

(42) A(/) = ^(^) fe^rÇx^^f^d^d^

où À e [i,+oo[.

Proposition 3. A esé borné de L\ dans E^°^. Déplus, la norme de A est majorée
par un polynôme de X ne dépendant que de CQ, et des normes L°° des dérivées d'ordre
au plus 4 de ^ et des coefficients des polynômes q, p.

PREUVE. On remarque d'abord que si y i-̂  F(y, •), y ç R2 est de classe C4 à valeurs
dans E1 et à support dans D alors f{x) = F ( x , x ) existe, et vérifie ||/||j < Cte||F||,
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||F|| = sup{||^FQ/,.)||j,î/ e P, |a| ^ 4}. En effet, avec F(^.) = fe-^FÇy, .)A/,
on a F(7y, •) e ̂ J pour tout Y] et sup(l + M)W^ •)l|j < Cte ||F||. Or on a

»y

/(.r) = (27r)-2 feixrlF^,x)d^ donc f ç E1

et
7 ^ Cte J(l + H)||F(̂  .)||ĵ  ^ Cte ||F||.

Comme on a A(f)(x) = F(y,x) \y^ avec F(y,x) = y(y)^Çx) f e^ r(y^)
/(^i) ̂ i ̂ 2 pour 9? G C'o'0 ^g^ à 1 !sur 1e support de ^, et que 9^ r(î/, ̂ ) est de même
forme que r avec même constante CQ dans (40), on peut supposer q et p indépendants
de a*.

Soient K^ = [z e C; \z\ ̂  2co-l(l + |$i|), ±ïmz^ ^(1 + |$i|)} ̂  (resp. 7.) le
bord de K^ (resp. J\i1 ) orienté dans le sens direct (resp. indirect) et

(43) <7±(A;T2,6)= / e^^r^d^.
^7±

On aOn a

et
k±(A^i)| < Ctee-^I^K1^1!) (1 + |^|)-1

(44) A(/) |±.,>o=^1) fe^^f^a^Xx^^d^ |±,,>o .

Il suffit donc de vérifier que / i-̂  A(/) est estimé de L2 dans f?7 avec 1 =]0,7r[ ou
]7r,27r[, et que pour / e L\, A(/), Q^ A(/), ô.,, A(/) se recollent sur 0 = TT. La
deuxième assertion résulte de

(45) <r+((Ui) - <7-((Ui) =0; ^ [9,, a+(0,^) - 9,, a_(0,$i)]= 0.

Vérifions que / »-> A(/) est borné de L2 dans El017^. Comme pour / à décroissance
rapide, A(/) \x^>o est C°° jusqu'au bord, il suffit de vérifier qu'on a

(46) ^sup ||A(/),^A(/),^A(/)||^ <pol(À)||/||^.

Pour 0 < a < 6 < , / 3 < 7 T , (46) résulte du fait que l'opérateur g ^ f^° e'^ g(y) dy
est borné sur L\ (Inégalité de Hardy). Il suffit donc de vérifier (46) pour 0 e]0,£o],
le cas ô ç. [TT — €Q^7r[ étant identique; on peut maintenant supposer /($i) à support
dans ^i ^ 1. On a dans $1 > 1

(47) a+(A.T2^i)= / ^^r^^z^^dz
«^'yo
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où 70 est le contour fixe dans Im-2' > 0, bord de îmz >, ^, \z\ <^ -4-.

Comme la fonction ̂  ^($i,^$i) est bornée en $1 >_ 1 uniformément en z dans 70,
il suffit de vérifier que l'opérateur

(48) g\—> f e1^08^1^"11^^)^
Jo

est borné de L2^ >, 0) dans L2{p > 0) uniformément en 6 €]0,£o], z ç 70. En
effectuant la changement de variable 771 = (cosff + Rez sinff)^i , on se ramène à
l'opérateur (u = sin^Im2')

(49) ^^ F e^^-^g^d^ = T^g(p)
JoÏ Q

/•ooavec u e]0,1]. Avec gÇz) = Jy00 e^^ ^(^i) d^, on a Tng(p) = gÇp+iup), g holomorphe
dans ïmz > 0 et le résultat est conséquence de

(50) sup \\g{re^)\\^<Cte\\g\\^.
0<^<7T

0
Soit à présent N = Q^^ o A ou N = 9;̂  o A.

Lemme 2. Pour /(.ri) ç. L2, on a

(51) N(f)\^^CO{±x,>O^L2(n^)

(52) ^coec0^!^2^)).

PREUVE. (51) résulte des arguments standards précédents de théorie elliptique.
Pour (52) comme précédemment on se ramène à r indépendant de a:, et avec
^(0 = ̂ (O ou ^2^(0 il suffit de vérifier que Popérateur

f^ fe^n(^f(^)d/i=J(f)(x^x,)

envoie L2 dans ^(x^.L2^^)) ce qui résulte de n(^) ç 0{j——),

J(f) ç. GO(.z•l,£2(IRa.3)) si / est à décroissance rapide et de

IWX^ -)11^ < Cte A-^ I I / ^ ̂ ^ ̂ \\^ < Cte A-^ ||y||,.

la dernière inégalité étant rinégalité de Hardy.
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III. MICROLOCALISATION

III.l. Transformation F.B.I.

Pour / 6 ^(ff^), distribution à support compact dans R", on définit T/(^,A),
0 e C^À >: 1) par

(1) Tf(z,\)= fe^-^ f(x)dx .

C'est une fonction holomorphe de z qui vérifie des estimations

(2) 3M, Va, 3C^ V ^ , À , K^^rT/^À) ^ C^\M(1+\^\)M e^
1 \ A /

où la fonction poids (p est

(3) y(z)=^(Rez}2 .

Si on pose /A,a(«^) = e~^^a~x^ f(x) on a

(4) ^ / (a+z6,À)=6 À ^Â,a(-A6) .

Il en résulte la formule d inversion

(5) fÇx) = (^)"^ e'^-^TfÇx -zb^)db

où le membre de droite est une distribution définie par une intégrale oscillante diaprés
(2).

La transformation F.B.I T est associée à la transformation canonique complexe de
T*C"

(6) (a-, 0-^,C), z=x-i^ <=-"•

et on a les identités

(7) ^)aTf=T(xaf)•l^".
•'t i

(8) (Q,-\^)aTf=T(9Ïf) .

Pour w G C", on note )|w[| = sup |wj|.
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Soit P(x,Df) un opérateur différentiel d'ordre m à coefficients holomorphes et
bornés près de ||.i;|| < Do. On écrit P sous la forme

(9) P(x,D^)= ^ (^-ôr+i\x)''op^x,\) ( A > 1 )
l l ^ -|^|<m

où les p v ( x ^ X ) sont des polynômes en À de degré au plus m — |^|, à coefficients
holomorphes et borné près de |[.r[| < DQ. On a

(10) P.=^P.,a^, b^|^CteZ)o-HÀm-H .

Le symbole principal de p de P est

(11) P(^0= ^ P.(x)^ .
|l/(:=m

On pose, pour (^,C) £ C2», ||C|| < Do

(12) p«(^ C. À) = ̂  (îz)1' Al•/l-mp^(C, À) ; p«,(C, A) = p,(»C, À) .
l^l^m

On a alors

(13) p\z, C, A) = p(i^ iz + 0 + 0(A-1 ) .

Pour C > 0, on pose

fP^A)= ^ P^a^'

l^l>è

(14) j^Pc+P0, ?'= ̂  (^.+^A^i/opc,^,À)
| v \ < m

!„ \"P,«= ^ (^)'/Àl•<l-mP^(^ô,)° .
v\<^m

"Kè

On a alors

(15) Ip^À^CteÀ'"-!'^^)^
j>-

•gl lyù '+"- i ) '
Do ) j\(n - 1)! , (x £ C", M ̂  £»o)

et pour / 6 ^'(R"), à support dans [|a-|| < r avec r < Do, d'après (7), (8), (14)

(16) A" Pj r(/) = T(P/) - ̂ P''/) .
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Dans la suite, on notera T|| (resp. îj., T1, T2) la transformation analogue à T
n'agissant que sur les variables x " = (a-s, . . . ,Xn) (resp. x ' = (a-i,;^),^!,^) de sorte
qu'on a

(i7) r=r^Tn, î±==ri^r2 .

On notera de même ̂  = ^(Re^)2, ̂  = ^(IW)2, (̂  = ^(Re^)2, ̂  =
^(Re^)2.

III.2. Polynômes elliptiques

Soit A un espace compact de paramètres. On note P^ ^ l'espace des fonctions
continues p(a, z), a ç. A, z ç C^, polynomiales en z de degré yn donc vérifiant

(18) 3C, Va ç A, |p(a,^)| < C(l + HF .

On dira que p ç P^^ est elliptique si on a

(19) 3C', Va e A, V^ e R^ |p(a^)| > C'(l + I^F .

Soit p e -P^^ elliptique, z = ( z ' . Z d ) , z1 ç C^-1 et

(20) ^ , ^ )={^eC;p (a , ^ , ^ )=o} .

Il existe alors co,ci,C2 > 0 tels que, avec

U = [z1 e C^-1, | Im^| ^ 02(1 + |Re^|)l

on ait

(21) Va e A, ^ z ' ç U , Z(a,^)c {|^| ^ ci(l 4-|^|) et | Im^| > co(l + |^|)} .

En effet, on a p = ^ p^(a)-2'0^ où les fonctions pa(a) sont bornées et
|or|<m

b(o,...,o,m)(a)| > C" d'après (19). Il existe donc ci > 0 tel que pour tout a,^,
p ( a , z ' , Z d ) = 0 implique \Zd\ < Ci(l + \z'\). De plus avec pm = E Pa(a)^ on

ja|=m

a |pm(a,2;)| > C'I^I'71 pour z ç R^, a € A. Si (21) était faux, il existerait une suite

a\^ = (z'^zH) avec a^ -. a, p(a^,^') = 0, ̂ ^1 -^ 0, ̂ ||- -. 0.

Si l^'^l est borné, on peut supposer zk —> z ç ̂  et p(a,z) = 0 contredit (19).
Sinon, on peut supposer 2^ = ù/'À^, l^^l = 1, À^ > 0, A^' -^ oo, ^fc -»• a; ç. R^ \0 d'où
pm(a,a;) = 0 contradiction.
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Si on note

7? = {^; M = 2ci(l + \z'\) et ïmzd ̂ (1 + \z'\)}

u{^; M ̂  2ci(l + |^'|) et îmza = ̂ (1 + |^'|)}

il existe alors 03 > 0 tel qu'on ait

(22) Va € A, V^' 6 U, V^ € 7?, K", ̂  ̂ )1 ̂  03(1 + M)"1 .

m

En effet, on a p = P(o,...,o,m)(a) FI (^ ~ ̂ (^O) avec z(aî-^:/) == {^(^^Qî et P0111"
j=i

a € A, ̂  ç U, Zd € 7^, |^-^(a,2:')| ^ ^l+l^7!) où c > 0 est indépendant de (a,z).

Définition 1. Pour £ ç. Z, on notera 7?^ ^ l'espace des fractions rationnelles
r = 4^4, ç 6 ^Td? P € ^d avec P elliptique et m' - m <, i. On remarquera

que si r ç 7 ,̂ 9?r € %3<

III.3. Espaces de Sjôstrand et calcul pseudo-différentiel

Si 5 —> 7(5) est une fonction lipschitzienne de R dans R, affine pour \s\ grand, on
notera C^ le contour complexe

(23) C7 = {z e C; Re^ == 7(Im^)}

et pour r > 0, on définit le voisinage Cf de C7

(24) C^ = { z = u - ^ v ç C ' , u ç C ^ , \ v \ <r] .

Pour z = (^,^) e C^^, z1 = (^ i , . . . ,^) , soient ^(^), ^i(^i) , . . . ,^d(^)
des fonctions poids C1, à valeurs réelles, les ^pj étant positives; on note ^ =
((^i , . . . , y)rf, ̂ "). Soient C7 1 , . . . ,0^ des contours de type (23), ri > 0, . . . . r^ > 0 ; on
pose r_ = (r i , . . . , r^), ̂  = (71,. . . , 7^ ), et

(25) C F = { ^ = ( ^ , . . . , ^ ) ; ^ ç C ? ; } .

Soient enfin W un ouvert borné de C^, et cr ç R.

Définition 2. On note ^(Ty;CF) l'espace vectoriel des fonctions f(2'\z11\\) holo-

morphes en (z1, ^ / /) ç CF x W\ définies pour À > Ào, telles que, avec

g(^\) = /(^,A)(1 + ̂ ^e-^'^211^1^^-^^2^ ,
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et pour 1 = { i i , . . . , i{] partie de {!,... d}

(26) W)(A) =
[• r - j i /2

sup sup / b(.. . ,7J(^)+^^•+^^,.. . ,^,A)|2^„,.. . ,^,J
^eW,!^!^ ujk,J(r^J L./ J

on ait

(27) 35,5', IlyTO-sup^/XÀ^fiÀ5'.
del f

Pour À > 0, on pose

(28) ÎÎ(CF^) = {^ = u' + î/ e c^; u1 e CF, |^| < 6[i +1^|]} .

Soit g, = (ai , . . . ,<7d) ç R^ ,^ = (^,. . . ,^) e n<

Définition 3. On note ^^^(TV; CF, ̂ ) l'espace vectoriel des fonctions f ( z ' , z " , À),
holomorphes en ( z ' , z ' 1 ) ç: CT x W, définies pour A >_ \Q telles qu'on ait

à .
(29) f=Y,f^ ^(^,A)=/ r,(a^iz'}h^z\^a,)d^(a,)

j=l JA;

où Aj est un espace compact de paramètres, d^,j une mesure bornée sur Aj, rj ç. 7^.
(voir § III.2, définition 1) et

(30) 3C, Vj, Va.eA,, V^ € ÎÎ(CF^) h(^,zy)| ̂  C(l + \z'\^ ,

i;.=(2:i,.. . ,^_i,^i,.. . ,^),^(.,a,)e^(W;n^),
^ ^^

£, = (• • ̂  ̂ j'-i 5 ̂ '+1 ̂  • • î ^ / /)^ aj ̂  hj(z^ z1^ x. a7) continu en dj et

(31) 3B,B\ V^ Va, çA, , ||^||(A,a/) < BX8' .

0

Lenime 1. Avec les notations précédentes, on a KH^ C H^, pour sup(a+^ +~) <
~ ~ j

0, sup(<7+^44 -^) <0.
j

PREUVE. Comme les fonctions poids ^pj sont positives, le lemme résulte de
J^(l 4- H + H)-^ == Cte(a)(l + l.rl)1-0 pour a > 1.
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Dans la suite de ce paragraphe, consacré à Faction des opérateurs pseudo-
différentiels sur les espaces précédents, on fixe les contours 71,..., 7<f ainsi que les
fonctions poids (^,^i,...(^. On pose H^ÇW'^) == H^W'.Cï}, nH^W',^6) =

nH^\W', CF, 6), Î2(r, 6) = Q(CF, 6). Soit D > 0.

Définition 4. On note ^(TV;!:, ̂  -D) l'espace des séries formelles

(32) q=Y,w~£<l^^^)
^>0

où les fonctions q^ sont holomorphes en z = (^ /,^) G îî(r,^) x 14 ,̂ < e C^"^,
||C|| = sup 1^-1 < D, définies pour À > \Q et vérifient

(33) 3A,B, V<, V^C,Â, I^C^I^AB^l+Hy7-^ .

Jusqu'à la fin de ce paragraphe, on désigne par p ^ ( z , C, À) une fonction polynomiale
en 2; e C^ de degré 2, holomorphe en < ç C^, ||C|| < Do, définie pour À > Ào telle
que

(34) Pour tout a avec |a| = 2, <9? p^ est indépendant de A

(35) 3C; V ^ , C , A , ^(^C^)!^^!^-!^)2 .

Pour g ç ^(W^Fî ̂  ̂ )) on définit le composé q o p^ = q' par

(36) ^=^À)-^^, ^= ^ l^ç,^p» .
^>0 i+|a|=^ a'

Les inégalités de Cauchy entraînent q1 e ^<7+2(ï/7;.y:,^ jD^ pour D' < mî(D,Do),
puisque l^p8] < C(l 4- l^l)2-!0!.

On considérera p^ comme élément de ^(T^r, ^, -DO ) en posant p\ = 0 pour ^ ̂  0.

Définition 5. Pour g ç ^(W',^ 6,D) et p^ comme précédemment on définit les
opérateurs différentiels en z ç W x ft(^, 6)

(37) P(^, a; q) = (zA)-^ ̂  ̂  ç,(^ 0, À) ( 1 9,) a

a! ' \ z A /

(38) Op(g,Ci,C2)= ^ P(^a;g)
M^

-^

(39) P°(^ai,a2,^g,p»)=

(^À)"('+lal 1) ̂ ï^ï ̂ l+a2 ̂ (^0-À)92al ̂ p^^01 À) (à Qz)a2+' •
0
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Lemme 2. On a

f Op(î, Ci, ̂ 2) o Op(p», Ci, d) - Op(q o p«, Ci, Ça) =

(40) E^^-E^'^).
^ <6Î+ <6T-

avec r+ = 5+ \ 5'-, T- = 5- \ 5+

^) (^-{^À'I01^2 '^'^^}

^-={^M^,|a^|^}.

PREUVE. En effet, on a

45

(42)
Op(ç,Ci,C2)oOp(p«,C'i,C'2)= E ̂ Î'P1)

<65+

Op(îop«,(7i,(72)= E^^Î'P') •
«es-

0

Lemme 3. Soient 0 < D1 < D < Do. On suppose

(43) 3co>0, \pt(^,^\)\^co(l+\^\)2 pour \^\\^D, zçfï(^6)xW

II existe alors q ç f"2^;.!:,̂ ,!)') tel que q op» = 1.

PREUVE. On définit q = ^ (0)-^^^, <, À) comme d'habitude par
<>o

(44) qo -pt' ^=- E ̂ .(̂ /P1 .
1"1+*=<

«'^^

En suivant la preuve de Pinversibilité des opérateurs elliptiques de Sjôstrand [S2]
on pose pour u ç. [0, l],

\fUz) = sup [\f(z, C)| ; H C I I ^ D'u + (1 - u)D) .

Il existe CQ > 0 tel que pour tout o, et tout u' < u on ait \-^9?f\u <

^o (u-^)l"l l / l^ ' î alnsl (lue C'i ^1 que pour tout a
suffit de vérifier qu^il existe 6 (assez grand) tel que

< Ci(i + I^D-I"'. il

(45) W, Vu>0, Vzçn( r^ )xTV, Igd^^1^^)^!^!^)"2"' .
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Pour t = 0, cela résulte de (43). Par récurrence en utilisant (44) on a, avec
' =T^U<U"' = ïzhr" <•"

^ç.^p»/p« ^ ^ c-i(i + M)-2-^1^'^1 (—)iy.i
Q /

et il suffit donc de choisir 0 tel que Ci Y, (îr^r)^ < 1-
o<|a| ' a '

0
On suppose à présent qu'il existe D\ > 0 tel que

(46) sup - . l2^!2ôy"
< 25i et Vj, Vz, € C^

W II i Qz" II - i Qz, <^i

On posera (^ = ̂  + <^ + ... + y^ et on se donne W CC T^ et ^ = (r;, . . . , r^),
0 < r'j < rj. On se donne également un D^ > 0 et on suppose

(47) 0< D^ < D^ < Do .

Pour D ç [D^,D^[ on désigne par C^ une constante positive telle que z ç. C1 x W
et ||w|| <, (DCo)~1 impliquent z + w ç. C1 x W.

Notons I I ||^ (resp. [| \\1,} la norme dans H^W'^) (resp. H^W1'^1) (voir (26)).
Donnons nous / ç H^W-.r,) et q ç S^ÇW'.r,^, D^). Pour z ç C1, x W, soit 7^
le polydisque de centre z, de polyrayon r^. = aj(XD)~1 ; pour |a| ^ ^- on a
supr^. < (DCo)~\ donc 7^ C Cp x 17. Avec g = /(l + |^|)'e-^, les inégalités

de Cauchy impliquent

w (^^/(i.i.-ir.-^n^-^)"1/, nfê .̂^ n(|w,-z,|)

M, = sup ( (.^Ye^W-^w ç^l. Comme

| Re(y(w) - y(z))| = Im / î^z+eÇw-z^de-Çw-z)
Jo l az

avec Aï^

^.E^^ha| Di IQJ
T~D' -T '

en utilisant la formule de Stirling, et la notation (a) = 11(1 + a,)1/2, on déduit de
(48)

(49) ^^)°/|[' <Cte2?l"l{a) H/11, pour |a| ̂  ——
IA / lia (̂
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où Cte ne dépend que de 5 (pour r^ (resp. W) restant dans un compact fixe de R
(resp. C^)). Il en résulte, q vérifiant (33)

(50) IW.^^/II^.^CteAB^À-^-^)10^^!!/!], (H^)

(51)

||î)°(̂  ai, a,,/?; çyV||^_^,_2

.CteAB^^I-——.)^)'011^)1021^)^..,)^!,.

pour [02 4- ft\ < —— .
CD

Définition 6. On note Bm(W•,^6) Pespace somme H^ÇW^) + nH^W^.Ô)
avec o~j =0, £j = —m pour tout j.

0

Alors, avec les notations précédentes, on a :

Proposition 1. Soie p^ vérifiant (34) et p\(z,Q = ^ ^^P^ l^=o.
|a|=2

Soie -Ds ç.}D^,Do[. On suppose

( II existe CQ > 0 tel que |pl(^,0,C)[ > co(l + \z'\2)
(u— ) i j

[pour tout z' ç zlR"UÎÎ(r,<S) et tout C, ||C|| < D^ .

f II existe ci > 0 tel que \p\z,Ç,\)\ > ci(l + \z\2)
( 53 ) \v [pour tout z e ÎÎ(?:,<S) x W, et tout C, ||C|| ^ -D3 .

Soie ç G ^"^^r,^-^) ^eJ que ç o p^ == 1 (obtenu d'après (53) par le lemme 3)
et B la constante définissant la croissance des q^ (voir (33)).

Alors pour Ci > 2Cp, 62 > 2B, il existe e > 0 tel que, pour F e ^(W^r^) °n
ait

(54) G^ Op{p^C^C^FeB\W^^)

et

(55) e^F-Op^C^C^G] € 52(ÎV/;z:^^) .
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PREUVE. On écrit F = Fi +F2, FI € ̂ Wr), ̂ 2 e 7Z^^(lV;r,Â), ̂  = -2 pour
tout j, Fz = E^j, Fzj = SA rA a j . i z l ) h j ^ l j ^ t l^^ j )d^ j (a j ) (voir définition 3);

3
r0
l^. V'Avec E, = H^ (TV, n C^\ F; = H^ (w1\ T[ C;?), on a donc sup ||^(.,a,)[|^. <
~3 v ii-j / ~1 v ^j ^ / ^

cÀ0 . On a

(56) 1 ^\a
Op(p^C^C,)F= V lô^(^o,À)(-ô,)aF=G

, Oi, \ îA /
»l^^r

et on écrira G = (?i + G-i en remplaçant F par F^ + Fa dans (56).
Puisque |o'| ^ ^- < ̂ - on a, par (49)

1 „ \°(̂ ) Fi <Ctel5H(a)||Fi||,

et par(35),

-,^p«(z,0,À)|^CteDo-l°l(l+|z|)2

a!
donc puisque D < Do, on a G\ ç. H°(W\^1). On a aussi Gi = ̂  G^ j avec
(57)

^•= E ^•^<ûl+02^0'À)/,.(À9^)ol^(à^^)02/^^^)•
IQ'I+Û'?!^-^-

D^après (30), on a \rj{',iz'}\ <, Cte(l + \z'\)-2 pour z ' ç îî(r:,<^); pour |ai| ^ 1,
écrivons ai = /? + ̂  avec \/3'\ = 1 ; on a alors |9f^(.,z^)| < ^(1 -}- l^'])"3 pour
^/ ç Cp diaprés (28), donc en utilisant la formule de Cauchy sur le polydisque de
polyrayon pj = (DCo)~1, on obtient

1 ^ \ot^
(iX92)"[r^^ ^-^(l+l^l)"3^1011^!^^)1011-1

Cte
- ~6

pour z ç . C ' p . On a aussi

(58) 1 ^\Q2

(^^h^ <^CteD^(a,)\\h^ .
\ LA. / -pi

Comme la multiplication par 0[(1 + l^^)-1] envoie E'^ dans HQ(WI^), en notant
G^j = G^ j + G'2,jî ou G^j est défini par la somme pour |ai [ > 1 dans (57), on a

(59)

Cte
l|G2jlo^^^Qo(A)||^||E,

1 ft (\\ V" /^C^xl^ i l /ÛNi^ l ^01+02)!w)- L , (7^0") U ^—^r' •Q'2!
>1+^2|^^-
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Pour vérifier que G\^ ç Jf°(W,^), il suffit de prouver que 0(À) est borné; pour
cela, nous utilisons une stratégie de fonctions majorantes. On désigne par po£ des
fonctions polynomiales, et par m = d+ k le nombre total de variables. Pour X ç. [0,1[
on a

(60) V (^+^)! ,̂ | ̂  /__^+1^1
/ z-' ai\a-i\ \ \ - X )

donc ^ ^y ^ ̂ P. poê(j, k). Si on fixe 7 6]-^, 1[ on a donc Oo(À) ^
|<»i|=j',|a2|=<;

Cte6i(À)

(61) e,(A)= E (—)7<"oV' AO'+ Â • ) '

J+^-è!
k\

Or avec r(a;,À) = ̂ yeT^, on a

(62, 9,w.^[(^)-r]r-(,=i-^)
—^T

et pour a- < 1 — -^, en utilisant la formule de Cauchy sur le cercle de centre a-, de
rayon — on obtient

'1 /. ^ n

|(^9,)"r(a-) <n!n-"e^"e^(l-.c-")
-i

donc

(63) Qi(\)^ ^ ^«-"^"(l-^)"1

"<T-

et ©i(A) borné résulte de 7 < 1 et Ci ^ CD-
On a aussi

(64)

G°^ = (2^)-" / d< / <^(a,)p<(z,C,À)r^
JA'< ii^ JA,

1 / l . \°.- = E ^(À^) t.h, =

l"l^è

où Kç est le polydisque |C| = £>3. Comme £> < £>3, on a, d'après (58) h, 6 f^
uniformément en (Ç, aj) 6 7^ x Aj. En prenant comme espace de paramètres A/ x A;
G°^j G ^(TV; £', <$) résulte donc de

fpW,Â)r,=p^O,C)r,+[p«(^C,À)-^(^0,C)]r,

lb t(^,C,Â)-pI(^',0,Ç)|^Cte(l+|^'|) pour (?, C) € Cp x W x Kç .
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On a donc prouvé l'assertion (54). Vérifions à présent (55). D'après le lemme 2,
dont nous conservons les notations, et puisque q o p^ == 1 et que pour tout Ci.Cz,
Op(l,Ci,C2)=Id,ona

(66) F-Op(ç,Ci,C2)G= ̂  P°(^)[F]- ̂  T>°(^)[F] .
ter- <€T+

Pour t ç r+ U F-, avec P°(^-) / 0, t = (<,ai,a2,/?), on a toujours [02 -h /?| ^
^ < ^-, ^ < ^-, |ai | ̂  2 (car p^ est de degré 2 en z ) et Ci, C^ étant donnés il existe
i/> 0 ta que, pour À > Ào, ^ + |a2| + \/3\ > v\. De plus, comme Card(î+ U T-) est
polynomial en À, il suffit d'obtenir une estimation exponentielle sur chaque terme du
membre de droite de (66). D'après (51) on a pour t ç. T^. U T-

(67) ll^^^^ii^cte^'-^f)^^)1^^^^^^!!.

et (55) résulte de D < D^ -^ < -^ < \,i + |a2 + ft\ ̂  v\.

Il reste à traiter les termes de la forme

(68) E (^r^i010—^^02^?1^'•»+^c^ al•a2•/3•
S^.WW^^

qui sont majorés par

(69) V CteÀ-^+^DAB^^^y^^'f-i-y^^l+I^D^^I01!)
7l+^+^ V232/ V•DO/

/.Kà^^-K^-)'^^)
et par suite les termes pour lesquels { + |ûi| 7^ 0 ou 71 ^ 0 se traitent comme
précédemment. Comme ço = (p^)"1 1! reste à estimer, avec |a2 + /?[ > ^A

(70)

/• ^c /• ^ /• , / .^(^c^) ,/ —— / —— / ^(a^-îT::——^^•^,"2,^
JA-< ^O J/<-, l1^ JA, P'I2!'?^)

, 1 1 / 1 fl^2^,
^0^=^,^^Ô^J ;

où J^, A'̂  sont les poly disques de polyrayon D^ donc

D \\aî+l3\
l^^l^ ^Cke(—) <Û2+/Î)|^|B,



PROPAGATION DES ONDES DANS LES DIÈDRES 51

et il suffit alors de remarquer qu'on a

(71) PW,^) _ P^C^) , „»/, / ^ rP^O^)-P'(^A)1
v ) P^X)-^^^^^^ ?«(.,,, A)p^,o,,) j

le deuxième terme du membre de droite de (71) étant 0((1+|^|)~1) pour z ç fî(r, 6)x
W , ( , ç . K ^ r j ç K ^ d'après (52) et (53), puis de réutiliser (65) pour le premier terme,
ce qui achève la preuve de la proposition. A

Remarque : II résulte de la preuve de (54) que pour C[, C^ vérifiant également
C[ >. 2Co, C^ >_ 2B, il existe e > 0 tel que pour F ç ff2^;^) on a

(72) ^[Op(^CLC2)F-Op(^,Ci,C2)F] € B\W^r1^ .

0
On a également :

Proposition 2. Soie A^(2-,C,À) est une fonction polynomiale en z ç C^^ de
degré 1, holomorphe en C € C^, ||C|| ^ Do, définie pour X ̂  Ào, telle que

(73) Pour tout a, |a| = 1,<9^A^ es<; indépendant de X

(74) 3C, V ^ C , A , |A/^C,Â)|<C(1+M).

Soit^= ^ À^^(^O.À)(À^)a•AJo^spourC>2CDeéFeB2(l7;r^)
|û'l^è

ona.A^Feff^irîr^).

La preuve de cette proposition est analogue à la preuve de la proposition 1.

III.4. Le Projecteur de Hilbert

Soit f(x) ç ^2(IR) et pour z ç C, À >, 1,

ÎV(z,À)= f e^2-^ f(x)dx .

On se propose d'exprimer ri(l.,>o f(x)) en fonction de ri(/(.r)).

Soit f^(x) = l,>o/, ^ = a + z6, A,a = e-ï^-^2/, /^ = e-K——)2^. On a
pour a, 6 € C, /A,a(C) étant holomorphe en ^ ç C

^ J W/)(û + ̂ , A) = e^f^-Xb)
( f o ) \ 2

(ÎV^a + ̂  A) = e^ /^(-A6)
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(76) ^,(0 =2^ ———f^Wdrj dans Im $ < 0 .

Il en résulte, pour Im b > 0

(77) (TI^XÛ + »•&,À) = 2JÏ /°° ï-h (̂ H" + îc' ̂

c'est-à-dire

(78) (TJ+)(.,À)=^y ^(TJ)(^A)^

où 7^ est un contour de la forme 7^ = {x = Re -2: + e + ̂ , < G R, £ > 0}. En particulier
on a dans Re 2; < 0, Ti/"^ = II(Ti/) avec

-1 />+00 1
(79) II(/)(^À) = — / ———f^\)dÇ .

27T 7_^ Z + ZC

III.5. Réduction mîcrolocale et système de Calderon

On conserve les notations du § 11.1. Soit u(x) ç H^^M) une solution définie près
de x = 0 du problème

(80) Pu=0, ^|^=0.

Rappelons que P(x,D) = P^x.D') + L(x,D'\D") + Q{x,D") a pour symbole
principal p(x^). On note A/'i (resp. A/2) le champ de vecteurs de dérivation normale
pour P sur .2-2=0 (resp. x\ = 0)

(81) ^=^(.r,D); M^-^^D).
1 o^ 2 c^i

D'après la proposition 1, § II, les traces

(82) J g i { x ^ ^ x " ) =A/iu |a;2=±o,n>o
g2(x'2,X'1) =A/2^ |.ri=±0,2-2>0

où le signe 4- correspond au cas intérieur M = M1, le signe — au cas extérieur M = Me

sont bien définis et appartiennent près de l'origine à T>1(H^2, Z^_). Soit u, ç. H1 le
prolongement de u par zéro à H" \M près de .r = 0. Comme Pv_ ç. T>'(H^2, H~1) près
de x = 0 et qu'aucune distribution non nulle de la forme TÇx'^Sj^^x^o n'appartient
à D^R^T2,-?"1), en notant g^ (resp. g^) le prolongement de g^ (resp. g^) à a;i < 0
(resp. 3-2 < 0) par zéro, on a l'identité près de x = 0

(83) ^=£ (< / i ^+ (72^ ) ; ^ =^2=o,<^2 =^i=o ,
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avec e = -1 si M = M\ e = +1 si M = A^.

On posera ̂  = e(^ <îi + ̂ 2).

On fixe Do > 0 tel que les coefficients de P soient holomorphes et bornés au
voisinage de ||a*|| < £>o, et tel que

(84) 3c>0 , |pi(rr,0|^<|2, V^ e R2, V.r € C71, M ̂  Do .

Soit ro tel que 0 < ro < Do et ^(x) ç. C^R") égal à 1 pour |a;| < ^, nul pour
H > ro. On a Fégalité dans P^R71)

(85) Pî/m=^+[P,^b •

Soit A l'opérateur pseudo-différentiel en x1', dépendant de A > 1

(86) Af(x) = (2^)-2 /"e.A(.'-y'X'__[y,î__^^
J 1 ~r Pl(^î Ç )

Lemme 4. Soie e(x) ç Co°(\x\ < 2ro), égal à 1 pour \x\ < ̂ . On a

(87) ^M = ̂ A(^) moduJo P^(R^72, H2)

où P^R"-2,^) = {u(.r,À),VÀ > Ao u(^X) e ̂ (R^^^R2)) et V^(^) ç Co00,

3C,C' ||^(•,^A)||^R2^C(n+A)c'}.

PREUVE. On a A o (Pl(.r,D/) + A2) = Id + R, les opérateurs 0 o R o 6 (resp.
6 o A o 6 ) envoyant V^.H3) dans P^.,^1) (resp. T^-,^2)) et avec w =
[P^^+À^^^PI -P)^, (Pi +À2)^ = ^Â+i^ ; or w = 0w e î^(',£2),
d'où 0^^ = 0A(^g6) + w', w' = 0A<îw - 0R0^v, ç P^(., ff2).

Définition 7. On note ̂ Wr), nHf^(W',r,), B^{W',^ 6) les espaces introduits
au § III.3, avec y " = ^ (Re ̂ ' /)2, (^ = ^ (Re ̂ )2, et le choix trivial des contours 7^ = 0.

Lemme 5. Soie w(x,\) e P^(R^72,^), à support compact en x " . Alors Tw ç.
^(^;£) pour tout ouvert borné W C C""2, et tout r_ = (7-1,^2).

PREUVE. Soit w^a(x) = e-^^-^wÇx.X) et ^,a(0 = (^xT12e-^ e-^. On a
^A,a(0 = g\,a * ̂ ($, A), d'où il résulte pour 1 C {1, 2},

sup [^ i 1 J, ||wA,,(^,^)(l + |^|r|| , l < c(A + 1^1)°'.
L " - 1 1 L (^,;e/)J
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D'après (4), on a Tw(a 4- ib, X) = e^ WA,a(~A6) et le lemme résulte de la définition
de l'espace H^.

Lemme 6. Soie ^ € C"-2 tel que Re(^) = 0. Il existe W voisinage de z'o,
L = (^1^2) et 6 > 0 éeJs que

(88) îWeBo'Wr^) .

PREUVE. D'après les lemmes 4 et 5 il suffit de prouver T(6A(^g6)) ç. B^(W',^6).
Il suffit d'étudier le terme T(0A(^g^ <?i)) par symétrie.

Soit Àf = (27r)-V^-^ ̂ ;^^ dy1^1. On a ̂ i € V^H-^)
pour tout e >^0, et le support de ^g\6\ est contenu dans |a-| < ro. Il en résulte
eA(^6^)-eÀ(^g^6z) eî^(-, H2). Aussi, puisque l-0(x) ̂  0 pour \x\ > ^,ona
(1 - ̂ )A(V^iÂi) e V ' ^ ' . H 9 ) pour tout s. Il suffit donc d'étudier TA(^i^i). Posons
fc(a-,^) = [1 4-pi(a;,^)]-1. D'après (84), on a pour ||.r|| < Do

(89) ^0=E7^-/ Mîi10^^ W JK ^Ilu,

où A" est le poly disque centré en x = 0 de polyrayon DQ. Pour u ç. K, soit
G^.ri,;^,^) = S (2iîr)^ ^•^(^lA3^)^!- Comme ̂  est à support dans |.r| < ro < £>o,

a
il existe c > 0 tel que sup \G(',u)\^ ^ C, et G est à support dans \(x^x")\ < ro.

M€A'
Posons

(90) F(x,u,\) = (2v)-2 fe'x(x'-«'^'k(u^l)G(yl,x",u)6y^•dyldçl .

On a À^l +pi(u,^'))TF = T((À2 +pi(u,iÀ,r' + £»'))F) d'après (7) et (8), et
(À2 +pi(u,i\x' + D'))F = GSi + R(x,u,\) avec R e ^(.,^1-^) uniformément
en u 6 K. On a

(91) TA(^i)= ( -^TF^X-2 f ̂ iz'WGë^-^+R1

JK uu] JK îlUj

avec R' = X-2 f^k(u,iz')T(R)-^ e Hï{W,r,) pour r. assez petit d'après (84)

puisque T(R) 6 ^"'(^r) d'après le lemme 5, et le lemme 6 résulte alors de
T(Gëi) = (Ti (g>T||)(G)(^,z",u,À), de (84) et de (29).

0
Donnons nous à présent une constante C > 0. D'après (85), et (16), on a

(92) À2 P,« T(^) = T(^g8) + T([P, ̂ ]u,) - ̂ P^) .
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D'après (14) et (15), on a T^P^v.) = ^ (iXzy^p^) et il existe e > 0
H$2

(dépendant de C) tel que pour x ç C", |jx|| ^ 2ro on ait \p^(x,X)\ $ Ctee-^;
en suivant la preuve du lemme 6, il en résulte

(93) e^T^P^u.) e B°o(W;^6) .

Aussi, [P,^}u. ç L2 et 0 ^ support ([P,^]^). Donc d'après (4), pour W et £ assez
petits, il existe e > 0 tel que

(94) ^TÇ[P^}îi) e HS(W;r:) .

Soit A/" = A/i ou A/2 (voir (81)); en utilisant à nouveau le lemme 4, on obtient
comme précédemment

( îWm) ç ̂ (W;£^)

(95) ^ X^T^u.) = TWv,) - T(M^u.}

( 3e > 0, e^T^^v,) <= ^(IV;£,<5) .

Pour /(zi,^, ̂ ", À) € B^W-,^6), posons

(96) ?-l/)(^l,.E2,^",À)^^- l+coeixx^-x^f^^-ib^^\\)d^.
•"7r J—oo

Alors (T^f) est holomorphe en (^i,^") |Im2'i| < ri, ^ ç TV, et distribution en
X2 ê] - y'2,7'2[ définie par l'intégrale oscillante (96) (voir (49) et le lemme 1). Il résulte
de la formule d'inversion (5) qu'on a si / = T(v) avec v ç f^R"), Tf1 / = Ti 0T^v).

Lemme 7. Pour / ç 5^(TV;r, <^), ies traces

(97) Iif/^.^À)^ lim, r^/
a;2—*-±0

existent, et appartiennent à H^(W;ri).

PREUVE. On écrit / = /i+/2+ff avecff € JîoWt), /, = JA, rih}d^h r j G ^ A 1 .
/il € ff^(T'F;r2), /la € ^(Ty;»-i) (uniformément en a,). Tout d'abord, il existe B'tel
que ^-B(l+|^>|)<7(2•',^",À)e-?(Re^)2 |^=a'+,è'£ ^(û') (resp. £2(62)) uniformément
en z" ç. W, \a,j\ < r^, À ^ Ào, (resp. idem et &i 6 R) et on a la même estimation
pour les dérivées {\Q^)1 g (voir (49)) quitte à diminuer r^. Par (96) on a donc pour
J=0,l

(98)

/•+00 ,+-^ ^
r db, ( 2 dxM,(T^g}(ai+ib,^2"

l'iK'-! J-00 J-^
sup / dbi / ^2^(^2-lff)(al+^6l,.l•2,^",À) e-^11"")^^
;̂ 1 •/-00 J-^-

^ Cte À23

/>+;? 2
sup / ^^(îr^X^-'^^À) e-AKRe^")2+(Re^')21

(R«» l |< r i J_^
«"CW 2»"ew

^ Cte À25
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d'où il résulte que T^g est continu en 2*2 a valeurs dans H^(W\r^). On a aussi

^2~ l(/ l)=2^/6iÀr262~À^ fri(a^iz^ix2+b2)h^-ib^z",a^\)dfiÇa,)db2

qui est continu en 3*2 à z\^ z" fixés et

T2~\fi)^=^f [db^Ça^iz^b^h^-ib^z^a^X).

Il suffit alors d'utiliser |ri| < Cte(l -h |-2'i| + |&2|)~1 et le fait que l'opérateur de noyau
(1 + \x\ + M)"1 est borné sur L2^) par l'inégalité de Hardy.

Enfin on a T^ f^ = -^ f^d^a^h^z^z11 ,a2,\)R(x 2,0^2, z^,\) avec

/+00 ^2

(99) JÎ(a-2,a2,^,À)= e'^262-^ rz^,^!,^ + 62)^2 .
-00

Comme 7*2 C 7?.^^ , on a r^(a^ i z ' ) = ^ ' ^ / v degç = m1\ degp = m, m — m' > 1 avec p
polynôme elliptique. En particulier, on a \p\ >_ Cte(l+|^ /|)m pour \z-2\ ^ C'o[l+|^i|]+7'2
avec CQ assez grand, donc par (30)

(100) , \Q^{a^iz^ix^ + b^\ ̂  Cte(l + |^i| 4- |62|)~1

uniformément en 02, \x^\ < r^ et |Re2'i| < ri, 62 G R, ou 62 ê C et |Ô2| ^ C'o(l+|^i|).
Si r^ désigne le contour réunion de {62 Ç R, l^l ^ C'o(l + |-^i|)} et du demi-cercle
{62 eC,Im62 > 0,|62| =Co(l+H)} onapoura'2 e]0,r2[

(101) ^2,02,^1, A) = / e î À a ; 2 6 2-À dr2(a2,^l ,^2-&2)^2
</^

d'où

(102) V^, 3^, V.r2e]0,r2[, V^,|Rezi|<n, Va2
|^Jî(a;2,a2,zi,A)|^C,À^l4-|^i|/ .

Donc lim T^~1 f^ existe et vaut -^ f^ d^Ça^h-zÇzi.z11,02, A) Jp+ r2(o;2,^i,

+62)^62 d'où le lemme, puisque /i2 ê -^5(^5 rl) e^ Jr+ r2(a2î^ 2 ' l î 4-62)^62 est holo-
morphe et borné dans | Re z\ \ < ri.

o
On définit de même les opérateurs de trace

(103) Tr^/(^",À)= lim Tf1/
x\—^±0

qui envoient B^(W;^6) dans Hg(W,rî).
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D'après (82), le lemme 4, et le § 11.3 lemme 2, on a (avec le signe + dans le cas
M = M1, le signe — dans le cas M = M6)

f lim n ̂ 1^ =^l^=o Ôi eP'(R^72,^) et gi=l^>ogi
(104) { ^^

[ x^O ̂ 2V- = ^ k=o ^ e ̂ W72^) et ^2 = 1^0 ̂ 2 .

où les limites sont prises dans T>\'^L2).
D'où finalement la proposition suivante, qui est l'expression du système de Calderôn

microlocalisé.

Proposition 3. Soie u ç. H1 (M) solution près de x = 0 de Pu = 0, u \aM= 0,
et Z'Q G ilR""2. Alors, avec les notations précédentes il existe r_ = (ri.rs), 6 > 0, W
voisinage de Z'Q, et pour tout C > 0 un e > 0 tel que

(105) F=T^îî.)eBÏ(W^^6)

(106) A 2 P^F==^(^)+m

(107) i^Trf^c^^ÇT^T^^ gi)+m,
\ ÀII(TifA^F) = (Ti ® TI|)(^ |,^o 92) + m2

où les restes vérifient e^m ç Bg(Ty;j:,Â), e^i ç ^°(TV;ri), e^mî ç H^W',^).

PREUVE. On a (105) par le lemme 6; (106) résulte de (92), (93), (94). Vérifions la
première ligne de (107). Puisque lim ^MM == ^ k=o g\ on a Tr^T^A/iM)) =

•C2 —^3:0

(TI®T[|)(^ |^=o ^i) d'après ^2-lo^=^l®^||, et puisque^ |^=o ^i € T>'(H^\L^)
et l.r^o^i = ^i, d'après (79) on obtient H(TT^(T(^V,))) = (Ti 0 T^ \^=o g^).
On a aussi d'après (16)

T(^MM) = XATÎ^T^îi) + T(A^) + r([^,M]M)

et ^[r^^+Td^^ilM)] e ^(Ty;r,Â) d'après (95), [^,M]M € î^^ff1) et
0 ^ support [^,A/i] M- Donc d'après le lemme 7, Tr^T^A/'i.u.) = ATrJfcA^T^M+ a,
avec e^a ç f^(TV;ri), et il suffit de constater que d'après (78), II envoie 'H^{W\ ri)
dans H^(W\r\) pour r[ < r^ car le projecteur de Hilbert est borné sur L2 et pour
l'estimation L00 il suffit d'écrire

UH(a^^=^J^^H(a^zi)idt

d'où III^a+î&^le-î'12 < Cte\/X sup \\h(u + ̂ v}\\^(v)e~x^.
U

0

Remarque : On utilisera par la suite que (107) et H o II = H entraînent des
estimations meilleures dans Re^i <, 0 ou Re^2 < 0.
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IV. ESTIMATIONS ELLIPTIQUES

IV.l. Calcul dans les chaînes cTespaces de Banach

SI E est un espace de Banach, on notera ||.ï';-E|| la norme de x ç. E\ Si P est
un opérateur borné de E dans F, on notera [|P;jB,.F[| la norme d'opérateur de P
c'est-à-dire sup{||P:r; F|| ; \\x,E\\ <, 1}.

IV.1.1. Rappels de calcul pseudo-différentiel à valeur dans les Banachs

Pour tout À ç [À0î-l-oo[ soit E(\) un espace de Banach et A(À) une sous-algèbre
unifère de l'espace des opérateurs bornés sur £'(A), muni d'une norme ||-,A(À)|| qui
vérifie

(1) ^-(^) muni de ||,A(À)|| est complète
(2) ||Id;A(À)||=l
(3) | |PoÇ;A(À))|<||P;A(À)|| | |Ç;A(A)|| (P,ÇeA(À))
(4) \\Px, E(\)}\ ̂  |[P; A(À)|| ||a-; E(\)\\ (P 6 A(À)) ; x 6 E(\)) .

Pour ft ouvert de C^ et y e C1^^) on note Hy(Sî;EÇX)) l'espace de Sjôstrand
des fonctions /(^, A) définies pour z G fî, X >. \o telles que

(5) f ( ' i ^ ) est holomorphe en z 6 Î2 à valeurs dans E(\)
(6) 3A,B, V ^ ç î i , V À ^ À o , | |/(^,À);^(À)||^AÀBeA^ .

Si y? est de classe C1 à valeurs réelles, définie près de Zg, on note Hy^yÇE(X)') l'espace
des germes

(7) H^(E(X)) = lim ffy(ft; E(À))
î?

où la limite inductive est prise sur les voisinages de ZQ, et Tïy^yÇE^X)) le microlocalisé

(8) -H^(E(\)) = H^(E(\))/{f; 3e > 0, f ç H^^(E(\))) .

Pour W ouvert de ^*C'(, on note £(W; A(À)) l'espace des séries formelles
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00

P = S (^A)"'1?^, C. A) qui vérifient
n==0

(9) Pn (^ ,C îA) es^ holomorphe en (^,C) € t^ à valeur dans A(À), pour À >, \o
(10)3A,£?, V(^ ,C)6^ , V À ^ À o , llp^^A^À^AB^ .

Pour p ^ q ç. £{W\ A(À)) on définit p o q par

(11) P°î=^(îÀ)-»(po^; (pog) ,= ^ ^P^Q^k .
j+k+\a\=n

Les inégalités de Cauchy et (3) impliquent p o q ç ^'(IV; A(À)) pour W CC W.
Pour mo ç. T*C'1, on notera £my(A{\)) l'espace des germes

(12) ^no(A(A)) = lim £(W; A(À))
^

où la limite est prise sur les voisinages de 7720. Alors ^o(A(A)) est une algèbre unitaire,
dont Pélément unité est 1 = ̂ (î^)~npn'> Pô = Id, pn = 0(n >_ 1).

Un élément p == ^(^A)""?^ de é'yyio(A(À)) est dit elliptique lorsqu'il existe W
voisinage de mo et pw == ^(ï^)~nPV^ représentant de p dans £(W\A(\)) tel qu'il
existe q^(z^ Ç, A) holomorphe en (z^Q ç: W h valeurs dans A(À) pour À >_ \Q vérifiant
Pô 9o = ^o Pô = Id. On vérifie comme dans [Sj] que les éléments inversibles de
f,no(A(A)) sont les éléments elliptiques.

Soit (p comme précédemment, mo = (zo^ ^ -^ (zo) = Ço). Pour Î2 voisinage de ZQ et
/e^(îî;£ t(À)),onpose

(13) ^o^^^^^.^^^^^^^^o^^^-^coy^^)

et pour p e e{W', A(A)), W voisinage de { (^ , Co); z ç H}

(14) Op(p;Ci,C2)(/)= ^ (^)-"^^p4^Co,A)[^°(^A)] .
n^
l0^-^-

AlorsavecD^ = sup||^ •^(^—Coll (||C|| = sup |^|) les inégalités de Cauchy appliquées
z€îî

au poly disque de polyrayon pj = aj(XD)~1 avec -D > D^, la formule de Stirling et
Re[^(w) - ̂ (2) - i(w - .-)Co] = - Im (^ (2 ̂ (^ + 0(w - ^)) - Co) d6 • (w - z))
impliquent

(15) sup {ll/^À);^)^-^} <M£>lol(Q}sup{||/(^,À);£(À)||e-À^^)}
^eiî' 1- •) îçti l -1
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où M est une constante universelle, (a) = 11(1 4- û^)1/2 dès que fî' CC îî et |a| < ^-
avec CQ tel que ||w — z\\ <, (CoD)~1 et z ç 17' implique w 6 Î2. Comme on a
||^^Pn(^,Co,Â);A(À)|| < BoB^B^'n" pour z e 0, À ^ Ào, pour des constantes
jSoî -Bi, .82 convenables il résulte de (4) que (14) définit un élément de HyÇfî'^EÇX))
pour Î2' CC Î2 dès que Ci, C'a sont assez grands, pourvu que l'on ait E^Dçi < 1 dont
la classe dans 'H<^o(JE?(À)) ne dépend pas de Ci, C^. Comme y? est de classe C1, on a
lim PQ = 0. Par suite (14) définit une application bilinéaire

îî—^o

(16) UA(\)) x H^(EW) 3 (p,/) —— Op(p)/ e ^,.o(^(A))

dont on vérifie comme dans [G.L] qu'elle munit 'K^o(£'(A)) d'une structure de
^o(^(^)) module à gauche.

IV.1.2. Espaces associés à une chaîne cTespace de Banach

Soit E(r^ a ç. [0,1], une chaîne d'espaces de Banach, c'est-à-dire la donnée pour
tout a ç. [0,1] d'un Banach Ey et pour tout 0 < a < cr1 <^ 1 d'une injection lyi y
de Eff dans Eyi tel que iy^ = Id, \\ia',a'j E^,E^\\ <, 1, i a " ^ i o i^^ = ly,,^ pour
0 < cr < a ' < a11 < 1.

Pour tout n = 1,2, • • • on note E[n] l'espace de Banach
n

(17) E[n] = @ E,^
k=0

munit de la norme £°°

(18) x = ( x o ^ " , x n ) , \\x^E[n]\\= sup \\x^Ek/n\\'
0<,k<,n

On notera A[n] l'algèbre unifère des opérateurs M sur E[n] qui s'écrivent sous forme
matricielle

(19) My=x, Xi=^Mijy,
j

où Mij est un opérateur borné de E j / n dans Ei/n et Mij = 0 si j > i (matrice
triangulaire inférieure). Pour p > 0 et M ç A[?z] on pose

i

(20) ||M;^,n|[=sup^||M,,,-(;^,£;./,,V .
1 t=o

On a alors

(21) ||Id;^n||=l
(22) ||M;c;£(n)||^||M;l,n||||.r;£;(,7,)||

(23) ||M;/î,rz|| < \\M;p',n\\ ̂  (^Y \\M;p,n\\ pour 0 < p ̂  p'
\ p /

(24) \\MoM';p,n\\<,\\M;p,n\\ \\M';p,n\\
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(24) résultant de

»• » i-e1

^ ^ ||M |̂|||M^_,||̂  = ̂  /HM ÎI ̂  ||M;_^_,,_,||̂  .
^=0 i^Jk^î-^ ^=0 j=0

En particulier si M vérifie ||M; p^ n\\ < 1 pour un p > 0, Id — M est inversible dans
A[n], et puisque par (22), (23), (24) on a

HM^EHII < IIM l̂.nll <sup( l̂)||M^n|| < sup^-^^IIM; p.nf ,

l'inverse (J— M)~l=^ M^ vérifie
Jk

(25) ||(Id-M)-';,,^||S,_||;^^||

(26) ||(M-M)-.;W^^.

On se donne à présent une fonction X i-̂  7ï(A) de [Ào,4-oo[ dans N*, et un réel
r > 0 .

On définit l'espace de Banach E^ÇX) par

( Er(\) = E[n(\)}

(27) \x=(x^.-.,Xnw) \\x;E^\)\\^ sup ll.rfcîfLjUle^^
l, O^fc^n(À) "<•K)

et l'algèbre unifère Ap(À) par

^ iA,W=A[n(\)}
\\\M;A,W\\=\\M;p,n\\ .

On a alors

(29) p > e^h ̂  ||M.r;£;.(À)|| ̂  \\M;Ap(\)\\\\x;Er(\)\\ .

Pour T > 0 on a une application canonique jr de 'H^o (£',-( A)) dans ?<<^^o(£7o(^))- Si
p,T et la fonction yi(A) sont tels que p ^ e^" n(À) pour tout À > Ào, alors 7iy^o(Er(X))
et H^ zo{Eo(\)) sont des modules à gauche sur ^o(Ap(À)) et pour p ç £'y^Q(Ap(À)),
/ e ̂ ^(£;,(A)) on a

(30) Op(p)o^/=j,oOp(pV .
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IV.1.3. Injectivité pour un système elliptique dans une chaîne

On se donne Ea, o ç. [0,1] une chaîne d'espaces de Banach, y> ç. C'^ÎÎ.R), Î2
voisinage de ZQ dans C^, W voisinage de (^o,Co = ^^(^o)) contenant 0 x Co et
P^<r(^Cî^)î ^ C N des fonctions holomorphes en (z,Q G W, définies pour À > Ao à
valeurs dans les opérateurs bornés de Ey dans Eyi pour a < a' si k > 0, cr < a ' si
fc = 0, vérifiant

(31) 3Bo,Bi,B2, V^C,À,fc,<7,a',a,

ll^^p^^c^);^,^!^^^!0^^^)'
avec la convention f-82^-^ = 1 si a1 = a et k = 0.\ (7 —(7 /

On se donne également f{z, À) e ^(Î2; j&o). Pour tout a, k, a, </ on pose

(32) ^,^,.(^À)=(^A)-Â:(^^p^^)(^Co,A)^o^o(^A)

avec /^° = (^ - Co)°. Comme dans le § IV.1.1, (25) on a

sup {[[^^^(^A);^^^-^^} <J ,̂.,,/
z€Q' l- J ' ' '

I.W = MB,(B,D)^(a) \-^7B2Î——\ k sup {||/(., À); Eo\\e-^}
LA(<7' — (7JJ ^ÇQ l J

pour îî' CC Î2, D > Dîî = sup||̂ |̂ ) - Co||, IQ-I < •̂  avec Co tel que ||w - z\\ <

(CoD)'1 et z ç. îî' implique w e 0.
Il en résulte que fl.1 CC 0 étant fixé, si on pose

(34) <7<a(^À;Ci,C2)= ^ ^ ^,^..(^À)
fc<z^(^-T) l^l^-^-

pour 0 < o- < a1 < 1 il existe C\°, C^ > 0 tels que pour Ci > C?, C^ >. C^, on ait
9a',(T{z,\\C\,Cï) ç. H ^ { S î ' ' , E ^ ) et de plus il existe CQ > 0, c,c' > 0 tels que pour
tout C^ Ci > Ci0, C2 > €2 ^ 2̂° on ait

(35) sup ^,a(-,Ci,C2)-^,.(.,C^C2);^ e-^^ ^cÀ^e"'0^
^€Î2' " II

(36) ju^ ||̂ .,(., Ci, €2) - ̂ ,.(., Ci, €2); ̂  II e-^ < c^' e"'0 ̂ ^^"^ .

Proposition 1. Avec les notations précédentes, on suppose

( II existe Ci > Ci0, 62 ^ €2°, e > 0, c,c > 0
/37^ ^ éeis que pour éoué 0 < a <^ 1, À > Ào on aie

sup ll^o^Ci^îJ^lle-^ ^cÀ^e-^ .
zW
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( L'opérateur p°y^(z,(,\) de Ey dans Ey est inversible pour tout

(38) a € [°î ̂  À >- ̂  (-^0 € iy et il existe K > 0 tel que
sup IKp^)-1;^,^!!^ .

z,C,A,<r

(39) p^/ ^ o î'^o == P^ o P01211 tout cr < ̂ ' si k ^0, o- < a ' si k = 0 .

Alors la classe de î'i,o/ dans le microlocalisé H^^(E^) est nulle.

(40) Remarques :
i) D'après (35) et (36), on peut remplacer dans (37) C\ et C^ par C[ >, Ci,

q >. €2.

il) Lorsque les p forment une chaîne d'opérateurs c'est-à-dire commutent à
gauche et à droite avec les injections z, alors la proposition résulte de
Pinversibilité des opérateurs pseudo-différentiels elliptiques à valeurs dans
les chaînes d'espace de Banach (voir [G.L]). Mais ici (39) est une hypothèse
plus faible.

PREUVE. On conserve les notations des paragraphes IV. 1.1, IV. 1.2. On fixe p > 1
et on choisit un ^ > 0 tel que

<41) ^«i^1-
Quitte à augmenter C^ (Remarque (40), i)) on peut supposer C^f^ > 1. On peut
alors augmenter Ào, ce qui ne modifie pas la conclusion de la proposition, pour avoir
Ao(/^ — -^-) > 1 et choisir une fonction À i-̂  n(À) de [Ao, +oo[ dans N* vérifiant

(42) VA , —^(À)^.À.
C'2

On pose crk,\ = ^^T) 0 < A; < n(\) et

(43) [g] = (ff^.o)^,^^ e ̂ W; W)) .

(44) [/] = (^,,,o • f)^^ € H^ £o(À)) .

(45)

fM(^,C,À)=(M^(z,C,A))^

[ ̂ J=WP^,^ avec k = e - j si ̂ ^^
- C'2 n(À)

À iMfj = 0 si j > £ ou C - j > — —
(^0 TIÀ yC'2 n(A) '
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Alors puisque À; < ^<7<,A => k ^ ê d'après (42), il résulte de (39) qu'on a

(46) [9}= E ^W^A^-^-Co)^/] .
H<7r

De plus, en écrivant M = T> + A/" où î> est diagonale et Af triangulaire inférieure
stricte, on a

(47) ||A^,C,À);A,(A)||^ ^ (^^[^(À)]^-00^
l^(A) 1-B2W

(48) P(^C,A);Ap(À)|[<Bo .

En identifiant M à ^;(îÀ)-"Afn, Mo = Af, M» = 0, n >, 1 on a donc M ç.
£(W;Ap(\)) et en notant {g}, {f] les classes de [g], [f] dans le microlocalisé
'Hy^QÇEo(X)) on a d'après (46)

(49) {g}=Op(M){f] .

D'après (38), T> est inversible et

(50) IIP-^C^A^A)!!^ .

D'après le choix de ^, (41) et (47), M. est elliptique dans ^mo(Ap(A)), et M-1 e
fmo(Ap(À)) désignant son inverse on a d'après (49)

(51) {f}=Op(M-l){g} .

D'après (37) pour r > 0 assez petit, {g} est dans l'image de l'application canonique
jr de 7<y,^o(^(A)) —> ?^^o(.ÊJo(A)). Si r est assez petit, on aura p ^ er';^TX7 pour
tout À > \o d'après (42). D'après (30) et (51) {/} est alors dans l'image de jr. Il en
résulte que la classe de ii,o(/) dans 7<^(^i) est nulle d'après (27).

0

IV.2. Problèmes elliptiques dans le plan

Le but de ce paragraphe est de prouver l'ellipticité des systèmes pseudo-différentiels
associés au problème de diffraction par le dièdre.

Pour b réel, on désigne par L^ l'espace des fonctions / holomorphes en ^ ç C,
Im^ < —6, vérifiant

/+00

(52) sup \f(u + iv)\2 du < +00
v<—b -oo
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et par £& l'espace des fonctions / holomorphes en z ç. C, Rez < —6, vérifiant
$ - /(-z-O G ^+.

Diaprés le théorème de Paley-Wiener, £& est l'espace des fonctions

(53) f(z)= F e^g^dx, g e L2^ e-2^dx) .
Jo

On se donne po($iî $2) un polynôme elliptique de degré deux, c'est-à-dire une fonction
PQ = a^2 -j- 2&^i <^2 + d^j 4- e$i + f^2 + <ÎS û, 6, d, e, /, ̂  constantes complexes, vérifiant

(54) 3 c > 0 , V ^ G R 2 , |po(01 ̂  c(l + |^|)2 .

On suppose en outre que pour ^2 G IR (resp. $1 ç H) les deux racines de l'équation
Pô (^5 $2) = 0 (resp. po($i ?2 ' ) == 0) sont situées de part et d'autre de l'axe réel, et on les
note $i($2) (resp. ^(Çi)) avec rbim^ > 0. Cette hypothèse est bien sûr satisfaite
si les coefficients de po son^ réels.

On notera 0(po) une constante strictement positive telle qu'il existe c > 0 vérifiant

(55) $ e C2 , |Im$| ^ 6(po) =^ |po(0| > c(l + |$|)2 .

Alors la fonction 1^2 '—^ ^($2) qui est analytique réelle de ^2 € R dans {^i ç C, Im^i >
0} se prolonge en fonction holomorphe dans | Im ^21 ^ — r ~ e^ vérifie

(56) |i^^Q^)^i^(^>e^).

En effet, l'identité po^fÇ^),^) = 0 et (55) impliquent |Im^($2)|2 + |Im$2|2 ^
O2^)- On a le même résultat pour la fonction ^"(^1 )•

On note Pô l'opérateur de symbole poi ^i, -^2 les opérateurs du premier ordre de
symbole ^^•, tit^' O11 se d011116 également un signe a = ±1, o- = +1 (resp. —1)
correspondant à l'étude du cas intérieur (resp. extérieur).

Pour (71(2:1), ^2(^2) éléments de L2(1R4.;&), on note G la distribution sur H2

(57) G = (-a) [<7i(.ri ) (g) <^=o -h ^2(^2) 0 <^=o]

et on pose

(58) U(x^) = P,-\G) = —— [e^^^^^d^d^ .
471 J P o ( Ç l , Ç 2 )

On a alors

-1 . Qpo
(59) l i m N , ( U ) ( x ^ a e ) = ^ g , ( x , ) - — — e^ ^(^^,)g,(^d^d^

€-^0+ 2 OTT" J po

i . ^Po

(60) ^l^n^2(y)(a5,^2)=^2(^2)-^y^2^2^(^^2)^



PROPAGATION DES ONDES DANS LES DIÈDRES 67

Pour $ e C2, j l m ^ j ^ 6(po), on a |^(ç)| e 0((1 + |^|)-i) et par suite (59) et (60)
définissent deux éléments de ^(R; dx) (voir § 11.3, lemme 2) et on a

(61) f^ e-11^ ^Ni(U)(x^e)dx, =|ffi-J5i^)

(62) r e~tx2sl ̂  W)(ae^)dx^ = | ̂  - J52,i (ffi) .

(63) î /'+00 1 ^ÎJ2'^^-î  ^-^^^^^),^)^^)^
, /l+oo -. ÉM(64) ^(^)=^y^ ^_^^^,^^))^^)^.

Il existe également un ^(po) tel que l'on ait

(65) [Im^| < QM =^ Im^(^) ^ <?(po)(l + 1^1) .

(En effet, pour \^\ borné, cela résulte de (56), et pour \^\ grand du § III.2. (23).)
Il existe donc c > 0 tel qu'on ait

(66) {im^^^etllm^l^0^}

^ ^-l a^.
J___ . ̂ (^(^\ ̂ \ ^ ___c

^1-^2) ' H^^^^l < i+|ô 1 + 1 6 1 -

Donc si on pose /3 = °^ les opérateurs 5i,2, 52,i qui, par construction, sont bornés
sur L(J", se prolongent en opérateurs bornés de lA dans L~^g.

Définition 1. On note S l'opérateur matriciel

(67) S = f ° 5;.2 )\^2,i u y

et on pose C" = Id + aS.

On remarquera que si on pose [4 = U\^>o et x,>o et U- = U\^<o ou x,<o on a

(68) PoU = - [M(C4)L=+o - M(^-)|.,=-o] 1.^0^=0

- [N2(U+)\^=+0 - N2(U,)\^.o] 1x^0^=0 .
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(En effet on obtient (68) en appliquant la formule des sauts sur les faces lisses
du dièdre, l'absence de contribution supplémentaire en .ri == 3*2 == 0 provenant de
U e H^ÇR2) pour tout e > 0.)

En notant N(U^) = (l^>oM(^+)|.,=+o, l..>oAW)k=+o),

NÇU-) = fl^>oM(^-)k=-o,l;c^o^2(^-)k=-o), et g = (^1,^2), on a donc par^ V ^ - ^ — lJ•2•l^U^lV^-;|a•2=-

construction

(69) ^(l4)-JV([7_)-<7(j, et (^-^g^N^U^

donc aussi

(70) G^=-2A^-,)

d'où il résulte qu'inverser C0 sur Z^ est équivalent à la résolution d'un problème
elliptique couplé intérieur-extérieur où l'inconnue est le saut des "dérivées normales"
N et la donnée les dérivées normales d'un seul côté, sous l'hypothèse de raccord des
premières traces.

Pour v vecteur de C2, on pose poM(Ç) = Po(î — y) '•> alors poM e^ elliptique pour
| Im^| < 0(po) et ©(poM) = ©(po) — | Imi/[ vérifie (55) pour poM- Le polynôme po
étant fixé, notons C^^] = Id + a5'[î/] où S[v] est défini par (67), (63), (64) avec poM
en place de po pour | îmv\ < 0(po).

Lernme 1. On suppose Ca inversible sur L^ 0 L^. Alors C^^] est inversible sur

L^OL^ pourmax(|6i|+|Im^i|;|62|+Im^) < e(2^.

PREUVE. Soit Ty l'opérateur de translation défini par T^i($i),^2(6)) = (^1(^1 -
^i)^2($2 - ̂ 2)). C'est un isomorphisme de L^ 9 L^ sur L^_^^ 9 L^_^^ et
on a T-v o C^]^] = C*7 o T-y. On peut donc supposer v = 0. Maintenant, si C^ est
inversible sur LQ ® -Lj, on a (C^)"1 = 1 — aS + S C y ' 1 S et le lemme résulte du fait
que S envoie (L^)2 dans {L^^)2 pour /? = 0^.

0

Pour A matrice complexe 2 x 2 symétrique, A = Ai + ?Â2, Ai, Â2 matrices réelles,
et z ç. C, on pose

(71) ^(0 = (^ + ,. .

On remarquera que si p^2 est elliptique, et Ai ^> 0, alors l'hypothèse de séparation
par l'axe réel des racines ^(^2) e^ ^2(^1) es^ automatique.

( En effet, comme pour $2 C 1̂  on a, p'4^ étant elliptique ^(^2) ^ 1R, il suffit de le

vérifier pour ^2 voisin de +00; ^((^2) ^st alors voisin de ^±ç,'2^ avec ^d: racines de
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az2 + 2bz + d = 0, A = ( ^ rf )• or ReA > ° Traîne que a^2 + 2bz + ̂  = 0 n'a
pas de racines réelles ; à nouveau par un argument de continuité, on peut se déformer
sur ImA = 0 et le résultat devient évident.)

Proposition 2. Soie Ao matrice 2 x 2 symétrique réelle, AQ > 0 et ZQ ç. C \ R-.
Il existe alors CQ > 0 tel que pour A = Ai + iA^, |[A - Ao|| ^ £o, ^ € C, |̂  - ̂ o| < ^o
on ait

(72) p^ esé elliptique et QÇp^) > £o •

f Le système C^ associe à p^ est inversible sur L^ Q L^"

^ eé IKC")-1!!^^-1, pour max(|6i|J62|) < ̂  .

PREUVE. D'après (59) et (60) l'opérateur C0 dépend continûement en norme de
A et z\ comme po = j^o^o çst clairement elliptique, il suffit de vérifier que le C"
associé à po est inversible sur L^ CLy", ce qui est démontré dans [G.L, Appendice D] ;
on peut aussi utiliser la preuve de la proposition 3 suivante.

Proposition 3. Soit Ao matrice 2 x 2 symétrique réelle, Ao > 0 et CQ > 0, Ci > 0
deux constantes données. Il existe alors CQ > 0 et to > 0 et pour t ç]0,^o], C(t) > 0
tels que pour A = Ai + 2Â2, z ç. C vérifiant

(^A\ f | R e ^ | < £ o , îmz=tç]Q,to]
U l ^ - ^ l l ^ ^ o , W\<c,t

on ait

(75) pA'^ est elliptique et QÇp^) > C^t .

( Le système C° associé à p A ' z est inversible sur Lf ® Lf
f7^\ S l °2

(76) \ r^ ±
et IKC'")-1]! ^ C(t) pour max(|6i|J62|) ^ -^- .

PREUVE. D'abord, si CQ est assez petit, ||Ai - Ao[| < CQ entraîne Ai > 0. Avec
C = $ + irj on a

Rep^^C) = ^Aiç - 2 ^A27; - ̂ A^ + Re^

ImpA '^(C) = ^A-^ 4- 2 ̂ Ai^ - ̂ 277 + < .
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Donc pour ||A2|| < CQÎ^ \\r]\\ < C\t^ on a

Imp^(C) > t[l - 2||0 ||Ai||Co - Co|K||2] - Cït3C, ,

et si ^Oî ^o sont assez petits pour |[$|| ^ D, où D > 0 ne dépend que de Co, on
aura Imp^^C) ^ ^. Aussi, pour ||$|| > 23 on a Rep^^C) ^ ̂ A^ - WCoCit2 -
||Ai||G^2 — CQ > 0 si to et £o sont assez petits. Il en résulte (75) et plus précisément

(77) lIm^C^^lp^Ol^cl^+l

où c > 0 est indépendant de t e]0,^o]. Alors d'après (77), (63), (64), S envoie (I/^)2

dans ( Z / ^ ) 2 , ^ = -^, et sa norme entre ces espaces est estimée par une fonction
C(t) > 0. Par la preuve du lemme 1, il suffit donc de prouver (76) avec 61 = 63 = 0-

Soit F un secteur angulaire du plan défini en coordonnées polaires (r, 0) par r > 0,
6 e]^_,^[. Pour u,v e ^(F), posons

(78) a(u,v)= ^uA^v+zuv
Jr

qui est une forme hermitienne continue. Alors a est coercitive, quitte à diminuer CQ
puisqu'on a

Ima(n ,u )= / ^uA^u + t\u\2

Jr(79)
Rea(u,u)= / < V^AlVÏ+ Rez \u\2

Jr

qui implique (||A2|| < CQÎ^ [ Re z\ < eo)

(80) K^)|^ et H^ll^

pour un c > 0 indépendant de t ç]0,<o]-
Par le lemme de Lax-Milgram, pour g ç. ^2(^) donné il existe un unique fo €

^fj(r), qu'on notera (PA'^)^1 g , qui vérifie pour tout v ç ^fj(r), a(fD,v) = Jp ^v.
On a P^ Î D = ^ dans F et ||/D||HI < (et)"1 \\9\\L^ De même, il existe un
unique f^ € ^(F), qu'on notera (P^)^1 (^) (lm ^rifie pour tout v € ^(F)
a(fN-,v) = Jp^v ; on a PA '^/^^ = <y dans F, ||/N||^I ^ (c^)- 11^11 L2 e^ 1e1 formule
d'intégration par parties valable pour <^> ç: C^°(R2 \ (0,0))

(81) f PA-^f^=a(f^)- f ( ^ . A V / ) ^
Jr JQY

implique que les traces sur la partie lisse de 9F des dérivées normales N(f) =
V • A V f\Qr sont nulles.
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Vérifions déjà que C9 est injectif sur (L^)2. On suppose a- == 4-, le cas a = — étant
analogue. Soit donc g = (^1,^2) € (^)2 tel que C^g = 0. Posons U = (P-4^)-1 G,
G = -[(/i 0^=o +^2 0<^=o], ^+ = ^|ç., Î7- = ^Içe. On a 17 e ffi-^R2) pour
e > 0, donc Î7_ ç If^Ç6) et par (70), N(U.) = 0. Comme P^ î/_ = 0, (81) implique
a(U-,(p) = 0 pour tout ^ ç F, où F est l'espace des restrictions à Ç6 des éléments
de Co°°(R2 \(0,0)). Comme C§°(H12 \ (0,0)) est dense dans H\H2), on a a(U-.,v) = 0
pour tout v e ^(Ç6), donc Î7- = 0 donc Î7+|ôç. = 0, d'où [7+ e H^Q1) et comme
P^ £4 = 0, on en déduit U+ = 0 donc G = 0, d'où l'injectivité de C4'.

Pour achever la preuve de (76), on introduit E(T), espace des distributions sur le
secteur angulaire F, qui vérifient en coordonnées polaires

(82)
u ç C0^-,^]; H^)) ^9eu ç C0^-,^]; L2^))

u(r=0; (9=^ - )= î / ( r=0 , 0 = 6>+)

où H1 et L2 sont munis de la topologie faible.

On remarquera que pour \ ç ^(H2), u —^ \u envoie £'(r) dans ^(F). Pour u ç
£(r), U\QY existe, et appartient à H1 (9F). De même, N(u) = (^.AV^)|ar, ^désignant
la normale unitaire extérieure, existe et appartient à, ^(ÔF), ces morphismes traces
étant continus. Alors (76) va être conséquence de

Lemme 2.

(83) i) Pour tout g e ̂ (F), h ç H1 (9F), il existe un unique u ç EÇF) H H1 (F)
tel que P^ u == g, u\gr = h.

(84) ii) Pour tout g ç ̂ (F), h ç L2(9^), il existe un unique u ç E(r) njy^r)
telqueP^u = g, N(u) = h.

De plus il existe une fonction C(f) > 0, t ç]0,^o] telle que

(85) IMI <C(t)(\\g\\+ \\h\[) .

Vérifions que le lemme 2 implique (76). Si / e (L^)2 est donné, il existe par (84)
U- e EÇQ6) n H1 vérifiant P^^.) = 0, 7v((7_) = ̂  et ||i7-|| < C(t)\\f\\. Donc il
existe d'après (83) (7+ ç ^(Ç1) n H\ vérifiant P^2^) = 0, Î7+|aç. = Î7-|ôçe
et 1114H < (C(t))21[/|[. Alors U e ^(R2) défini par U\QÎ = Î7+, ;7|çe = U-
vérifie P^t/ = G = -g, 0 <$^o - 92 0 <^=o, avec ^i = N(U^) - 7v(^_)|^=o,
^2 - ̂ (£4) - 7V(^-)|^=o donc g e (2^)2 vérifie G+ g = / et ||̂ || < (7(^) |[/|| avec
une autre fonction C(t), d'où (76).

PREUVE DU LEMME 2. L'espace E{T) se transportant par changement linéaire de
coordonnées, et puisque A = Ai + 2 A ^ avec Ai > 0, on peut supposer Ai = Id.
Comme nous avons déjà vérifié l'unicité de u, il suffit de vérifier l'existence de u
satisfaisant à (85). Pour cela, nous réintroduisons la transformation de Mellin M
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définie au § 2.1 (24), et les vecteurs ^ = ( . n } . iî = — [ „ ) . On note LAy sin u ) \ cos u )
l'opérateur de symbole t^A^ —ÇA son image par transformation de Mellin, A/A l'image
de l'opérateur de dérivation normale (i7. AV/)|ar- On a (voir le § 2.1 (29)), où ( | )
est le produit scalaire (complexe ici) défini par A, et avec [|a||2 = (a | a)

(86) ÇA = NI2 9J + 2(f| n)(z - 1) Q» + z2^2 + z(\\n\\2 - \\t[\2)
(87) ^fA=±[Çn\?)^+\\n\\29«] (+ en 6 = 6+,- en 0 = 0-)

de sorte que pour u ç. C^R2 \ (0,0))

(88) -M[LAU}(Z, 0) = r.4(Mu)(z + 2,0)
(89) Af[i7AV-u](^±) =NA(MU)(Z + U±)

et la formule d'intégration par parties

r(90) [ + CA(f)gde = â,(/,ff) + [.VA(/)ff]^
J»-i».

(91) ô,(/,ff) - / + -||n||2 9«f Qe-g + 2(^1 n)[9«fg - fôeg] + z2^2 fg .
Je-

Soit a > 0 petit. Pour z ç. U = [z ç. C; Re z ç. [-^- -a, ^+a] } on note ff^ l'espace
ff2((^_,^))munidelanorme|/|2=|^/|^+(l+|--|)2|^/|l,+(l+|^|)4|/|i3,et7„
i - 0,1 les opérateurs de trace 7o(/) = (/|e+J|ff-), 7i(/) = (A^(/)|(»+,A^A(/)|9_).
Soit T^ les opérateurs de H2, dans^CC2,, H^C2,]!2 = (l+I^D^^^'^laip+lazI2)

(92) r^(/)=(^(/),7,(.0)

qui sont bornés (uniformément en z ç. U) d'après (86), (87). Lorsque A = Id, i.e.
Â2 = 0 un calcul explicite prouve que T^ ^ (resp. T\ ̂ ) est bijectif pour z ç. U (resp.
z ç.U\{\z\ < a}), et que leurs inverses vérifient [[(TA^)""1!! < C, avec C indépendant
de z. Comme A = Id+ î Aa, [|A2|| <: CQÎ^ ce résultat subsiste pour T\ ̂  si to est assez
petit.

Pour prouver le lemme 2, on se ramène d'abord à h = 0 comme suit. Dans le
cas Dirichlet, pour h à support dans r < 2 notons h = (/i-,/i-(_); Alors M(h)(z)
est méromorphe dans Re^ < - son seul pôle est en z = 0, simple de résidu
-(/i(0), h(0)) et pour tout a ̂  ^ on a J^ ̂  |^|2 |M(/^)(^)|2 < Cte ||^||^i(9r), puisque
Mh(z) = \ Jo°° /?/(r) r-^ dr. Posons

(93) w(r,0)=^ / rzW(z^)dz+h(Q)^W(z^}=(TOA,)-l[O^M(h)(z)} .
^^yRe^l
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Par construction on a LA w(r, 0) = 0.
Rappelons que la transformation de Mellin est une isométrie (à 27T près) de L2^^.)

sur L2(Re^ = -^-) d'inverse M^FÇr) = ^-JR^=-I F{z)rz d z ' D'après ce qui
précède on a

i^L^ (lffl! + Mlw2 + Mw) 1 ^ 1 < cteM2Hl

donc W, zW', c^TY appartiennent à C'°([^_,^_]; ̂ (Re-z = ^)) par les injections de
Sobolev, donc 9rW, ^Qew sont C°([0-,0^]',L2.) et on a aussi w = rw -+- ^(0) avec
w ç C0^-,^-];^). On a W\QY = fa par construction. Si \ G C^OR2), x == 1 pour
r < 3 on aura donc \W\QY = h ; P^^yw = ̂ ^[P^2, x] w = ̂  e L2, ||̂ || < Cte ||fa||
et l lx^llECnnH^r) ^ Cte ||fa|[Hi- et en remplaçant g par (/—'0, on se ramènera à h = 0.
On procède de même dans le cas Neumann, en utilisant cette fois

(94) w(r^)=^ / r-TV(^)fL- W(z^) = (T\^-^M(h)(z - 1)]
-Z7r jRe 2=-^

en remarquant que w(0,0) = 0. On aura alors N[\iv] = h + [A^Y]w|ôr = ^ près de
r = 0. Maintenant, lorsque h est à support dans r > 1, on peut supposer par exemple
que F = {0 < 0 < Oo] et que h = h(xï ) est à support dans .TI ^ 1. On relève alors les
problèmes de Dirichlet (D) et Neumann (7V) en posant

(95) ^GTl,^)=7——/e^^+^^^)/,(^)^

(96) w^x,)=^Je^ï^^^(^Y\^

On a P^ WD,N == 0 dans x^ > 0, WO\O=Q = h, N(tON)\e=o = h, WQ,N € E^nH1^)
et sa norme dans cet espace est estimé par C(<)|[/î|| (voir la preuve de la proposition 3
du § 2.3). En choisissant \(xï,x^) ç C^ÇH2) à dérivées bornées, à support près de
{(a-i > 1^2 = 0)}, x(.ri,0) = 1 près de x^ > 1, on aura \w ç E(T) H H^r),
\\\w\\ < C(t)\\h\\^ P^^w = [P^^ = ^ ^ e L\ I I ^ H < C(t)\\h\\ et
(x^D)|r = (h sur ^ = 0, 0 sur ô = ^o), ainsi que N(\WN) = h sur 6 = 0, 0
sur (9 = ^o)î en choisissant, ce qui est toujours possible \ tel que N(')()\x^=o = 0.

Remplaçant u par ^ — yw, on est ainsi ramené à h =. 0. L'existence de u dans
ff^r) vérifiant l'estimée (85) est alors conséquence de Lax-Milgram, et on est ramené
éprouver des estimations sur n dans E(T). Pour cela, on écrit 1 = Xo^-J-xK2')^-^^)
où \o localise près de r < 2, ,YI près de (ôFnr > 1), les \j étant C°° à dérivées bornées
et telles que N(\j)\Qr E= 0. Si on pose Uj = \jU, on a P^2 Uj = [P^.x^u + Xjg
qui est estimé dans .^(r) et îzjôr ou N(u)\Qr = 0. On en déduit des estimations
dans ff^r) pour u^ et aussi pour u\ par la théorie elliptique des opérateurs dans
un demi-espace, et on conclut dans ces cas par l'injection de ^(r) dans E(F). On
peut donc supposer u à support dans r < 2. On travaillera à présent dans le cas
Neumann, le cas Dirichlet étant analogue et plus simple. On a donc L^u == v ç. ^(F),
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^Wirvo) = 0, support (u) C {r < 2}, u ç H^F). Soit f{z,6) = (Mu)(z,0),
g(z,0) = -M(v)(z - 2,6). Alors g est estimée dans L'2(Rez = 6; 0 ç. (^_,^-)) pour
6 < 1, et zf, 9e f sont estimés dans L2(Rez = 6; 6 ç. (6-,0^.)) pour 6 < 0. On a
^A(f) = ^ et aussi M'A^Î) = 0

f en effet d'après (81) Jp ̂  = Jp ^V^AVi; pour tout (^ e Co^2 \ °) dîoù en

efFectuant la transformation de Mellin, pour b < 0, J^_1" Jp^ ̂ ^ ̂ M^ — ô^(/, M(^) = 0

donc par (90) et CAÛ) = g A f^ ̂  -VA(/) My\ + = 0 donc .A/A(/) = 0 ). On a donc
L J ff'_ /

pour a > 0 petit f(z,0) = {T^-^gÇz.e)^} pour tout z 0 {Rez ç [- ̂  - a, -a] },
ce qui entraîne que f(z^ 0) se prolonge b. z ç: {Rez ç. [— •j — a, ^ + a] ; |^| > a} et
vérifie z1 9^ f ç L2(Rez = p H \z\ > a, 0 e (<9-,6>+)) pour p ç. [- ^ -a, ^ +a].
Par la formule d'inversion de Mellin et la formule de Cauchy, on a puisque u ç. H1 (F)
implique u C C°(<9;^)

(97)

u(rcose^sm0)=^j ^(T\^-1 ̂ {z^ô)^ dz

+ ̂  j_^r1 [̂  ̂  0] r - d z

Dans (97), le premier terme est estimé dans E(T) pour r borné, et il suffit donc
d'estimer le résidu. Pour cela nous utilisons une méthode de Grushin. Pour z près de
0, A = Ai + ÎÂ2 près de Id, notons Q(z,A} l'opérateur de H ' J Q ) C dans (Z/jœC^OC
défini par Q{z,A)(f,x) = ((CAU) + x l,7i(/))J^ /(<7) da). Il est inversible car
Ç(0,Id) l'est. Si on désigne par E = (E, j) son inverse Ei 1(2', a) : L j ® C 2 ^ Hj,
E^^A) : C -. H^E^(z^A) : ^ C C 2 ^ C, E^(z,A) ç C, alors T^, est
inversible ssi E^^{z,A) ^ 0 et on a. alors (T\ ,)~1 = E^ - £'12 E^1 £'2,1.

Un calcul élémentaire prouve que E^(z^ïd) = cz2 avec c ^ 0; on a aussi
£22(0, A) = 0 pour tout A car T\ ̂ (1) = 0. Comme ̂  £22(0, Id) ^ 0, on en déduit
£22(^,A) = e(z,A)(z2 + q(A)z), avec e 7^ 0. Pour A réelle, on a ç(A) = 0 car
T^ ^ est inversible pour z / 0, z ~ 0 (puisqu'il n'existe pas de solution au problème
A(r^^(^)) = 0, 9n(rz(^(0))\9^ = 0 dans un secteur angulaire F du plan pour z ^ 0, z
près de 0), donc ç(A) = 0 pour tout A. Il en résulte que dans (97), le terme de résidu
est de la forme

^+ .<4
(98) Logr.^o(^) / ao^)g(0^)d^+^(e) / ai((^)</(0,^

Je- Je_
^

+^(0) \ 02(^)^(0,^)^
Je-

avec ^ G Hj^ aj ç L2. Or ce terme doit appartenir à H1^) près de l'origine.
f\ Q

On a donc nécessairement ^o(0) /^+ ao(^) ^(0, ç?)c?^ = 0, ^i(O) f^^ ûi(^) ^(0, ç?)c?y? +

^2(^) J^^ 02(^)^^(0, ̂ >)dy = C OM C est une constante, qui est donc estimée par
IMlL^r) ce Ç1111 achève la preuve du lemme 2. ^
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IV.3. Preuve du théorème 2

L'objet de ce paragraphe est de prouver le :

Théorème 2. Soit M = M1 ou Me et u ç H^(M) solution de Pu = 0. Alors
SSbÇu) C S&.

Compte tenu des résultats classiques sur les problèmes aux limites sur les variétés
à bord analytique, il s'agit de vérifier que si RQ = ÇX'Q = 0, ̂ ) ç. T*L H é*, on a pour
u ç JfJ(M), Pu = 0, pQ ^ SSb(u). Pour cela, nous allons utiliser la proposition 3 du
§ 3.5, dont nous conservons les notations. On pose Z'Q = —i ̂  et

(99) F(z,\)=T(^
(100) C?i(^,z",À)=(Ti®T||)(^|^offi)
(101) G'2^2, 2", A) = (Ï2 ® î||)(^=o <?2)

(102) G = T(G'i + (52) (- si M = M', + si A^f = M6) .

Rappelons qu'on a p(a;, $) == ^^ — i/)Ar(^' — i/) — R, où ^'(a', ̂ ") est linéaire en ^",
Iî(a;,^") quadratique en ç " . On posera

/,.,. f^C,^"+C")-C'=^",C)( ) l^c,,."+c")=^",o.
Diaprés le § III. 1, on a

(104) P»(2,C,À) - \iz1 - ̂ A^iz' - ̂  - r + ̂ PÎ(^C) + ̂ PÎ(^C)

où p} (resp. po) est un polynôme de degré 1 (resp. 0) en z. Comme po ç. f, il existe
W voisinage de Z'Q^ D > 0, r_ = (ri, ra), <^ > 0 tel que pour À >_ \Q

(105) 3co > 0, \p\z^\)\ ̂  co(l + M)2 , IICH < Po , ^ € îîte^) x TV

où îî(zi^) e^ défini au § 3 (30) avec les contours triviaux 7^ =. 0. Quitte à diminuer
TV,r, <î, D il existe d'après le § 3., Lemme 3, q e £~12(W•,1_, 6, D) tel que q op^ = 1. En
choisissant le support de ^ assez petit, on a alors :

F e ̂ Wr, 6), e^ [A2 P^F - G] e 5o°(W;£, ̂ )
(§ 3., proposition 3);

^[F-Op^Ci.C^A-2^ effo^^r,^)
(§ 3., proposition 1, car § 3 (52), (53) sont satisfaits ).

D'où en utilisant le § 3, proposition 2 et 3 et le § 3, lemme 7

(X-^Tï^îc^P^C^C^^G.+m,
(106) \ . .

[ X^n^^c ° Op(g,Ci,G2)G) = 62 + m2

avec eex rrij ç. H^ÇW-, r^-), (106) étant valable pour tout C\ Ci, C^ assez grands, e > 0
dépendant de C, Ci, €2.

Nous allons à présent détailler la structure du système (106).
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Lemme 3. On a q = ̂  ç^'À)-^ ̂  = (p»)-(2^1) ̂  ço = 1, ç^, C) = E (^)Q

^=0 |»|^3^

^,a(C^), eé il existe A,B tels que pour tout ^,a, ||C|| < D, \ > \o, |^a(C^)| <
AB^!.

PREUVE. Les qe sont déterminés par récurrence par qo = 1,

(p«)-("+^=- ^ _^[(p«)-(2.+l)ç.]^

|a|+.=< "• ^
«^<

donc

ç, = -p»("+i) ^ ___ Q^ ((p«)-(2.+D) 5^ -, 9^^
L—' ai a'9 - ' f)^

| a i + Q 2 l + ' = < 1 - y

» ^ <

Comme p^ est un polynôme en z de degré 2, g^ est un polynôme en z de degré au plus
3^, et pour z ç îî(r^) x W, M^C,Â)| ^ AB^!(1 + |^|)~2^ par le § 3. (33) donc
1^(^,0^)1 < AB^!(1 + |^|)^ d^où le lemme 3.

0
00

Soit à présent 5j le composé formel A/,? o g. On a Sj = ^(i\)~e Sj^, Sj^ =

E à9?^ • 9?^)- comme ^(^C,A) = i^(^^y + C)^ i^o(C), A- = i
[a|4-i=^ s '

(resp. 2) si j = 2 (resp. 1) on obtient comme dans le lemme 3

(107) ^=(^)-^l)^;^= ^ (izrS^^^^S^^AB^l
\a\<3f+l

(108) 5,,o=A^

de sorte que Sj C E^ÇW'.^Ô.D) et en utilisant le lemme 2 du § 3 et la preuve de
la proposition 1 du § 3, on obtient e^^Jc ° Op(ç,Ci,C2)G - Op(Sj,C^,C'i)G} ç.
K^(W',r_,6), et donc par le lemme 7 du § 3, on peut remplacer (106) par

(109) A- l^(T^^Op(5„C fl ,C2)G)=G,+777,,, ^ = 1 , 2 .

qu^on écrit sous forme matriciel

/ . /M1.1 M^\ (G,\_(G,\ (m,\
(110) [M2'1 M 2 ' 2 ) {G,)-[G,)+[m,) •

Nous allons expliciter les termes M1'1, M112, les deux autres termes s'obtenant par
symétrie. On a, dans Re 2-1 < 0 avec a = - si M = M\ a = + si M = M"

(111) Ml'lG=+.ï-f^w—— Y o lim - [e^^-^ÇiXr1

2î7T J 2-1 - Wi •̂ -' ,r2-^-(r.O 27r 7 ' '
|a|<^-'̂

—,Q^Sl^,x2-ib^^"•,0,\}(lQ^aGl(wl,^",\)db2u^' \ l A /
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où le contour d'intégration en Wi est l'axe imaginaire orienté du haut vers le bas.
En notant ^(y le contour orienté dans le sens direct qui entourent la racine en w-z de
p^(wi, W2, z"\ 0, À) = 0 dans —a Re ws > 0 et en posant

(112) M^=-^- ( ^^5i,,(wi,W2,^;0,À)rfw2
Z7r J^a a'

qui vérifie

(113) |M^(wi,^,À)| < ABiB^^l + |wi|)-^

pour z " près de Z'Q et Wi dans un voisinage conique de iR, on obtient
(114)

M^G^ ^ (iÀr^y^^M^^w^^À)^)^^^,!^"^) .
|«|<^.

«7^--£.2

On remarquera qu'on a

(115) Mo lo l(wl,^",À)=——/ (^(i^wzy'iO^)^
2271" J-y, v P' '

d'où puisque ̂  = ^ ̂ C, " + 0 + \ M",o(C) d'après (104)

(116) Mol^,AA)4+o(^-^).

De même, on trouve

(117) M^G^^- l-^—a lim ± [ ̂ r.-^ V ^ À ) ^
v ' 2î7T J Zl - Wl I2——T-0 Î-K j z^ ' /

1<"K^-

^

^ô^i,((îyi,.r2-^2,--";0,A)(^ô,)°G2(.r2-^2^",A)d62

donc
(118)

^'^2= E (^r"/" OOM, l,2(^l,-^•&2,~~",A)( l^)°G2(-^&2,^",À)^2
|«|<^- •/-°° ' VM

-^

avec

(119) M^,À)=^y^^^^^,^,.2,.",0,A) .



78 G. LEBEAU

En calculant cette intégrale sur un contour de taille 0(1 + \z^\) qui entoure la racine
de p^wi.^^O.A) = 0 vérifiant Re(wi) > 0, il résulte de (107) qu'il existe des
constantes c, > 0, A,B^,B^ telles que pour Rezi < CQ + ci | Im2;i|, IRe-^l < 03, et
z " près de Z'Q on ait

m ^'^^^(i^.^i)"-1-"'""-
On a aussi

d") M;̂ ) /̂̂ ^(»,,̂ ",0,.).

Si z^(z2,^",À) est la racine dans Re^i > 0 de l'équation p l l(^^,^2, l^";0,A) = 0 on a

donc Mj;o2 = -^ • ̂ r • (-J- ̂ ^ ̂ ). Si ^(^,Ç") est la racine dans Im^ > 0

de l'équation p(0;Çi,^,$") =: 0, on a 2^2, î", À) = -^^(^î,^") + 0(-^) d'où il
résulte

f M^ A) = ̂  1^ & (.= 0;^,^,^)|^,,,.^
(122) ^ 1 ' sl ^^,^ ) ^-

+ ^^(Ad 4-|^| + |^|)(1+1^1)) '

Rappelons que L^ est l'espace introduit au § IV.2 (52), (53), et que ^||(^) =
^ (Re^')2. On choisit 0 < /?i < /^ petits ainsi que W, petit voisinage de 2^, et on
introduit la chaîne d'espaces de Banach Ey = Ly ̂ (i-.^) ̂ . Alors puisque HGj = G^
on a Gj ç. Hy^(W^Lo) et de même, puisque (106) entraîne Hmj = mj et que le
projecteur de Hilbert est contenu sur L2, e£x mj ç. H^i(W^ Lo). Soit E^ = Ea Q -K<r,
où ^i sera la variable dans le premier facteur, z^ la variable dans le second facteur.
On définit des opérateurs M^, ^ " , Ç , " , A) de E<y dans E<y/

(123) M^kc r ' c r

/ A ^,1,1 \^k,l,2 •
^^^ •^^,0

^2,1 ^fe2,2
< - ^'(T " c r ' c r '

en posant
(124)

^(/^i^^y^^ ^ A^^(wl,^",A)(C")<l"(^)cll/»(^<,l)

a"

où 7 est le contour Rewi = —[cr/îi 4- (1 — cr)^o] orienté de haut en bas, ainsi que

(125) My^(h)(z,)=

E / ^^(^i.-^^^^ÀKC')^^)02
<+a2=fc ^Im(62)=-[<7/îl+(l-(T)^o]

a"

^(-i 62,^', A) ^62
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et la définition analogue pour les deux autres termes. Alors il résulte de (113) et (120)
que les M^i y vérifient les estimations (31) (on a Ç'Q = —ix'Q = 0), et commutent à
gauche et à droite aux injections de la chaîne, les termes A^1112, ^M*'2'1 envoyant par
ailleurs Ei dans Eo si /?i, ^2 sont assez petits. On peut alors appliquer la proposition 1
à la matrice Id — M^, y (l'identité étant identifiée à l'opérateur p^i y = Id si k = 0, 0
sinon). En effet (37) résulte de la définition (34) de 5^0, puisque e€x rrij G H^i(W\ Z/o)
implique que la somme (34) étendue à k < — est exponentiellement décroissante dans
H^(W\ L^ ) ; (38) est conséquence de (116)2 (122) et de la proposition 2 ; (39) résulte
ici de la commutation des opérateurs aux injections de chaîne. Il en résulte

(126)

Or on a

1^>Q^e>Q,eexGj^H^(W\L^} .

Lemme 4. Soit /(,?", .YI, A) ç. .Hy"(TV;.L2(IR+)). On suppose qu'il existe e > 0,
/3 > 0 tels que e^ Ti/(^i, z " , À) € H^,(W;L/j). Il existe alors e ' > 0 et 6 > 0 ne
dépendant que de e et /3 tels que

(127) e^/^",;^)!^,,] e H^(W;L^) .

PREUVE. On a T'i/ '(zi,2",À) = f^ e^1 ̂ l~x^• f ( z " , x - i , \ ) d x i , de sorte que (voir
le §3.1 (4))

Ti/(a + ib, z\ \)=e^ f\,a(-\b, z " , \)

avec
h,a(x^^",\)=e-^(a-Il)î f(z",x^\) .

Par hypothèse ||Ti/(-/? + ib, z",A)||^ ^ Ce-£x+^z") donc

||A,-^i,2",À)||^(,,) ̂ CAI/^-^-^^") ,

donc
||l^M/(2",.fi,A)||^.) ^ CAi/^llf^eW^l ,

d'où le résultat.
0

D'après (126) et le lemme 4, quitte à diminuer le support de ^, on a e£x G ç.
B^{W\r_^6) pour un e > 0, si W^r_,8 sont assez petits. Il résulte alors du § III. (105)
et du § III., proposition 1, qu'on a e£x F ç. B^(W'^^6). Rappelons que F = T(î/m) =
(T_i_ 0 Tji) ̂ ^, et que les espaces E1\ 1 intervalle contenu dans [0, 27r], sont définis au
§ 11.3., et que E, Eo sont définis au § 11.1 (5) et (6). On a E = E'10'"^ (cas intérieur),
E = El^'271^ (cas extérieur). Comme Eo est un sous-espace fermé de E, on a

(128) e^ TI|(^) e H^(W^ E) =^ po î SS^u)

par définition de SSb(u). De plus, d'après le § II., proposition 3, on a T||(^^) €
H^n(W\E\ Pour prouver le théorème 2, il suffit donc de vérifier qu'on a dans le
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cas intérieur (resp. extérieur) e^T^v,) ç H^,(W,E1) pour 1 = ]0,f[ (resp. dans
les troix cas 1 = ]f,7r[, 1 = JTT , ̂  [, 1 = ]^27r[). Rappelons que F = T(^) =
(TI. (g) TJ() î/m. Si on pose

(129) (T^-\f)(xl^",\)= (^)2 f ̂ ixx'b'-xs:^f{xl-ibl,z",\)db' ,

le théorème 2 va donc être conséquence du :

Lemme 5. Soient W,r_,6 fixes. Si \(x') £ C^R2) est à support dans [,r'| < p, p
assez petit, l'opérateur f ̂  ̂ (a-'Kîj-)""^/) envoie ̂ (W,r, 6) dans ̂ "(î^, ̂ /) dans
chacua des cas 7=]0, f [ , /= ]f,7r[, 7= ]7r,^[, 7= ]^,27r[.

PREUVE. Rappelons que B^(W,r,, 6) = H2(W•,1_} + K HS-^W;^ 6) avec s. = (0,0),
i = (-2, -2). Pour / G ̂ , on a. donc f = fo + fi + h. fo £ ^2,

/i(z',2",A)= / ri(ai,î2')/ii(22,s",A,ûi)^i(ai) ,
^Ai

/2(^',^',A)= [ r2(û2,î2')/l2(^"^"2)<Wa2) ,
•/Aï

rj, h, vérifiant les estimations du § III. (29), (30), (31). Les variables z " étant ici des
paramètres, nous ne les considérerons plus. Puisque /o € H2, pour tout a et tout
u € R2 voisin de 0, il existe A», B^ tels que ||(^ ^)"(/-o)(l + I^D^I^Re^u) ^

A^\Baex^. II en résulte que g(x\ y',\) = (^)2 fy e^'6'-^ /o(y' - ib1, \)db'
vérifie pour \y'\ petit et tout a, 9^ g ç C'°(y';ff^) avec \\Q^, g\\ <_ po^(A) donc
(îj.r^/o) = ff|^'=»' vérifie ||x(a•')(n)-l(/o); ff^R2)!] < po^(À), d'où le résultat
pour /o- II suffit donc d'étudier /2 ; alors 02 joue à nouveau le rôle d'un paramètre et
nous ne le notons plus. On a

(130) (^^)-l(/2)(.c',Â)= (^)2/'e•ÀÏ ' t '-À^r2(6'+^')^(.rl - ,6i,À)d6' .

En écrivant à nouveau

^•''^-(sl:)2 /e'^r^b'+zy^e-^e-^h^-ib^^db' ,

et (ÎJ-)~ (^2) = g\y'=x1, il suffit d'estimer pout tout a et uniformément en y ' près de 0
les dérivées (Qy'Y g dans E1 près de x1 = 0. Or r^ ç '%~2 qui est stable par dérivation,

^P^)^6"^) est à croissance polynomiale en À et 9^ [e~xy^ h^ -ib^X)] est

estimé dans L2 pour \y^\ petit. Le lemme est donc conséquence de la proposition 3
du §11.3.

0
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IV.4. Preuve du théorème 1

Théorème 1.

(131)

Soit M = M1 ou M6 et u € H^(M) solution de Pu = 0, on a

SSk(u)=7r(SS{u.)\T^) .

D'après le § II. (39), il s'agit de prouver l'inclusion SSb(u) C ^(SSÇu,) \ T^). A
nouveau compte tenu des résultats classiques sur les problèmes aux limites sur les
variétés à bord analytique, il s'agit de vérifier que si po = (x'o = 0,^) € t*L
satisfaisant

(132) po^7r(SS(îi)\T^)

alors on a pQ ^ SSb(u). On pose toujours Z'Q = -i^'o, et on conserve les notations
(99)-(102). En particulier (132) entraîne

( Pour tout Z'Q e iR 2 , il existe eo > 0 et U voisinage de
(133) i

{z'^4) tel que F = T(^) ç H^(U) avec ^ = ^ Re(z)2 .

De l'équation Pv_ = ^, et de (132), on déduit aussi po ^ 7r(SS(g6) \ T^) ce qui
entraîne puique x^ 6^ '=. x^ 8^ ^ 0, qu'on a,

(134) po ^ 7r(SS(x, g, 6,) \T^) j = 1, 2

donc

( Pour j = 1,2 et tout Zj ç iR, il existe CQ > 0 et U voisinage

(135) de (^ z1^ tel ̂ w GJ = T3 ̂  W' QJ 6 j ) vérine

9^ G, ç H^(U) avec ^ = ^"(^//) + ^ (Rez,)2 .

Le lecteur remarquera que tout le problème consiste à obtenir des estimées
uniformes pour \z'\ grand, et que (135) n'estime pas les Gj, mais seulement les 9^. Gj.

D'après le § IV.3, il suffit de vérifier qu'il existe une fonction de localisation ^, un
e > 0 et W (voisinage de z'o), r_, 6 tels que l'on ait

(136) e^FçB^W^Ô)

et d'après le § III. (105) on a

(137)
' Fç.Bl(W^6)

X2 P^ F = G + m., e^ m e ̂ (Xr, 6) .
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Or on a, si r est assez grand

!I1 existe Ci > 0 tel que \p\z,^\)\ >. ci(l + M2) pour tout
(138) z=(z,zll)ç(^6)n\zl\>T)xW et tout C, ||C|| <D

pourvu que W^^S^D soient assez petits.

On notera H^{W',^) l'analogue de l'espace H^{W\j_) où les fonctions f(^l,^ll,\) ne
sont définies que pour \z'\ > 2r, avec toujours les estimations du § III.3 (26), (27).
On pose alors

(139) B^\W'^8) = H^(W^^KH^(W^6^^

avec g_ = (0,0), i = (—m,—?n) . On remarquera que dans BQ", seule la partie
"régulière" H^ est constituée de fonctions n'existant a priori que dans \z'\ > 2r.
De même, ^{W'.^Ô.D) désignera l'analogue du £" défini au § III.3, définition 4,
avec les qe{z^ ̂  A) définis pour z1 > 2r. Dans la suite, on augmentera r un nombre
fini de fois, en particulier lorsqu'on aura à utiliser le composé de deux opérateurs, et
on ne notera plus les dépendances en W^^6.

En particulier, (138) entraîne l'existence d'un q ç £~2 tel que q o p^ = 1
(voir la preuve du lemme 3, § III.3). Comme on a, (voir le § III., proposition 1)
P2(^ 0 = P(i^ ̂ ) + 1, on a p^, 0, Q = pQ'C; ^f == ^f, ̂ / = 0) + 1 donc l'estimée du
§ III. (52) est satisfaite. Comme G ç B^, en reprenant ligne à ligne la preuve de la
proposition 1 du § III., en particulier en utilisant le § III. (71), on obtient à partir de
(137) que pour tout Ci, C^ assez grands, il existe e > 0 tel que

(140) ^[F-À^Op^Ci.C^G] e^o2 .

Alors, d'après (133) et (140), (136) (donc le théorème 1) sera conséquence de

(141) e^GeB0, .

En effet, (140) et (141) impliquent e^ F ç Z32 ce qui signifie F||^|>2r = ^i+^2||^|>2r,
avec e^Fi e H^ et e^ F^ C T^0'0^"2'"^ ; il en résulte que Fi est défini pour z '
au voisinage de iR2 et que F^ vérifie (133). Comme F vérifie (133), on a (133) pour
FI, donc e£x Fi e H2, d'où finalement e^ F ç. B2. D'après le lemme 4, il s'agit donc
de prouver qu'il existe f3 > 0, W voisinage de Z'Q et e > 0 tels que

(142) e^G^H^W^L^) j = 1,2 .

Dans la suite on notera H^B) pour B espace de Banach, l'espace des germes en
Z'Q, limH^(W,B). On se donne OÇb^b-z) G C°°(IR2) nulle pour |6| < 1, égale à 1 pour\v
\b\ ^ 2 et on pose 0^(b) = 0(^) pour K. réel positif grand. Pour f(z, X) ç Ê^, on pose,
pour b\ ç. H

(143) Tr±M(/)(-^•6l,^",À)
\ /•+00 ^2

=A Hm / e^'262-^ f(-^b^x^-^b^zll,X)0^b^b^db^ .
27r ^^±QJ_^



PROPAGATION DES ONDES DANS LES DIÈDRES 83

Alors Tr^[/c] est bien défini pour K assez grand, et envoie B^ dans HÇL2^ G R)); de
plus, les opérateurs Tr^ et Tr^[/t] coïncident dans |6i[ >: 2/c. On a d'après (133)

(144) e^ [T^AT^c F - ̂ ÎWlc F\ ̂  ̂ (b, € R))

où e > 0 dépend de /c. Si on note Sj = ATJ o q ç £-1 de (140), (144) et le § III,
proposition 3, le projecteur II envoyant L2^ ç. H) dans 2^, on a pour Ci, ^2, fï assez
grands

(145) J ̂ "'T^HOp^.Ci.C^G) = G, +m, j = 1,2
{e^m.e^Lo)

où e > 0 dépend de Ci, £'2, ^.

Comme dans le § IV.3 on écrit (145) sous forme d^un système matriciel 2 x 2
00

M[K\ G = G + m, M[n] = (M^[4),j ; on a toujours Sj = ̂  (z'À)-^ 5^ avec (voir le
^=o

§ IV.3)

f S,, = (p^2^ S,, ; 5,,. = E (^)' ̂ -«-À)
(146) { |o|^3^i

|̂ | <AB^! ; S^=AfJ

ce qui permet d'expliciter la structure de la matrice M[K.]. En particulier, on a dans
Re(^i) < 0, avec toujours a = - si M = M\ a = + si M = M6.

(U^M^KGiK^^À)- r°° ^—— Y a lim 1/>^-^
27r 7_^ ^i + z 6 i 2- ,̂ .c2—<ro 27r 7

l0!^^-

^^

(^XV£^9^S^A-ibl^2-^b^z{\0^)^9.YG,(-ib^zll,\)0^^^^

1 /*+oo Ï T /*4-oo
(148) Ml•2W^,^^,X)=^ M—— ^ a /

S7'" J-oo ^i + 2 61 ^•^ 27r 7_oo

<^1

^ ^5i,f(-i6i-î62,<-",0,A)(^^)°G2(-î62,2",À)^(&i,62)<f62.

Pour p » 1, /i e £g, on pose

(149) t/,(/î) = ft(-p) = 1 /"+00 h(^ dt .
STT y.oo p - it
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Alors i/p est une forme linéaire sur £§, et ||^p|| = 0(^~1/2) ; pour tout /i G L^ on a

(150) h(z)=i^^h)+[ h\u}du .
J - p

Diaprés (138), il existe un /?o > 0 tel que pour tout K > r on ait IP^^C? A)| >
c^l-^\z\)2pourzlleW, H C I I ^ ^ , |Re^2/?o, | Im^ |>^ .
On décompose alors M1'1^^!) sous la forme

(151) Ml'lH(Gl)=Mol'l[^^(Gl)+M^l[^^p](Gl)+rl

dans Re2;i < —^, avec /3 > Q petit devant /?o où A-fo' [^K^i) es^ défini par (147),
l'intégrale en &i étant calculé sur Fo(^, /3) == { & i = —i f3 -}- u'^ u ç.R ̂ \u\> 2/î}

(^Mo1'1^,^]^!)

-i^/ T^TT ^ (^-^^(-^^^^(^^"^(-^i,."^)Z7r Jro(K^) z^ ̂ ^i ,,^ V Î A /
l"!--^

<^

où M^'^ est défini en (112), l'équation p ( t ( — ^ 6 l , — ^ 6 2 , 2 ' / / , 0 , A ) = 0 n'ayant pas de
racines réelles en 62 pour h\ ç. ro(Aî,/3). De même on pose

ri(/<;,^)= {&i = -2/c+^, te [-^,o]}u{&i =u, |t<| <2^,}u{6i =2 / î - z< , ^e [o,/î]}

et avec la convention ^(^1^2) = 1 pour &i ç C, |^i| > 2/î, 62 ^ 1^

(153) M^'^^^Gi)

=T 1 / —^-T E (^)-^^,lM(-z^,.^À)(-ô,)a^(GO(^A)Z7r Jri(K,/î) ^i +î0 i J—^ v z A /
'"'-'^T
^

avec

(154) M^[K]

=<7 lim — |e'xxsl'l-x^l9?S^((-ib,,X2-ib^^",0,\)0^b^,b^d^.x-i-^—vQ 27r j a! '

On remarquera que Af^[/î](—z 61, ^ / / , À) est défini pour z " ç. W\ 61 ç ro(/î,/8) U
ri(/t, ̂ ), égal à M^ sur Fo(^, /?) et vérifie des estimations [M^[^] < A Bf B^ ^!(1+
[ôil)"^. Le reste ri dans (151) est défini par la formule analogue à (153) avec
J^61 a^L{u.zll.x)du en P13^ de ^p(G^(z\\). Il résulte alors de (135) qu'on a

(155) e^n e^(^)
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où e > 0 dépend de /?, /î, C\, C'a, mais pas de /?.
De même, on pose dans Re(^i) < 0

(156) M^[/c](^,-i62,^,A)

=-? r°°———r A ̂ C05!^-2 ̂ -^2,^,0,À)^(6i, 62)^1.47T y-oo 2:1 + î &i a! s

qui se prolonge holomorphiquement à Re^i < 0, 62 = u + îv, H ^ /?o, 1^1 > 2/^ et y
vérifie des estimations

A ~Df. pl0'!^!

\M^[K](z^-ib^z",\)\ ̂ ^^^(1 + W

(en effet, dans ce domaine, on a 0^(b\, 62) = 0 pour &i réel et p^—î &i —2 bî.z" ^ 0, A) = 0
n'a pas de racines b\ réelle, de sorte que M^^[n.] est alors indépendant de K et défini
par (119) ). On a également

(157) sup \\M^}{z^-ib^z\\)\\^ < A BiB^tt (l+^l)-^
Z"Ç.W

où les constantes A, f?i, ^2 sont indépendantes de K puisque

-17^5l^-^6l--^62^ /^0,A)^(6l,62) <ABiBwe\(l+\b,\+\b^-€-l ,
a! s

et le projecteur de Hilbert étant continu de ^(R) dans L^. On décompose alors
Ml'2[/î](G?2) sous la forme

(158) M^KC^) = M^K^) + Mi1'2^, ̂ (G'2) + r2

avec

(159) Mo'2M(G2)

= E (^F'/ A^,2^](^,-Z&2,^,A)( l^^G2(-^2,^,A)d&2
,.f<^ ^ro(/<^o) ' V 2 A /

^7^--C2

(160) M^MGz)

= E (^À) -</ ' MÎ•^]{^^-^b^z'\\)(19^\,(G,)(zll,X)db,
—"^ I V < ^ R \ \(, A, /

1»1^ •/^l('-^o)'̂
et r2 est défini par (160) avec f^1 Q^- (u, 2", À) du. en place de v^G^z", À). Il résulte
à nouveau de (135) qu'on a

(161) e^ (E7ï(£o)
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où e > 0 dépend de p, /c, Ci, 62-

Posons p!| Q^Z' , C) = j4(^ 0? 0 == 1 + t^zl ^»C ̂  q111 est un polynôme elliptique de
o tt

z9 ç. iH2. On note q l'inverse elliptique de p^ o dans f~2 , A / - les opérateurs de trace
0 0 tt Q 0 .

associés àp; g et ^j^-^j ° ( l ' O11 ̂ ^ -^ I3' matrice d'opérateurs (110) associée àp^o.
Pour démontrer le théorème 1, nous allons comparer le système (145) M[K\G = G+m

0

à M —Id. On pose

/MO^,/?] M^M '
(162) Mo[<t,/3]=

\ Mô M Mo2-2^,^]

/Mi1-1 [/>-,/?,/,] M^2^^]
(163) M^,/3,/,]= ,.

\ Mi2'!̂ ]̂ M2-2^,/?,^]

0 0

On notera également Mo [K,/Î], Afi [/î,/8,/?] les mêmes objets où on remplace Sj par
0

Sj. D'après ce qui précède, on a

(164) Mo[K^](G)-}-M^f3^}(G)=G+m

avec e£xm ç. H^L^) pour tout /? > 0, petit, et pour un e dépendant de /^, /?, Ci, Çz,
mais pas de /3.

De plus (135) implique, avec un e > 0 indépendant de f3

(165) e^M [Aï]- Mo [/.,/?]- Mi [AÏ,/î^]) G e ^(L^)

ainsi que

(166) ^(M - M [/.])((? - ̂ (G)) e ^(Zo) .

D'où finalement d'après (164), (165), (166)

( M -(M - M M) o ̂  + (AfoM]- Mo M)

(167) ^ +(A^[K,^^]-Ao f l [K,^p])}G=G+m

e^mçHÇL^) .

Comme dans le § IV.3, nous allons utiliser la proposition 1 pour étudier le système
(167), en le faisant opérer sur la chaîne d'espaces Eo. = Ey Q Ey^ Ey = Z/^-{-(i_o-)^
avec 0 < /?i < /?2 ^ /Soi les regroupements de termes étant effectués comme dans
(124), (125). On remarquera que l'opérateur entre parenthèse dans (167) envoie E^
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dans Efs pour /9i <, ft' < f3 <, /3^. En effet, pour les termes du type Mo1'1^,/?] cela
résulte du choix du contour ro(/v, /?), pour les termes du type Mi1'1^, /?, p] du fait que
la forme linéaire i/p est définie sur L^ pour 6 < p, et p ^> 1 et pour les termes du type
Mo' [/t] ou M^ ' [^",p\ du fait qu'ils sont tous deux définis sur L^ pour /? < /^o. Donc
l'hypothèse (39) de la proposition 1 est satisfaite, et (37) résulte de l'estimation sur
le reste 772 dans (167).

Il reste donc à vérifier (38), c'est-à-dire l'inversion du terme principal. Comme le
0

terme principal de M —Id est inversible d'après le § IV.3, il suffit de vérifier, en
0

désignant par J[/c,/î] le terme principal de Mo [/€,/?]- Mo [^,/?] et par J[/c,/î,p] celui

de (M - M [/î]) o i/p + Mi [/c, /?, p]- Mi [/c, / } , p], calculés en z " = z'o, Ç" = 0, que pour
tout a > 0, il existe K . ^ p tels que

(168) sup (||^,/3];E^||+||J[^/?,^];E^||) <a .
/?1</?</?2 v /

Or si K est fixé, on a lim sup ||J[AC, / 3 , p ] ; E^|| = 0 car \\fp ; L^ ; C|| e 0(/?~1/2), ainsip-^oo ^
que lim sup ||J[/î,/î] ; E^|| = 0, qui résulte de (152), (115), (116) pour les termes

K-^OO p

diagonaux de la matrice J[/c,/î], et de (159), (121) pour les autres termes, puisque
Ip^, Cî '^—.pik^îOîOI ^ ^l+l-^D? ̂ ou (168), ce qui achève la preuve du théorème 1.



s



V. REFLECTION HYPERBOLIQUE

Pour pQ ç. S^ et a > 0, soit F^ ^ l'ensemble des rayons entrants en po

(1) r^= {rayons [-a,0[^ (r*MUT* AlUT* A2)nE6 ; 7^) -. ̂ 0 (^ -^ 0-)} .

L'objet de ce chapitre est de prouver le :

Théorème 3. Soie u solution de Pu = 0, u G Ifj(A^) et po ç. S^. On suppose
quïJ existe un voisinage W de po dans S& et do > 0 tel que pour tout p ç. W tel qu'il
existe 7 ç F^^, a < 0,0, avec 7(—a) = p on a p ^ SSh(u). Alors po ^ SSb(u).

Diaprés le théorème 1, il s'agit de vérifier qu'on a

(2) po^(55(M)\TA) .

On posera po = (x^,^) ç T*L. Nous conserverons les notations du § 1.2; en
particulier TT,, TT,, F,^, Z^, C^, Z^, C^- sont définies au § 1.2, (25) à (38).

Commençons par vérifier le :

Lemme 1. Sous les hypothèses du théorème 3, il existe e > 0 tel que pour tout
P^ Tr-^^nCa^P) et s e] -£,0[ on ait exp(sHp(p)) ̂  SS(v_).

PREUVE. On raisonne par l'absurde. Soit donc On —> 0 et pn ç. Tr'^/^nCar (P) tels
que On = exp(-CnHp(pn)) € SS(u,). On peut supposer pn -> p C ^{po) n Car(P)
et que la bicaractéristique de p issue de p est tangente aux faces du dièdre par exemple
à Ai. On a an e TM, Az = ^(ûn) € S& H (5'° U S1) donc ^ (E 5'5fc(^) =
7r(SS(v_) \ r^). D'après la preuve du lemme 2 du § 1.3, les rayons issus de ftn ne
rencontrent pas l'arête L dans le passé, sur un intervalle de temps indépendant de
n; en utilisant le théorème de propagation de Sjôstrand pour les variétés à bord
analytique, on en déduit qu'il existe CQ > 0 et des rayons 7^ : [—eo^—Cn] —> S&
(de type 1) avec Image (7^) C SSb(u). D'après § 1.3, proposition 1, on peut
supposer 7n -^ 7 uniformément sur les compacts de [—£o,0[. Alors le rayon 7
se prolonge en s = 0 (§ 1.3, lemme 7) et on a 7(0) = 7r(p) = po. On a donc
7 C r^, et puisque SSb(u) est fermé ^y(s) G SSb{u} pour s < 0 : contradiction.

0
Comme dans le § IV, on pose a = —1 dans le cas intérieur M = M1, a = +1

dans le cas extérieur M = M6. Comme on a P y_ = g 6 = (J(g\ 6\ + ^2^2) P^
de x = Çx' = 0, x" = x'o), où les gi sont définis au § III.5. (83) et que P est à
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caractéristiques simples de symbole principal réel, d'après le lemme 1, l'estimation
(2) sera conséquence de

(3) F^n55(^)=^ z = l , 2 .

Comme de plus gi est à support dans Xi >, 0, le théorème d'Holmgren-Kashiwara
entraîne qu'il suffit de vérifier

(4) Pour i = 1,2, il existe un m, ç F,^ avec m, ^ SS(gi) .

V.l. Estimation 2-microlocale des traces

On note Vi, V^^ V les involutives d'équations respectives x\ = 0, x^ = 0,
x! = ^ = 0. Rappelons que F,^o C T* À, est la feuille de xi = 0 qui se projette
sur po ç T*L et que Z^ = Tr^Tr'^po) H car(P)) C ^,po est identifié au segment
[—1, +1] £i{po) (voir le § 1.2). L'objet de ce paragraphe est de prouver la :

Proposition 1. Soie u vérifiant les hypothèses du théorème 3, g\, g^ les traces des
dérivées normales satisfaisant à P v_ = cr(^i 6\ + Qî ^2)- Alors pour i = l.,2, et tout
point 772, ç. F^^ avec m, -^ £i(po), on a

(5) (mi^)çSS2y^gi)=^^=0

(Porientation du fibre normal à Vi est choisie telle que v = +1 corresponde à Xi > 0).

PREUVE. Comme gi est à support dans Xi > 0, on a (772,-, —1) ^ SS^Çgi) pour tout
f^i € -^î',poî et ^ s'agit donc de vérifier que pour 772, 7^ £i(po), on a (m,, +1) ^ ^^/(^i).
Dans le cas extérieur, M = M6, / = n\x-i<o est solution de Pf = 0 dans x^ < 0.
Posons ûo = /|.r2=o-i tt! = "a7~| =o-' ^-^s ^o est à support dans x^ <^ Q donc
si mi ç ^i,po? (^l î+l) ^ SS^(ao). Nous pouvons appliquer le théorème A.2
de l'appendice si 7721 ^ ±£i(po) car soit 7721 est un point elliptique, soit 7721 est
hyperbolique et alors la demi-bicaractéristique de p issue de 7721, rentrante dans
x ' z < 0, tournée vers le passé n'est pas dans SS(f). Nous pouvons appliquer le même
théorème si 7721 = —£i(/9o) en prenant pour équation locale pour V\ s = —a-i, car la
demi-bicaractéristique de p issue de —£i(po) tournée vers le passé est contenue dans
a;i > 0, donc ds(Hp(m^)) > 0; de plus si / n'était pas Vi-sortante en 7721 il existerait
un rayon 7 : [-£o, 0] —> T^(x^ < 0) de la, variété à, bord x^ < 0 contenue dans SSb(f)
tel que 7(0) = 7721 (en effet, (7721, +1) ^ SS^(f\r.^=o) entraîne que, pour e > 0 petit,
772 ç r*(Ai), [772—7721 [ < e et ^(772) < 0 on a. 772 ^ SS(f\^^=o). On peut donc appliquer
le théorème de propagation des singularités analytiques pour le problème de Dirichlet
de Sjôstrand sur les rayons contenus dans x\ > 0, ainsi que l'argument de compacité
sur l'ensemble des rayons pour construire 7). Or la restriction de 7 à ] - £o,0] définit
un élément de F^ dont l'image est contenue dans SSb(u) : contradiction.
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D'après le théorème A.2, on a donc (mi, +1) 1 SS^(a^) si mi ^ ei(po), et comme
<7i|;ci>o est de la forme QQ CLQ + Qi QI, où les Ç^ sont des opérateurs différentiels, il en
résulte (mi,+l) $É SS^Çg^)^ d'où la proposition dans le cas extérieur.

On se place à présent dans le cas intérieur.
Soit XQ = (x'o = 0, x" = x'o), po = (x'o^'o). On a Pv_ = -(^i <^i +^2) près

de a-o, et d'après le lemme 1 pour s ç] — e,0[, exp(sHp(p)) $ç SS(g26î) pour tout
p € ^"^(po) H Car (P), car les supports de g\ 6\ et (72 <^2 sont disjoints en dehors de L.
Comme P est à caractéristiques simples réelles, est à coefficients analytiques et que
9çp ^ 0 sur p = 0, $ / 0, il existe une distribution w définie près de XQ vérifiant,
quitte à diminuer e

( Pw + g2 62 = 0 près de XQ
(6) <

[ exp s H p ( p ) ^ SS(w) pour p e Tr '^nCar P, s €] -£,0[ .

^En effet, soit K = Tr'^/^HCarP. Il existe une distribution w\ définie près de
XQ vérifiant SS(Pw\ + g2 ^2) n K = <f) et exp .s H p ( p ) ^ 55'(wi) pour .se]- £,0[ et
^ G J<, car Hp est transverse à K. Si fc = P wi + ^2 <^2, il existe alors une distribution
W2 définie près de XQ telle que SSÇio-^) H K == (f) et P w^ — h analytique près de XQ car
Q^p ^ 0 surp == 0, ^ ̂  0. On conclut en utilisant le théorème de Cauchy-Kowalewski.)

On pose f = (v_ — w)[^>o. On a Pf = 0 près de XQ dans .2-2 > 0. On notera
y = (.TI,^") € R""1 et P^-, H8^^)) les distributions en î/ à valeurs dans l'espace
de Sobolev H3 en x^. Si ^(2/^2) e ^(R") vérifie WF(u) H [r] = 0} = 4> alors
u e P'(. ,^5) pour tout 5. Si ïp(x) e C'o00^71), on a ^^2 ^2 e T > ' ( ' , L 2 ) , et comme P
est elliptique d'ordre 2 près de 77 = 0, il en résulte ̂  w ç T>\', ̂ f2) et en particulier les
traces w \x^=o et |̂ |̂  ^p sont bien définies. On notera également z = (z\,z") ç. C""1

et si y?(i,^2) est une fonction poids à valeurs réelles définie pour z ç. U ouvert borné
de C""1, 2:2 € I - i J , 1 ouvert borné de R, J ouvert de H voisinage de l'infini, et a réel
on notera ici H ^ Ç U ^ I ^ J ) l'espace de Sjôstrand des fonctions h ( z ^ z ^ ^ X ) holomorphes
en z ç U, Z2 € 1 -iJ vérifiant, avec g ( z , z ^ , \ } = h ( z , z ^ , X) e-^'^^ (1 + \z^\Y

(7) VA,B, sup{| |^,a-z6,A)| |^^^;^£7,açJ}^AÀB .

Soit ̂  = ^ (Rei)^ Re(^)2, mi e Fi^, m^x, = 0,^,^,^), ̂  = (-^? ; ̂ -
z $o/)• Alors pour U voisinage de ii, 1 voisinage de 0, J = R et î/» ç C^ÇH"') à support
près de a-o, égale à 1 près de XQ on a puisque î/'w 6 P^-, 7ï'2)

(8) r(^w)e^(£7,J,R) .

Comme on a (voir § III.1. (16))

(9) A2 P^ T(^w) = -T(^ ^2 ^2) + T([P, ̂ ] w) - Ï^P^w)

on obtient

(10) À2 P^ T(^w) = -T(^g2 62) + m
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avec e^m ç. H^{U,I,R) pour un e > 0 dépendant de C, quitte à diminuer U et I .
Pour prouver la proposition 1, nous allons distinguer trois cas : mi est elliptique,

^i = -£i(po), »^i == t£i{po) avec < ç] - 1,+1[.

1er cas : mi = te^(po) avec |^| > 1. Alors mi e T* Ai est elliptique. Dans ce
cas il existe un c > 0 tel que [p^.C.À)! > c(l + l^l) pour À > Ào, z = (^2),
z près de ii, Re^ près de 0 et Ç près de 0. Soit ̂  = \ (Rez")2 + |- [(Re^)+]2.
Comme g^è^ = 92(^2,x") ̂ 1=0 et que ^2 € ^2 est à support dans x^ > 0, on a
^9262) € H^(U,I,H) et (10) entraîne alors par ellipticité T(^w) e ̂ (;7,J,R).
En utilisant comme dans le § III.5 la formule de trace (96) qui permet de calculer
Ti 0 r||(w|^=o, -^|^=o) en fonction de ^(w» ^•) on obtient directement

(n) (^^^^^(-l——^l^o) .

Il en résulte
(m,i,+l)^55^(/|,^o) ,

donc par le théorème A. 2

(^^^(l^),
donc en réutilisant (11), (mi,+l) ^ SS^Çg^).

2ème cas ; 77^1 = —ei(po).

Alors r72i ç. T* Ai est glancing et la bicaractéristique de P issue de mi rentre
dans .z-i < 0 dans l'avenir. Avec les notations du § 1.2 on a 7721 = (x\ = O,;^^! =

^(Po),^) et l'équation p(0,.^•o /,ai -(po),Ç2,<eo /) = 0 possède une seule racine double
$2 = C^Po)- Si J est le complémentaire d'un petit voisinage de C^Po), U et 1 assez
petits, on a comme précédemment

(12) r(^w)e^(£V,J) .

Soitço = (.2'oî^i = ar(^o)^2 = C2~(/ooUo/)• Onaço C Car PHY, Y étant l'involutive
a-i = 3-2 = 0. On note (61,62) la base des fibres du fibre normal Ty tel que e, soit
l'image de Qy:^ La classe de Hp(qQ) dans le fibre normal (Tv)go est i/o = (—5o,0) avec
SQ > 0. Si 7_ = {exp sHy(qo), s < 0} on a alors 7- H 55(w) == (^ (d'après (6)) et
-^o ^ SSyÇPlu)^ (car r(^2À2) e ̂ , implique ̂ (^^ço C {(0 ,^) , ^ > 0}).
D'après le théorème A.l il en résulte

(13) SSyÇzu),, C {(-^); s > 0, t^ 0} .

D'après la formule de décomposition de l'appendice A. (13) si F est un sous-cône strict
de {Re2:i > 0 et Re^2 < 0}, on a pour z " ^ X'Q - i^, Rez1 proche de 0 dans F et
îmz' ^(-a~^(po),-^(po))

(14) Ww)(z, C)| < A X8 e^ (Re z n ) 2 .
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En utilisant (12), (14) et en déformant la formule de trace du § III. 5. (96) restreinte à
x-z = 0 lorsque Re^i ^ 0 sur un contour z^ = -z&2 du type Re^ = -^(Irn^z) Re^i,
6 ç. C§°^ 6 ^ 0, avec {(u,-6(ïmz^u), u >_ 0} contenu dans F pour Im^2 près de
~Ç^(po)-> on obtient

(15) (ml-+l)^^l(w|^o,^|^) .

Pour conclure comme dans le 1er cas en utilisant le théorème A.2, il suffit de
vérifier que / == (v_ - w)\^>o est V\ sortante en 77-4. Tout d'abord (15) entraîne
5'5(w|;c2=o) H {a-i > 0} = (f) près de mi ç. T*Ài, et on peut donc appliquer le
théorème de propagation des singularités analytiques pour le problème de Dirichlet
de Sjôstrand pour la variété à bord x^ > 0, dans x^ > 0. Si / n'était pas Vi sortante
en mi, il existerait alors un rayon 7 : [-£o,0[-^ SSb(f\x,>o) avec lim -y(s) = mi,

3—*'0

donc 7 définit un élément de F^. Si ^{s) ne rencontre pas x-z = 0 dans s < 0, c'est
alors une bicaractéristique de p, et d'après (6) on aurait l'image de 7 contenu dans
SSb(u), ce qui contredit l'hypothèse du théorème 3. Sinon, on a Pw|^>o = 0 et
pour s négatif petit tel que 7(5) (E (^2 = 0), 7(,s) ^ SS{w\^=o, |̂ ) d'après (15)
d'où puisque dans la catégorie analytique le spectre au bord est réunion du spectre
des traces, ^(s) f. 5'56(w|^>o). On devrait donc avoir ^(s) ç SSb(u\^^o), ce qui
contredit l'hypothèse du théorème 3.

Sème cas : mi = ^i(/9o), i ç] - 1,+1[.

Dans ce cas, on utilisera la figure du § 1.2 (35) qui permet d'identifier Tr"1^) H
Car P au cercle C^ et les projections TT, : T*M -> T* À, restreintes à Tr-^o) aux
projections orthogonales sur les droites IR£»(y9o) . De plus, nous serons amenés à faire
la démonstration conjointement pour les deux traces </i et g^. On remarquera que si
q E Tr'^po) H Car P est représenté par <i a + ^2 ^2 ' , alors la classe de Hp(q) dans le
fibre normal a pour direction A(()^)(<I £1 + ^2 ^2) = QI ti ei + 021^ 62 et on a ai > 0
et 02 > 0.

Pour vérifier qu'on a (mi,4-l) 1 SS^(gi) il suffit de prouver qu'on a (mi,+l) ^
SSy^ (w|.r3=0î ^^l^^^o)' ^n ^^î on pourra appliquer le théorème A.2 à / =
(v_- w)|,;2=o, puisque mi est alors dans la région hyperbolique de F* Ai et que si 7-
est la demi-bicaractéristique définie par 7721 qui dans le passé rentre dans x-z > 0, on
a 7- H SS(v_) = (f) (par le lemme 1) et 7- H SS(w) = <f) (par (6)).

Soit mi = (a-i = O,^7 = .ro^i + ^0,1 ( p o ) , ^ ) et I(772i) = ̂ (m^) i.e.

(16) £(mi) = {(^ = o,^ = 4^1 4-^o,i(^o),6 + ^0,2^0),^) $2 e n} .

Avec l'identification du § 1.2. (25) on a si /ni = t e i ( p o ) , £(mi) = {<£i( /9o) +
seî(po)'1 5 e R} et on notera ô^^.i) les deux points distincts de L(m^) H Car P,
avec b±{m^ = ^ £1 + ^ £ 2 , ±t^ > 0 qu'on notera aussi ^(mi) = (.r' =
Q,x" = x'o,^ + ^^(po),^ + ^o,2(po)^'o). En utilisant (10) on obtient si J est le
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complémentaire d'un petit voisinage de {^ + ^0,2(^0),^ 4- ^0,2(^0)} et Î7 et J assez
petits

(17) T^w)çH^(U,I,J)

et comme dans le deuxième cas, on est ramené à prouver des estimations sur
SS^Çw) près des deux points ^(îTii), 6"~(mi) qui permettront d'obtenir (mi, +1) ^
SSy (w|a;3=0î •^•1 ^n) en déformant le contour d'intégration dans la formule de
trace du § III.5. (96) restreinte à 3*2 == 0. Posons

(18)
[t, ; V« t, (^i,+l) ^ 55^(^i)} =] - oo,ai[

{t2'^t<:t2 (^2,+l)^55^1((7•2)} =]-00,a2[ .

D'après l'étude des premiers et deuxièmes cas on a ai > —1 et 0,2 > —1. Montrons
qu'on a

(19) 7Ti(-£2) G] - £ i , a i £ i [ et 7r2(-£i) G ] - £ 2 , « 2 ^ 2 [ .

En effet, soit d'abord m\ = te\ ç.} — 6 i ,7T i (—£2) [ et appliquons le théorème A.l en
(^(mi) et 6~(mi) à l'équation Pw = —^2^2- D'après la deuxième ligne de (6), la
conditon A. (14) 7- n5'5'(t^) = (f> est satisfaite dans tous les cas, et en tout point p de
L(mi) on a SS2^^ 62)? C { (0 ,<) ; t > 0}. Comme ^(yni) == ^d +^^2, <2" > 0.
on a par le théorème A.l

(20) SS^iw)^^) C {(50-1^,^2^ +^) ;^0,^^0} .

Comme ̂  > 0, le membre de droite de (20) est toujours contenu dans un sous-cône
strict F du demi-plan supérieur, de sorte que —F0 contient toujours un voisinage
conique de la direction (0, —1), ce qui permet de déformer le contour dans la formule
de trace près de ^(mi), comme dans le deuxième cas. On a b~(m\) = t~^ e\ 4-1^ £2
donc la classe de Hp dans Ty en ce point est QI t~^ e\ + 02 t^ €2 qui ne peut être de
direction (0, —1) car on a t~^ < 0 puisque 777-1 ç] — £ i , 7 r i ( — 6 2 ) [ . On a donc l'estimation
(20) avec t^^t^ , ce qui entraîne à nouveau que SSy (w)\k-(m^) est contenu dans un
cône strict F tel que —F0 contienne un voisinage d'une direction (1, —À), 6 > 0 et on
conclut comme dans le deuxième cas.

Si te\ == 7Ti(—£2)i alors b~(m\) = —£2 et d'après le deuxième cas (—£2? 4=1) ^
SSy^ (^2) donc 5'5'̂ ' ( ^2^2)&-(mi ) C {(0,0)}. En particulier T^g^^) est majoré
par le poids (py = |(Re2^)2 près du point z~(m^} correspondant à 6~(mi) et en
appliquant le théorème A.l, et l'ellipticité de P sur L(m^) \ {^(mi), 6~(mi)} on
obtient
(21)

( SSy(w)^ C {(0,0)}, p ç L ( m i ) \ 6 - ( 7 7 7 i ) , p proche de 6- (m i)

[ •S'iS'v^w)^-^!) C {s z/o; 5 > 0} avec i/o = classe de Hp(h~(m^)) dans Ty .
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II en résulte que près de ^~(mi), T(^w) est majoré par le poids y y dans Rez ç -F0,
où F est un petit voisinage de (0,-1), et aussi majoré par le poids yv près des
points z = x - ^, (a-,$) e Z/(mi) \ 6~(mi) proche de &~(mi), d'où l'existence
d'une déformation de contour adéquate dans la formule de trace. On a donc vérifié
(19). De plus, l'argument qui précède entraîne que pour avoir, avec m\ = ie\^
(mi,+l) $É 55^(w|^=o, I^L^o)^ n suffit de vérifier

(22) TT^Çb (mi)) = <é:2 avec t < a-z

car (20) reste toujours valable, (22) entraîne (21), et la classe v = (^1,^2) de
fip(6-(mi)) dans Ty varie en direction de (-1,0) à (+1,0) en restant dans le demi-
plan inférieur lorsque mi varie de -Ci à +£i, de sorte qu'il existe 0 = (^i, ^2) tel que
^ • ^ < 0 et 0i > 0, ce qui permet la déformation dans la formule de trace.

Or on vient de vérifier ^(-êi) ç] - e^.a^e^ (en permutant les indices 1 et 2). Il
en résulte donc 71-1 (^"(^(-ei))) ç] - £i ,û i £i[. En itérant cet argument on obtient
ai > 1 et a-z > 1 d'où la proposition 1. On remarquera que pour traiter le Sème cas
on a utilisé les rebonds successifs sur les faces du dièdre.

0

V.2. Déformation du système de Calderôn

On commence par choisir les contours sur lesquels nous allons déformer le système
de Calderôn. Avec po = (x^^) ç TU, on a ^o(po) = (^,1,^0,2), et VQ j =
iK- (Pô) + a^po] (voir le § 1.2, (30) et (32)); pour j = 1,2, soit ^ ç C'°°(R,R)
vérifiant avec des constantes CQ, ci > 0

(23) 7^-) =

,^)=

-co(^ - î/oj) pour ^ ç [a^ (po) - 1, a^(po) + 1]

-ci pour ^ ^ [a7(y9o) - 2, ^(po) 4- 2]

(24)

Pour £ > 0 petit, on définit alors les contours 0eJ par

(25) C^ = [z, ç C; Rez,:=e^(-îmz,)} .

Comme dans le § III.3, (24), on pose, avec rj > 0

(26) C^ = {z, e C , z, = u + v , u e 0e'J , |i;| < r}
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ainsi que, avec r_ = (7*1,7*2)

(27) ^{(.i^eC2;^^'} .

Désignons par F^ = {(x' = 0, x" = X'Q\ ^ ç R2; ^/ = ̂ )} la feuille de Pinvolutive
V = {a*' = 0} définie par RQ.

On notera 0 la section du fibre conormal à V restreint à la feuille T^ définie par

(28) 0($i, $2) =7i($i)^i +72(6)^2 .

On choisit les fonctions poids ^ ' ( z " } = ^(Re-^)2, ^1(2:1) = 0 , t^z^) = 0, on
pose ^ = ((^", 0,0) et pour W voisinage de Z'Q = {x'Q - i ç^), T: = (ri, r2 ), ^ > 0, e > 0,
on introduit les espaces définis au § III.3

(29) Ha(W^_^)=H^(W^)

(30) nH^W'.^ô.e) = nH^(W;C^6)

(31) Bm(W^_,^e)=Hm(W^_,£)+nH^(W^,6,e)

où <7,77î ç H et dans (31) o: = (0,0), ^ = (-yn,-???).

On notera également H<T(W^rj^£) l^espace analogue à, H^ÇW'^^e) constitués de
fonctions de (z11, zj) e W x C ^ J .

Dans la suite de ce paragraphe, la fonction u ç H1 (M) solution locale près de
XQ = ÇX'Q = 0, x^) de Pu = 0, U\QM = 0 vérifie les hypothèses du théorème 3 et nous
utilisons la proposition 3 du § III. 5 dont nous conservons les notations.

Lemme 2. II existe CQ > 0 et pour e ç]0,£o], W,r_,6 tels que

(32) T(^g6)çB°(W;^6,e) .

PREUVE. On a r(^i 61 )(z, À) = (Ti ®r|| )(^|r2=o ̂  )(z\, ^ / /, A) et il s'agit de vérifier
(Ti (g) r| |)(^=o<7i)e^°(W;ri,£). Pour^ ç C^1 avec Im 2:1 < -a^(po)+^ (^ > 0
petit) ou Im^i grand cela résulte du choix du contour (24) et de support (^i) C
^ i ^ O pourvu que ri > 0 soit petit en fonction de £ > 0. Pour z\ ç. C^1,
Im2;i ç ["^^"(po) + ^""^r^o) + 2], cette estimation résulte de la proposition 1,
dès que £ et ri sont petits.

Lemme 3. Il existe CQ > 0 et pour e e]0,£o]? ^V,i_^6 tels que

(33) F^r^e^Wr,^) •
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PREUVE. Comme dans le § IV.4, on note H^ÇW'.^ô.e) l'analogue de l'espace
H^CW'^^ë^e) où les fonctions f Ç z ' ^ z ' ^ X ) ne sont définies que pour \z'\ > A, où
A est une grande constante positive, et on pose ^(W'.^S.e) = Hm(W',^6,£) +
^^Wr,<^)lM>A, avec g, = (0,0), £ = (-m,-m). D'après le § III, (105), on
a À2 P^ F = G == T(^g6) + m avec e^m € B^W'-^',6') pour un choix convenable
de W ' , r ' , 6 1 , où a > 0 dépend de C. Quitte à diminuer a, pour W, r 1 , 6 ' , e petits,
on a donc e^m ç B°(W',r_,6,e). D'après le § IV.4, (140), on a (pour un a > 0)
e»>[F - A-^OP^.GI^G] G Bg, où q ç £-2 vérifie ç o p« = 1, donc quitte
à diminuer a et à augmenter Ci, Ça, dès que W^r_,6,e sont assez petits, on a
e^F-X-^Op^C^C^G}^^^^

D'après le lemme 2, on a G 6 BQ(W•,^6,e). Les résultats d'opérance de
Op^C^Çz) du § III.3 entraînent donc F ç ^(W'^^.E). Pour vérifier l'estimation
F G ^(W^H^e), on est donc ramener à vérifier

(34) IF^^À^AÀ^^^2

près de chaque point (^i, ^2,-s-o7) avec zj ^ ^ £ J . D'après les rappels de deuxième
microlocalisation de l'appendice, (34) sera conséquence, pour e petit de

(35) n ç ̂  (72, v} e 55^(F)n et v + 0 =^ {Q(n),v) < 0 .

On a

(36) A2 P^ F = G

et pour n = ( x ' = 0, ̂  = ^, ̂  = ^) e ̂  et i. ^ 0 (n^) e 55^(G)n
implique, d'après la proposition 1, un des trois cas

1 ^1 = ̂ (po), ^2 7e ̂ (^o) et ^ = (t,0) t > 0
(37) $1 ^(po^^a^po) e t ^ = ( 0 , ^ ) ^ > 0

$1 = ̂ (po), $2 = aî(po) et z/ = (^0) ou i/ = (0,^) t > 0 .

Alors, lorsque P est elliptique en n., (35) est conséquence de (37), (36) et de
7j(a^"(/9o)) < 0. Si 77 e Tr'^^o) H Car P on écrira comme dans le § V.l n =
t\ £1 + < 2 ^ 2 , et on notera 7- = {expsHp(n),s < 0}. La, classe de Hp(n) dans le
fibre normal à V est v(n) = 2A(o^)(^ - ^{po)) (voir le § 1.2, (20)). On peut
alors appliquer le théorème A.l à l'équation (36) puisque 7- n S S ( F ) = (f> par le
lemme 1 et -v(n) ^ 55^(G)n d'après (37). Pour n ^ ei et n ^ £2, on en déduit
SSy(F)n C {v = sv(n},s > 0} et (35) est conséquence de (23) et

{Q(n)^(n)) = -2co<($ / - ^o(/>o)) A(O,^)(Ç' - ̂ (^o)) < 0 .

Lorsque n = £1, c'est-à-dire (voir le § 1.2, (30)) ^ = a^(po), ^ = Ç^(po), on a
v(n) = ai ei, ai > 0, donc par (37) et le théorème A.l, à nouveau SSy(F)n C {v =
sv(n)^s > 0}, d'où (35), ce qui achève la preuve du lemme 3. ^
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Lemme 4. Il existe eo > 0 et pour e €]0,£o], W,T_, 6 et c > 0, D > 0 tels que pour
z" € W,z' e îî(q,<î) fvoir Je § iïl.3, (28)) C € C71, [|C|| < D on ait pour X grand

(38) bW^)l^(i+M2) .

PREUVE. On peut supposer -îmzj ç. [aj(po) - lo^o) + l], J = 1,2 puisqu'on
dehors de ce rectangle p^ est elliptique et (voir le § IV.3., (102)) il s'agit donc de
vérifier

p(x'Q = 0, x'o, ̂  - icQe(^ - 1/0,1), ^2 - icoe(^ - ̂ 0,2)^) 7e 0 .

ce qui résulte d'après le § 1.2., (20) de (1 - icoe)2^^' A(O,^') T/) - ̂ o(/9o) 7^ 0 pour
tout 77' ç R2 , car Iîo(/9o) 7^ 0.

0
Fixons W ' , ^ , 6 ' tels que F e ^(W;^,^) ainsi que £,W,i_,8 tel que F e

^Wr^e). (On peut supposer W CC W et q CC {(^1^2) e C2; |Re^| < ^•}
en diminuant e et ^). On a alors pour C assez grand ^ çF ç. B^W'^r1^1) n
^Wr^,^).

Lemme 5. Pour f ç B^W',^ ,6') H B^W^^Ô.e), on a.

(39) Trf(/)(^^ /^A)ç^o(Tr;r;)n^o(W;rl,£) .

PREUVE. On reprend la preuve du lemme 7 du § III.5. Pour z " e W, [ Rezi| < r[,
onaTr^(^ ,^ ,À)== lim T,-1 f

x-2—>±0

\ y+oo ^.2

(40) ^2-1(/)(^2,^/^À)=— / e^3'262-^ f(z^-ib^z",\)d^ .
Z7r J-oo

Comme / ç B^{W'\^^6'\ on peut déformer l'intégrale du membre de droite de
(40) sur le contour 62 = Î2 + ^72(^2), $2 € IR, puisque 72(^2) est borné. On
écrit alors / = /i + h + g avec g ç H^W^e), fj = f^, r j h jd^ j , rj e 7Z^1^
hj C H^W^r^e), \rj(a^iz')\ <, C{\ + \z'\)~1 pour ^ / e îî(q^). Les termes
provenant de /i ou <y se traitent comme dans le lemme 7 loc. cit. Pour le terme
/2, on a encore T^Çf-z) = J^ ^2(^2) ^2(^1 ,^,^2, A)7Î avec ^(^2,02^1, À) =

Jr6^262"^7^,^!,^ -62)^2 où F = {62 = ^+^72($2)}, ^i € C^1 et
|̂ | < ^ et \9^r^(a^iz^ix^ - b^\ < Cte^l + \z,\ + |62|)-1 pour ^ ç C^1,
|^2| < ^, ^2 e F ou 62 e C et |&2| > Co(l + |^i|) avec Co assez grand. Si F^,
2'! G C^1 est le contour réunion de {62 € F [621 < C'o(l + \z\ |) et de la portion de cercle

X2

{±Im62 > -eC^ et [621 = Co(l+|^i|} on a. dans ±x^ > OR= f^ e^^ ̂ -x-^ r^ db^
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donc lim R(x-z, 02,2:1, A) = / r2(û2,i-2'i , -62) db^ qui est borné en A d'où lex^±o jp±^
lemme.

0
Si ^"^Ty;!:,^,!)) = f~2 désigne l'espace introduit au § III.3. définition 4 relatif

à ÎÎ(C^, ̂ ) x W, d'après le lemme 4, il existe q ç. £~2 tel que q op^ = 1. En suivant la
statégie du § IV.3. on obtient à nouveau

(41) À- l^,<Tr^A^oOp(ç,Cl,C'2)G)=G,+m, j = l , 2

avec e^mj ç. HQ(W',rj,e), 0 < r, < rj où ici le projecteur de Hilbert H, est calculé
par

(42) (IW)(^ A) = ̂  ( ——— f( -z-C, A) A:

sur le contour bord supérieur de ïC^3. De plus, la structure de l'inverse q de p^ est
toujours décrite par le lemme 3 du § IV.3. En notant toujours Sj le composé formel
ATJ o q, on a les estimations (107) et (108) du § IV.3 et on peut à nouveau écrire (41)
sous forme matricielle

/ . /M1.1 M^\ (GA (G,\ (m,\
(43) IM^ M^) [G,)=[G,)+[m,)
avec

(44) M^G^

= E (ÎA)-^/ T^<ol(wl-^^À)(^^)a^(w,,^À)^I^KT^ - ri -i
^T^--C-2

où ri = {wi = -î6i, 61 == $1 + î7i($i) + ^i, ^i € R}, ^1 e C^1 et 74- (resp.
7_) désignant le contour orienté dans le sens direct qui entoure la racine en w^
de pi(w^,w^,z"^0^\) = 0 située à droite (resp. à, gauche) de [w^ = —ih^^ b^, =
$2 + z 72(^2) $2 6 IR} et avec 7 = 7 .̂ dans le cas extérieur (resp. 7 = 7_ dans le cas
intérieur) (voir le § IV., (112))

(45) M^(wi,^À)- /^^5i,,(wi,W2,^,0,À)dw2
1-K j ^ a! s

qui vérifie, quitte à diminuer W et r_, pour z " ç. W et 1̂ 1 ç C^'1

(4^ |M^(wl,^,À)|<ABf^Q^!(l+|wl|)-'

et aussi

(47) M^C^

= E (^À)-' / <o2(^.-^)2,^,A)(^^)ÛG2(-^&2^^A)^2

l"^^- 62=^2+1 72(^2)+ir2
«7^-
-^2
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avec à nouveau (voir le § IV., (119))

(48) ——— - a ! dw

^'^•^'i^^^^À^51^"1''2''"'0'^^1 •

Pour Z2 € C^2, la racine en w\ de p^wi, ^2» z" ^ 0, À) = 0 située à droite de 0e'1 vérifie
pour z\ ç. {u 4-^; u ç. C^1, î; ç IR-}î 1-s'i — î^il ^ Cte(l 4- |^i| + I^D» d'où en utilisant
le § IV, (107) , (108) et la formule de Cauchy sur (48), des estimations, pour ̂  6 C^2,
^i =u+v, u eC^1, v e R-

4 R^ Ri0! ^t

(4») K^I^.^D^N)-'-

Introduisons alors la chaîne d'espaces de Banach E<y = L^O.L2., a ç. [0, l], où L^ est
l^espace des fonctions h holomorphes en z ç. Uy = {u + v, u ç C6'7, ^ ç] — oo, —crp[}^
p > 0 petit et vérifiant

(50) sup \\h(u + iQIlL^c^.J) < +00
v

ce qui définit la norme de L^. Alors le projecteur de Hilbert IIj (42) est borné de
L^^QUa) dans L^. Compte tenu de (44), (46), (47), (49), on peut donc considérer le
système (43) comme une équation pseudo-différentielle en les variables tangentielles
z " à valeurs dans les opérateurs sur la chaîne Eo-, comme dans le § IV.3; on a
eotx rrij ç. H ° ( W ' , r j ^ e ) et TljiTij = mj d'après (43), donc, si p est assez petit, la
classe de rrij dans 'Hyu^ii^L3^) est nulle. D'après (4), le théorème 3 sera conséquence
de

(51) la cla,sse de Gj dans 7^^^(Z^) est nulle .

En utilisant comme dans le § IV.3 la proposition 1 du § IV.1, il suffit de vérifier
Pinvertibilité du symbole principal (43). Comme les termes non diagonaux M112 (ou
M211) envoient 1-L^n ̂ {L\) dans l-i^i^r^L^) d'après (47), (48), donc régularisent dans
la chaîne, il suffit d'après le § IV, (116) et (122) de vérifier l'invertibilité sur L^ ® L2

de l'opérateur

(52) ( Id a f1'2 ) (a = -, si M = M\ a = +, si M = M6)\^2,i la y v /

où 5i ^2 est l'opérateur de L^ dans L^

(53) À/ïrîTî^ll'"0-^-^--121'»2

calculé sur le contour {62 = <?2 + ^^2(^2)^2 € H}, Ç^^^o') ^ant la racine de
p(4 = O,^^!^,^) = ° située ̂  dessus de {^ +? '£7i(6);^i ^ ^}.
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Notons V^ = {/(^-); fÇe^Çzj 4-z ^oj)) € Lo] où Lo est introduit au § IV.2 (53),
et Arg(l - icoe) = a.

Lemme 6. Il existe CQ > 0 tel que pour e e]0,£o] l'opérateur 5^2 envoie L^ dans

PREUVE. Il s'agit de vérifier Im^^,^) > -CQ e Re(^(C2,^)) pour tout €2 =
^2 + ^72(^2); Pour ^2 ^ [^{po} - 1, û2'(/?o) -I- 1] il suffit que e soit assez petit,
car dans ce cas il existe CQ.CI > 0 tels que Im^ > CQ + ci|^2 - VQ 2! ; Pour $2 €
[^(/^o)-!, û^(po)4-l], cela résulte du fait que T ] ' ̂  (1-icoe)2 t r ] ' A(o,:c") i1' -Ro(po)
est un polynôme elliptique.

0
On notera Id — 5 l'opérateur (52 ) agissant sur L^ (B L^ et Id — 5'4" le même opérateur

agissant sur L^^^L2^. Si f ç (L^L^nÇL^^eL2^), on a S(f) = S'+(/). D'après le
§ IV.2, Id—54' est inversible, car c'est exactement l'opérateur C^ associé au polynôme
elliptique (1 - icoë)2 V A(O,,-) ?/ - Ro{po). Si / e L^ C ̂  vérifie / - 5/ = 0, on a
par le lemme 6 / = Sf C L^^ 9 L2^ d'où / - S^(f) = 0 donc / = 0. Si ^ ç L^ 9 ̂
et si on pose/ = g+Sg+3^(1-S^~)~1 S^~g alors comme ̂  envoie L1^ 9 Z2'-'" dans
L^ ® L^ pour £ G]0,£o] pour eo assez petit (preuve analogue à celle du lemme 6), on
a / e H C L^ et (Id - S) f = g . Donc (Id - 5) est inversible sur L^ C L^ d'où (51),
ce qui achève la preuve du théorème 3.
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VI. MICROHYPERBOLICITE

VI.1. Théorème microhyperbolique

On se place ici dans le système de coordonnées ( x ' , x" ' , $', ^ / /), dans lequel le symbole
principal de l'opérateur P s'écrit (voir § 1-1, (20))

(1) P(^0 ==t^ - ̂ A^' - v) - J?^0

et on travaille près d'un point po = (x'o = 0^" = ^ ^ 0) € TU tel que
R(XQ = O.x'o = 0,^) = 0; on a donc po ç 5^. Soit Of^,^) une fonction analytique
réelle définie près de /?o, vérifiant

(2) 0(^o)=0 {Jîo,e}09o)^0

avec fio(^_n = R(XQ = O,^,^)- Soit po = (^o = 0,^ = ̂ o^Uo') Funique
point de T'M np'^O) tel que 7r(po) = po'

L'objet de ce paragraphe est de prouver le :

Théorème 4. Soit u ç ffj(M) solution locale près de XQ = 0 de Pu = 0. On
suppose quïi existe un voisinage Y de po tel que

(3) p={xl^ll^l^l^V et Q(xfl^")<Q^7^(p)^SSb(u).

Alors po ^ SSb(u).

Pour prouver ce résultat, nous allons suivre la stratégie de déformation microhy-
perbolique pour les problèmes aux limites de Sjôstrand [S3].

Lemme 1. Il existe r > 0 tel que pour tout p = (x'.x'o, <f, ̂ ) avec 0 < \x'\ < r,
on ait p ({. SS(v_).

PREUVE. On peut supposer (x^x'o) ç M. D'après le théorème 1, il suffit alors de
vérifier 7r(p) ^ SSb{u). Comme SSb(u) C EÔ = ^(p-^O)) par le théorème 2, on peut
supposer 7r(p) e E&. Il existe donc p ' = Çx1, x^rf^'o), p { p ' ) = 0 ,7r(p) = Tr(^).

D'après (1), on a alors |T/ - ̂ x1, .r^^)!2 ^ CieRÇx' ,^^0'). donc si r est assez
petit, on aura ?' G Y. Sur tout rayon passant par T r ( p ' ) = 7r(yo), on a d'après 1.3 (53)

(4) (Q(x^ ̂ )),,,(7r(p)) = {0, Jî}(.r\ 4\ ̂ ) + 0( |̂ | V2)
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donc d'après (2), tout rayon passant par Tr(^) rentre dans 0 < 0. Comme on a
7r(p) ç S° U 5'1, puisque 0 < \x'\, on peut appliquer le théorème de propagation des
singularités pour le problème de Dirichlet sur les variétés à bords lisses de Sjôstrand,
d'où 7r(p) ^ SSbÇu).

0
Rappelons que d'après la proposition 3 du § III.5, il existe ^ = (ri,r2), 6 > 0, W

voisinage de —if,'^ et pour tout CQ > 0, CQ > 0 tel que

(5) F=T^u)çBÏ(W^,6)

(6) ^P^F = ÎW) + m, e^m ç B^(W^6)

(7) Àn(Tr^A/^F) = (^W^k=o) +m,, e^m, € ̂ o°(̂ )

OÙ ^ ç C'o00^71). ^ ^ 1 PO^ 1^1 < ^, (n^2) < ^0.

On posera à nouveau G^,z",\) = (Ti 0 T||)(^|z-2=o^i), G2(^2,^,A) = ^2 (g)
r||)(^i=o<72), G = T(Gi + ̂ 2) (- si A^ = M\ + si Af = M6).

Comme d'habitude, on commence par convexifier la fonction 0 en posant

(8) eo(.r",$") - Q(x"^") + \x" - x',\2 + |$" - ̂ |2.

Alors Oo vérifie toujours (2). La transformation F.B.I. TII est associée à la transfor-
mation canonique complexe ( x " , ̂ ') ̂  {z" = x " -if,"', ( " = -ix") qui envoie T^R"-'2

sur A^ = (^,2|^), ̂  = ̂ (Rez")2. Posons

(9) Ol(^0=eo(^C / /,C / /+^ /)

(10) A( =exp^^ei(A^).

Alors pour \t\ petit A<, qui est l'image par la transformation canonique complexe
expitIÎQ^ de A(^//, est 7—Lagrangienne, R—symplectique et la projection A< 9
{ ^ ' i ^ " ) ~^ z " reste de rang maximal. Il existe donc une fonction g ( t ^ z " ) définie
près de Z'Q = —i^'^ strictement pluri-sous-harmonique en z11 telle que

("> A•={(--^)}•
On peut prendre pour g la solution des équations d'Hamilton-Jacobi

(12) flh^'fl^0' ff(o--")=^"),
de sorte qu'on a

(13) g ^ z " ) = y " ( z " ) + t Q o ( x " ^ " ) + 0 ( t 2 ) , z " = x " - i ^ " .

On posera

(14) v>'\t,z")=g(t,z")-g(t,z1,).
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On a alors

_ / 2cV'(fh
A t -^ -~i~Q^~)

y"M) = 0; y " ( 0 , z " ) EE y " ( z " } = |(Re.")2

[\dy"(t)-dy"\ç0(\t\).

Dans la suite, on supposera t ç. [0,^oL ^o > 0 petit.

Lemme 2. Soie KQ > 0 peéié. fl exisée <o > 0, / î i , / î2 > 0 eé pour tout t ç]0, ^o]
À(^) > 0 tels que

(i6) b t t(^-^ /,^;^^C',A)|>^K /|2+.^
pour^.^eT^R2, |^| <^o, (^C") eA,, l^+^o'l < ^o eé À > \(t).

PREUVE. Reprenons les notations du § IV.3 (103), (104) et évaluons \^zï -
^A^iz' - ̂  - r aux points ( z ^ ) = (z\z11^1^11)^ z1 = x ' - z^, C7 == -^/,
(^,^) e r*R2, [^l < /.o, (^^C / /) e A(, |̂  + z^l < ^o. On a ^/ = ̂  - z^,
C^ = -z^ avec (^/,^) = (y^^)+it(^(y^^-^(y^^)) + 0(\t\2) avec
(î/^,^) réel et \y"\2 + \r]11 -^\2 < Cte^c2. On a alors avec A^ = Ai 4-^2, v = ^+C',
|Rer|+ |[Ai -Ao|| < ^(^o + t), \\Â2\\ + |Imi/| < ^, et d'après (2) |Imr| ^ ^a, où
a > 0 ne dépend que de la géométrie et de la fonction 0. On peut alors appliquer la
proposition 3 du § IV.2, en particulier (75) et (77) pourvu que KQ soit assez petit. (On
remarquera que cette proposition, écrite pour ïmz = t ç]0,^o] s'applique également
à Im-2' = —^, t ç]0,^o] par conjuguaison complexe, de sorte que le signe du crochet de
Poisson {Ro^Q](po) est indifférent.)

0

Définition 1. Soit x ' = ( x ^ x ^ ) voisin de (0,0) dans R2 , ( x " ,^) voisin de (x'o,^)
dans r*R71-2, t C [ 0 , < o ] , c e R .

On écrira u G J ^ ^ x ' , x " ̂ lf) ssi
i) II existe V voisina.ge de z ' 1 = x11 — i ^ " dans C""2, U voisinage de x ' dans

R2, et pour tout ^ ç R2 , u; voisinage de ^ tels que F ( z l , z l l , \ ) = T(^)
appartienne à l'espace de Sjôstrand Hy((U — iu;) x V) où y est la fonction
poids (^) = y " ( t , z11) + ^(Re z1)2 + c.

ii) Si de plus a" = ( x ^ x " ) e A \ £, par exemple x e Ai, i.e. a-' = (.TI,O),
.TI > 0, il existe V voisina.ge de z " = x " — i^" dans C""2 et r > 0 tels
que Gi^i, z11, \) == (Ti 0î||)(^|^=o^i) appartient à l'espace ^(V,^) (voir
§ III.3, Définition 2) où ^ = {^(Re z i ) 2 ^ " ^ ^ " } + c) et 7 est le contour
Re2:i = 7(Im^i) = a-i.

iii) Si de plus x ç L, i.e. x ' = (0,0), il existe V voisinage de z " = x" - i^"
dans C"-2 et r > 0 tels que G, = ffî 0 T^)(^=og,) C H^(V^) et
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C?2 = (Ï2 0 r||)(^=o<72) e ̂ (W2), où ̂  = (^(Re^)2,^,^) + c) et
77 les contours Rezj = 7j(Im^) = 0, pour j = 1,2.

0

On remarquera que u e J^0^' ,x",^) implique u ç J^^î/W, rf") pour
(?/, 2/W) Proche de (^,^,^).

On a toujours ^ ç ^"^(a'^a'7^"), et d'après le théorème 1, le théorème 4 sera
conséquence de

(17) 3 f > 0 , c < 0 tels que u ç ̂ (O,^,^)

puisque ^"(t, z'o) = ̂ (^) = 0.

Lernrne 3. Les propriétés suivantes sont équivalentes

^V^eR2^,^,^,^)^^^)
ii) 3c < 0 éeJ que u ç J°^(x1\x11<^1').

PREUVE. Comme on peut supposer ^ = 1 près de ( x ^ x " ) et que ( ^ " ( Q . Z " ) =
^(Rez")2, on a ii) => i). Réciproquement lorsque x ç L, i.e. x ' == 0, i) ^ ii) est
prouvé au § IV.4 (voir en particulier (141)). Supposons à présent x ç A \ L\ on peut
se restreindre au cas x ' = (;z-i,0), x^ > 0 petit. Il s'agit de vérifier que pour B assez
grand, on a avec un c > 0

(18) ||C?i(a - z6, w\ A)||^nL-(|6|>B) < e^^ w1^-^

pour <a,w") proche de (x^x11 - i^1) car (18), G^ ç. ^W^), et l'ellipticité de
l'équation (6) pour |^| grand entraînera le point i) de la définition; pour cela nous
réutilisons la stratégie du § IV.4, en particulier Fellipticité de p ^ ( z , Ç, A) pour \z'\ grand
(voir (138) loc.cit). On a d'après (140) loc.cit ^[F - A-20p(ç, Ci, C^G] e B2 ainsi
que ÀI^TifA^ ̂ F) = Gi + 777,1, e^^.i ç H^(W\ ri ) et on peut supposer x^ < ri,
z " e W CC T^;

Soit alors V un petite voisinage de z^, 7 le contour Re^i = a-i et r > 0 petit
devant a-i, et notons ici H l'espace analogue à H^(V,C^) formé des fonctions définies

pour | Im^i| assez grand. Comme on a Tr^A/^F ç H^ (voir § III.5) en utilisant la
formule de Cauchy sur l'intégrale définissant le projecteur de Hilbert (voir § III.4) on
a ̂ (n^A/^F) - TifA/^F) ç H donc

(19) ^T^A/^Op^Ci.C^G = Gi + 777, e^m e ̂ .

Dans (19) la contribution de G-2 G HS(W',r^) est négligeable dans H car .2-1 > 0, et
en utilisant le calcul du § IV.3, on obtient que (19) entraîne

(20) ^ (^)-^^(^.l,^,A)(^^)aGl(^,^,A)=77^, e^mçH
1°^
«•^-
- ^2
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où les M^ sont introduits au § IV.3 (112), | Imwi| étant assez grand pour que ceux-
ci soient bien définis et vérifient les estimations du § IV.3 (113) pour |Imwi| grand.
Comme M^ = i + 0(^1. .), (20) est une équation elliptique, de sorte que (18)
s'obtient comme la proposition 1 du § III.3. On remarquera que cet argument ne fait
que préciser le fait que SSb(u) ne rencontre pas la région elliptique, par l'estimation
de décroissance L2 (18) ce qui utilise l'estimation a priori u ç. ffj. Enfin si x ^ A i)
==>• ii) est conséquence de (6) comme précédemment en inversant p^ pour \2'\ grand,
le second membre de (6) étant ici négligeable.

0
Soient 0 < /?i < 02 petits ; d'après les lemmes 1 et 3, il existe 02 > 0 et c\ < 0 tels

que, avec \\x'\\ = sup(|:ri|, [a^l)? on ait

(21) u ^ J ^ ^ x ^ x " ^ " ) pour 0 < / ? i ^ |M|^2, I^T+I^-^I 2^.

On se donne aussi un ai ç]0, 02 [ et on note

(22) A-O={(^^O;||^||^^, kT+r-^i2^}
(23) K^[(x^xll^")^K^\\xl\\>^ ou ^f+r-^l2^}.

On écrira u ç. Jt^(Kj) ssi u € J t ' c ( x l , x " ,^) en tout point de Kj. On remarquera
qu'on a

(24) ue^°'°(JYo).

Lemme 4. Il existe <o > 0 et pour tout t €]0,^o] un c < 0 tel que

(25) uçj^ÇKz).

PREUVE. On a (^, x" - zn = ^(x11)2 + {[Q(x^ n + x " 2 + W1 - ̂  |2] + 0(\t\2)
donc pour \\x'\\ ^ /?i cela résulte de (21). Pour [x"}2 + |̂  - ̂ l2 > û;^ on a
(^"(^^ - i ^ ' ) - ^(x11)2 ^ ^[Q(x"^11) + a? - 0(1^)] d'où le résultat par (24)
si QÇx11 ,^) ^ ^"l^- Enfin par l'hypothèse du théorème 4, il existe c^ < 0 tel
que (x^x11^11) e Ko et O^,^) ^ ^ entraîne u ç J°^(x1 , x " ̂ n) : en
effet, par un argument de compacité, il suffit de vérifier pour un tel ( x ' ^ x " ^ " )
l'existence d'un c < 0 tel que u ç J ^ ^ ^ Ç x ' , x " ̂ ") ; par le lemme 3 on peut alors
supposer x = (a-7, x " ̂ ") ç. M et l'hypothèse i) du lemme 3 est satisfaite puique
SSb(u) = 7r(55(-iï) \ T^) et SSb(u) C S^.

0
Le lemme de globalisation des estimations suivant permettra la déformation du

système de Calderon. On se donne f3 G]5i,/?2[ e^ » Ç]^i,o'2[ e^ on pose

(26) W^ = [z" = x " - ,r, \x"\2 + |ç" - îoT ^ û2} .
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Lemme 5. II existe 6 > 0, Co > 0, ty > 0 tels que pour tout t ç. [0,<o] et tout
c G [-co,co], si u 6 ̂ '(A'o) on a

(27) G,çH°^(W^Cj)

(28) Fe^TV^O+Tîff^0)^-2-2^»,^^

avec^ = (^î{ez,)2^ÇRez,)\v"(t,z")+c), ̂  = (i(Re^)2, y"(<,z") + c),
7,(Im^)=0,^C;?,C=C'y.

(Voir § 111.3 pour ia définition de ces espaces).

PREUVE. Supposons cT abord que (27) est prouvé avec un a1 > a et un f31 > /?;
d'après le point i) de la définition 1, F ( z ' . z " ,\) (E Hy(fl) avec ^(2) = ^ p " { t , z " ) +
^ÇRez1)2 + c e t Î2 = {^ = x1 - i ^ ^ z " = x " - z^^\x'\\ ^ /32,|^| ^ ^ |̂ |2 +
|$" — $oT ^ ^J} P01111 f01!! B > 0 fixé. Reprenant les notations du § IV.4, il
suffit donc de vérifier F ç H^(Wa,C) + TZ^010^^2'"2^^^,^). Or d'après le

§ IV.4 (140) e^F - À^Op^C^C^G'] ç fi^ où £ > 0 dépend de C^C^ assez
grands. Or si Gj C H^ (lî^CjQ, on a pour C^,C^ assez grands Op(g, C^,C^}G ç

H^(Wa,C) + 7^^40 'o) '(~2 '~2)(T /ra,C,^) d'après les résultats du § III.3 car a' > a et
y > /?, et il suffit de choisir to et CQ assez petits pour avoir (28).

Vérifions à présent (27). D'après les points ii) et iii) de la définition 1, il existe
r > 0, A, B, ÀO tels que avec

/^(^,^^A)=||Gl(^-z^,.^À)||^^)nL-aoe-À[^+^(t^)^^

on ait

(29) sup {/7.(.Ti,^,À); z" ç W^^x, ç. [-r,^]} < AX3.

Or C?i = (Ti 0 TU )( ̂ 1^2=0^1 ) et </i est à support dans x\ >_ 0, donc d'après le § III.4,
on a II(Gi) = Gi, donc (29) reste valable pour tout r > 0, d'où (27).

0
Jusqu'à la fin de ce paragraphe, on posera

(30) H^/3)=H^(W^C,}

(31) BÎ^Q^^^H^W^+nH^-^^W^C^) j =0,1,2

pour a 6]o'i,Q'2[ï 0 ë]/?ii/^2[, les notations étant celles du lemme 5.

Si E est un quelconque des espaces précédents, on notera aussi " E l'espace
analytique correspondant, c'est-à-dire

(32) a E = { v • , \ / £ > 0 , e ~ e x v ç E } .



PROPAGATION DES ONDES DANS LES DIÈDRES 109

On remarquera que d'après le preuve du lemme 5, pour t G [0,^o]î c ç. [—co,co], si
u e ^^(A'o), on a G, ç ̂ (a,/?) et F ç ̂ (a,^).

Rappelons (voir le § III. 1.16) que pj^ est l'opérateur différentiel

(33) p^= ^ ^a^^x)(^)\
H<è

Pour ÇQ' ^ C""2, près de 0, on posera

(34) P^= E ^^(^c^o'Co^Co'^)^^)0'^^-^)0",
H^-è-

a=(a',o-").

On définit de même les opérateurs A/'*1 ̂  ..«.
Ji^t^O

Les fonctions p*(z, Ci ^) et A/"'(z, C, -^) vérifient des estimations

(35) b»(^ ,C ,À) |<Cte ( l+ |2 ' | ) 2 |A/ 'J(^C,À)|<Cte(l+|z ' | )

pour ^ ç îî(^,<^) x VT, H ^ l l < Do (voir le § III) et on peut supposer les constantes de
localisation /?2 et a'2 petites devant T_ et W. En particulier on aura

(36) sup {\\19^1 - ^11 '2"= x " - ̂ "'kT +1^" - ̂ 'i2 <oî2}<Dî•
pour ||Co'|| < -al. Soient a ç\a^a^ /? e]^,^[.

Lemme 6. Il existe CQ > 0, ty > 0, Co > 0 tels que pour t 6 [0,<o], c € [—co,co],
| |C"11 ^ -aL, si u 6 V'^JYo) pour tout C ̂  Co, ^ existe e > 0 tel que

(37) p^ F € ̂ (Q, /?), ^J^^ € -6^(0, /?)

(38) e^ ,̂ -p^)^ € ̂ (a,/î), etÀ(A^^, -A/-^)^ € ^(a,/?).

PREUVE. Soient a' e]a, 02 [, /3' e]/3, /32[. D'après le lemme 5, on a F £ aB] (a', /?').
On a aussi

<39) (À9--(«')'"-•""•'••(À^)'"'-"'"'-'

de sorte que (37) peut être interprété comme un résultat d'opérance de p^^C'ïCo' +
C",A)
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sur l'espace analogue de "ff^a,/?) où le poids ( p " ( t , z " ) 4- c est remplacé par
^ " ( t , z " ) -h c + ïm(z" • <o'), ce qui est prouvé au § III.3 (puisque pour IQ.CQ petit,
d'après (36), les inégalités du § III.3 (46), (47) seront satisfaites).

Avec Co =(0,Co^ s0^

(40) fc(.,ai,C,À)= ^ ^^^^^^^^)(_^^

l"i+^l>è 1 " 2 '

On a

1 /. \01

(41) ^-^,Co'= E fc(^i^,À)(^)
l^l<-è-

et pour un £o > 0

(42) l^^a^C.A)!^^^)1011^0^-^!]

et (38) résulte donc du fait que la constante D qui intervient dans le § III.3 (49) sera
inférieure à -^ pour to petit d'après (36).

0
Soit alors Co la constante fournit par le lemme 6, et CQ la constante e pour C = CQ,

on peut supposer que le même CQ décrit les restes dans (6) et (7) ; soient CQ > 0, to > 0
compatibles avec les lemmes 2, 4, 5, 6, avec de plus

(43) to, co < £o •

Choisissons t €]0,^o] petit tel que

(44) uçj^ÇKo)

ce qui est possible d'après (24). Soit

(45) ^^{ceI -co.co l îue^^fA 'o) } .

D'après le lemme 4, pour un ci < 0, on a u C ^^(K^) il en résulte que si on a
]c, co] C 1 pour un c ̂  ci alors c ç 1 (en effet si u ç ̂ '^(Ao) pour tout e > 0, on
a Gj ç ^.(a,/?) et F e ^.(a,/?) d'après la preuve du lemme 5, donc u e ̂ ^

en tout point de A"o \ K\ ). Donc

(46) ^n[ci ,oo[=[c2,co]

et (17), donc le théorème 4 sera conséquence de

(47) soit c 6 7, c ̂  0, alors c — e c. 1 pour un e > 0.
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Comme on a c ^ 0, il suffit de vérifier u G Jt'c~e(K.^},K•î = Ko - J\i On a
G,•ea^%(a,/3),F€a^(a,/3)et

(48) fÂ2^-^
t \îl(Trf^F) = G, + m,

avec

(49) 3e > 0 tel que e^m G fi?,c(a, /?), e^ m, (E ff(%(a, /?)

car t < eo et co < Co. Donnons nous ( x ' , x " , f , " ) ç K-i et soit z " = x " - if,",
Co' =- 1 ̂ y^ D'après le lemme 6, (48) implique

(50) ^P^F^G+m

(51) \Il(Trf^^F)=G,+m,

où les restes vérifient (49).
Supposons d'abord que x = (x1, x " ) ^ A, et pour ^ ' ç R2 , soit Q un petit voisinage

de (^ = x ' - i ^ ' . z " = ^/ - i^) dans C71, ^(^ = ^ ' ( t ^ z " ) + j(Re^)2 + c. Alors

on a G + m, ç. H^-s(^) pour un e > 0 (c^est clair si x^ x^ 7^ 0, et aussi dans le cas

extérieur M = M6 si x ' = (a-1,0), a-i < 0 car II(Gi) = Gi). D'après le lemme 2,
l'équation (50) est elliptique dans l'espace de Sjôstrand H^(Q.) donc

(52) FeH^W.

Si ^ = 0, alors u C J t ' c ~ € (0 , x f f ̂ tf) est conséquence du lemme 2, la preuve du
théorème 2, § IV.3 s'appliquant, en utilisant la proposition 3 du § IV.2 pour l'inversion
du symbole principal.

Enfin dans le cas x ' = (a*i,0), x^ > 0, toujours d'après le lemme 2, le problème au
limite (50), (51) (avec bord x-z = 0) est elliptique près de x ' = (a-i,0), z " = x" - i^" ,
(o1 = l(^T(t'>z")•> globalement en <^i ç R, de sorte qu'en recopiant la preuve du
lemme 3, on obtient aussi u ç. J^^^x' ,x11 ̂ ") dans ce cas.

On a donc Gj ç. H^_^a,f3) d'après l'étude des cas x ' e L ou x ' ç. A \ L et le
lemme 4, d'où en utilisant (52) (pour contrôler les \^'\ bornés) et la preuve du lemme 5
(pour contrôler les |^| grands), u G J^^^K^) pour un £ > 0, ce qui achève la preuve
du théorème 4.

VI.2. Estimation près de 52

On se place toujours ici dans le système de coordonnées ( x ' . x 1 1 ) qui redresse le
dièdre A. Rappelons que dans le paragraphe 1.3 pour p ç. S& ^ Z, r > 0, on a définit
la boule 2?(p,r) par

(53) B ( p , r ) == ^p ç Sfc, dist(//^) < r}
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avec àist(p',p) = \\p - p'\\ où pour p = (x,^",Vï,v^) ç. '>T*M on a posé ||p|| ==
max(\x'\,\x"\,^"\,\v,\,\v,\).

L'objet de ce paragraphe est de prouver la :

Proposition 1. Soie K un compact de S ' j . Il existe CQ > 0, 60 > 0 tels que pour
tout pQ ç K, e e]0,£o] et H ^ <^ on ait, pour u ç ^(^-O vérifiant Pu = 0

(54) ^o,e2) H 5^) = <^ =^ exp^(^o) ^ 55&(u).

PREUVE. On supposera K = {^o}, l'uniformité des constantes £0^60 résultant
de la preuve. On remarquera que modifier la métrique sur bT*M qui définit les
boules B{po,r) n'a pour effet que de modifier les constantes 60, £Q. Soit (î/,7?) un
système de coordonnées symplectiques sur T*L près de RQ tel que RQ = —771 et
PO = (y = 0, T) = 0). Pour t^ 0, e ç]0,^o], £o > 0 petit, a > 0 petit posons

(55) Qe^"^1') = vi + ̂ T(^2 +^2) -1. y = (yi.y')
u »_.

(56) Kt,,= {p- ( .^• ' ,a•" ,$" ,Ul ,v2)eS^^^C 6 ^*Af , | ï ' |^a£ 2 ,

e.,<(a-",r) < 0, y ^ x " , H " ) > -ae^^y^+W^") < a2^}.

Les ensembles Kt^ sont croissants en t.
Soit

(57) 1= {t>0, Kt^e H SSb(u) = ̂ } .

Si a est assez petit, on a Kac-^.e C B(po,£2) pour tout £ €]0,£o] car si p =
(xl,xtl^^,v^V2) G S& ^ Z , ^ = 7r(2-,0 et t^1 -^A^-^-RÇx^") = 0, donc ^
est borné et \x'\ <, a£2 implique \vj\ = \Xj(,j\ <: Ctea£2. Désignons par M une cons-
tante géométrique telle que pour p = Tr(x^) == ( x ' . X ' 1 ̂ " ,^1,^2) € S^ ^ Z,
p(.r,$) = 0 avec \x'\ petit, (.r",^') = (î / i ,^,^) proche de ^o on ait

(58) p e B(expy, H^\ M max(|^'|, (î/2 4- 7;2)1/2).

Soit alors p = { x ' , x " ̂ " ,v^v^ ç R\^ (^0 = (Vi^'^l) avec [.r'I = a£2. On a
î/i e [-a£2,t} et d'après (58) p ç B(expî/i H g ( p o ) , Ma£2). Si s ̂  -y(s) est un rayon
passant par p avec 7(0) = p, on a d'après le § 1.3, Lemme 5

(59) 7(^e^(exp(5+2/l)^(^o),(v /M^t-+Ao|^|)2)

pour tout s tel que \s\ < to. Choisissons alors a, Âo, ^o tels que \/Ma + Ao^o < è?
<^o^o ^ ^o? o^o <: ^Q. Pour ^ ^ 60 £, on aura î/i ç [—a£2,6o£], donc |yi | ̂  <?o£ ^ <o donc
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7(-2/i) € BÇpQ, ̂ ), d'où 7(-î/i) f. SSb{u). Aussi, d'après (59) pour s entre 0 et -î/i
on a .R(7(5)) e 0((v/MÏe4-Ao|^|)2) donc puisque (voir § 1.3, (53)) |;z^J (E 0(7?1/2),
on a ^(^(.s))! > ae2 — CoÇVMa +Ao^o)^ ' 6 o € où Co ne dépend que de la géométrie,
donc quitte à diminuer 60 et CQ on aura [.^("/(.s))! ^ ^e2 pour tout 5 entre 0 et —î/i .
Le rayon 7(5) ne rencontre donc pas l'arête L entre 0 et —î/i , et en appliquant le
théorème de propagation des singularités de Sjôstrand pour le problème de Dirichlet
sur les variétés à bord lisse on en déduit

(60) P^Kt,e t<,ëoe et \x\p)\ = ae2 ==» p i SSb(u).

La proposition étant conséquence de ÔQC ç. J, supposons par l'absurde 6oe ^ I . On
a alors 1 = [Q,t[ avec 0 < t < SQ£ (car SSb(u) est fermé dans S& et la projection
Eft —> ( x ^ x " ^ " ) est propre),, et il suffit de vérifier

(6i) p = (^, x 1 1 ^ 1 1 . vi ̂ 2) e ̂ , e,,<(^, ̂ ) = o =^ p i sSb(u)

puisque on a d'après 1 = [0, t[

(62) p = (x^x'^'^v^v,) e 7^, 0^(^,^) <0=^p^ SSb(u).

Montrons (61). Si ( x 1 1 , ^ 1 1 ) = ( î / i , y ' , 77), comme on a, Ka^.e C jE^po^2), on a
^ ^ ae2 et on peut donc supposer y\ > 0 donc y ' " + ?/2 < o2^4 , ainsi que \x'\ < ae2

d'après (60). Comme de plus {RQ^QS^} =• —1 si 7(«s) est un rayon passant par
p == ^(0), on a d'après le § 1.3, (53)

(63) (à) /^(^)^))L=o = +1 + odv^,^^172 + I^D.
Orona^^+la-'l ç 0(\/û£) et |V6^| e 0(1+^) G 0(1+^). Quitte à diminuer
à nouveau <^o et CQ, on a donc

(64) (d ) e,,,(.r"(.)^"(3)),=o ^ 1
\ d s / g , d 2

et par suite, tout rayon passant par p rentre dans le passé dans Qç < < 0 donc dans
J\t',£ pour un t1 < t puisque \x'\ < ae2, y\ > 0, y12 -h T)2 < a2 e4.

Par suite (61) est conséquence du théorème de propagation de Sjôstrand si x ' ^ 0,
du théorème 3 si x ' = 0 et p ç S2, et du théorème 4 si x ' = 0 et p ç. S2 car (62) et
SSb{u) C S& entraîne l'hypothèse du théorème 4.
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VII. PROPAGATION DES SINGULARITES

Dans ce chapitre, nous déduisons des résultats précédents un énoncé de propagation
des singularités.

Théorème 5. Soie u ç Ho(M) solution de Pu = 0, K un compact de E&, K
0

son intérieur, «s+,5- deux reeJs strictement positifs. Soit po ç.K F\SSb(u). Il existe
un rayon 7 : [a, 6] -> A' H SSb{u) tel que 0 ç]a,6[, 7(0) = po et soit b = s^. (resp.
a = —s-) soit 7(6) ç 9K (resp. 7(0) ç QK).

PREUVE. Si J désigne l'application antipodale J ( x ^ ) = (:r, —0, 3 laisse stable
p'^O) et induit une involution, qu'on notera également J sur S&. Si P est l'opérateur
dont les coefficients sont les conjugués complexes des coefficients de P, on a cr(P) =
a(P) et 'PU = 0, •ïï ç ^(M), SSôC^) = J(SSb(u)). De plus si 7(5) est un rayon,
s i-> J(7(—.s)) est un rayon, et on peut donc se restreindre à travailler sur les rayons
7 : [0,6] —> Kr\SSb(u). Cette remarque montre aussi que l'orientation des rayons est
indifférente pour les résultats précédents. Posons

(1) îpo^+ = {rayons 7 : [0,<^[—> K H SSb(u), 7(0) = po, 0 < 6 ^ sA

et supposons Tpo,s+ ^ ^- L'ensemble Tpo^^. est muni de la relation de bon ordre
évidente : pour 7 -̂ : [0,<^[-^ K D SSb(u), 71 ^ 72 ssi ^ < <$2 et 72|[o,6i[ = 7l. Soit
alors 7 : [0,Â[-^ J\ D SSb(u) un élément maximal. D'après le § 1.3, lemme 7, 7 se
prolonge à [0,<^], et SSb{u) étant fermé, 7(<^) ç 5'5'6(u). Si 7(<î) ç 9K ou 6 = s+,

0

on a gagné. Sinon 7(<^) çA' r\SSb(u) et puisque 7 est maximal, T^(S) aj_-6 = ^ do
théorème 5 sera donc conséquence de /7po,34. 7^ <?(>•

Lemme 1. Soie po ç SSb(u) \ S^. Il existe 6 > 0 et un rayon 7 :] - <?,<^[-^ SSb(u)
avec 7(0) = po-

PREUVE. D'après le théorème de propagation de Sjôstrand, on peut supposer
po € 5^, et on peut se restreindre à prouver l'existence d'un rayon 7 :]—Â, 0] —^ SSb(u)
avec 7(0) = /?o. D'après le théorème 3, pour tout voisinage W de po, et tout
a > 0, il existe p e W et 7 ç F^ tels que 7(-a) = p et p ç SSb(u). Soit
7n : [-an,0[-^ (r*M U T^Ai U r*A2) H Eô, 7n(-an) = pn -^ po une suite de
tels /?, 7, a; on a a^ —> 0. Si pour un 77, le rayon 7^ n'est jamais tangent aux faces du
dièdre, d'après les théorèmes de propagation à l'intérieur et de reflection transverse,
on a Im(7^) C SSb(u), d'où le résultat. Sinon on peut supposer pn G T*Ai H 51.
D'après la preuve du lemme 2 du § 1.3, les rayons issues de pn ne rencontrent pas
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l'arête L dans le passé, sur un intervalle de temps indépendant de n. En utilisant
le théorème de propagation de Sjôstrand pour les variétés à bord analytique, on en
déduit qu'il existe CQ > 0 et des rayons 7^ : [-CQ, -a,n} -^ SSb(u). D'après le § 1.3,
proposition 1, on peut supposer 7n —> 7 uniformément sur les compacts de [—CoîOl .
Le rayon 7 se prolonge en 0, 7(0) = RQ et Im(7) C SSb(u), ce qui prouve le lemme.

0
Pour vérifier Tp^.s^. 7e <^ on peut donc supposer po ç. S2

Pour p € K et e e]0,£o], £o petit, posons

(2) n^ = {rayons 7 : [0,e] ̂  SSb(u), 7(0) = p, ̂ (s) $É S] pour s < e}

(3) U2^ = {rayons 7 : [0,6] -. -S^u), (5 e]0,4 7(0) = p, -r(s) ^ S]

pour sç[0,6[^(6)çS2^

et, A désignant une grande constante positive, pour p ç. K H SSb(u), désignons par
De(p) le sous-ensemble de SSb(u) défini par

(4) Si p e S2, : D,(p) = B(expeH,(p\Ae2) H SSb(u)

(5) Si p î S] :

De(p) = {7(£); 7 € <,} U {B(exp(.- - 6)H^(6))^ A(e - 6)2) H 55^);

7 : [0^]-5^(u),7e^}.

Si A est choisi assez grand, pour p ç. S2 H SSb(u), Dç(p) est non vide d'après le
§ VI.2, proposition 1.

Si p i S2^ H = {rayons 7 : [0,<^ SSb(u), 6 e]0,4 7(0) = p , 7^) ^ ^V^} est
non vide d'après le lemme 1, bien ordonné pour la relation d'ordre évidente, donc
possède un élément maximal, ce qui prouve 'R\ s U 7Î2 ç. ^ ^, donc à nouveau par
le § VI.2, proposition 1, Ds(p) ^ (p. De plus, les rayons vérifiant une condition
lipschitzienne uniforme sur les compacts de S&, il existe CQ indépendant de p ç.
K H SSb(u) et de e ç]0,£o] tel que

(6) p e D,(p) =^ dist(p,p) ̂  Coe

où dist est une distance sur S& ^ Z C bt*M.

Soit po ç 5^. Pour tout entier N soit /9^^, 0 ^ j < 2^ des points de SSb(u)
vérifiant

(7) p o . N ^ p o , Pj-^i,N e Ds(pj^) e=£Q'2~N.

Si JN == {^02-^, 0 < j < 2^} C [0,£o], on définit 7^) pour ^ = ̂ 02-^ G JN
par 7N(^) = P^N- En tout point t de 7 = UJ^v, la suite 7^(^), définie pour 7V grand,
reste dans un compact fixe de SSb(îi) et pour t, t ' dans 1 dïst(^N(t)^N(t1)) < Co\t-t'\
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d'après (6). Quitte à extraire une sous-suite, on peut donc supposer 7^(^) -^ 7(^) €
SSb(u) pour tout t ç. J, et 7 se prolonge en application lipschitzienne de [O.^o]
dans E&, avec 7(0) = RQ. Reste à vérifier que 7 est un rayon. Si 7(^0) ^ 52 on a
dist(7^), S2,) >. v > 0 pour tout ^ ç. 1 proche de <o et N grand. Si < = j eo^'1^ est
proche de ^o, on a donc ̂ ^^ ̂  = <f> pour e e]0,£i], où £1 est indépendant de 7V.
Donc on a pj-\-\,N = 7(^0 2""^) où 7 6 %1 ^ ^ ^ _ ^ . Par recollement des rayons, il
existe donc des rayons 77v définis sur un voisinage fixe J de ÎQ tels que 77v(^) = 77v(^)
pour ^ € J H 1 et Im(7^v) C SSb(u). Alors diaprés le § 1.3, proposition 1, 7 est un
rayon près de to.

Si 7(^0) € 5J, il existe OQ > 0, A' > 0 tels que

(8) p C B^{to),a2) et p e D,(p) =^ p ç B{expeHg^(t^ {a + A'e)2)

poura e]0,ao]ete e]0,£i],£i petit. En effet sip ç S2, on apar (4) dist(//,exp£fi^(/?))
^ Ae2 et il suffit d'utiliser dist(expe^(y9),exp£^(7^o)) ^ (<T 4- Aoe)2) (voir § 1.3,
lemme 5) et choisir A' assez grand; et si p ^ S2, on a soit p ' = 7(e), 7 e 7^1^, donc
(loc. cit) (p1 ç B(exp^(7(^)),(<7-hAo£)2), soit p7 e B(exp(£ - 6)Hg(r{6)),A{e -
S)2), r e 7Z^, T(^) e ^, donc (loc. cit) r(6) ç B(exp6Hg^(to)), (a +
Ao^)2), donc aussi exp(e - 6)Hg(r(6)) e B(expeHg^(to)),(a + Aoe)2) d'où p1 ç
B(expeHg(^(to)),(a + Aot)2 4- A(e - S)2), d'où le résultat si A' est assez grand. De
(8) on déduit qu'on a, pour a -h A'\t' — t\ < (TQ

(9) t,t' ç IN et 7^) e B(7(^o),<72)
=> 7N(^) e B{exp(tf - t)H^(t,\ (a + A^ - ̂ |)2) .

Passant à la limite sur 7V, faisant tendre t vers ÎQ puis cr vers 0 on en déduit pour
\t' - to\ petit, 7(^) e BÇexpÇt' - t^H^t^A^t1 - <o|2) donc 7(^0) = HgWo)).
ce qui achève la preuve du théorème 5.
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APPENDICE

Rappels de deuxième microlocalisation tempérée

On rappelle dans ce paragraphe les résultats de deuxième microlocalisation
tempérée qui interviennent dans la preuve du théorème 2. Nous utiliserons ici les
constructions de [Ll] (voir aussi [L2]).

Soit X = C", variété analytique complexe de dimension n, X01 la variété réelle
sous-jacente, TX ̂  TX" le fibre tangent à X, T* X^ le fibre cotangent à X", T*X
le fibre cotangent à X identifié à F* X^ par C e T;X -^ {u ̂  - Im(C(u))} (E T^X18.
Si a est la 2-forme canonique sur T\Y, Re a et Im a sont des 2-f ormes symplectiques
sur T^X"1, et - Im a est la 2-forme canonique de T* X".

Soit (^(a*) = •i(Ima')2 qui est strictement pluri-sous-harmonique ; alors Ay, =
{(a*, ^-^(a*)), .r G X} est Im cr—Lagrangienne et Re cr—symplectique. Si TT désigne
la projection de T*X sur X, alors TT identifie à A(^ à X et munit X de la structure
symplectique définie par la 2-forme ïQQ^p.

On décompose x en x = (x1\x"), x ' ç C^ x" € C"-^. Soit Ve la sous-variété
involutive de T^X définie par Ve = {(x1 ,x11, C', 0; C' = 0} alors V = Ve H A<^ est
une involutive de (Ay,, Re a), identifiée par TT au sous-espace Im x ' = 0 de X. On note
^py^x) = ̂  (Im a"")2 la fonction pluri-sous-harmonique associée à V (voir [L2]).

On note Ty le fibre normal à V dans Ay,, et -H ,̂ Fespace de Sjôstrand des fonctions
fÇx^ A), holomorphes en a*, définies pour À assez grand, vérifiant des estimations
tempérées \f(x,\)\ <: AÀ5^^.

Soit .2:0 = (^o^iO € IR x Cn~d un point de Y, c^ un voisinage de XQ dans R^ et
/(a-, A) G Jf<^ définie près de ZJ x {x^}. Pour i^ = (zo1, w^) ç C71, w" près de .TO', Re w'
près de a-o, p. €]0,1[, on définit /(w, ̂ , A) par

(1) ./WA)== / e-T^-^/^.w^A)^ ^ = - ^ ) .
Â'6o/ v l - /^2 /

Alors / vérifie l^estimation

(2) | / (w^ ,A) |<AA B e À ' d ( I m w ' ) 2 + ^< I m w / ) 2

valable pour Re w' près de .TQ, w" près de .r^ I111 wt borné et ^JL ç]0,^o] avec
fiQ > 0 petit, comme on le voit en déformant le contour d^intégration dans (1) sur
Im x ' = fi2 Im w1 pour Re x ' près de .TQ, ainsi que l'estimation (globale en p)

(3) |/(w, ̂  A)| < AA5 e^(Im ̂ '^(i-^^^l+ï dm w-)^
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valable pour Re w' ~ 4, w" ~ x'o, p G R+, Im w1 borné, <î e [0,<$o], <^o > 0 petit
obtenue par déformation sur Im a^ = 6 Im w' pour Re x ' près de .TO*

Au voisinage de (x^x'o)^ on a la formule d'inversion standard obtenue en con-
sidérant (1) comme une transformation FBI avec grand paramètre \p (voir [L2])

«) /(.w)= ̂ y/^-^f-^^.^,,.,,,.^^
avec $' = pa^i avec \a^\ = 7Î. Il résulte de (3) que l'intégrale dans (4) restreinte à
P > Pô > 0 définit près de XQ un élément de H^-e avec e > 0 ; De même, d'après (2)
la même intégrale restreinte à p < ̂  avec c > 0 définit près de XQ un élément de H y y .

Définition 1. Soit mo = (^0,^0) ^ (Tv}xo, et f ç Hy définie près de XQ. On dit
que mo ^ ^^(V) ssi avec WQ = (w^w^), WQ = XQ 4- z^ ̂  = ̂  u existe W
voisinage de WQ, £o > 0, \o > 0, /^o > 0, A, 2? > 0 tels que
(5)

V w e W , V^ç]0,/xo], V À > ^ |/(w,^,A)|<AÀBeÀ 'd [ ( Imw^2-£o^+T(JWW")2 .

0
On appelle SSy (/) le deuxième micro-support tempéré de / le long de V. On

remarquera que à p > 0 fixé, (1) est une transformation canonique quantifiée qui
envoie l'espace de Sjôstrand H^ près de XQ dans l'espace H^ près de WQ = (w^w'o)
avec ^ = -^-(Im w')2 4- ^(Jmw")2, la transformation canonique associée étant

(6) (^, ̂ , x\ D -^ (w' = x' - z ̂ , C' = ̂  ; w^ = ̂ ", C' = $').

En particulier, si on note SSy(f) le spectre de / ç Hy (complémentaire des points au
voisinage desquels on a / ç Hy-s, pour un e > 0), on a si m.o = {XQ, i/o) ^ SS^^f),
pour tout fi ç]0,^o], w CW, w ^ SS^(f) ce qui entraîne

(7) Vw e TV, V^ e]0,^o] (Re ̂  + î^2 Im n^w") (JE SS^f).

Comme Im w1 est proche de 4-^0, la convention d'orientation choisie est telle que si
on identifie SSy(f) à un sous-ensemble de Ay,, il existe dans A^, un petit cône C
s'appuyant sur V et de direction v^ tel que C H SSy(f) = (f>.

Rappelons que (xo,0) ^ SS^^f) équivaut à x-o i SSy(f), et que / e Hyy près de
a:o équivaut à ̂ .S'2^/)^ C {^o == 0}- II résulte également de la formule d'inversion (4)
que SSy (/) est un fermé homogène du fibre normal Ty, et qu'il est intrinsèquement
défini (i.e. invariant par transformation canonique).

On notera SSy (/) = SSy (/) \ \y1 =0} le deuxième micro-support tempéré hors
de la section nulle. Pour v ' ç. S^"1 {\v'\ = 1), y ' ç. R^ posons

(8) e ( î /^ / )= |{( |^-^ | -14} 2 =sup{- j+^(2/ / -^) 2 }
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où t^.=t si ̂  0, t^. = 0 si t ̂  0. On a bien sûr sup {OfV, i/); i/ € S^-1} = ^ î/2.

Soit F un cône saillant d'intérieur non vide de IR^ \ 0; on notera F0 son polaire,
r° = {î / îVï/ ' ç. F, î/ • i/ > 0}, qui est un cône convexe fermé saillant et on posera

(9) Qr(y') = sup{00/V); v' e S'-1 n r}
(10) (^(^OrOm^+^Im^)2

(11) ^r= 0 W-^1<1}-
^e§<<-inr

On a donc y?r = <^v pour Im x1 ç. Ur'> et le profil de Uy est F0. Pour / ç Jîy,, fr(^-, ̂ )
désignera la fonction définie par l'intégrale (4) avec R = 1, restreinte à o^/ G F,
/9 ç ["^îPo]? qui vérifie donc l'estimation près de XQ

(12) l/rt^^)! ^ A A 5 e^^^.

Si IR \0 = |j Va (réunion finie disjointe) et si on pose A1 == < a; r^n î^; (.z*o? —l//) ^
aeA l

• 2 1 "̂
5'5'v (/)} = ^ f ? on aura donc

(13) / - ̂  /r, = ô^, </ € ^v près de a-o •
a^A'

De plus, si on a \f(x,\)\ < AÀBeÀ^V ( a ' ) pour tout x = ( x ^ x " ) avec Re x ' ~ x'o,
2 1

x " ~ .r^ et Im x1 6 F, [ Im x1} petit, alors on a S S y (f)xo C —F0 comme on le voit
en déformant l'intégrale (1) dans Im x ' ç: T près de Re x ' = XQ. En particulier on a
SSy (fr) C -(F0)0.

Théorème A.l. Soie V une sons-variété involutive de Ay, définie près de po =

(a'o,1!^)) 0 V et P(^,À) = ^O'Ar'Pn^^A) un opérateur pseudo-
n^O

différentiel analytique défini près de po, de symbole principal PQ = p(x^ $). On suppose
p{po) = 0, p|A^, réeJ et le champ h amil Ionien Hp(po) transverse à V. On note i/o (7^ 0)
la classe de Hp(pQ) dans le fibre normal (Ty)^ et 7- = {expsHp(po)^ s < 0} la
demi- bicaractéristi que de p issue de pQ, ouverte, tournée vers le passé.

Soit f(x^\) ç H y définie près de XQ telle que

(14) 7_n5^(/)=^ et -^^SSy(Pf),,.

Alors on a

(15) SSy(f)^ C [tv + ̂ o ; t^ 0, s > 0, v G SSy(Pf),, } .
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PREUVE. Vérifions d'abord qu'il existe un seul modèle symplectique local pour le

couple (p,V) en po. On peut supposer V = Q ^(O), avec les dgj(po) linéairement
7=1

indépendants^! {^,^} = 0. Comme Hp(po) ̂  T^V, on peut supposer {gi,p}p, ̂  0.
Soit Yi = g^ ^O); alors Hp est transverse à Vi, et il existe /i,/2,...,/d vérifiant
{/i,p} =E 1, /i|v, = 0; {/^p} = 0, fj - gj\y, == 0 j = 2 , . . . , r f . On a alors
/i = ̂ i, 0i{po) ^ 0, ^ = gj + (9^i ^ ^ 2 donc {fj,fk}\v, = 0 pour tout j,k,
e^ {P.[fjJk}} === 0 d'où {fjjk} == 0. On a également V = nf^~\Q) et les dfj(po)
linéairement indépendants. Il existe donc un système de coordonnées symplectiques
réelles sur Ay, tel que p = a-i et V = {^ = ... = ^ = 0} d'où le résultat. Par
transformation canonique, et en conjuguant P par un opérateur elliptique, on peut
supposer ^= j(Im.r)2 , x = ( x ' , x 1 1 ) , V = {^ = 0} et P = ^-ô.ri - ;n, de symbole
-z$i -.ri réel sur Ay, = {$ = - Im a;}, et on travaille près de po = (xo = 0, $o = 0). On
a alors 7- = {;r = (^ ,0 , . . . , 0); ^ = (-t ,0,. . . , 0 ) , < > 0} et VQ = (-1,0,..., 0). On
pose g = P/, et Z = 5'5'y (^)po- Puisque -i/o ^ ^, on peut décomposer g près de a-o
en une somme finie g = E^ avec <^ ç iï^ , où les FQ sont des petits cônes saillants
fermés, convexes qui recouvrent -Z et tels que VQ ^ I\. En particulier près de XQ on
a 7- H SSy(ga) = (f>. Soit alors h^ G ff^ solution de Ph^ = g ^ , 7- n SSy(h^) = <^;
on a P(/ -E/i^) == 0, 7- n 5^(/ - S/^) == <^ donc .ro ^ 55^(/ - E/i^) puisque p
est à caractéristiques simples réelles, et il suffit de vérifier qu'on a

(16) ssyçh^)^ c ^+.^o;oo,^ > o , i / ç -r^l.

Soit a > 0 petit ; on peut choisir pour h a

rx\

(17) /ta(a-i,a-2,... ,a-n,A)=-À / e-î^-"2)^,;^,... ,a-n,A)du
Jî'a

et on ne note plus la dépendance en a.

Pour a-i voisin de 0, on choisit comme chemin joignant ia à .TI dans (17) la réunion
du segment joignant ia à i Im x^ et du segment joignant i Im .z-i à 3:1. Comme ^r(a-)
ne dépend que de Im x et qu'on a | Re(u)| < | Re x^ | sur ce chemin, on obtient

(18) |^)[ ^AÀ5^^;

^(x) == sup {Or(/3,Im . r2 , . . . ) + ^ (Im .ri)2 - Cl + l(Im x 1 ' ) 2 .
Im .ri<^<a v J 2 J 2

_ Posons Im^ = (6,Im 3:2, • . . ) = (&^) e R^, ^ = (^,i?) et supposons Im ̂  e
;7r H (Im:ri > 0) (voir (11)). Avec £,(/?) = ^(b2 - f32) + Q(y^v) on a ^{x) =
^(Ima-'7)2 + sup sup{2^(/?);/? ç [6, a]}. Or avec è = |̂  - i/|, ^ = (^i,^) e F

^erns'^1

on a L^(^) = ~/3 + (<^ - 1)+^- qui est non nul dans f3 > 0 [car L^(/3) = 0 et

^ > 0 = = î > Â > l e t / î = î / i ( l - < î ) d o n c o n a z / i < 0 et (^ -f3)2 = z/f [(^ -^)2+(^_^)2j
d'où puisque |î/[ = 1, (i/i - f3)2 y12 = v\(v' - v)2 d'où {62 - l)^2 == -2î/ • î; + v2. Or
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| Vb - v\ < 1 implique 2î/ • v - v2 ^ b2 - 26î/i ^ 0 : contradiction car i/ ^ i/o) • Comme
2^(a) < 0 pour Im x ' petit car v ^ i/o il en résulte sup{Z^(/?); /9 ç [b, a}} = 2^(6) =
0(Im .r',i/) = 0 puisque [^ - ̂ [< 1. On a donc ^{x) = ^y(x) pour tout .r == ( x ' . x " )
voisin de a-o et appartenant à Ur H {Im x\ > 0} ce qui prouve le théorème.

0
Soit à présent P = D2 + R(t,x,D^) un opérateur différentiel d'ordre deux

à coefficients analytiques de symbole principal réel p = r2 -+- r(^,.r,$), tel que
n)(^0 = y(0,.r,0 vérifie ^(x^) ^ 0 pour $ ^ 0. Si M est le demi-espace
M = {(x,t)',t > 0}, les régions elliptiques £, glancing Q et hyperboliques H de
T*9M sont définies respectivement par ro > 0, ro = 0, ro < 0. Soit V C t*9M
une sous-variété involutive de codimension 1 définie près de RQ ç V. Rappelons que

0

si / est une distribution prolongeable sur M solution de Pf = 0, on dit que / est
Y-sortante en po ssi (voir [G-L] définition 3.4) :

- si pQ ç £ pas de condition.

- Si pQ ç. "H et si 7^ sont les deux demi-bicaractéristiques ouvertes associées à RQ^
, o

contenues dans T* M, on a 74. H SS(f) = (f> ou 7- H SS(f) = (f>.

- Si pQ 6 G alors Hro(po) est transverse à V, et si s = 0 est une équation locale de
V près de po telle qu'on ait ds(H^ ) > 0, il existe £ > 0 tel que 0 <: t <, e,\p - pQ\ <_ e
et s(p) < 0 entraînent pour tout r ( p ^ i . r ) f. SSb(f).

On a alors le résultat suivant (voir [G-L], théorème 3.1).

Théorème A.2. Soit f une distribution prolongeable sur M vérifiant Pf = 0
0

dans M, V-sortante en po. On suppose (po.-l) 1 SS^Çf^o), alors (po,-l) 4.ssy^o).
Rappelons que dans ce résultat, le choix de l'orientation du fibre normal Ty n'a

d'importance que si po G G, et qu'alors (po,+l) est la, classe de H^ dans le fibre
normal.
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