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Colloque Th. Nombres [1969 » Bordeaux]
Bull. Soc. math. France,
Mémoire 25, 19T1, P. 83 à 89

FONCTIONS ZETA p-ADIQUES DES CORPS DE NOMBRES ABELIENS REELS

par

Jean FRESNEL

1. - Introduct ion

Soit 2 l'anneau des entiers rationnels, ^ le corps de nombres rationnels,

tt le corps p-adique élémentaire, 2 son anneau de valuation, TR. son idéal de

valuation.

Soit K une extension abélienne, réelle, finie du corps Q . La fonction Zêta

du corps K est définie par

Z(s,K) = ^ ^—— ="fT———1———— si Re(s) > 1 .
a NCa)8 q (l-NCq)"^

où la somme est étendue à tous les idéaux entiers de K non nuls, où le produit

est étendu à tous les idéaux premiers de K et où N désigne la norme absolue.

D'autre part soit ï l'ensemble des caractères primitifs du corps K , à chaque

X çï on associe la fonction de Dirichlet L(.,x) définie par

L (s .x )= J ^-TT——————s
n=l n q l-x(<l)q.

où le produit est étendu à tous les nombres premiers. On peut, alors factoriser la

fonction Zêta sous la forme

Z(s.K) = TT~L(s,x) .
Xêï

En 196U, [8] Kubo^b-a et Leopoldt définirent un analogue p-adique des fonctions

L ( . , x ) « Partant de la remarque, que

L(l-m,x) = -^p-

où B^x) est le n16111® nombre de Bernoulli [10] , [5] relatif au caractère X et

qu'il est algébrique, ils montrèrent qu'il existait une application continue

s -> L (s,x) de 2 dans une extension algébrique finie de fi telle que

Lp(l-m,x) = (l-x(p) P"1"1) L(l-m,x)

pour m = 0 mod(p-l) si p ^ 2 (resp m= 0 mod 2 si p = 2).

En 196T [5] en utilisant la technique l'interpolation p-adique [l] nous avons

montré la relation qu'il y avait entre les fonctions L p-adiques et l'existence

de congruences entre les nombres de Bernoulli de type Kummer.
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En 1967, [T] Ivasava a mis en évidence une relation entre la p-composante du
groupe des classes d* idéaux,et la. r-extension fondamentale au-dessus du corps K
est les fonctions L p-adiques.

Nous proposons ici de donner une construction des fonctions L p-adiques qui
rappelle les fonctions L( . ,x ) définies comme série

L(s,x) = I x(n)/ g .
n=l / ^

Grossièrement on considère la série de Taylor

" mn
G(s,x,T) = I x(n) ——

n=l n

et l^n montre à peu près que la fonction s-^G(s,x, l ) est la fonction L p-adique.
Il est à peu près clair que tout le problème consiste à donner un sens à G(s,T,l).

2. - Construction des fonctions L ( . ,x)

Dans ce paragraphe nous rappelerons la définition du caractère 9 [8][5] et
nous introduirons deux fonctions, (s ,x) ->- h(s ,x) et (s ,x) •> k(s ,x) dont nous
étudierons les propriétés d^alyticité et qui nous permettrons de définir les fonc-
tions L ( . , x ) .

Soient p un nombre premier distinct de 2 et 9 l'application de Z dans
^ définie par

n
9 (a) = lim a" (limite p-adique)

n-^»
(c^st-à-dire 9 (a) s a mod p 2 et (9 (a) î13 = 9 (a) ).

P P P P

Sjt_ p = 2 ; 9- est l* application de Z^ dans 2^ définie par

f 0 si aç 2 Z.2

-1 si a =-! mod k 3-

9^(a) = ^ 1 si a =1 mod 4 Z^

Si n est un entier rationnel 911 est 1 application de 2 dans 2 satis-p —————ÎLE.————————— p ——— p ————
faisant :

,n, , fV^ si ^p-P2?9 (a) = \ s- r "P

Si p est un nombre premier, e est l'application de Z dans Z satisfai-

0 si a Ç p Z

P —————£-——————— P ——— P
sant :
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c ( a ) =
1 si a ç 2 - p 2

P p P
0 si a ç p 3

On a donc 9 = e .
P P

1 y

On voit que ^expression — ( „ / \ - l) appartient à 2 si xÇ 2 -p 3 .P o { x ) p P P
On définit ainsi une application ^ pour p ^ 2 de 2 dans 2 par

<p(x) ^i^y-15 si ^p-r2?
0 si x Çp 2

et de même pour p = 2 on définit ip- comme étant une application de 2^ dans
2^ satisfaisant :

T v i~T^ si x € Zg- 2 Zg

^(x)»
si xç 2 Z'2 "

Soit î! un complète d'une clôture algébrique de ft .

Soit xç 3 , alors la série

(1) Sp(x) + I ̂  ( ^ ) ^(x)
JS.—.L

"k ̂  ) ^(

converge uniformément sur tout sous-disque circonférencié du disque D non cir-
conférencié de centre 0 et de rayon |p| si p ^ 2 (resp |2| si

p = 2). Si x €3 et si sç D, nous noterons ( —7—r) la somme de la série (l).
P -L —————————— r» ———————————————

• v a —
II est clair que la fonction s-*- (•^—i—r) est analytique et bornée sur D- •

P

Ces notations étant précisées, nous allons définir les fonctions L ( . , x ) par
^introduction successive de deux fonctions ( s ,y ) -^ h ( s , x ) et ( s ,x ) ^ k(s ,x ) .

La série de Taylor
1 S/11) (T7ÏÏT)

s X"

n=l
est convergente pour sç D et |x| < 1 .

Si s ç D- et ]x |< l , nous posons

h(s.X) - - ̂  cp(n) (^s -^(2)



86 J. FRESNEL

Soit D- 1g domaine défini de la façon suivante :

D^ = {X ç. îî | |l-x| :> 1} .2 p ' ' '

PROPOSITION 1 [23 . - Soit s^ç D^ , alors la fonction X ^ h(a ,X) est analyti-
que sur Dp .

Désormais la fonction X -> h(s ,X) désignera le prolongement analytique à D?
de la fonction X -»• h (s ,X) définie sur D- par (2) •

PROPOSITION 2 [2] . - Soit x Ç D ^ , alors la fonction s -»• h(s ,X ) est analyti-
que et bornée sur D-, .

Rappelons que si x est un caractère primitif de conducteur f(x) 9 si Z,,

est une racine primitive f(\)'Le1!ae de 11 unité (si x = £ le caractère trivial,

nous posons f(e) = 1 et Z = 1 ) la somme de Gauss associée à x et Z est

définie par ^ N

T ( X ) = I X(a) Z^ .
a=l I

f/ \ i ""
Si |x| < 1 et si s CD nous avons ^y ^ )^(a) hCs^ X) = - ^ x e (n)
n s X11 . î v x / a=l ^ î n=l p

( T—7—r ) —— • On cherche donc à savoir si l̂ n peut faire X = 1 , c* est-à-direQ-Q^n) n ^
si l^n peut donner un sens à h ( s ,Z ) pour montrer que la fonction

, . f î

(l-s)-»- - —7^4 ^ î(a) hCsaZ 8 ' ) est la fonction L ( . , x ) • Tout d^bord, remar-
l x / a=l p

quons que si (a , f ) ^ 1 , nous avons x( a) = 0 » po^ suite le fait de savoir si
h(s,Z8;) a un sens ne se pose que pour (a , f ) = 1 • II est alors clair que Z ^ ç D ^x î <^-
si et seulement si f ^ p • Ainsi pour satisfaire le cas où f = p nous avons
recours à un artifice. Nous remplaçons la fonction h ( . , « ) par une fonction
k ( . , . ) et la fonction X ->• k(s ,X) sera analytique sur un domaine contenant les
Z,, même pour f = p •

Soit c un entier tel que ( c , p ) = l , c ^ l et soit k(s,X) la série de

Taylor en X définie par

(3) k(s ,X) = h(s ,X) -( e0^)^ ̂ ^ •
P

LEMME 1. - Soit Ç une racine primitive c161110 de l* unité. Sj_ S Ç D et si

| x [< l nous avons légalité
c-1

k(s,X) = - I h(s, Ç1 X) .
i=l
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Soit D- le domaine suivant de Î2 :

1 \YC ~\ 1D- = {XÇ^J ——— h- 1}'3 ^p l | X-l I' "

PROPOSITION 3 [2]. - Soit s C D , alors la fonction X -> k(s ,X) est prolon-

ge àb le analytiquement sur D- .

Comme pour la fonction X -> h(s ,X) désormais la fonction X -)- k(s,X) dési-

gnera le prolongement analytique à D de la fonction X -" k(s ,X) définie sur

D^ par (3) .

PROPOSITION 4. - Soit XQ CD , alors la fonction s ^ k(s,X^) est analytique

et bornée sur D- .

Désormais l*entier c choisi précédemment sera astreint aux conditions supplé-

mentaires suivantes :

Si X ^ e » 0 < c < p f(y ) , x(c) ^ 1 et (c ,pf(xî = 1 •

Si X = £ » 0 < c < p 2 et c ^ l .

Ici encore il faut remarquer que rentier c ainsi choisi dépend du caractère

X et du nombre premier p •

THEOREME 1 [2] •• - 3ôit x un caractère primitif non trivial. Alors la fonction

(1-s) - - -̂ i- ? ;(a) kCs^) ———1———-———3-
f ( x ) a=l f l-x(c) (^)3

P
définie sur D, est la fonction L (. ,x) • Elle est analytique et bornée sur D .

THEOREME 2 [2] . - Soit c un entier associé au caractère trivial. Alors la fonc-

tion
(l_s) . . J^Al

l-(^v)3

est la fonction Z ( . ,Q) = L ( . , e ) . Elle^est méromorphe sur D , elle a un seul
-r — T)—l

pôle, il est en 1 , il est simple et a pour résidu -— . De plus la fonction

s -> (s-l) Z ( s ,Q) est bornée sur D- .

Il nous est alors possible de déterminer une expression analytique p-adique du

nombre de classes d1idéaux d*^! corps de nombres abélien réel avec le résidu au

point 1 de la fonction Zêta p-adique en utilisant une formule de Léopoldt [11] .
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THEOREME 3 [2] . - Soit K un corps de nombres abélien réel de degré n » (te
déterminant d , de régulateur p-adique R , dont h est le nombre de classes
d*idéaux et dont Z ( . ,K) est la fonction Zêta p-adique. alors

^n-1 ^ ^ __
——————i^JTCl-.NW"1)"1 lim (s-1) Z (s,K)

^/d" T['p s-̂ 1 p

3. - Problèmes

1) Trouver une démonstration directe de la formule p-adique des résidus (du
théorème 3). En effet on interprête [9] le nombre de classes dîidéaux à peu de
choses près comme l1indice ^un sous-groupe du groupe des unités et ceci en utili-
sant la formule complexe des résidus.

2) Unités circulaires. Dans le cas d îune extension cyclique [ç] le sous-groupe
des unités circulaires constitue un sous-groupe dTindice h (où h est le nombre
de classes d*idéaux) du groupe des unités. Cette égalité ne peut s interpréter com-
me un isomorphisme entre le groupe des classes d*idéaux et le quotient du groupe
des unités par le sous-groupe des unités eyclotomiques. Quelle interprétation peut-
on donner à cette égalité ?

3) Les fonctions Zêta p-adiques ont-elles des propriétés arithmétiques autres
que le résidu au point 1 .̂

U) Quelles sont les valeurs prises par les fonctions L(s»x) a-11^ points 3, 5,
7 <?1 9 • • • •

5) Les fonctions Zêta p-adiques et L p-adiques pos sêdent-eelle s une relation
fonctionnelle ?

6) Peut-on trouver des fonctions Zêta p-adiques pour les corps de nombres qui
satisfassent la formule des résidus ? En d1autres termes peut-on connaître plus ou
moins explicitement (par des relations de récurrence par exemple) les valeurs des
fonctions Zêta sur les entiers négatifs ?

T) Quel est le rang p-adique du groupe des unités pour un corps de nombres

[3] [4] [5] ?
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