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D’INVARIANTS GEOMETRIQUES :
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INTRODUCTION
En 1946, S. Bochner publiait le résultat suivant ([BO])

1. TufoREME. — Soit (M, g) une variété riemannienne fermée et soit Ric,
sa courbure de Ricci. Alors
(i) SiRicy > 0 et s'il existe un point zo € M tel que Ricy(zo) > 0, le premier
nombre de Betti by(M) de M vérifie by(M) = 0;
(ii) SiRicy 20, 0nab(M)<dimM .

Ce théoreme est optimal, comme le montre le cas d'un tore plat. La
méthode développée par S. Bochner (connue maintenant sous le non de technigque
de Bochner) a permis d’obtenir des théorémes d’annulation d’autres invariants
topologiques ou géométriques, en géométrie réelle comme en géométrie complexe
(voir [WU] pour une synthése).

L'énoncé ci-dessus souléve plusieurs questions naturelles.

2. QUESTIONS.
(a) Peut-on affaiblir 'hypothése Ric, > 0 (et éventuellement “il existe

o € M tel que Ricg(zo) > 0”) en une hypothése de positivité en moyenne et
obtenir encore by (M) < dim M (éventuellement by(M) = 0)?

(*) Recherche effectuée en partie dans le cadre du contrat CEE n°® SC1 - 0105 - C “GADGET",
U.A. au CNIS 080188
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(b) Peut-on majorer by(M) sous une hypothése convenable sur Ric, et
moyennant une normalisation appropriée de la métrique (la nécessité d’une telle
normalisation, quand la courbure peut devenir négative, apparait dés la dimension
2 avec le théoréme de Gauss-Bonnet : voir [B-G])?

(c) Peut-on généraliser le théoréme de Bochner aux variétés complétes non
compactes?

Le but de cette conférence est de décrire, sans souci d’exhaustivi-
té, quelques résultats récents qui donnent des éléments de réponse aux
questions ci-dessus (voir [BD), [GA] et [RO] pour plus de détails).

CADRE GENERAL

La méthode de Bochner prend comme point de départ la formule de
Bochner-Weitzenbock
(3) Apw = Bw + Ric(w# )
ot w est une 1—forme différentielle, Ay le Laplacien de Hodge-de Rham sur
les 1—formes, A le Laplacien de Bochner A = D*D (composé de la dérivation
covariante de Levi-Civita et de son adjoint formel) et w# le champ de vecteurs
associé & w par la métrique g .

Prenant le produit scalaire de (3) avec w et intégrant, on trouve (w
harmonique)

0=/ (w,A”w)da:=/ {1Dw|? + Ric(w#,w#)}dz .
M M

Si Ric > 0, on en déduit que w est paralléle et donc by(M) < dimT; M =
dim M ; si de plus Ric(zo) > 0, on en déduit que w(zo) = 0 d’ott w = 0 . Ceci
démontre le Théoréme 1.

Pour obtenir des généralisations du théoréme de Bochner, on est amené &
introduire plus d’outils analytiques. La courbure de Ricci joue alors un double réle :
(1) celui de “potentiel” dans la formule de Bochner-Weitzenbock Ay = A+ Ric et
(2) celui de “paramétre de contrdle” de Panalyse globale sur (M, g) (voir Pinégalité
isopérimétrique (12) ci-dessous).

Pour mieux comprendre ce deuxiéme réle, nous nous plagons dans un cadre
plus général.

On considére maintenant une variété riemannienne compléte (M, g) et E un
fibré vectoriel riemannien au-dessus de M (i.e. E est muni d’un produit scalaire
(e,0) dans chaque fibre E; et d'une connexion D qui est (¢,0)—compatible).

On suppose que 'on a aussi un Laplacien naturel A agissant sur les sections
de E et qui vérifie une formule de Weitzenback

(4) A=D'D+R
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ot D* est adjoint formel de D et ou R est un endomorphisme symétrique de E
(A = D*D s’appelle encore le Laplacien de Bochner).

5. EXEMPLES (voir [GY] pour une discussion générale).

(i) E = APT*M; A = Ay le Laplacien de Hodge-de Rham sur les p—formes
(quand p =1, R = Ric comme endomorphisme symétrique de T*M);

(ii) E = fibré des spineurs; A = opérateur de Dirac (ici R = 4Scal, , la
courbure scalaire de g : voir [WU]);

(iii) M™ — R"™ immersion isométrique minimale, E = N M le fibré normal;
A = opérateur de Jacobi (variation seconde de “I'aire”, R se calcule au moyen de
la scconde forme fondamentale : voir [Si]).

On s’intéresse en général a 'invariant géométrique
(6) 5(E) = dimker(A)

(en fait nombre de valeurs propres négatives de A dans le cas de 'Exemple (iii)
ci-dessus).

GENERALISATION DU THEOREME DE BOCHNER :
VARIETES COMPLETES

1l est immédiat que le Théoréme 1 s’étend au cadre général : si R > 0 alors
6(E) < rang(E) et si de plus il existe zg € M tel que R(zo) > 0, alors §(E) =0
(voir aussi la Remarque qui suit la Proposition 10).

Dans le cas ot (M, g) est compléte, on a le résultat suivant :

7. PROPOSITION. — Soit (M, g) une variété riemannienne compléte (non
compacte) et soit Ao la borne inférieure (> 0) du spectre du Laplacien sur les
fonctions. Soit L*H(E) = {s € L*(E) | As = 0}.

(i) SiR > =g et s'il existe zo € M tel que R(za) > —Aa , alors L2H(E) = {0};
(ii) Si R > —Xo et si Ao € G(M) , la région de Green de M , alors L*H(E) =
{0};
(iii) Si R > —Xo , alors dim L?H(E) < rang(E) .

8. COROLLAIRE. Sous les hypothéses du Théoréme, si E = T*M

alors Ric > —)\g implique que L*H(T*M) = {0} i.e. il n’existe pas de 1—forme

L? harmonique; dans ce cas, l'image de la cohomologie & support compact
H)\,,(M,R) dans la cohomologie est réduite a {0}.

La proposition 7 est due en partie a J. Dodziuk [DK], pour (i) et (iii), avec
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’hypotheése moins générale R > 0 (et R(za) > 0 pour (i)); et & K.D. Elworthy-
S. Rosenberg : voir [RO], pour (i) et (ii). Elworthy et Rosenberg utilisent une
technique d’équation de la chaleur via le mouvement brownien : pour cette
raison, ils imposent en plus la condition Ric, minorée inférieurement ; ils posent le
probléme de ’existence d’une preuve “classique” i.e. sans utilisation du mouvement
brownien. Nous indiquons ici les grandes étapes d’une telle preuve, inspirée de
[DK]. Pour la notion de région de Green, nous renvoyons & D. Sullivan [SN].

Preuve de la Proposition 7. — Soit p(z) la plus petite valeur propre de R,
dans E, . On a donc p(z) > —Xo . Soit s € L*H(E) une section 1~l-—harmonique,
L7 soit o = |s| € L3(Af) . De Pindgalité de Kuto |cll:‘x|| < |Ds| (Canchy Schwarz),
on déduit

(9) Als| < —pls| < dols| ie. Ap < —pp < Aoy
(N.B. notre Laplacien s’écrit A = —d?/dz? sur R).

Soit ¢ : Ry — [0,1], C* t.q. supp ¢ C [0,2], ¢|[0,1] = 1 et |¢'] < 3. Soit
fa(z) = ((TFa/A) ol TZ5 = distance riemannienne de z & zq (rappelons que M
est complete). Multipliant (9) par f3yp , on montre facilement (intégrations par
partics, Cauchy-Schwarz...) que

/ d(pfa)dz < / @*|dfal?d + / (—p)p’dz
M M M
2 21 12 2 1 20 ¢ 12
(=e) [ fildola < [ 1dosalde+ 5 [ oldalds , (ve>0,¥450)
A,
Si R(x) > C > —Aq sur B(zo,6) , on a alors (1ére inégalité et Ao = Inf Spec (A))

0< —(C+X) wzdz
B(0,6)

d’ott ¢ = 0 sur B(zg,6) et donc ¢ = 0 (principe du prolongement unique ((E-L},
p. 11); d’olt s = 0. Ceci démontre I’'Assertion (i).

Si R > —Ao , on montre que ¢ est une fonction propre L2 du laplacien
pour la valeur propre Aq ct on en déduit I’Assertion (ii) (voir [SN}); I’Assertion
(iii) se démontre en examinant le cas d’égalité dans I'inégalité de Kato (c'est-a-
dire dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz). u

Preuve du Corollaire 8. — Si 0 # w € L*H(T*M) , on déduit de la
preuve précédente que w = @ avec @& parallele de norme 1 et Ric(@#,s) =
—Xow#* (égalilté dans I'inégalité de Kato). Ceci n’est possible que si Ag = 0. On a
alors ¢ = constante et Ric > 0, d’oti Vol(M) = oo ([YA]) ce qui est incompatible
avec w € L2(T*M) . Pour la derniére assertion voir par exemple [YA]. [ ]
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CAS DES VARIETES FERMEES

Dans toute cette section, on se place dans le cadre général décrit plus haut
avec (M, g) fermée.

Soit p(z) la plus petite valeur propre de 'endomorphisme symétrique R,
de E,.

Un exemple trés simple de théoréme d’annulation avec positivité en moyenne
est donné par la

10. PROPOSITION. — Si la plus petite valeur ﬁropre M(A + p) de
lopérateur A + p agissant sur C°(M) est strictement positive alors §(E) =0 .

(A est le Laplacien positif agissant sur les fonctions).

Soit s € C°(E) une section harmonique (i.e. As = 0). La formule de
Weitzenbock (4) et la définition de p donnent

0= /M(Zs,s)d = [u (ID.‘JI2 + (R(s),s))d > /M (lel’ +p|s|2)d,

L’inégalité de Kato, |d|s|| < |Ds| et le min-max donnent finalement
0> A\i(A + p) [y Is]*dvy d’oti la proposition. ]

REMARQUE. — Rappelons que A\(A) =0 . Si donc p(z) > 0 et p(zo) >0
en un point o € M , on a immédiatement A((A + p) > 0, d’ou §(E) = 0; on a
ainsi 'assertion (1) du théoréme de Bochner dans un cadre général.

Dans le cas o1 p peut prendre des valeurs négatives, on a le'lemme suivant
(dtv a K. Elworthy et S. Rosenberg : [E-R], oii I'on trouvera par ailleurs des
extensions intéressantes du théoréme de Bochner).

11. LEMME. — Soit (M, g) une variété riemannienne fermée et V : M —
R une fonction continue. Si

(i) /AI Voy, >0 et

2
(ii) A2(8) 2 ~Viin + oy (V = vaabaay Jug Vdvg) dvg [ [y Vv alors
/\](A + V) >0.

Ici Viyin = infyr V et Xy(A) est la premiére valeur propre non nulle du
Laplacien A agissant sur C°(M)).

Le¢ Lemme 11 et la Proposition 10 conduisent done a un théoréme d’annu-
lation dés que ’on sait comparer p & Ay(A) (formule ii) ci-dessus). Contrairement
au cas ou p > 0, on est donc amené, quand p peut prendre des valeurs négatives,
a comparer p avec un nombre qui prend en compte la la géométrie globale de
(M, g). Dans la pratique, on utilisera (ii) en remplagant Ap(A) par un minorant,
par exemple celui fourni par I'inégalité de J. Cheeger (cf. [BD], Appendix VI,
Corollary 8).
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Un moyen commode, pour prendre en compte la géométrie globale de (M, g),
consiste a introduire le “profil isopérimétrique” h(M, g;s) de (M, g) défini par

Vol(992
h(M, g; s) = inf { V?)l((il)) : Q C M régulier t.q. % = s} .

Soit (5", can) la sphére canonique de R"*+! (de rayon 1) muni de la métrique
induite.

Etant donné R > 0, on dira que (M, g) € Jgr si dimM = n et si M vérifie
P'inégalité isopériméirique

(12) Vs €[0,1), h(M,g;s) > R-*h(S",can;s) .

Soient € € {-1,0,1} , @ € R} , D € R} . Il résulte de [B-B-G] qu'il existe
un nombre a(n, €, ) > 0 tel que lensemble To(, ¢,0)pp contienne P'enseinble

{(M, g): dimM =n , Diam(M) < D , Diam(M)?Ric, > (n — 1)ea’}

(voir [GA] pour d’autres résultats de ce type).

Le résultat suivant répond en partic anx Questions 2 (a)-(bh).

13. THEOREME ([B-B]). — SidimM = n > 3, il existe une constante
positive C(n) , telle que si (M, g) € Jr, (R > 0) alors

6(E) < C(n) rang(E)-sup {1, (/\l(A+p+)R2)_"/2} 'VTI(Il\l—g) /M(Rzp” )“/zdv, .

REMARQUES.
(i) La majoration n’a d’intérét que si p* # 0, ce qui implique A (A +pt) >

0 . Dans ce cas, on peut minorer A\;(A + p*) en fonction de R, ||pt||11 , |lo¥||lLee
(voir [B-B}], Appendix 2);

(ii) Les différents facteurs sont invariants par dilatation des métriques;

(iii)) Si E = T*M et A = Ay , alors §(E) = by(M) et la plus petite
valeur propre r(z) de Ricy(x) peut apparaitre & la fois dans 1’évaluation de R
(cf. inégalité isopérimétrique (12)) et dans le second membre de l'inégalité du
Théoréme 13. L’introduction du cadre général permet donc de découpler les deux
réles joués par Ric, dans le cas particulier ou E =T*M .

La preuve du Théoréme 13 repose, (1) sur la caractérisation variationnelle
des valeurs propres (min-max), (2) sur l'inégalité de KKato (9) et sur une notion de
domination d’opérateurs qui lui est associée ([BE]), (3) sur le controle du noyan
de I'équation de la chaleur sur M ([BD], Appendix 7) et (4) sur 'adaptation d’une
technique développée par E. Lieb ([LB]) pour évaluer le nombre d’états liés d'un
opérateur de Schrodinger.
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Pour d’autre résultats, analogues au Théoréme 13, nous renvoyons a {B-B|
ct [BD] (pour un commentaire sur I’hypothése n > 3 dans le Théoréme 13, voir
[B-B], Appendix 1).

Les méthodes utilisées pour démontrer le Théoréme 13 (et 1'existence sur une
variété minimale M™ de RN d’une bonne inégalité isopérimétrique) permettent de
démontrer le résultat suivant ([B-B)) :

14. THEOREME. — Soit M™ L+ RN une immersion minimale isométri-
que compléte de dimension n > 3 . Soit ||B|| la norme de la seconde forme
fondamentale de I'immersion. Alors

Indice de Morse (f) < c(n,N)/ JIB||"dvol
M

(ot ¢(n, N) est une constante universelle).

REMARQUE. — Un probléme ouvert intéressant est celui posé par la Ques-
tion 2,(b) pour M compléte non compacte.
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RESUME. — Dans cet article, on décrit divers résultats récents concernant 1'extension
et la généralisation du théoréme d’. lation de S. Bocl (théoréme d'annulation pour
les sections harmoniques L? d'une fibré riemannien au-dessus d'une variété riemannienne M
compléte; théoréme de majoration de la dimension de l'espace vectoriel de telles sections dans le
cas ol M est fermée; des résultats d'annulation avec hypothése de “positivité en moyenne”.

ABSTRACT. — In this paper we describe recent results extending the classical Bochner
vanishing theorem (vanishing theorem for L2 —harmonic section of a riemannian bundle over a
complete riemannian manifold M; upper boind on the dimension of the vector space of such
sections; vanishing results with a weak positivity assumption.
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