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INTRODUCTION

En 1946, S. Dochner publiait le résultat suivant ([BO])

1. Tll F.OH EM K. — Soit (M, g) une variété riemannienne fermée et soit Rie,
sa courbure clé Bicci. Alors

( i ) Si Rie, > 0 et s'il existe un point XQ ç. M tel que I{'iCg(xo) > 0, le premier
îwmbrc de Betti b^M) de M vérifie bi(M) = 0;

( i i ) Si Rie, > 0 , on a bi(M) < dimM .

Ce théorème est optimal, comme le montre le cas d'un tore plat. La
méthode développée par S. Docimer (connue maintenant sous le nom de technique
de Dochner') a permis d'obtenir des théorèmes d'annulation d'autres invariants
topologiqucs ou géométriques, en géométrie réelle comme en géométrie complexe
(voir [WU] pour une synthèse).

L'énoncé ci-dessus soulève plusieurs questions naturelles.

2. QUESTIONS.

(a) Peut-on affaiblir l'hypothèse Rie, > 0 (et éventuellement "il existe
.TO € M tel que Ric,(.To) > O") en une hypothèse de positivité en moyenne et
obtenir encore b\(M) < dimM (éventuellement bi(M) =0)?

(*) Recherche effectuée en partie dans le cadre du contrat CEE n° SCl - 0105 - G "GADGET".
II.A. an CM HS 080188



20 P. BÉRARD

(b) Peut-on majorer 61 (M) sous une hypothèse convenable sur Ric^ et
moyennant une normalisation appropriée de la métrique (la nécessité d'une telle
normalisation, quand la courbure peut devenir négative, apparaît dès la dimension
2 avec le théorème de Gauss-Donnet : voir [B-G])?

(c) Peut-on généraliser le théorème de Bochner aux variétés complètes non
compactes?

Le but de cette conférence est de décrire) sans souci d^exhaustivi-
té, quelques résultats récents qui donnent des éléments de réponse aux
questions ci-dessus (voir [BD], [GA] et [RO] pour plus de détails).

CADRE GÉNÉRAL

La méthode de Bochner prend comme point de départ la formule de
Docliner-Wei tzenbôck
(3) A^/o; = Ao; + Ric ,̂»)
où u} est une 1—forme différentielle, A// le Laplacien de Hodge-de Rham sur
les 1—formes, A le Laplacien de Bocimer A = D*D (composé de la dérivation
œvariante de Lcvi-Civita et de son adjoint formel) et u/^ le champ de vecteurs
associé à u par la métrique g .

Prenant le produit scalaire de (3) avec u et intégrant, on trouve (u
harmonique)

0= / ((^,A/7u)(/;r== / {iDa^-t-Ric^,^)}^ .
JM JM

Si Rie > 0 , on en déduit que o> est parallèle et donc b\(M) <, dimT^M =
dimM; si de plus Ric(a;o) > û, on en déduit que ù/(a;o) = 0 d'où u = 0 . Ceci
démontre le Théorème 1.

Pour obtenir des généralisations du théorème de Bochner, on est amené à
introduire plus d'outils analytiques. La courbure de Ricci joue alors un double rôle :
( 1 ) celui de "potentiel" dans la formule de Bochner-Wei tzenbôck A^ = A+Ric et
(2) œlui de "pîu'îlinctre de contrôle" <le l'analyse globale sur {M^g} (voir l'inégalité
isoperimetrique (12) ci-dessous).

Pour mieux comprendre ce deuxième rôle, nous nous plaçons dans un cadre
plus général.

On considère maintenant une variété ricmannienne complète (M,<y) et E un
fibre vectoriel riemannien au-dessus de M (i.e. E est muni d'un produit scalaire
(•,•) dans chaque fibre Es et d'une connexion D qui est (•.»)—compatible).

On suppose que l'on a aussi un Laplacien naturel A agissant sur les sections
de E et (pli vérifie une formule de Weitzenbôch
(4) À=D'D-}-^
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où D* est l'adjoint formel de D et où 7Ï, est un endomorphisme symétrique de E
(A = D* D s'appelle encore le Laplacien de Bochner).

5. EXEMPLES (voir (GY) pour une discussion générale).

(i) E = A^^T^M; A = A// le Laplacien de Hodge-de Rham sur les p—formes
(quand p == 1, 7^ = Rie comme endomorphisme symétrique de T*M)\

(ii) E = fibre des spineurs; A = opérateur de Dirac (ici "R. = ^Scaî^ , la
courbure scalaire de g : voir [WU]);

(ni) M" —» R" immersion isométrique minimale, E = NM le fibre normal ;
A = opérateur de Jacobi (variation seconde de "Faire", 'R se calcule au moyen de
la seconde forme fondamentale : voir [Si]).

On s'intéresse en général à l'invariant géométrique

(6) ^)=dimker(A)

(en fait nombre de valeurs propres négatives de A dans le cas de l'Exemple (ni)
ci-dessus).

GÉNÉRALISATION DU THÉORÈME DE BOCHNER :

VARIÉTÉS COMPLÈTES

II est immédiat que le Théorème 1 s'étend au cadre général : si Tï. > 0 alors
6(E) < rang(£7) et si de plus il existe XQ ç. M tel que K(xo) > 0 , alors 6(E) = 0
(voir aussi la Remarque qui suit la Proposition 10).

Dans le cas où (M,<y) est complète, on a le résultat suivant :

7. PllOPOSrriON. —' Soit (M^g) une variété riemannienne complète (non
compacte) et soit \Q la borne inférieure (> 0) du spectre du Laplacien sur les
fonctions. Soit L^E) = {s € I2(E) | Âa == 0}.

(i) Si K >. -An et s'il existe xo € M tel que K(xo) > -\Q , alors L2fH(E) = {0} ;

(n) Si K > -Ào <;t si Ào € G(M) , la région de Green de M , a/ors L2'H(E) =
W;

(ni) Sin>-\Q, alors dimL^E) < rang(f7) .

8. COHOI.I.AIHK. Sous lt;s Itypotlicscfi du Théorème, si E = T*A/ ,
a/ors Rie > —\o implique que L^'H^* M) = {0} i.e. il n'existe pas de 1— forme
L2 harmonique; dans ce cas, l'image de la coliomologie à support compact
H1.^, (M,R) dans la coliomologic est réduite a {0).

La proposition 7 est due en partie à J. Dodziuk [DK], pour (i) et fj'i'i), avec
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l'hypothèse moins générale H > 0 (et 7l(a?o) > 0 pour (i))\ et à K.D. Elworthy-
S. Rosenbcrg : voir [RO], pour (i) et (n). Elworthy et Rosenberg utilisent une
tcclinique d'équation de la chaleur via le mouvement brownien : pour cette
raison, ils imposent en plus la condition Ric^ minorée inférieurement ; ils posent le
problème de l'existence d'une preuve "classique" i.e. sans utilisation du mouvement
brownien. Nous indiquons ici les grandes étapes d'une telle preuve, inspirée de
[DK]. Pour la notion de région de Green, nous renvoyons à D. Sullivan [SN].

Preuve de la Proposition 7. — Soit p(x) la plus petite valeur propre de 7^
dans E^ . On a donc p(x) > -Ao . Soit s ç. L^ÇE) une section Â-harmonique,
L2; soit. y? == |.s| ç ^(M) . D<; l'inégalité d(; Knto \d\fi\\ <, |D.i| (Cnuchy Schwarz),
on déduit

(9) ^1 < -P\s\ <, AoH i.e. Ay? <, -pip <, \Qtp

(N.B. notre Laplacien s'écrit A = —cP/dx2 sur R).

Soit^_R+ -. [O^l], C00 t.q. supp < C (0,2), C|(0,l] = 1 et IC'I ^ 3. Soit
//t(A') = Ç(XXQ/A) où XXQ = distance riemannienne de x à a-o (rappelons que M
est complète). Multipliant (9) par /^y> , on montre facilement (intégrations par
parties, Cauchy-Schwarz...) que

/ \d(^fA?dx<, f ^df^dx 4- / (~p)^dx
JM JM JM

(l-^2)/ fïWdx^ 1 |rf(^)|2^+4 [ ^d/A^dx, (V€>O.VA>O).
JM JM e J ̂ f

Si Tï(x) > C > -\Q sur D(xo,6) , on a alors (1ère inégalité et \o = Inf Spec (A))

0 ^ -(C + Ao) / ^dx
Jmso.s)

d'où y? = 0 sur B(xo,6) et donc y? = 0 (principe du prolongement unique ([E-L],
p. 11); d'où 5 = 0 . Ceci démontre l'Assertion (i).

Si ^ > —Ao , on montre que y est une fonction propre L2 du laplacien
pour la valeur propre Ao et on en déduit l'Assertion (ii) (voir [SN]); l'Assertion
(iii) se démontre en examinant le cas d'égalité dans l'inégalité de Kato (c'est-à-
dire dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz). •

Preuve chi Corollaire 8. — Si 0 ^ u ç, L^H^M) , on déduit de la
preuve précédente que u) = y>oî avec u parallèle de norme 1 et Ric^^,») =
-Aoaî^ (égalilté dans l'inégalité de Kato). Ceci n'est possible que si Ao = 0. On a
alors 9? = constante et Rie > 0 , d'où Vol(M) = oo ([YA]) ce qui est incompatible
avec uj e ^(r^M) . Pour la dernière assertion voir par exemple (YAj. •
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CAS DES VARIÉTÉS FERMÉES

Dans toute cette section, on se place dans le cadre général décrit plus liaut
avec (M,<y) fermée.

Soit p(x) la plus petite valeur propre de l'endomorphisme symétrique 7î.c
de Es.

Un exemple très simple de théorème ^annulation avec positivité en moyenne
est donné par la

10. PROPOSITION. — Si la plus petite valeur propre Ài(A + p) de
l'opérateur A 4- p agissant sur C°°(M) est strictement positive alors 6(E) == 0 .

(A est le Laplacien positif agissant sur les fonctions).

Soit s ç. C°°(E) une section harmonique (J.e. Aa = 0). La formule de
Weitzenbôck (4) et la définition de p donnent

0= / (Â5,^= I (W+Ws^s^d^ ( ^Ds^+p^d.
J M JAI v -' Jf^f \ /

L'inégalité de Kato, \d\s\\ < \Ds\ et le min-max donnent finalement
0 >. Ai (A 4- p) f^f ̂ dvg d'où la proposition. •

REMARQUE. — Rappelons que Ài(A) = 0 . Si donc p(x) ̂  0 et p(xo) > 0
en un point XQ 6 M , on a immédiatement Ai (A + p) > 0 , d'où 6(E) = 0; on a
ainsi l'assertion (1) du théorème de Bochner dans un cadre général.

Dans le cas où p peut prendre des valeurs négatives, on a le lemme suivant
(du à K. Elworthy et S. Rosenberg : [E-R], où l'on trouvera par ailleurs des
extensions intéressîintcs du théorème de Décliner).

1 1 . LEMME. — Soit (M^g) une variété riemannienne fermée et V : M —»
R une fonction continue. Si

( l ) .l'M V^ > " <^

( i i ) À2(A) > -V^n 4- f,, (V - -^ ;„ Vdv^du,/ ̂  Vdv, alors
A i ( A + V ) > 0 .

'̂ ^nun == mfAï ̂  et ^2(A) est la première valeur propre non nulle du
Lapliicien A agissant sur C°°(M)).

Le Lemme 11 et la Proposition 10 conduisent donc à un théorème d'annu-
lation dès que l'on sait comparer p à À2(A) (formule ii) ci-dessus). Contrairement
au cas où p >_ 0, on est donc amené, quand p peut prendre des valeurs négatives,
a comparer p avec un nombre qui prend en compte la la géométrie globale de
(M,(j). Dans la pratique, on utilisera ( i i ) en remplaçant À2(A) par un minorant,
par exemple celui fourni par l'inégalité de J. Cheeger (cf. (BDj, Appendix VI,
Corollary 8).
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Un moyen commode, pour prendre en compte la géométrie globale de (M, <y),
consiste à introduire le "profil isopérimétrique" h(M,g\s) de (M, g) défini par

^-'•'{^^"-'-•.•^H.
Soit (.9", can) la sphère canonique de R"^ (de rayon 1) muni de la métrique

induite.

Etant donné R > 0, on dira que (M, g) € JR si dimM = n et si M vérifie
^inégalité isopérirnétrique

(12) Vs€[0 , l ] , h(M,g,3)>R-ïh(Sn,c^s).

Soient e € (-1,0,1} , a € R .̂ , D € Rî;. . Il résulte de [B-B-G] qu'il existe
un nombre «(«,£, a) > 0 tel que l'ensemble Ja(n,c.a)l) contienne l'ensemble

[(M,g) : dimM = n , Diam(M) ̂  D , Diam(M)2 î{ic, ^ (n - l)ea2}

(voir [GA] pour d'autres résultats de ce type).

Le résultat suivant répond en partie aux Questions 2 (a)-(b).

13. THÉORÈME ([B-B]). — Si dimM == n ^ 3 , il existe une constante
positive C(n) , telle que si (M, g) ç. Jn, (R > 0) alors

^^^CHrangî^.supfl^A^A+^ÎTÎ2)-"72}.————— / (R2?-}-^ .
»• ) \o\M,g}J^

REMARQUES.
(i) La majoration n'a d'intérêt que si p^ ̂  0 , ce qui implique Ài(A+^'1') >

0 . Dans ce cas, on peut minorer Ai (A -l-/?4') en fonction de R , H^HL' , ll/^IlL00

(voir [D-B], Appcndix 2);

( i i ) Les différents facteurs sont invariants par dilatation des métriques;

(ni) Si E = T*M et A = Aj/ , alors 6(E) = &i(M) et la plus petite
valeur propre r(.c) de Ric^(a;) peut apparaître à la fois dans l'évaluation de R
(cf. l'inégalité isopérimétrique (12)) et dans le second membre de l'inégalité du
Théorème 13. L'introduction du cadre général permet donc de découpler les deux
rôles joués par Ric^ dans le cas particulier où E = T*M .

La preuve du Théorème 13 repose, (1) sur la caractérisation variationnelle
des valeurs propres (min-max), (2) sur l'inégalité de Kâto (9) et sur une notion de
domination d'opérateurs qui lui est associée ([BE]), (3) sur le contrôle du noyau
de l'équation de la chaleur sur M ([BD], Appendix 7) et (4) sur l'adaptation d'une
technique développée par E. Lieb ([LB]) pour évaluer le nombre d'états liés d'un
opérateur de Schrôdinger.
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Pour d'autre résultats, analogues au Théorème 13, nous renvoyons à [B-B]
et [BD] (pour un commentaire sur l'hypothèse n > 3 dans le Théorème 13, voir
[B-B], Appendix 1).

Les méthodes utilisées pour démontrer le Théorème 13 (et l'existence sur une
variété minimale M" de R^ d'une bonne inégalité isopérimétrique) permettent de
démontrer le résultat suivant ([B-B)) :

14. THÉORÈME. — Soit M" -/^ R^ une immersion minimale isométri-

que complète c/e dimension n > 3 . Soit ||B|| la norme de la seconde forme
fondamentale de J'immersion. Alors

Indice de Morse (f)<^c(n,N) f ||B||"dvol
JM

(où c(n^N) est une constante universelle).

REMARQUE. — Un problème ouvert intéressant est celui posé par la Ques-
tion 2^(b) pour M complète non compacte.
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RÉSUMÉ. — Dans cet article, on décrit diverc réaultata récents concernant l'extension
et la généralisation du théorème d'annulation de S. Bochner (théorème d'annulation pour
les sections harmoniques L2 d'une fibre riemannien au-dessus d'une variété riemannienne M
complète; théorème de majoration de la dimension de l'espace vectoriel de telles sections dans le
cas où M est fermée; des résultats d'annulation avec hypothèse de "positivité en moyenne".

ABSTRACT. — In this paper we describc récent results extending thé classical Bochner
vanishing theorcm (vanishing theorcm for L2 —harmonie section of a riemannian bundie ovcr a
complète riemannian manifold M ; upper boùnd on thé dimension of thé vector space of sud)
sections; vanishing results with a weak positivity assumption.
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