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SUR LES SOUS-SOMMES D'UNE PARTITION

J.Dixmier

Résumé . Soit TT = ( a . , a« , . . . , a ) une partition de l'entier n = a .+

...+ a . On appelle sous-somme de Tt toute somme a. + . . .+a. (i. <

. . . < i ) . Soit 2T( rr ) cr [0»""1 l 'ensemble des sous-sommes de TT . Le

mémoire concerne 5Z( 1T ) . On étudie les 2 premières "composantes con-

nexes" de Zl(Tî') , les partitions pour lesquelles Zl ( 7T ) admet 1 , 2 ou

3 composantes connexes, et les partitions telles que î^(JT) soit

assez dense dans [0,n] . Soit Q un ensemble fini fixé d'ent iers >0 ;

soit p(n;Q) le nombre de partitions jr de n telles que Qn 3C(îT) "

0 ; on étudie le comportement asymptot ique de p(n;Q) quand n—»c>o i par

exemple, p (n ; {a}) /p (n) ̂  ( TT //6) Ca/2] + 1 u (a) /n ( (a/2! + ! ) / 2 quand n

—^ OQ , où u(a) est un entier tel que log u(a)^ (a/2) log a quand a

—> oo . Pour n grand, presque toute partition TT de n telle que

ZI(7T)n ^ l » 2 , . . . , a ^ = 0 vérif ie H ( T T ) = \ a+1 ,a+2 ,a+3 , . . . , n -a -1 } .

Abst ract . Let TC ss (a . , a» , . . . , a ) be an (intégral) partition ôf

thé integer n = a .+ . . .+a . One calls subsum o_£ TC every sum a. +. . .+

a. ( i,<...<i ) . Let Î1(TC ) C: [0>n] be thé set of ail subsums of

7ï . Thé paper is concerned with Z1(7T) , which is far from being an

arbitrary subset of f0,n'î. One studies thé 2 f irst "connected compo-

nents" of £1( T T ) , thé partitions for which ZT( TT) has 1 , 2 or 3 connec-

ted components, and thé partit ions for which thé complément of ZT(Tr)

in |0,n] is not too big . On thé other hand, let Q be a f ixed finite

set of posit ive integers ; let p(n;Q) be thé number of partitions jt

of n such that QQ OTT ) = 0 (so that p(n;0) is thé n'umber classical-

ly denoted by p(n)) ; one studies thé asymptotic behaviour of p(n;Q)

as n—*. oo ; for instance, if a is an integer, one has p(n; S al)/p(n)/\^

(H- /,/6) l8/2] +1 uCa)^ la/2! + 1 ) / 2 as n -^ sx> , where u(a) is an integer

such that log u (a) /^j (a /2) log a as a —^ <x> . One shows that, when n is

big, almost ail partitions TT of n such that C<7r )0 il » 2 , . . . ,a } SB 0

veri fy Zl(7i) = ^a+1 , a+2 , a+3 , . . . , n-a-1 ^ .

Texte reçu le 3 février 1988.
J.DIXMIER, 11 bis rue du Val de Grâce, 75005 Paris, France.
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INTRODUCTION ET NOTATIONS.

0.1. Une partition est une suite TT = (a-, , a^ , . . . , a ) où les a.
1 £• S JL

sont des entiers tels que a, ï. a^ ^ ... ^ a > 0. On admet la partition

vide. Les a. s'appellent les sommants de TT .S i a.+...+a = n ,

n s'appelle la somme de TT et se note 0 ( 7 1 ) ; on dit que TT est

une partition de n .

On appelle sous-partition de rr toute sous-suite

(a. ,a. ,...,a. ) où i., < ±^ < ... < i, . Les sommes des sous-
l^ :L2 ^t ' ~ t

partitions de TT s'appellent les sous-sommes de TT . On note Z (ir)

l'ensemble des sous-sommes de TT . O n dit qu'un nombre est repré-

senté par TT s'il appartient à Z ( T T ) . On a

Z ( T T ) c { 0 , 1 , 2 , ... ,n) , 0 C Z ( T T ) , n € E (ir)

et Z (ïr) est symétrique, c'est-à-dire que

s C î. (ir) ^ n-s € E (ir) .

Si T T / T T ' sont des partitions, on note TT -î-L ir ' , et l'on

appelle somme directe de TT et -n ' , la suite obtenue en juxtapo-

sant TT et T T * , puis en réarrangeant dans l'ordre décroissant.

Par exemple, (3, 2 , 1 )-LL (4 ,2) = (4,3,2,2,1).

0.2. Si A . B C . 2 , A + B (resp. A - B) désigne l'ensemble des a + b

(resp. a - b ) où a C A . b C B . Rien à voir donc avec la différence

ensembliste de 2 ensembles X et Y , qui est notée X \ Y . On écrit
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souvent x au lieu de {x} .

0.3. Les intervalles que nous considérerons seront toujours des

intervalles finis d'entiers, i.e. des ensembles de la forme

{x ,x+1, . . . , y } où x,y € Z , x <_ y . Un tel intervalle se note [x,y].

Soit A une partie finie de ZZ . Alors A s'écrit de maniè-

re unique

[a^b^] U[a^]u...U[ap^bp^]

où a^ <_ b^ pour tout i , et b^ + 2 <_ a^ pour i <_ p . On dira

que [a^.b^] est la i me composante de A . Posons

J-l = [ b ^ + l . a ^ - l ] , J^ = [b^+l . a^ - - ! ] , . . . , Jp= [b p 1 , a -+^-1] . On dira

que J^ est le i81"® trou de A .

0.4. Soit TT une partition de n . Les composantes et les trous

de E ( î r ) seront aussi appelés les composantes et les trous de v

Soit E (ir) = 1^ U 1^ U .. . U I ^ la décomposition de Z (ir) en

ses composantes. On a 0 € 1^ n € I ^ 1^ = n-l ^, l̂  = n - I ,...

Soient J^ ,J^,... ,j les trous de TT . On a J- =n-J , J- =n-J <,...

Indépendamment de ces propriétés de symétrie, la répartition

des trous et des composantes de E ( n ) est loin d'être quelconque, tin

effet, pour n fixé, il y a p (n) partitions de n , donc au

plus p(n) ensembles z ( -n ) possibles (et en fait beaucoup moins);

or le nombre de sous-ensembles symétriques de [0,n] est beaucoup

plus grand que p(n) . Nous verrons que Card I . ^ Card I. pour

tout j ( 2 . 2 ) , et que, si l'on pose 1^ = [o,a] et 1^ = [b,c] ,

la connaissance de a et b impose des conditions assez délicates

à c ( 2 . 9 ) .
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On a montré dans [ 1] que, si l'on note p la sous-partition de
TT formée des sommants ^ a (où I, = [0,a] ),alors o(p) = a. Nous verrons
en 2.11 un résultat analogue faisant intervenir I- et 1^.

0.5. Une partition TT de n est dite pratique si £ (-n) = [0,n] .

Cette notion, moins la terminologie, a été introduite dans [2] .

On donnera au chap.I diverses caractérisations des partitions pra-

tiques, par exemple ( 1 . 7 ) :

pour qu'une partition (a^,a^,. . . ,a ) soit pratique, il

faut et il suffit que a_ <_ a _ - + a. ̂  +...+ a + 1 pour i = 1,2,..., s.

En fait, on étudie au chap.I une généralisation des parti-

tions pratiques, à savoir les partitions qui n'ont pas de trop

longs trous. Dans ce contexte, on généralise le développement

asymptotique, établi dans [ 1 ] , du nombre de partitions non prati-

ques ( 1 . 1 2 ) .

0.6. Au chap.III, on donne quelques résultats sur les partitions

à 1 ou 2 trous.

0.7. Fixons un ensemble fini Q d'entiers > 0 . Soit p(n;Q) le

nombre de partitions de n qui ne représentent aucun élément de Q .

Au chap. IV, nous étudions le comportement asymptotique de p(n;Q)

quand n -> " . Voici quelques-uns des résultats. Soit a un

entier ^ 1 . Alors (notant ( x] la partie entière de x), on a (4.7, 4.2)

/ ^ \ [ a / 2 ] + 1
-l^) ^[a/2M)/2 ^and n - w

où u(a) est un entier calculé au chap.V ; on a log u(a)~ - a log a

quand a -> ~ (5 .30 ) .
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Si a > 3, on a

p ( n ; { a - 1 , a } ) _____a____
P(n) ~ ( [ a / 2 ] + 2 ) / 2

Si a est pair ^ 6 ,

p ( n ; { a - 2 , a } ) _____g
——p(ïï)—— " ^([a/2]+2)/2

Si a est impair >_ 3,

p(n ;{a -2 , a} ) ____y
——FÎÏÏÏ—— " ^([a/2]+1)/2

( a , 0 , Y nombres > 0 dépendant de a ) . Cf .4.32.

Comme dans [ 1 ] , on pose p ( n ; { 1 , 2 , . . . , m - 1 } ) = r(n,m).

0.8. Erdôs et Szalay ont montré que presque toute partition de n

est pratique Ccf. [2] , th.1 pour un énoncé précis, et [ 1 ] , th.1,

pour un renforcement du résultat). Au chap.VI, nous généralisons ce

phénomène au cas des partitions de n n'admettant pas les som-

mants 1 ,2 , . . . ,a (a fixé) :

presque toutes ces partitions représentent a + 1,a+2,.. .,n-a-1 .

0.9. Dans certaines sections de ce mémoire, nous écrirons des

partitions comme des suites d'entiers non nécessairement décrois-

santes; il sera sous-entendu alors qu'il s'agit du réarrangement

décroissant de ces suites. Il serait en effet parfois très mal-

commode de s'imposer le respect absolu de la définition 0 . 1 . Cela

n'entraînera aucun risque de confusion.

I. Généralisation des partitions pratiques.

1 . 1 . Soient ir une partition de n , a un entier > 1 . Il est

clair que les conditions suivantes sont équivalentes :
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(i) TT n'a aucun trou de cardinal > a ;

(ii) tout intervalle de a entiers > - a et < n + a

possède un élément représenté par n ;

(iii) U^ç ^^[x.x+a-1] = [O.n+a-1]

(iiibis) U^ ç ^^[x-a+1,x] = [-a+1,n] .

1 . 2 . Définition. On dit que ïï est a-pratique si TT vérifie les

conditions de 1 . 1 .

Les partitions 1-pratiques ne sont autres que les oar-

tîtions pratiques.

Même pour a = 1 , les prop. 1 . 5 , 1 . 7 , 1 . 8 sont nouvelles.

Par contre, les prop. 1 . 9 , 1 . 1 0 , 1 . 1 2 étaient déjà connues pour

a = 1 ( [ 1 ] , lenroe 4 et th. 2).

1 . 3 . Lemmo. Soient TT = (a - , . . . ,a_) une partition, TT ' = (a.,,. . .a ) ,
- ——————————— | ^ ^ £. S

et a un entier >_ 1 . On suppose que TT ' est a-pratique, et que

a. <_ a^+.. .+a +a . Alors n est a-pratique.

Soit n = a. + . .. + a . Soit I un intervalle de a

entiers > 0 et < n . S i I ^ a ^ + . . . + a + a - 1 , I possède un

élément représenté par n' donc par TT . Sinon, le plus petit

élément c de l'intervalle n-I vérifie

c < n - (a-,+.. .+ a _ + a - 1 ) = a - i - a + 1 < a ^ + . . . + a + 1
2< S 1 ~~~ £, S

donc le plus grand élément de n-I est < a ^ + . . . + a +a . D'après

ce qui précède, n-I possède un élément représenté par TT , donc I

possède un élément représenté par n

1 . 4 . Lemme. Soient TT = (a.,...,a ) , TT ' et a comme en 1 . 3 . On

suppose que tout intervalle de a entiers > 0 e_fc < a- possède
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un élément représenté par ir . Alors a^ <_ a^ +...+ a g + a , et

tout intervalle de a entiers > 0 e_t < a,, possède un élément

représenté par TT ' .

Si a. > a^+. . . +a + a , l'intervalle

[a^+. . . + a g + 1 , a ^ + . - . + â g + a ] ne possède aucun élément représenté

par TT , contrairement à l'hypothèse. Donc a. ^ a~ +. . .+a +a .

La deuxième assertion du lemme est évidente.

1 . 5 . Proposition. Soient n = (a.,...,a ) une partition, a un_

entier ^ 1 . Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) ïï est a-pratique,

(ii) tout intervalle de a entiers > 0 e_t < a< possède

un élément représenté par w .

(i) »» (ii) : évident.

(ii)"» (i) . Supposons vérifiée la condition (ii) .

Si s = 1 , on a a ^ a- , et il est clair que TT est

a-pratique.

Supposons s > 1 , et raisonnons par récurrence sur s .

Soit T T ' = {0.^1 ... ,a_) . D'après 1 . 4 et l'hypothèse de récurrence,
£• 0

T T ' est a-pratique, et a. ^ a^ +...+ a + a . Donc TT est

a-pratique ( 1 . 3 ) .

1 . 6 . Lemme . Soient v = (a^,. . . ,ag) , TT ' e^ a canne en 1.3. Les

conditions suivantes sont équivalentes :

(i) TT est a-pratique ;

(ii) T T ' est a-pratique et a. <_ a^ +...+ a + a .
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(ii) =» (i) résulte de 1 . 3 .

(i) «^ (ii) . Supposons que TT soit a-pratique. Alors

a. < a., +...+ a_ + a ( 1 . 4 ) . D'autre part y tout intervalle de ai ~~ & s

entiers > 0 et <a^ possède un élément représenté par TT ' ( 1 . 4 ) ,

donc TT ' est a-pratique ( 1 . 5 ) .

1 . 7 . Proposition. Soient TT = (a-,.. . ,a ) une partition, a un

entier ^ 1 . Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) TT est a-pratique;

(ii) a^ ^ .̂(.i + ai+2 ' ' " • • •+ 3Ls + a P0111" i = 1 / 2 , . . . , s .

Pour s = 1 , la condition (ii) signifie que a.(=a ) ^ a,

et la proposition est évidente. Le cas général en résulte par

récurrence sur s grâce à 1 . 6 .

La proposition 1 . 7 fournit un procédé rapide pour construire

les partitions a-pratiques par récurrence sur leur longueur. Voici

par exemple les partitions pratiques de longueur < 4 :

1

1 , 1 2 ,1

1 , 1 , 1 ; 2 , 1 / 1 ; 3 , 1 , 1 ; 2 , 2 , 1 ; 3 , 2 , 1 ; 4 , 2 , 1

1 , 1 , 1 , 1 : 2 , 1 , 1 , 1 : 3 , 1 , 1 , 1 : 4 , 1 , 1 , 1 : 2 , 2 , 1 , 1 ; 3, 2, 1 , 1 ; 4, 2 , 1 , 1 ;5,2,1,1:3,3,1,1 ;

4, 3 , 1 , 1 ;5, 3 , 1 , 1 ,-6, 3 , 1 , 1 ; 2,2, 2 , 1 ; 3, 2 ,2 ,1 :4 , 2, 2 ,1 :5 , 2, 2,1,-6,2,2,1:3,3,2,1;

4 , 3 , 2 , 1 ; 5 , 3 , 2 , 1 ; 6 , 3 , 2 , 1 ; 7 , 3 , 2 , 1 ; 4 , 4 , 2 , 1 ; 5 , 4 , 2 , 1 ; 6 , 4 , 2 , 1 ; 7 , 4 , 2 , 1 ; 8 , 4 , 2 , 1

1 . 8 . Proposition. Soit v =(a. ,a^ i . . . ,a ) une partition a-pratique.
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(i) a^ +.. .+ a ^ (2S - 1 ) a .

(ii) Pour que a^ +. . .+ âg = (2^^, il faut et il suffit

que rr soit la partition (2s '"1a,2s"'2a, 2s~3a,. . . ,a) (laquelle est

a-pratique).

C'est évident si s = 1 . Supposons s > 1 et raisonnons

par récurrence sur s.

D'après 1 . 6 et l'hypothèse de récurrence, on a

( 1 ) a^ +.. .+ âg <_ (2S'"1 - 1 ) a

(2) a^ <_ (2S~1 - 1 ) a + a =2^^

donc a^ + ... + a^ -: (2s'"l-l + 2S•'1) a = (2s-l)a.

La partition (2S~1, 2S"'2, ..., i) est pratique : cela résulte

de la représentation binaire des entiers. Donc la partition

(28"' a,!3" a,...,a) est a-pratique.

Si a. +...+ a = ( 2 s - 1 ) a , il résulte de ( 1 ) et (2) que

a. +.. .+ a. = (2S'"1 - 1 ) a et a, = 2^^ .
& 5 I

s— 2 ^-^ "̂D'après l'hypothèse de récurrence, a^ = 2 a,a- = 2 a , . . . ,a = a.& j s

1 . 9 . Proposition. Soient TT = (a.,...,a ) une partition, a et n

des entiers >_ 1 . On fait les hypothèses suivantes :

(i) tout intervalle de a entiers > 0 e_b < n+a possède

un élément représenté par TT ;

(ii) 1'intervalle [n+1,n+a] ne possède aucun élément

représenté par TT ,

(iii) a <_ n .

Alors a- +.. .+ a = n .________ i g
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D'après ( i ) , ( i i i ) et 1.5, -n est a-pratique. Soit

m = a^ + . . . + âg . Puisque TT est a-pratique, la condition (ii)

entraîne m ^ n . D'après ( i ) , m ^ n .

1 . 1 0 . Proposition. Soient a,b,n des entiers > 1 . Soit E

l'ensemble des partitions n de n -telles que le premier trou

de TT de cardinal ^ a commence en b . Soit E' 1'ensemble des

partitions de n - b + 1 dont tous les sommants sont > a + b. Soit E"

l'ensemble des partitions a-pratiques de b - 1 .

Pour tout TT € E, soit -n ' (resp. ir") la sous-partition de ir

formée des sommants ^ a + b (resp. <_ b - 1 ) . Alors l'application

TT <->• ( ï ï ' f TT" ) est une bijection de E sur E' x E" . La bijection

réciproque est l'application ( TT' , TT" ) i-> TT ' jj. TT " .

Soit TT C E. Les hypothèses de la proposition 1 . 9 , où l'on

remplace Tr.a.n par Tr",a,b-1, sont vérifiées. Donc T r " € E " . Alors

o( - i ï ' ) = n- odr") = n - b + 1 , donc TT ' € E ' .

Comme b,b+1,..., b +a-1 ^ £ ( 7 1 ) , il est clair que T T = T r ' - u - 7 r " .

Donc l'application TT i-»- (7r ' , i r " ) est injective.

Enfin, soient T T ' e E ' y . i r " € E". Posons TT = TT' IL TT" . Alors o ( T r ) = n .

Tout intervalle de a entiers > 0 e t < b - 1 + a possède un élément

représenté par TT" donc par ir . D'autre part, on a

b,b+1, .. . ,b+a-1 ^ Z (Tr) . Donc -iï € E , et l'image de TT par l'appli-

cation de la proposition est ( ï ï ' . T r " ) .

1 . 1 1 . Lemme. Soit c un entier> 1 . Alors

^b^/2 P(b)r(n,b+1)
————————————————— = 0 (n quand n -> oo .

P(n)
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Cela est établi dans [1], upper bound of S^ S~, S,.

1 . 1 2 . Proposition. Soit a un entier fixé ^ 1 . Notons M(n,a) 3^e

nombre de partitions de n qui ne sont pas a-pratiques. Quand

n-^oo , M(n,a)/p(n) a un développement limité d'ordre aussi grand

qu'on veut suivant les puissances de n / . Le premier terme de

ce développement est f-^-) a! ——7-̂  .
—————————————— \/67 n^2

Soit X(n;a,b) le nombre de partitions TT de n telles

que le premier trou de TT de cardinal >_ a commence en b . Si TT

est une partition de n non a-pratique, elle admet des trous de

cardinal >_ a ; par symétrie, l'un de ces trous commence en un •

nombre <_ n/2 . Donc

M(n,a ) = ^<b<n/2 x(n'*a'b) •

Notons p(x;y) le nombre de partitions y-pratiques de x .

D'après 1 . 1 0 , on a

X(n;a ,b) = p(b-1;a)r(n-b+1,a+b),

donc

M ( n , a ) =£-|<b<n/2 PÎ13"'1'>a) r t11"13'1'1 ̂ a+b) •

Pour a et b fixés, r (n-b+1 ,a+b)/p (n) admet, d'après [ 1 ] ,

un développement limité d'ordre aussi grand qu'on veut suivant les
-1 /2puissances de n y qui commence par

v a+b-1
(a+b-1)! f——: )

\ /6n /

Fixons provisoirement un entier c > 0 . On a

^<n/2 P^-l^rtn-b+l.a+b) 1 S^bin/2 P^)r(n,b+1)

= pOlîCXn"^2)
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d'après 1 . 1 1 . Donc M(n,a)/p(n) a un développement limité d'ordre

aussi grand qu'on veut suivant les puissances de n~ , et le

premier terme de ce développement est le même que celui de
/ »a

r(n,a+1)/p(n), i.e. a! f—^r . (On a suivi la même marche que dans [ 1 ] ) ,
l/6n/

II. Les deux premières composantes de Z( ï ï ) .

2.1. Conroe on en fera souvent usage, e l̂icitons d'abord en changeant un peu
les notations, un cas particulier de 1.10 qui est déjà dans [ 1] :

Proposition. Soient a,n des entiers ^ 0 . Soit E l'ensemble des

partitions de n dont la première composante est [0,a] . Soit E'

l'ensemble des partitions de n-a dont les sommants sont ^ a + 2.

Soit E" l'ensemble des partitions pratiques de a .

Pour tout ff C E, soit ir ' (resp. TT" ) la sous-partition de ir

formée des sommants ^ a + 2 (resp. ^ a) • Alors l'application

ïï i->{ TT' , ir") est une bijection de E sur E' x E" .

2.2. Corollaire. Soient ir une partition, et I<,I^,... ses

composantes successives. Alors Card I, ^ Card I. pour tout k .

En effet, posons !.. = [0,a] . Introduisons Tr ' r i r " comme

dans 2 . 1 . Alors

ZM = Z ( T T ' ) + 3E(Tr " ) = £ ( T T ' ) + [0,a] = "x €£(ir ' ) [xyx+a] •

2.3. Proposition. Soient TT une partition, [0,a] et [b,c] ses

deux premières composantes (avec donc b ̂  a + 2 1 . Introduisons ir ', ir "

comme en 2.1.

(i) b est le plus petit sommant de ir' .

(ii) c > b +a .
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En effet, tout saunant de TT' est ^ a + 2, et appartient à E (ir),
donc est >. b. D'autre part, b € ï ( v ) , donc b = b' + b" avec b' e £ ( T T ' ) ,

b" e Z(iT") = [0,a] . Si b' = 0, on obtient b ^ a, contradiction. Donc b'

est une somme non vide de satinants de TT' , qui sont tous >. b. On voit que

b = b' est un sommant de T T ' . Cela prouve (i). L'assertion (ii) résulte

de 2.2.

2.4. Lenrne. Soient a,e,,e^r ..., e des entiers > 0. On suppose :

(3) e^ ^ e.^, <. e. + a + 1 pour 0 ̂  i < q.

(4) e^ + e^ ^ e + a + 1.

Soit p la partition (e,, e^, ..., e ). Mors

[ 0,a] + E (p) = [ 0,a] u [ e^,e^+e^+.. .+e +a] u [ e^+e^+.. .+e ,e^+e^+.. .+e +a]

Soit A. l'ensemble des saunes des sous-suites à i élêmsnts de

p. Soit A ! = [ 0,a] + A . . On a

Z(p) = AQ u A^ u A^ u ... u A

[0,a] + Z(p) = AQ u A^ u A^ u ... u A_

A^ = [ 0,a] A_ = [ e^+e^ ... + e , e^ + e^ + ... + e + a] .

Soient i e {1,2, .... q-1}, et o e A;. On a

o = e _ + e _ + . . . + e . +a '
DI 32 ^

avec 1 ^ j^ < j^ < ... < j^ $ q, 0 ^ a' < a ; donc e, + e^ + ... + e.

est le plus petit élément de A^ et e ^^ + e-.̂  + . . . + e + a est

le plus grand élément de A Ï .

Supposons o < e ^^ + e ^ + ... + e + a, et prouvons

que o + 1 e A^. C'est clair si a' < a. Supposons a' = a.
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Alors e^ + e^ + ... + e^ < e^^ + e^ + ... + e .̂ Il existe

donc un entier r tel qae

\ = ̂  Vl = e^ —— \-^ = V^-l - ̂  < Vr.

(On peut awir r = 0, c'est-à-dire e. < e ). Sans changer o , on peut

supposer que j^ = q, ̂  = q - l ,..., ̂ ^ = q - r + 1. Soit k le

plus petit entier > j tel que e. < e, ; puisque e. < e ,
•li-r K 3i-r "̂r

on

a k ;s q-r. D'autre part, e. ^ e_ + a + 1 d'après (3), donc
K ^i-r

0 ^ a + e _ - e . + l ^ a .
î-r K

Alors

o+ 1 = (êj + ... + e, + e^ + e, + ... + e_ ) + (a + e. - e.+l)
1 -'i-r-1 -'i-r+1 î 3^^ K

€ A^ + [0,a] = A^.

Ce qui précède prouve que

(5) A; « [e^+ ̂  + ... + e^ , eg_^ + eq_^ + ... + ̂  + a] .

D'après l'hypothèse (4), on a

e! + ̂  + ®3 ^ Vl + Sq + a + 1

^ + e^ + 63 + @4 ^ e^ + e^ + ̂  + a + i

(6) ^ + e^ + ... + e^ ^ eg_^ + e^^ + ... + ̂  + a + 1

si i . q-i+2 (car €3 . e ,̂, ̂  . e^ ,..., e, . e^).

Mais, si i > q-i+2, les deux membres de (6) ont des ternes ccurouns,

et l'inégalité (6) se réduit, pour i ^ q-1, à l'une des inégalités déjà

établies. Donc (6) est vrai pour 2 <, i ^ q-i.
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Les relations (5) et (6) prouvent que :

origine de A^ ^ (extrémité de A ' . J + 1 pour 2 ^ i ^ q-1

Donc

A^j U A^ U ... U A _ _ ^ = [e^,e^+e^+..,+e + a] .

2.5. Lemme . Soient ir une partition, [0,a] et [b,c] ses deux

premières composantes. Soit k un entier tel que

(7) 1 ^ k <_ b-a-1

(8) c+1, c+2, . . . , c+k+1 t Z ( 7 r ) .

Soit î la partition (ir^c-a+l ,c-a+2,... ,c-a+k) . Alors les

deux premières composantes de î sont [0,a] et [b,c+k] .

On a E(7r) = [0,a] u [b,c] U A, où, d'après (8), tout

élément de A majore c+k+2 . Ensuite,

Z(î) = ZOr) U (Z(Tr)-tc-a+1) U (Z(Tr)-tc-a+2) U ...U (£ (TT)+c-a+k) U B

où tout élément de B majore (c-a+1) + (c-a+2) = 2c-2a+3 . Or,

d'après 2.3 ,

2c-2a+3 ^ c+(b+a)-2a+3 = c+b-a+3

>_ c+k+4 d'après (7) .

Pour i = 1 , 2 , . . . , k , on a

b+(c-a+i) ^ (b-a)+(c+1)

>_ c+k+2 d'après (7) .

Donc

Z( î ) = E (ir) U [c-a+1,c+1] U [c-a+2,c+2] U. . .U [c-a+k.c+k] U c

où tout élément de C majore c+k+2. Alors
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Z ( î ) = [0,a] U [b ,c ]U [c-a+1,c+k] U A U C

= [0,a] U[b,c+k] U A U C

d'où le lemme.

2.6. Lemme. Soit TT une partition à deux trous, de sorte que

S ( T r ) = [0,a] U [b,c] U [b+c-a,b+c] , avec a ^ o,b ^ a+2, c > b . Suit d
'\>

un entier tel que b ^ d ^ c-b+1 . Soit ir = (Tr,d) . Alors

^{^!) = [Ofâ] U [brC-i-d] U [c-t-d+b-a.c+d-t-b] .

On a

ï (î) = [0,a] U [b,c] U [b+c-a,b+c] U [d,d+a] U [b+d,c+d]

U [b+c-a+dyb+c+d] .

Or :

b l d i d + a l d + b ~ 2 1 c ' donc [d,d+a] c= [b,c] ;

b ^ b + d ^ c + 1 , donc [b,c] U [b+d,c+d] = [b,c+d];

b ^ b + c - a ^ b + c ^ d + c , donc [b+c-a,b+c] cz [b,c+d]

d'où le lemme.

2.7. Lemme • Soient TTya,b,c comme au lerome 2.6. On suppose :

(9) c ^ 3b - 2.

Soient h un entier >_ 0 , b' un entier tel que b <^ b* ^ 2b-1 ,

e^ î la partition ( Tr,b,b,. .. ,b,b') , où l'on a écrit h fois

l* entier b . Alors

Z (^) = [O^a] U t b ^ c + h b + b ' ] U [c+hb-t-b'+b-a,c+hb4-b*+b3 .

Soit ir- = (ir^b^b,... ,b) , où l'on a écrit h fois l'entier b.

On a b ^ c-b+1 à cause de (9) ; donc, en appliquant h fois le

lemme 2.6, on a

E(- i ï i ) = [0,a] U [b.c+hb] U [c+hb+b-a,c+hb+b] .
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On a

b ^ b' ^ 2b - 1

<_ c - b + 1 d'après (9)

^ (c+hb) - b + 1 .

On peut donc appliquer le lemme 2.6 à (ir..,b'), d*où le lemme .

2.8. L'énoncé de la prop. 2.9 étant un peu délicat, introduisons

d'abord soigneusement une certaine fonction c (a,b) (avec a

entier > 0, b entier > a+2) qui joue un rôle dans cet énoncé.

Soit q = q(a,b) l'entier défini par :

( 1 0 ) q(a+1) < b <_ ( q + 1 ) ( a + 1 ) .

Comme b > a + 1 , on a q J>. 1 .

Posons maintenant :

c^ = c^(a,b) = ( 2 b - ( a + 1 ) ) + ( 2 b - 2 ( a + 1 ) ) + ( 2 b - 3 ( a + 1 ) )

+ . . .+ (2b -q (a+1 ) ) + b + a

= (2q+1)b-^ ( j ' t '1 ) (a+1) + a .

Comme q ^ 1, on a

(11) c > 2b - (a+1) + b + a = 3b - 1 .

Si a = 0, on a q = b - 1, et c^ = (2b - 1 )b - ̂ (b-l )b = jb(3b-1)

2.9. Proposition. Soient a,b,c des entiers tels que

a >^ 0, b ^ a + 2 , c ^ b ; soit c comme en 2.8.

Existe-t-il une partition admettant [0,a] e_b [b,c] pour

deux premières composantes ?



LES DEUX PREMIÈRES COMPOSANTES DE S (n) 19

(i) Si b ^ c ^ b + a - 1 , réponse non.

(il) Sĵ  b + a ^ c ^ 2 b + a - 1 , réponse oui.

(iii) Si 2 b + a ^ c ^ c - 1 , réponse non.

(iv) S_i_ c ^ c y réponse oui, sauf si l'on a à la fois a = 0

eĵ  c = c ^ + b - 1 (= |-b + j b - 1 ) ; si l'on est dans cette dernière

situation, réponse non.

a) L'assertion (i) résulte de 2.3 (ii).

0) Supposons :

(12) b + a ^ c ^ b + 2 a + 1 .

Soit TT" une partition pratique de a . Posons TT = (Tr",b,c-a),

On a

ZM = [0,a] U [b/b +a]U[c-a,c ] U [b+c-a,b+c] .

Or b ^ c - a ^ b + a + 1 d'après ( 1 2 ) , donc

£ ( T r ) = [0,a] U [b,c] U [b+c-a.b+c] .

Comme b + c - a ^ c + 2 , on voit que les deux premières composantes

de TT sont [0,a] et [b,c] .

y) Supposons :

(13) b + 2 a + 1 ^ c ^ 2 b + a - 1 .

(Notons que 2 b + a - 1 ^ b + 2 a + 1 ) . Soit TT" une partition pratique

de a . Posons ir = (ir" ,c-a,c-a-1 ,c-a-2,. . . ,b+a+1 ,b) (notons que

c - a ^ b + a + 1 à cause de (13) ) . On a

Z ( 7 r ) = [0,a] u [b+a+1,c] u [b,b+a] U A = [0,a] U [b,c] U A ,

où tout élément de A est ^ (b+a+1)+b ^ c + 2 (d'après ( 1 3 ) ) .
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Donc les deux premières composantes de ir sont [0,a] et [b,c] .

Les parties (3) et (y) de la preuve établissent (ii).

6) Dans ( ô ) , on suppose c J>2b + a . Soit ir une partition dont

les deux premières composantes sont [0,a] et [b,c]. Soient T r ' y T r "

comme en 2 . 1 .

Considérons les sommants de TT qui appartiennent à

[by2b-1 ] , et ne tenons pas compte de leurs multiplicités; nous

obtenons une suite

^ < b! < b2 < - ' < ^r

avec b = b , b ^ 2b-1 . Montrons que :

( 1 4 ) b ^ - ^ b^ + a + 1 pour 0 <_ i < r ,

(15) 2b ^ b + a + 1.

Supposons b. . s b . + a + 2 . 0 n a b $ b . ^ b . + a + l ^ b . ^ 2b-1 ^ c

donc b^ + a + 1 e E (ir). Soit b^ + a + 1 = 0' + 0" avec 0' e z (ir'), 3" e E (TT") ,

donc 0 ^ &" ^ a. Si 0' =0, on a b^ + a + 1 < a, contradiction. Supposons que

0' soit un saunant de TT' ; cornne 0' $ b^ + a + 1 < b. , on a 0' <, b. donc

b^ + a + 1 = 0' + 0" ^ b. + a, contradiction. Enfin, si 0' fait intervenir au

moins deux sonroants de TT ' , on a 2b ^ 0' <. b. + a + 1 ^ b. ^ 2b - 1, contradic-

tion. On a donc prouvé (14).

On a b ^ 2b - 1 <_ c , donc 2 b - 1 e £ (n) . Soit 2b-1 = 0 ' + 0"

avec 0' e Z Î T T ' ) / 0 ^ 0" ^ a . Si 0 ' = 0, on a 2b - 1 ^ a ,

contradiction. Si 0' fait intervenir au moins deux sommants de TT ' ,
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on a 2b ^ g ' ^ 2b - 1 , contradiction. Donc 0 ' est un sommant

de TT ' , et 0 ' ^ 2b - 1 , donc 0 ' <_ b , donc 2b - 1 = 0 ' + &" ̂ b +a.

Cela prouve ( 1 5 ) .

D'après (14) et (15) , on a

2b <_ b + (r+1) (a+1)

ou b ^ ( r + 1 ) ( a + 1 ) . Compte tenu de ( 1 0 ) , on voit que

( 1 6 ) r ^ q ^ 1 .

D'autre part, ( 1 4 ) et ( 1 5 ) entraînent aussi :

b^. ^ 2b- (a+1) , b . ^ 2b - 2 ( a + 1 ) , . . . , b . ^ 2b - r (a+1) ,

donc, compte tenu de ( 1 6 ) ,

(17) b^. + b^ + . . . + b ^ + b ^ + a

>_ 2b - (a+1) + 2 b - 2 ( a + 1 ) +. . . + 2 b - q(a+1 ) + b + a

= c^(a,b) .

Soit p la partition (w",b^,b^,b^,b^,...,b^). D'après ( 1 4 ) ,

( 1 5 ) et le lemme 2.4, on a

(18) 2 ( p ) = [0,a] u [b^,b^+b^+b^+.. .+b^.+a]

U [2b^+b-j+b^+.. ,+b^ ,2b^+b^ + b^ + . .. + b^ +a ] .

Cela posé, distinguons deux cas.

Premier cas : b est sommant de TT avec multiplicité ^ 2 .

Alors zdr) =? 5: (p) , donc, d'après ( 1 8 ) ,

c ^ b + b< +... + b + a

^ c (a,b) d'après (17) .
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Deuxième cas : b est sommant de TT avec multiplicité 1 .

Considérons les sommants de TT qui appartiennent à [b,b+b--1] ,

et ne tenons pas compte de leurs multiplicités; nous obtenons une

suite

^ < ^ < ^ < - ' < ̂  < ' - < ^S

avec b^ ^ b + b^ - 1. On a b + b^ - 1 ^ b + (b+a+1 ) -1 = 2b + a <_ c

(d'après l'hypothèse de ( < S ) ) . D'autre part, un élément de Z ( T T ' )

qui fait intervenir au moins deux sommants de T T * est ^ b + b-

(parce que b est sommant de multiplicité 1) . Cela dit, on démon-

tre, exactement comme pour (14) et (15) , que

(19) b^ <_ b^ + a + 1 pour 0 <_ i < s

(20) b+b^ bg + a + 1 .

Soit p ' = (T r " ,b^ ,b^ , . . . , bg ) . D'après ( 1 9 ) , ( 2 0 ) et le

lemme 2.4, on a

Z ( p ' ) = [0,a] u [b^,b^+b^+. . .+bg+a]

U [b^+b^+. . .+bg ,b^+b^+. . .+bg+a] .

Comme Z ( v ) ^ E (p ' ) , on a c ^ b ^ + b ^ + . . . + b g + a . Les inégalités (19)

et (20) entraînent

bg 1 b + b ^ - (a+1),bg^ ^ b + b ^ - 2 (a+1 ) ,... ,bg_^^b + b^-q(a+1)

donc bg ^ > b^ d'après ( 1 0 ) . Par suite

^^s-l^-^^t + a

^ (b+b^) - (a+1) + (b+b^) - 2 (a+1 ) + . . . + ( b + b ^ ) -q(a+1) + b . + a

^^ •
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Ainsi, dans les deux cas, c ^ c . Nous avons donc prouvé que

c ^ 2 b + a - > c ^ c

d'où (iii).

e) Soit TT" une partition pratique de a . Soit i un entier tel

que 0 ^ i ^ a + 1 . Posons :

TT^ = (ïï",b,b+i,2b-q(a+1)+i,2b-(q-1)(a+1)+i,2b-(q-2)(a+1)+i,

,...,2b-2(a+1)+i,2b-(a+1)+i).

On a b+i < 2b-q (a+1 ) +i ^ b+i+(a+1 ) d'après ( 1 0 ) , et b+(b+i) ^

2b-(a+1)+ i+(a+1) . Alors le lemme 2.4 entraîne que

ï ( ï ï ^ ) = [0,a] U [b, (b+i) + (2b-q (a+1 )+i)+...+(2b-(a+1 )+i)+a]

U [2b+i+2b-q(a+1)+i+...+2b-(a+1)+i,2b+i+2b-q(a+1)+i+...+2b-(a+1)+i+a]

= [0,a] U [b,c^+(q+1)i] U [c^+(q+1 ) i+b-a,c^+(q+1 ) i+b] .

Compte tenu du lemme 2.5, on voit que, si

c = CQ + (q+1) i+k (0^i^a+1,0^k^b-a-2) ,

la réponse est oui.

ç) Avec les notations de ( c ) ^ on a

2(1^) = [0,a] u [b,c^] u[c^+b-a.c^+b].

Tout entier ^ b peut s'écrire hb+b' où h est un

entier ^ 0 et b i b1 ^ 2b-1. D'autre part, c ^ 3b-1 d'après ( 1 1 ) .

Alors, le lemme 2.7 prouve que, si c ^ c +b, la réponse est oui.

9) Terminons dans le cas où a = 0 .

D'après (e) et ( ç ) , si c ^ c^ et c i- c^+b-1, la réponse

est oui. Soit ir une partition telle que les deux premières com-

posantes de î ( T r ) soient {0} et [b,c +b-1 ]. Nous allons aboutir
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à une contradiction.

On a

( 2 1 ) c ^+b t Z Ï T T ) .

Rappelons que c ^ 3b-1. Donc b,b+1,...,2b-1 € Z (ir) .

Comme aucun de ces nombres n'est somme de deux nombres > b, ces

nombres sont des sommants de ir . On a aussi 2b C S( i r ) , et donc,

ou bien 2b est un sommant, ou bien b est sommant de multipli-

cité > 2 . On a

c = (2b-1) + (2b-2) +...+ (b+1) + b .

Si b est sommant de multiplicité > 2, on a

c^ + b = (2b-1) + (2b-2)+...+ (b+1)+b+b £ E (TT )

Si 2b est sommant, on a

c^+b = 2b + (2b-1) + (2b-2)+. . .+(b+1) C Z (ir) .

Dans les deux cas, on a contradiction à cause de ( 2 1 ) .

i) Terminons dans le cas où q + l j ^ b - a - 1 .

Soit b' un entier tel que 0 ^ b' ^ b. Effectuons la

division de b' par q + 1 :

b' = i(q+1)+k , 0 <_ k <_ q(^b-a'-2) .

On a, d'après ( 1 0 ) ,

(q+1) (a+1) >_ b >_ b1 ^ i(q+1)

donc 0 ^ i ^ a+1. D'après ( e ) , si c = c +b', la réponse est oui.

Combinant avec ( ç ) , on voit que, si c ^ c , la réponse est oui.

À ) Les seuls cas qui restent à examiner sont ceux où

a >_ 1 , et q+1 > b-a- 1 .
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Alors, d'après ( 1 0 ) ,

b > q(a+1) ^ (b-a-1) (a+1)

d'où ab < (a+1 ) 2 .S i b ^ a + 3, on en déduit que a^ 3a < a^a+l,

d'où a = 0, contradiction. Donc

b = a + 2.

Alors q =1 et c^ = 2b - (a+1 ) + b + a = 3b - 1.

Soit TT" une partition pratique de a, et posons

TT = (Tr",b,b,b' ) , où b+1 < b' < 2 b-1. On a b'-b ss b-1 = a + 1 ,

et b + b ^ b ' + b - 1 = b ' + ( a + 1 ) , donc le lemme 2.4 est applicable et

Z ( T r ) = [0,a] u [b.b+b'+a] U [2b+b ' ,2b+b '+a] .

Quand b' parcourt [b+1,2b-1], b+b'+a parcourt

[2b+1+b-2,3b-1+b-2 ] = [c^c^+b-^]. Combinant avec ç) , on voit que, si

c ^ c et c i- c +b-1, la réponse est oui .

Soit TT^ = (Tr",b,b+1,2b-1) . On a 2b-1- (b+1)= b-2 ^ a+1,

et b+(b+1) ^ 3b-2 = (2b -1 )+ (a+1 ) (car b ^ a+2 ^ 3) .Donc le

lemme 2.4 est applicable et l'on a

£ ( T ^ ) = [0,a] U [b,3b+a] U [4b,4b+a],

Or 3b+a = 4b-2 = c^+(b-1). Donc, pour c >_ c^, la réponse est oui.

2 . 1 0 . Lemme. Soient a.x.y.z des entiers tels que

a ^ Q , z ^ 2, a+z ^ x <_ y+z

Soit A l'ensemble symétrique d'entiers :

A = [0,a] U[x,x+y] U[x+y+z,x+2y+z] U[2x+2y+z-a,2x+2y+z]
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Soient e, < e^ < ... < e des entiers tels que :

e, approche à a près par défaut les nonbres x+y+1, x+y+2, ..., x+y+&,

e^ approche à a près par défaut les nombres x+y+IZ+1, x+y+A+2, ..., x+y-Hn

• • •

e approche à a près par défaut les nombres x+y+n+1, x+y+n+2, ..., x+y+z-1.

Soient T la partition (e,, e^, ..., e ), et o = 0(1). Alors

A + S(T) = [0,a] U [x,x+2y+z+o ]U [ 2x+2y+z-a+o , 2x+2y+z+o ] .

Il est clair que

[0,a] , l 2x+2y+z-a+o, 2x+2y+z+o ] c A + 2(1)

x, x+2y+z+o€ A + S(T)

et que tout élément de A + S(T) qui n'appartient, ni à [0,a] , ni à

[ 2x+2y+z-a+o , 2x+2y+z+o ] , appartient à [x, x+2y+z+o ] (observons que

e^ > x+y+l-a > x+1 car y > a). Soit u e A + S(T) tel que

(22) u ^ [ o,a]

(23) u f- x+2y+z+o

(24) u f [ 2x+2y+z-a+o , 2x+2y+z+o ] .

Nous allons prouver que u+1 £ A + S(T) . Le lenroe sera alors établi.

On a u = u, + u^ avec u, e A, u^ € S(T) . Si u, + 1 e A, notre assertion est

claire. Nous pouvons donc nous limiter au cas où

u, = a ou x+y ou x+2y+z ou 2x+2y+z

u- = e, + e. + ... + e, (1 < i, < ±y < ... < i < r).
" \ ^2 ^-s 1 - s

Supposons que la suite (i,, î , ..., i ) ne soit pas de la forme (j,j+l,

j+2, ..., r). Il existe une suite 1 < i' < i' < ... < i* < r telle que i' = i1 2 s P P

sauf pour un indice p , et i' == i + 1 . Alors
PO PO

e, + . . . + e . + l < e . , + . . . + e . , < e . + . . . + e . + a + l
^ ^-s ;L1 "-s ;L1 S
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(car e- < x+y+A+1 = (x+y+&-a) + (a+1) < e^ + (a+1), et de mâne e^ < e. + (a+1)

pour i = 1,2, ..•, r-1). Donc

a + (e. + ... + e. ) + 1 = e., + ... + e., + a' avec 0 < a' < a
±! s •L! s

e A + S(-r)

(x+y) + (e. + ... + e. ) + 1 = e., + ... + e., + x' avec x < x+y-a < x' < x+y
i! ^ - s s

e A + S(T)

et l'on raisonne de même pour x+2y+z+e. + ... + e. et 2x+2y+z+e. + ... + e. .
h ^ 1 s

Nous pouvons donc nous limiter au cas où

(25) u^ = e^ + e^ + ... + e^ pour un i e [ l,r+l]

(le cas i = r+1 signifiant qu'on considère la sonne vide, i.e. u^ = 0).

Nous avons 4 cas à examiner :

1) u^ = a, u^ est de la forme (25), et u^ ^ 0 à cause de (22). Alors

u + 1 = a + e.., + ... + e +1

l̂"^^ • • • ̂ r-^ ^ + a + l ) -

Or e^ + a + 1 e [x+y+z, x+y+z+a] c [ x+y+z, x+2y+z] c A, donc u+1 e A + S(T) .

2) u, = x+y, u^ est de la forme (25). Si i > 1, on a

u + 1 = (x+y+1) + e^ + e^ + ... + e .̂

e e^ + 10,a] + e^ + Q^ + ... + e .̂ e A + S(-r).

Si i = 1, on a

u + 1 = (x+y+1) + e^ + e^ + ... + e^.

En regroupant le premier et le dernier terme de la sonne, on obtient

u + l € e ^ + e ^ + ... + e , + (x+y+1+x+y+z-l- [ 0,a] )

= e, + e^ + ... + e , + [ 2x+2y+z-a, 2x+2y+z] c A + S(i-).

3) u. = x+2y+z, u~ est de la forme (25). Alors i > 1 à cause de (23), et

u + 1 = x+2y+z+l+e^+ e.^, + ... + e
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e y+z+e^ + [0,a] + e^ + e^ + ... + e^.

Or x < y+z et y+z+a < x+y, donc y+z+ [0,a] c [x,x+y] c A, et u+1 e A + £(1).

4) u^ = 2x+2y+z, u^ est de la fome (25). Alors i > 1 à cause de (24), et

u + 1 = 2x+2y+z+l+e^ + e^ + ... + e^

e x+y+z+e^ + [0,a] + e^ + e^ + .., + e .̂

c [x+y+z, x+2y+z] + e^ + e. + e.^, + ... + e c A + S(T) .

2.11 Proposition. Soient TT une partition, [0,a] ^t [b,d ses 2 premières compo-

santes. On suppose c > 2tH-a. Soit p la sous-partition de n formée des sonnants

< c-b. Alors p est une partition à 2 trous, et 2(p) = [ 0,a] U[b,c'] u [ bK;'-a,bl-c']

avec c-bt-a+2 < c' < c.

Soient T T ' , TT" ccnine en 2.1.

D'après la preuve de 2.9, (ô), TT admet des sonnants > b, et, si b, est le plus

petit d'entre eux, on a

(26) b + 1 < b < b+-a+l.

Soit j l'ensemble des sous-partitions TT, de TT telles que :

1) TT" c w^ ; 2) b,b^ sont des sonnants de ir, ; 3) TT, est une partition à 2 trous.

On a (Tr",b,b^) e î, car

2(7r',b,b^) =[0,a] u[b,tH-a] u[b^,b^+a] u [ b+b ,bt-b,+a]

=10,a] U[b,b^+a] u [ fc^-b^,b<-b^+a]

d'après (26). Donc ÎP ̂  0. Soit T un élânent maximal de f. Montrons que :

(*) Tout satinant de TT majoré par c-b est un sonnant de T.

Supposons qu'il n'en soit pas ains.i. Alors

(27) TT = (T,d^, d^, ..., dg) avec s > 1, d^ < d^ < ... < d , d < c-b.

Nous allons aboutir à une contradiction.

Conme d, est un sonnant de TT ', on a
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(28) d^ > b.

Il existe un entier g tel qae

(29) S(T) = [0,a] u [b,g] u [b+g-a, 1̂ -g]

avec
(30) g > b, + a > kH-a-H

(31) g < c

(car T est une sous-partition à 2 trous de ir contenant ir", b, b, ) .

Posons T ' = (T,d,) . On a

(32) S(T ' ) =[0,a] U[b,g] u [ b+g-a, b^g] u [ d ^ , d^+a]

u [b+d , g+d ] u [fcH-g-a4d,, fcH-g+d,] .

1er cas. d, < g-bt-1.

On a b+d^ < bl-(g-bl-l) = g+1, donc

[b,g] u[b^^, g+d^] =[b,g+d^].

On a d > b (cf. (28) ) et d^+g > d +a, donc

[d^, d^+a] c [b,d^+g] .

On a b+^-a > b et b+g < g+d. (cf. (28) ) , donc

(fcH-g-a, fcH-g] c [b, g+d^] .

Ainsi,

2 ( T ' ) = t0 ,a] U[b,g+d^] u[b+-g-a4d^, tH-g+d^]

et T ' est une partition à 2 trous, contradiction.

2ème cas. g-tri-2 < d, < g-a.

On a d, > b et d, + a < g, donc

[d^, d^+a] c [b,gj.

On a fcH-g-a > bl-d, et tn-g < g+d,, donc

[b^g-a, b+g] c [bhî^, g+d^] .

Ainsi,

S(T ' ) =[0,a] u[b,g] u[fc^d^, g+d^] u[b^-a+d^, fc^g+d^] ,

et, canins b+d, > g+2, T' est une partition à 3 trous.

On a b+d^ < b+(c-b) == c (cf. (27) ) , donc [ b, bt-d,] c £(71). Soit i e
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[g+1, b+d^-1] . On a i e S(Tr), i ^ S(T ' ) . Dans l'expression de i oonins sonroB de

sommants de TT, intervient l'un des nombres d^, d.., .... d , disons d.,.. ; on a

i - d./j. < i - d^ < (b+d^-1) - d^ = b-1.

Oonros ^j/jj e ̂ L on voit que 0 < i ~ d • / • ^ < a. En considérant, pour chaque

i e [ g+1, b+d^-1], le sonroant d_ < i qui est le plus proche de i, on obtient une

suite e^ < e^ < ... < e^ telle que :

e^ approche à a près par défaut les nombres g+1, g+2, ..., g+k-1

e^ approche à a près par défaut les nombres g+k, g+k+1, ..., g+k',

ï̂pliquons 2.10 avec

A = S(T' ) x=b y=g-b z=^d,-g+b.
On a

z = d^-g+b = d^ - (g-bl-2) + 2 > 2

y+z = d, > b = x

a+z = a4d.-g+b < b=x.

On voit que (r', e^ e^ ..., ep est une partition à 2 trous, contradiction.

3ême cas. g-a+1 < g+l.

On a

2(T ' ) =[0,a] U[b,d^+a] u[fcrf.g-a, g^] u [ b^g-a+d^ , b+g+d^] .

Si bi-g-a < d^+a+1, T ' est une partition à 2 trous, contradiction. Donc

(33) b -̂2a-l > d .

Alors T ' est une partition à 3 trous. On a (cf. (27))

b+-g-a < bKl^-1 < tH-(c-b)-! = c-1,

donc l b.b^g-a] c 2(ïr). Soit i e [ d^+a+1, b+-g-a-l] . On a i e £(71), i ^ S(T •).

Dans l'expression de i canine somme de sommants de TT, intervient l'un des nombres
d^, dy ..., dg , disons d,^. ; on a

i-d-(^) < i-d^ < (b^g-a-1) - d^ < (b^g-a-1) - (g-a+1) = b - 2

donc î-dj^) ^ a. Ainsi, on peut introduire e^, e^, ..., e^ canne dans le 2èms cas.

Appliquons 2.10 avec

A = S ( T ' ) x=b y^d^+a-b z = fcH-g-2a-d .
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On a
z = b+-g-2a-d^ > 1 d'après (33)

y+z = g-a > tH-a+l-a d'après (30)

= bt-1 > x

a+z = b+-g-a-d, < b+g-a-(g-a+l) = b-1 < x.

On voit que (T' , e,, e^, ..., e ) est une partition à 2 trous, contradiction.

4ème cas. d > g+2.

D'après (29) et les inégalités g+2 < d, < d^ < ... < d , on voit que g+1

est l'origine du 2ème trou de TT, d'où g = c > d,+b (cf. (27)), ce qui contredit
l'hypothèse du 4ème cas.

Nous avons donc établi l'assertion (*).
Supposons que T admette un sonroant f > c-b. D'après (11) et la prop.2.9,

l'hypothèse c > 2tH-a entraîne c > 3b-l. Alors
f > 3b-b = 2b > fcH-a+2 > b^ (cf. (26) )

donc
O(T) > btb^+f > brt>K;-b = c+b > g+b (cf. (31) )

et cela contredit (29).
Donc T est la partition notée p dans l'énoncé de la proposition. Donc p

est une partition à 2 trous, et c* = g < c.
Tout sommant de TT qui n'est pas scannant de p est > c-b. D'autre part,

c'+l ^ 2 (p). Donc, si c' < c-b, on a c'+l $? 2(Tr), donc c'+l est l'origine du 2èroe
trou de TT, d'où c = c' < c-b, contradiction. Donc c' > c-b.

Si c' = c-b, on a b < c'+l = c-bf-1 < c, donc c'+l e 2(7r). Mais, si s est
un sonroant de TT qui n'est pas un sonnant de p, on a s > c-b+1 = c'+l. Coronte
c'+l ^ 2(p), on voit que c'+l est un sommant de TT. Mors (c'+l)+b G 2(7r), c'est-à-
dire c+1 e 2(Tr), contradiction. Donc c' > c-b+1.

Si c-b+1 < c' < c-b+'a+l, on a fcH-c'-a < c+1 < b+c', d'où c+1 e 2(p) c S(TT) ,
contradiction. Donc c' > c-b+a+2.

29129 Corollaire. Soit TT une partition dont les 2 premières composantes vérifient
la condition de 2.11. Soient J,, J^ les 2 premiers trous de TT. Alors Card J^ <— • ' " j. z — — — _ —__.,_ A
Card J^.

Utilisons les notations d e 2 . 1 1 . 0 n a c ' < c < b+c'-a-2. Oonroe btc'-a e
2(p) c 2(ir), on voit que

Card J^ < (bt-c'-a-l) - c < (bK;'-a-l) - c' = (b-l)-a = Card J,.
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2.13. Corollaire. Soient ir une partition, [0,a] et^ [ b,c] ses 2 premières oonpo-
santés. On suppose que tout sonnant de TT est majoré par c-bl-1. Mors :

(i) c > 2tH-a (et donc c > c avec la notation 2.8) ;———— o —————————————

(ii) ir est une partition à 2 trous (non triviale au sens de 3.5) ;

(iii) o(Tr) = b+c.

Supposons c < 2b+a-l.
Puisque b est un sonnant de TT, l'hypothèse du corollaire entraîne b < c-b+1,

donc

(34) c > 2b - 1.

Si tous les sonnants de TT' sont égaux à b, on a c = b+a contrairement à
(34). Donc TT' admet un sonnant b' > bH. L'hypothèse du corollaire entraîne

b+1 < b' < c-b+1, d'où c > 2b. Ecrivons donc

(35) c = 2b + i avec 0 < i < a-1.

On a b+1 < b' < c-b+1 = tH-i+l, donc

b' = kd-i' avec 1 < i' < i+1.

Alors, 0 < i+l-i' < i < a-1 (cf. (35)), donc

tH-b'+(i+l-i') e S(TT).

Or tH-b'+(i+l-i') = tH-bt-i'+i+l-i' = 2bl-i+l = c+1 (cf. (35)), d'où c+1 e 2(iT) ,
contradiction.

On a donc prouvé (i).
Alors c-bt-1 > b+a+1. Si ç-kn-1 est un sonnant de TT, on a c+1 = b+(c-fcH-l) G

2(TT), contradiction. Donc tout sonnant de TT est < c-b. Alors la partition notée p

dans 2.11 est égale à ir, et cela prouve (ii). L'assertion (iii) résulte aussitôt

de (ii).

2.14. Corollaire. Soient TT une partition ayant au moins 3 trous, 1^ sa deuxième

composante. Alors TT admet un sommant qui est > Card 1^ + 1.
Cela résulte aussitôt de 2.13.

2-15- Corollaire. Soient b,c des entiers tels que b > 2, c > - b(3b-l). Soit

^P(n,b,c) l'ensemble des partitions TT de n admettant {0} et^[b,c] pour 2 premières
composantes. Notons q(x,y) le nombre de partitions p telles que 2(p) = {0} u [ x,y1
u {x+y}. Alors

c
Card î (n.b.c) ^ '̂=0-^2 q^.c'îrîn-b-c' , c-b4-l)

< (b-l)p(b+c)r(n,c-b+l).
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(cf.0.7. pour la définition de r(.,.)).

1) Pour tout ïï e,j(n,b,c), soit p(7r) la sous-partition de ïï formée des sommants

^ c-b. Alors 2(p(ïï)) = {0} u [b,c'(ïï)] u {bt-c'(ïï)}, où c-b<-2 < c'(ïï) < c (2.11).

Pour c-b+2 < c' < c, soit <j(n,b,c,c') l'ensemble des TT e -^(n.b.c) telles que

c'(7r) = c'. Alors sî^n.b.c) est la réunion disjointe des s? (n,b,c,c') pour

c-b+2 < c' < c, donc

Card y (n.b.c) = 2^^ < c' < c card ^O^c^c').

2) Pour tout ïï e ^(n,b,c), soit p' (n) la sous partition de ïï obtenue en prenant

tous les saunants de TT qui sont > c-b+1. Pour ïï e -y(n,b,c,c'), on a

a ( p ' ( n ) ) = n - a ( p ( ï ï ) ) = n - (b+c').

L'application •n ^ (p(iT), p' (ïï) ) est une injection de ^(n^c^c') dans le produit

des 2 ensembles suivants : 1) l'ensemble des partitions T telles que

^(T) = {0} u [b,c'] u {bK:'} ; 2 l'ensemble des partitions de n-(bK;') dont tous
les sommants sont > c-fcH-1. Donc

Card ^(n,b,c,c') < q(b,c') r(n-b-c', c-b*-l).

3) Les parties 1) et 2) entraînent la 1ère inégalité du corollaire ; la 2eme inéga-
lité est évidente.

2.16. Remarque. Dans la propo.2.11, l'inégalité c-b+a+2 < c' < c ne peut être
améliorée. En effet, soit T une partition à 2 trous non triviale, et posons

S(T) = [0,a] u [b,c'j u [b^-c'-a, b4-c'j . Soit c un entier tel que c-bt-a+2 < c' < c
(d'où c < (b+c'-a)-2). On a c-a > c'-a > b (2.3). Si c-a > c', posons d, =

c'+l, d^ = c'+2, ..., d - c-a ; si c-a < c', posons simplement d^ = c-a. Soit

^ = (T, d^, d^, ..., d^). Tout élément de 2(<p) qui fait intervenir au inoins deux

d^ est > 2(c'+l) > c'+b > c+2. îtout élément de d. +[b,c'] ou de d. -H:bK;'-a, b+<;']

est > c+2. Enfin,

U^(d^+[0,a]) = .[c'+l.c] si c-a > c'

4 c-a,c] si c-a < c'.

Donc 2(<^) n [0,c+l] = [0,a] u [b,c'] u [c'+l,c]= [ 0,a] u [ b,c] . Ainsi, les 2

premières composantes de ^ sont [0,a] et [ b,c] . On a c > c' > 2kH-a. Les d. sont>
c-b. Enfin, les sommants de T sont < c'-b-a+l (cf.3.4), donc sont < c-b. Ainsi :

II existe une partition dont les 2 premières composantes sont [ 0,a] et [ b,c] ,
et telle que, pour la partition à 2 trous qu'on en déduit par le procédé de 2.11,
les 2 premières composantes sont [ 0,a] et [ b.c'j .



III. Partitions à 1 ou 2 trous.

3.1. Une partition de n à 1 trou est une partition n telle que 2(7r) = [0,a] u
[n-a,n] , où a+2 < n-a, c'est-à-dire 2a+2 < n. Les entiers a et n peuvent être
choisis arbitrairement pourvu que 2a+2 < n ; en effet :

ition. Soient TT une partition^ a et n des entiers > 0 tels que 2a+2 < n. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) 2;(7T) == [0,a] u [n-a,n] ;

(ii) TT = (n-a, ir") où TT" est une partition pratique de a.

(ii) =» (i) : évident.

(i) =» (ii) . Supposons 2(7r) = [ 0,a] u [ n-a,n] . Soient TI ' , ir" canme en 2.1.

Alors TT" est une partition pratique de a. D'après 2.3, n-a est le plus petit som-

mant de TÎ ' . Mais 0(71') = o(ir) -o(7T") = n-a ; donc TT' = (n-a).

3.2. Une partition à 2 trous est une partition TT telle que

2(7r) =[0,a] u[b,c] U[bK;-a,b+c]

où a,b,c sont des entiers tels que a > 0, b > a+2, c > b.

3.3. Proposition. Soient a.b.c des entiers tels que a > 0, b > a+2, c > b.

Soit TT une partition telle que ^(ïï) = ro,a] u fb,c] u [bK;-a,b+c] . Soient •iï',7r"
courne en 2.1.

(i) TT' a au moins 2 sommants, dont b.

(ii) Tout sonroant de TT' est < c-a.

(i) On sait que b est un saunant de ir' (2.3). Si TT' = (b), on a 2(ïï)

= [0,a] u [ b,b+a] , contradiction. Donc ir' a au moins 2 saunants.

(ii) Soit x un sonnant de TT' . Si x = b, on a x < c-a (2.3). Si x ^ b, on
a b+x < o(7r') = btë-a, d'où x < c-a.

3 -4 - Proposition. Soient a,b,c,-iï,ir',TT", canne en 3.3. Soit s le plus grand sonroant
de TT. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) c < b+2a+l ;

(ii) c < 2fcH-a-l

(iii) TT' a exactenient 2 sommants ;

(iv) TT* = (b,b') avec b < b' < b -̂a+1 ;

(v) s > c-b4-2 ;

(vi) s > c-b-a+1.
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Si ces conditions sont vérifiées, on a c = b'+a.

(i) =» (ii). Cela résulte de ce que bt-2a+l < 2b+a-l.

(ii) =» (iii). Supposons c < 2b+a-l. Alors o(ir') = tH-c-a < 3b-l, donc TT' a
au plus 2 sommants d'après 2.3. Alors ïï' a exactement 2 sonnants d'après 3.3.

(iii) =» (iv). Supposons TT' = (b,b') avec b* > b (cf.2.3). Alors

(36) 2(Tr) =[0,a] u[b,b+a] U[b',b'+a] u [ fc^-b* ,bt-b'+a] .

Puisque TT a deux trous, on a b' < b+a+1.

(iv) => (i). Supposons TT' = (b'.b) avec b < b' < b+a+1. D'après (36), on a
2(7r) = [0,a] u [b,b'+a] u [ b+b',b+b'+a] . Donc c = b'+a < bt-2a+l.

Les conditions (i) à (iv) sont donc équivalentes.
Si ces conditions sont vérifiées, on a s = b' = c-a > c-b+2. Donc (i) =» (v). Il
est clair que (v) =»• (vi).

Si les conditions (i) à (iv) ne sont pas vérifiées, TT' a au inoins 3 sannants, tous
> b, donc

s + 2b < a Or') = b+c-a
d'où s < c-b-a. Donc (vi) =»• (i).

3.5. Nous dirons qu'une partition à 2 trous est triviale si elle vérifie les
conditions de 3.4. Les partitions à 2 trous triviales sont donc les partitions
de la forme (b',b,7T") où TT" est une partition pratique de a, b > a+2, b < b' <
b+a+1.

3.6. Proposition. Soient a.b.c des entiers tels que a > 0, b > a+2, c < b.
Soit c comme en 2.8. Existe-t-il une partition ir telle que S(ir) = [0,a]u [ b,c] u
[bK;-a, bK;] ?

(i) S^ b < c < b+a-1, réponse non.

(ii) S^ b+a < c < b+2a+l, réponse oui (et TT est triviale).

(iii) Si td-2a+2 < c < c^ - 1, réponse non.

(iv) S^ c = c^ ou_ c > c^ + b, réponse oui (et n est non triviale).

(i) résulte de 2.9(i).

(ii) résulte de 2.9, partie (g) de la preuve, car la partition cons-
truite en 2.9@ est une partition à 2 trous.

(iii) Supposons b+2a+2 < c < Cç-1. D'après 3.4, on a 2b+a < c < c - 1,
et la réponse est non d'après 2.9(iii).

(iv) résulte de 2.9, parties (e) et (ç) de la preuve, car les parti-
tions construites en 2.9e et 2.9ç sont des partitions à deux trous.
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3 . 7 . La prop.3.6 ne résout pas complètement le problème qu'elle pose : il reste
à traiter le cas c < c < c +b. On peut voir facilement qu'alors la réponse est
non si a = 0, et que la réponse est oui si a = b-2 ( c f . 2 . 9 . partie ( À ) de la
preuve). Le cas général ne présente certainement aucune difficulté majeure, mais
je ne l'ai pas réglé complètenient.

IV. Partitions ayant des sous-sonnés interdites ; résultats asymptotiques.

4.1. Notations. Dans ce chapitre, IK ={1,2,3, ...}, et ^(Tî ) est l'ensemble des

parties finies de H*. Si Q e7(:N ), sup Q désigne le plus grand élément de Q

(si Q i- 0), ^P(n;Q) désigne l'ensemble des partitions de n dont
aucune sous-somme n'appartient à Q, et p(n;Q) = Card ^P (n;Q).

Si Q c ]N , Q-b désigne le translaté de 0 par -b, privé de ses
éléments < 0.

T est l'opérateur "translation de 1 " sur les fonctions f défi-
nies sur 2 :

(Tf) (n) = f(n-l) .

4.2. Lemme. Soit Q e ̂ CK ) • II existe un polynôme f.. e 2 [X] et un seul
tel que

p(n ;Q) = ( f ^ ( T ) p ) ( n ) pour n = 0,1,2 ,. . .

Comme la fonction z ^ ^ ^ i P Î 1 1 ) zn est transcendante, la suite

(p(n)) ne vérifie aucune relation de récurrence linéaire. Cela en-
traîne l'unicité de f^.

Prouvons l'existence de f^. Pour toute partition ir, notons ^P\i n, TT
l'ensemble des partitions de n qui admettent ir pour sous-partition.
On a Card ^ ^ = p ( n - o ( 7 r ) ) .

Considérons toutes les partitions de tous les éléments de Q.

Soit ( ï ï^ , ïï^, ...) la famille finie de partitions, deux à deux dis-

tinctes, ainsi obtenue. Alors, ^P _ u ̂  u... est l'ensemble desn, n - n, 7T^

partitions de n qui admettent un élément de Q comme sous-somme. Donc

p(n;Q) =p(n)-Card(^^u^u...)

= p(n) -^"^n,̂  ̂ iO ̂ (^ n>^,^ - • • •
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Considérons un terme de cette somme :

+- ^^n,^" Pn.^ "•••^n,^

avec i < j < ... < A . Pour tout entier r = 1 ,2 , .... soit m la plus

grande des multiplicités avec laquelle r apparaît dans TT . , ir., , Tic .

Alors la suite ( 1 , 1 , . . . , 1 ,2 ,2 , . . . , 2, . . . ) où 1 apparaît r^ fois, 2

apparaît r^ fois, ... est une partition 7r(i,j,..., 1 ) , et l'on a

y n...n y = y , . . , .
n ,Tr_ n'TrA ^^( i /J / . . . / A )

Les partitions 7r(i,j, . . . ,A) ainsi construites dépendent de Q mais

pas de n. Soit c . . . = 1 ou -1 suivant que Card {i,j, ...,JO estij.... x.

pair ou impair- On a

p(n;Q) -^^^ ^...A ^^n.Tra.j,...,&)

= ^K^...^ ^j...^ P(n-^( i .J- - -Â)) .

Posons
f (X) - E r X ^(ij^--^))'Q^^ ~ - i<j<...<À cij...A x e 2 [ X ] .

Alors p(n;Q) = (f ( T ) p ) ( n ) .

4 .3. En suivant la preuve 4 .2 , on trouve par exemple

p(n ; { 1 } ) = p(n) - p(n-l)

p ( n ; { 2 } ) = p (n )—2p(n -2 )+p (n -4 )

p(n ; { 3 } ) = p(n) " 3p(n-3) +p(n-5) + 2p(n-6) -p(n-8)

donc
f r , . ( X ) = 1-X, fr^.W == 1-2X2+X4, f ^ i î X ) = 1 -3X 3 +X 5 +2X 6 -X 8 .

Le calcul des f,. par cette méthode devient rapidement pénible

quand sup Q grandit. Il est alors préférable d'utiliser les lemmes

4.9 et 4 . 1 0 ci-dessous, qui fournissent un algorithme assez rapide

pour obtenir f,. par récurrence descendante sur Q. Toutefois, ces

lemmes ne peuvent servir à prouver l'existence des f,., à cause de

la division qui apparaît dans 4.10(ii).

4 .4 . Pour des raisons typographiques, le polynôme f /^(X) sera aussi

noté f (Q ; X) .

4.5 . Remarque. Le lemme 4 .2 signifie que la série génératrice
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\>0 P^-û) zn

est égale à f ç ( z ) / ( 1 - z ) ( 1 - z 2 ) ( 1 - z 3 ) . . .

4 .6 . Proposition. Soit Q e 5^* ) . Alors p (n ; Q) /p (n) admet, quand
n •> °°/ un développement limité d'ordre aussi grand qu'on veut sui-

vant les puissances de n ~ 1 ' .

Cela résulte de 4 .2 par le même argument que dans [ 1 ] , "estima-
tion of S,".

4 .7 . En particulier, développons f suivant les puissances de 1-X :

f g t x ) == a ^ + a ^ ( l - X ) + a ^ ( l - X ) 2 + ... (a^ e î ) .

Soit v le plus petit entier tel que a ^ 0. Alors

p ( n ; Q ) = a^d-T^p) (n) + a^^ ( (l-T)^1?) (n) + ...

donc, d'après [ 1] , preuve du th.l,

/ TT ̂  l
^ (<76^ ~v72 (3uand n ^ 00-

II résulte de là que a G :N* .

4-8- Notations i|j ( Q ) , u ( Q ) . Avec les notations de 4 . 7 , on posera
v = i^(Q) a = u(Q) .

Ainsi, ^(Q) est un entier > 0, u(Q) est un entier > 0, et l'on a

(37) p ( n ; Q ) ^ / T T ^ ^ Î , . i
(37) pTnr U U(Q) ~^T72 quand n ' 00-

On verra (4.20) que, si a = sup Q, alors [a/2] + 1 < ^(Q) < a.

4.9 . Lemme. f ( { 1 , 2 , . . . ,a} ; X) = (1-X) (1-X2) ... (1-X'1) .

Cela résulte de [ 1] , formule ( 1 1 ) (ou se voit facilement par
récurrence sur a).

4.10. Lemme. Soient Q e ÎFdN* ) , et^ a = sup Q. On suppose crue
Q f { 1 , 2 , . . . , a}. Soit alors b le plus petit entier > 0 tel que
b ^ Q (on a b e { 1 , 2 , . . . , a-1}).

(i) s ï i l Existe des multiples de b appartenant à Q, soit ib
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le plus petit de ces multiples (on a i > 2) . Alors

f (Q ; X) = f (b U Q ; x) + xhf (b U Q U (Q-b) ; X) + X21^ (b U Q U (Q-b) U (Q-2b;X)

+ ... +X ( l ' ' l ) b f (bUQU (Q-b)u...u(Q-(i-i)b ; X) .

(ii) Supposons qu'aucun multiple de b n'appartienne à Q. Soit
j le plus petit entier > 0 tel que

Q - ( j + D b C b u (Q-b) u . .. u (Q-.-ib)

(un tel entier existe évidemment ; rappelons les conventions de 4 .1
sur les translatés de Q ) . Alors

f ( Q ; X) = f (b u Q ; Q) + xhf(b u Q u (Q-b) ; X) + ...

+ X^ '^ f îbUQU (Q-b)U...u(Q-(j- i)b) ; X)

+ x313 f ( b U Q U (Q-b)U...U(Q-jb) ; X)
1-^

(Si j =0, 4.10(ii) signifie que f (Q ; X) = f (b u Q ; x) / (1 - X13) ) .

(i) Soit i comme dans l'énoncé. Soit TT G.Î (n ; Q) . Alors l,2...,b-l

ne sont pas sommants de ir, et b peut apparaître 0,1,2, . . . , i-1 fois
comme sommant de TT, mais pas i fois ni davantage. Soit !P (n,k,Q)
l'ensemble des TT e fP (n ; Q) telles que b apparaisse exactement k

fois comme sommant de n. Alors !P (n ; Q) est réunion disjointe des

ÎP(n,k,Q) pour k=0,1,...,i-l. D'autre part, il existe une bijec-

tion évidente de ^(n.k.Q) sur ^P (n-kb ; b U Q U (Q-b)U. . .u (Q-kb) ) .
Donc

p (n ; Q) = p (n ; b u Q) + p (n-b ; b u Q u (Q-b) ) + . ..

+ p(n-(i-l)b ; b U Q U (Q-b) ... u (Q-(i-i)b))

d'où le (i) du lemme.

(ii) Supposons qu'aucun multiple de b n'appartienne à Q. Soit j com-
me dans l'énoncé. La preuve de (i) donne ici

p ( n ; Q ) = ^>o P(n-kb ; bUQU(Q-b )u ... u(Q-kb)).

Posons Q' = b U Q U (Q-b)ù ... u(Q-jb). D'après la définition de j, on a

\>-\ p ̂ "^ ; b u Q u ^"•^ u • • • u (Q-kb) )

= \>3 p(n-kb;Q') == \^((lrkbf(Qt ; T ) ) p ) ( n )

(introduisant provisoirement une série formelle). Donc
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((l-T^ftQ ; T)p)(n) = ((l-T^ 2 (T^fîb U Q u...u(Q-kb) ; T)p) (n)
k<j

+ cAtQ' ; T)p)(n)

et finalement

(l-X^fîQ ; X) = (l-X13) 2 X^Kb U Q U...U(Q-kb) ;X) + X^fCQ' ; X).
k<j

4.11. Al'aide de 4.10, on a calculé f,. pour toutes les parties Q de {1,2,3,4,5}.
Les résultats sont donnés dans l'Appendice A.

4.12. Proposition. Soient Q e J^*), et a = sup Q. S3, 1,2,..., [ a/2] e Q, on a

f(Q ; X) = n^ (i-x1) ^(Q) = card Q u(Q) =0 i

Si Q = {1,2,..., a} cela résulte de 4.9. Maintenant, raisonnons par récurrence

descendante sur Q. Soit b le plus petit entier > 0 tel que b $? Q. D'après l'hypo-
thèse, on a ta/2] < b < a. Donc, aucun multiple de b n'appartient à Q, et

Q - b c {1,2,..., [a/2] } c b u Q.

Alors
f f O -Y) - f(b u Q '• x)£(Q ,x) -——^——^—— ^^^ 4^Q ^^

= (1 - X13)"1 11̂  ^ ^ (i-x1) (hypothèse de récurrence)

'^Q (l-xi)•

Î s autres assertions de la proposition résultent aussitôt de ce qui précède et
de 4.7.

4.13. Proposition. Soit Q ^ ^ ^ * ) , tel que a = sup Q soit pair. Si 1,2,...,
(a/2)-l e Qet (a/2) ^ Q, on a

f(Q ; X) = (l-X^ B^d-X1)

^(Q) = Card Q + l u(Q) = a n i
ieQ

^ ; Q) . ^ /n i.} ( - ^card ̂ 1 i
P(n) a ^ i.Q ± ) \^} ^ Card ^1 3̂ !̂  n -. <o.

(/n)'
On a
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f(Q ; X) = f((a/2) u Q ; x) + X^fîîa/^) u Q ; X) donne 4.10(i))

= (l+Xa/2) f((a/2) u Q ; X)

= (l+Xa/2) (l-X^2) n^Q (1-X1) (prop. 4.12)

d'où la proposition.

4.14. Proposition. Soient i,m des entiers > 0, avec i < m. Soit

Q = {l,2,3,...,2i, 2i+l, 2i+3, 2i+5,..., 2nH-l}. Mors

f(Q ; X) = II. (1-X3), <p(Q) = Card Q u(Q) = n^ j

/ v / vCard Q
("JCQ j) (̂ ) T^Card^ ^and n -.

(n ; Q) ^ ̂  jVjL-f^0

P(n) V-]€Q 3 ) \^) (^

Si i = m, cela résulte de 4.9. Maintenant, raisonnons par récurrence descen-

dante sur i. Aucun multiple de 2i+2 n'appartient à Q, et Q-(2i+2) c Q, donc

f(Q ; x) = f((2i^2) U Q ; X) (^ ̂ ^
l-X21^

= (l-X214'2)"1 n^^^ uQ(l~xj) (hypothèse de récurrence)

-w^-
4.15. Lgune. Soient a,c des entiers tels que 1 < c < [a/2] + 1. Soit & l'ensem-

ble des partitions des nonbres 0,1,2,..., c-1. Alors ^P (n ; {c,c+l,..., a}) est

réunion disjointe des ensembles

p .LJL JP (n-o(p) ; {1,2,....a})

quand p parcourt &.

Il est clair que, si p e &, on a pji^P(n-o(p) ; {1,2,..., a})c

'f(n ', {c,c+l,...,a}) ; et que, si p,p' e & et p ^ p', les ensembles p^3^(n-o(p);
{1,2,....a}), p'JL^Pîn-oCp') ; {1,2,...,a}) sont disjoints. Soit TT e ^(n.̂ c.c+l,

...,a}). Soit p (resp. T) la sous-partition de TT formée des saunants < c-1

(resp. > a+1). Alors T r = p j t T , e t T e J^(n-o(p) ; {1,2,. ...a}). Montrons que

p e &. Ecrivons p = (a,, a^,...,a ) où c-1 > a, > a-, > ... > a.. Il s'agit de
J. & S J. 6 S

prouver que a, +...+ a < c-1. Supposons a, +...+a > c. Il existe un entier ti s i s
tel que a, +...+ a. < c-1, a, + ... + a . , > c. Conns (a,,..., a. .) est une sous-
partition de TT, on a a + ... + a > a+1, donc
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a > (a+1) - (c-1) = a+2-c > a+2-(ta/2]+l) > [a/2]+l > c,

contradiction.

4.16. Proposition. Soient a,c des entiers tels que 1 < c < [a/2]+l. On a

f({c,c+l,...,a};X)=(p(0)+p(l)X+p(2)X2+...4p(c-l)XC"'l) (1-X) (1-X2)... (l-X^

^({c,c+l,...,a}) =a u({c,c+l,...,a}) = (p(0)+p(l)+...+p(c-l)) .a!

Posons Q = {1,2,...,a). Avec les notations de 4.15, on a

Card ^(^{0,0+1,...^}) = 2 p ( n - o ( p ) ;Q) (4.15)

= ̂  p(i)p(n-i;Q) = 2Ç^ p(i) (f(Q;T)p) (n-i)

- 2Çç P(i) Cr̂ 'Dp) (n) = ((2Ç^ pdîT^ftQ^-Dp) (n)

et f(Q;T) = (1-T)(1-T2) ... (l-T61) (lenroe 4.9).

4.17. Lenine. S^ Q' c Q, on a ^(Q1) < ^(Q). Si de plus ^(Q') = ^(Q), on a
u(Q') > u(Q).
On a p(n ; Q') > p(n ; Q) pour tout n, donc le lenroe résulte de (37).

4.18. Lenroe. Soient Q e î (N*), et a = sup Q.

(i) Si, Q = {1,2,....a}, on a ip(Q) = a.

(ii) Supposons désonnais Q ^ {1,2,...,a}. Soit b le plus petit entier > 0
tel que b ̂  Q. S'il existe un multiple de b appartenant à Q, on a ^(Q)=^(b u Q),

(iii) Si aucun multiple de b n'appartient à Q, on a

^(Q) = inf(<p(b u Q), <p(bu Q u (Q-b) u (Q-2b) u ...) - i).

(i) résulte de 4.9.

(ii) Plaçons-nous dans les hypothèses de (ii). On a, quand X -»• 1,

f(b u Q ; X) ~ u(b u Q) (l-x)^ u Q)

et, pour k = 1,2,...

X^ftb u Q u(Q-b) u...u (Q-kb) ; X)

~ u(b u Q u...u (Q-kb)) (l-X)^ u ̂  ^.^(O-kb)) •

Or ^(b u Q u...u(Q-kb)) > ^(b u Q) (4.17). Oonroe les entiers u(.) sont > 0, on
a, d'après 4.10(i)

f(Q ; X) ~ ud-X)^^ u Q) quand X -^ 1

avec un u > 0, donc ^ (Q) = ^ (b u Q).

(iii) Démonstration analogue à celle de (ii), en utilisant 4.10(ii).
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4.19. Lemne. Soit Q e J^N*). Soit a un entier > sup Q. Soit Q' =

Q u {a+2}. On a »^(Q') > i(/(Q) + 1.
Supposons d'abord Q = {1,2,...,a}. Mors <p(Q) =a(4.l8(i)). D'après

4.l8(iii), on a

i^(Q') = inf(^({l,2,...,a,a+l,a+2}), ^({1,2,...,a,a+l,a+2}) - 1)

= inf(a+2,a+l) = a+1 = ip(Q) + 1.

Maintenant, raisonnons par récurrence descendante sur Q. Soit b le plus
petit entier > 0 tel que b $? Q. S'il existe un multiple de b appartenant à Q',
on a

<MQ') = ^(b u Q") (lemme 4.l8(ii))

= <^(b u Q u {a+2})

> ^ (b u Q) + i (hypothèse de récurrence)

> <HQ) + 1 (lenros 4.17).

Supposons qu'aucun multiple de b n'appartienne à Q'. Mors, aucun multiple
de b n'appartient à Q, et l'on a (lenroe 4.18(iii)) :

<(/(Q) = inf(^(b u Q), ^(b u Q u (Q-b) u (Q-2b) u...) - i)

ip(Q') = inf(<l/(b u Q'), ^ ( b U Q « u (Q'-b) u (Q'-2b) U...) - l).

On a b U Q ' = b U Q U (a+2) donc ^(b u Q') > ̂  (b u Q) + l d'après l'hypo-

thèse de récurrence. D'autre part,

b u Q' u(Q'-b) u... = b u Q u (Q-b) u...u {a+2, a+2-b, a+2-2b,...}

3 (b u Q u(Q-b) u...)u {a+2}

donc
^{b u Q* u(Q'-b)u ...) > ^(b u Q u(Q-b)u.,.u {a+2}) (lenme 4.17)

> ^(b u Q u(Q-b)u...) + l (hypothèse de récurrence).

Ainsi,
^(Q*) > inf(^(b u Q) + l, ,p(b u Q u(Q-b)u...)) = ^(Q)+l.

4.20. Proposition. Soient Q G ^(N*), et a = sup Q. Mors

[a/2] + 1 < i^(Q) <a.

L'inégalité ^(Q) < a résulte de 4.17 et 4.18(i). Prouvons l'autre inégalité. On
raisonne par récurrence sur a. L'inégalité i^(Q) > [a/2] + 1 est claire si a = 1
ou 2 (cf.4.3). Soient a > 2, et R = Q n {1,2,..., a-2). On a

ip(Q) > ^ (R u {a}) (lo-nne 4.17)

> ip <R) + 1 (lenroe 4.19)
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> [ (a-2)/2] + 1 + 1 (hypothèse de récurrence)

= [a/2] + 1 .

4.21. La proposition suivante précise 4.20.

Proposition. Soient Q e*y(N*), a = sup Q, a' = [a/2] , et Q' =

Q n {a'+l, a'+2,..., a}.

(i) a'+l < ^ (Q) < a' + Card Q'.

(ii) Supposons qu'il existe i e {0,1,...,a'} tel que

1,2,..., ie Q

i+1, i+2,..., a' e Q

Q' c {a-i, a-i+1,..., a}.

Mors ^(Q) = a' + Card Q'.

Prouvons (ii). Si i = a', on a 1,2,..., a* e Q, donc a' + Card Q' =
Card Q, et l'on applique 4.12.

Supposons i < a' - 1, et l'assertion (ii) prouvé pour i+1 au lieu de i.

Soient R = Q u {i+i} et R' = R n {a'+l,..., a}. On a

1,2,..., i+1 e R i+2, i+3,..., a' Ç? R

R' = Q' c {a-i, a-i+1,..., a) c {a-(i+1), a-i,..., a}

et l'hypothèse de récurrence donne

(38) 4>(R) = a' + Card Q'.

S'il existe un moltiple de i+1 appartenant à Q, on a

i^(Q) = ^(Q ^ {i+1}) (lenroe 4.18(ii))

= ip(R) = a' + Card Q' (d'après (38)).

Supposons qu'aucun multiple de i+1 n'appartienne à Q. On a

(39) a - (i+1) > a'+l.

En effet, si a est inpair, on a a-(i+1) > a - a' = a'+l. Si a est pair, on ne
peut avoir i+1 = a' puisqu'alors 2 (i+1) = a e Q contrairement à l'hypothèse sur
i+1 ; donc i < a'-2, et alors a-(i+l) > a-(a'-l) = a'+l.
Posons

S = (i+1) u Q u (Q-(i+l)) u (Q-2(i+l)) u...

S*== S n {a-i-1, a-i,....a) c {a'+l, a'+2,..., a} d'après (39)

T = {1,2,..., i+1} u s*
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T' = T n {a'+l, a'+2,..., a} = S*.

On a 1,2,..., i e Q c s, i+1 e s. S* c s, donc

(40) T c s.
Par ailleurs,

1,2,..., i+1 e T i+2, i+3,..., a* ^ T
T' = S* c {a-i-1, a-i,..., a}

et l'hypothèse de récurrence donne

(41) ^(T) = a' + Card T'.

On a R c s, donc R' c s* = T', a-i-1 ^ R', a-i-1 e Q-i-i c s, d'où a-i-1 e
S* = T', donc

(42) Card T' > Card R'+l = Card Q'+l.
D'après (40), (41), (42), on a

(43) i^(S) > iMT) = a' + Card T' > a' + Card Q' + 1.

Alors

^(Q) = inf(^(R), ^(S)-l) (lenros 4.l8(iii)).
= a' + Card Q' (d'après (38) et (43)).

Ainsi, la prop. 4.21(ii) est établie. Prouvons (i).
L'assertion a'+l < ^(Q) résulte de 4.20. On a

^({1,2,....a'} u Q') = a'-tCard Q'

D'après 4.12 ou 4.21(ii). Or Q c (1,2,..., a'} u Q\ d'où 4>(Q) < a* + Card Q'
d'après 4.17.

4.22. Corollaire. Soit a un entier > 0. On a

^({a}) = [a/2] + 1.

4.23. Corollaire. Soient Q e ^(tï*), a = sup Q, a' = [a/2] , et Q' =
Q n {a'+l, a'+2,..., a}.

(i) On a i^(Q) = a ^ Q' = (a'+l, a'+2,..., a).

(ii) S^ ^(Q) = a, on a

a! < u(Q) < (p(0) + p(l) +. . .+p(a ' ) ) .a!

Si i|;(Q) = a, on a Card Q' > a-a' (4.21(i)), donc Q' = (a'+l, a'+2,..., a}.
Supposons Q' = {a'+l, a'+2,..., a}. Alors

{a'+l, a'+2,... a} c Q c {1,2,..., a}
donc

a < ip(Q) < a (4.17, 4.16, 4.9)
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d'où ^(Q) = a, et, d'après 4.17,

u({a'+l, a'+2,.. . , a}) > u(Q) >u({ l ,2 , . . . , a}).
Or u((a'+l, a'+2,..., a}) = (p(0)+p(l) +...+ p(a')).a! (4.16), et

u({l ,2, . . . , a}) =a! (4.9).

4.24. Proposition, (i) u(a) > a((a/2) !) si a est pair
(ii) u(a) > 1.3.5...a si a est impair.

Supposons a pair. Soit a' = a/2. On a

^(a) = ^({l,2,.. . ,a' ,a}) = a'+l (4.22 et 4.12)

donc
u(a) >u(U,2, . . . , a'.a}) (4.17)

=a(a'l) (4-12)
Supposons a impair. Soit a' = la/2] . On a

^(a) = ^({1,3,5,..., a}) = a'+l (4.22 et 4.14)

donc

u(a) >u({l ,3,5, . . . , a}) (4.17)

=1.3.5... a (4.14)

4.25. Proposition. Soient Q e (̂N*) e^ a = sup Q. Soit A l'ensemble des divi-

seurs de a. Alors u(Q) est divisible par IT^ u A x*

PourQ = {1,2,..., a}, on a u(Q) = a! (lenroe 4.9), d'où la proposition
dans ce cas. Maintenant, raisonnons par récurrence descendante sur Q. Soit b le

plus petit entier > 0 tel que b f Q.

S'il existe un multiple de b appartenant à Q, soit ih le plus petit de

ces multiples. D'après le lenroe 4.10(i), u(Q) est la sonroe de certains des

nombres

u(bUQ), u(b u Q u(Q-b)),...,u(b u Q u (Q-b) u...u (Ç-(i-l)b)),

et il suffit d'appliquer à chacun de ces nonnbres l'hypothèse de récurrence.

Supposons qu'aucun multiple de b n'appartienne à Q. Soit j comme au lemme
4.10(ii). D'après ce lenros, u(Q) est la somme de certains des nombres suivants :

(44) u(bUQ), u ( b U Q U (Q-b)),..., u(b u Q u (Q-b) u...u (Q-(j-l)b)),

(45)
u ( b U Q U (Q-b) u...u (Q-jb))

b

le nombre (45) étant donc nécessairemsnt un entier s'il intervient effectivement
dans l'expression de u ( Q ) .

D'après l'hypothèse de récurrence, n ^ ̂ x divise chacun des nombres (44)



PARTITIONS AYANT DES SOUS-SOMMES INTERDITES 47

Montrons que, si le nombre (45) intervient dans l'expression de u(Q), il est

divisible par n Q u A x ^cela P^uvera la proposition) . D'après l'hypothèse

de récurrence, il suffit de prouver que

(46) Q u A c ( b U Q U (Q-b) u.. .u (Q-jb) u A) \{b}.

Soit y e Q u A. Si y e Q, on a y i= b par définition de b ; si y e A, un des mul-

tiples de y est égal à a, et a e Q, donc y ^ b. Dans les deux cas, il est clair
que y appartient au second membre de (46).

4-26- Corollaire. Soit a un entier > 0. Soit A l'ensemble des diviseurs de a.
Alors u(a) est divisible par n x.
——•—— XçA

4.27. Soient a, c des entiers tels que 0 < c < a, c non diviseur de a.
Soit n l'entier tel que ne < [ a/2] < (n+l)c. On a

(47) ne < a/2 < (n+l)c 2nc < a < (2n+2)c

(48) a - ne > a/2 > [ a/2]

(49) a - (n+l)c < a/2.

Nous appellerons cas A le cas où 2nc < a < (2n+l)c, cas B le cas où (2rH-l)c

< a < (2n+2)c. D'après (47), on est dans le cas A ou dans le cas B.
On a

(50) a - (n+l)c < ne < a - ne dans le cas A

(51) a - (n+2)c < ne < a - (n+l)c dans le cas B.

4.28. Lemme. On utilise les notations de 4.27. Supposons n > 1, et soit
i € {0,1,..., n-1}. On a, dans le cas A,

ip(U,2,3,..., (n-i)c-l, a-(n+i)c,a-(n+-i-l)c,..., a-c,a}) < [ a/2] + n-i

et, dans le cas B,
^({1,2,3,..., (n-i)c-l, a-(n+i+l)c, a-(n+i)c,..., a-c,a}) <[a/2]+n-i.

(Observons que a-(n+i)c > (n-i)c-l dans le cas A, et a-(n+i+l)c > (n-i)c-l
dans le cas B).

On a

(52) <p({l,2,3,..., [a/2], a-nc, a-(n-l)c,..., a-c,a}) = [ a/2] + n + 1

d'après 4.12 (rappelons l'inégalité (48)).

Cas A. D'après (52), la définition de n, et le lerrme 4.17, on a

(53) ^({1,2,3,..., ne, a-nc, a-(n-l)c,..., a-c,a}) < l a/2] + n + 1.

Aucun multiple de ne n'appartient à {a-nc, a-(n-l)c,..., a-c, a} (puisque c

est non diviseur de a) . Soit Q l'ensemble figurant dans (53) . Compte tenu de (50),
on a Q - ne c Q. D'après le lenroe 4.l8(iii),
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ip({l,2,3,..., nc-1, a-nc, a-(n-l)c,..., a-c,a})

= inf (iHQ), ip(Q)-l) = i^(Q) - 1

< [a/2] + n d'après (53).

La formule du lemme est donc établie pour i = 0. Raisonnant par récurrence sur i,

en supposant la formule établie pour i-1 :

(54) ^({1,2,3,..., (n-i-t-l)c-l, a-(n+i-l)c, a-(n+i-2)c,..., a-c,a})

< [a/2] + n - i + 1.

On a (n-i)c < a-(n+i)c < (n-i+l)c-l, donc (54) et le lerane 4.17 entraînent

(55) ^({1,2,3,..., (n-i)c,a-(n+i)c,a-(n+i-l)c,...,a-c,a}) < [a/2] + n-i+1.

Utilisant comme plus haut le lemme 4.l8(iii), on en déduit

^({1,2,3,..., (n-i)c-l,a-(n+i)c,a-(n4-i-l)c,...,a-c,a}) <[a/2]+n-i.

Le lemme est donc établi dans le cas A.

Cas B. D'après (52), (49), (51) et le lenros 4.17, on a

^({1,2,3,..., ne, a-(n+l)c, a-nc,..., a-c,a}) < [ a/2] + n + 1.

Cela posé, la démonstration se poursuit exactement comme dans le cas A, en utili-
sant (51) au lieu de (50).

4.29. Proposition. Soient a, c des entiers > 0. On suppose c non diviseur de a,
et_ c, 2c,..., hc < a. Alors

^({a-hc, a-(h-l) c,..., a - c, a}) = [a/2] + 1.

Si c > (a/2), on a

[a/2]+l < ^({a-hc, a-(h-l)c,... ,a}) < ^({1,2,..., [a/2] ,a}) = [a/2] + 1

(4.20, 4.17, 4.12), d'où la proposition. Supposons c < (a/2). Utilisons les

notations de 4.27 et 4.28. On a n > 1. Appliquons le lenrne 4.28 avec i = n-1.
On obtient, dans le cas A,

(56) ^({1,2,..., c-1, a-(2n-l)c, a-(2n-2)c,..., a-c,a}) < [ a/2] + 1.
On a hc < a, donc h < 2n, et a-2nc e {1,2,..., c-1}, donc (56) et le lenroe 4.17
entraînent

ip({a-hc, a-(h-l)c,..., a-c,a}) < [ a/2] + 1
d'où la proposition. Dans le cas B,

^({1,2,...,c-1, a-2nc, a-(2n-l)c,..., a-c,a}) < [ a/2] + 1.
On a h < 2n+l, et a-(2n+l)c e {1,2,..., c-1} ; on termine canne dans le cas A.

4.30. Lenroe. Soient d un entier > 0, n un entier > 2, j e {0,1,..., d-1}, e^
Re3î(N*) tel que nd e R C {nd-j, nd-j+1,..., nd}. Alors
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^({ l ,2,. . . , j , (n-l)d} u R) = [a/2] +Card R-H.

Pour j = d-1, on a, compte tenu de n > 1,

iM{l,2,...,d-l, (n-l)d} u R)

= iM{l,2,...,d) u ({(n-l)d} u R)) (lemme 4.l8(ii))

= [a/2] +Card R+l (prop. 4 . 21 (ii) ) .'

Supposons j < d-1, et le lemme établi pour j+l. Si j+1 a un
multiple appartenant à {(n-l)d} u R, on a

^({l,2,..., j , (n-l)d} u R) = ^({l,2,...,j+l, (n-l)d} UR) (lemme 4.l8(ii))

= [a/2] + Card R+l (hypothèse de récurrence).
Sinon, on a

(57) <M{l,2,..., j, (n- l)d}UR)

= inf(i|/({l,2,...,j+l, (n- l )d}UR), î  ({l,2,...,j+l, (n-1)d}u R«)- i )

où R' 3 R et nd-(j+l) e R ' . Compte tenu du lemme 4 . 1 7 ,

iM{l.2,...,j+l,(n-l)d} U R » ) > ^({l,2,...,j+l, (n-l)d} u ({nd-j-l} u R) )

= [a/2] + (Card R+l) + l

d'après l'hypothèse de récurrence (car nd-j-l $? R) . Alors (57) donne,
en utilisant à nouveau l'hypothèse de récurrence,

^ ( {1 ,2 , . . . , j , (n - l )d )u R) = [ a / 2 ] +Card R+l.

Le lemme est donc établi.

4 . 3 1 . Proposition. Soient a,b des entiers tels que 0 < b < a.

(i) S^_ b = j a o u ^ - a o u - ^ a . . . (autrement dit, î b = a-ô

avec 6 diviseur de a et 6 < 9-) , on a

^ ( {b ,a } ) = [a/2] + 2.

(ii) Sinon, -^ ( {b ,a} ) = [a/2] + 1 .

Le lemme 4.30, où l'on fait j = 0, donne (i). La prop. 4 .29
donne (ii), sauf si a = 2b. Dans ce cas, on a

b + 1 < <M(b,a}) < ^ ( { 1 , 2 , . . . , b,a}) "= b + 1

(4 .20 , 4.17, 4 . 1 2 ) , d 'où ^ ( { b , a } ) = b + 1.

4.32. Exemples. i p ( { a - l , a } ) = [a/2] + 2 si a > 3

^({a-2,a}) = [a/2] + 2 si a est pair et > 6

i|/({a-2,a}) = [a/2] + 1 si a est impair et > 3.
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D'où certains des résultats annoncés dans l'introduction.

4.33. Soient Q,Q' £ (P 0^), tels que Q n Q' = 0. On notera f (n ; Q,Q')
l'ensemble des partitions TT de n telles que 2(ir) n Q = 0 et 2(ir) => Q'.

Soit p(n ; Q,Q') = Card ̂  (n ; Q,Q').

On a ̂ (n ; Q) = ^(n ; Q,0), p(n ; Q) = p(n ; Q,0). Les résultats 4.34, 4.35
sont donc des généralisations de 4.2 et 4.6.

4.34. Lenme. Soient Q,Q' corme en 4.33. Posons

^Q* = ̂  ' ̂ ieQ' ^Ui + ^i^eQ* , Kj^UiUj

"i/j^keQ', i<j<k ^UiUjUk4 '-"

Alors

P(n ; 0,Q') = (fQ^.(T)p) (n).

En effet,
^(n ; Q,Q') = -̂ (n ; Q) \ U^^. ^(n ; Q U i)

et il suffit d'appliquer le principe d'inclusion-exclusion.

4.35. Proposition. Soient Q,Q' comme en 4.33. Quand n -^ ~, p(n ; Q,Q')/p(n)

admet un développement limité d'ordre aussi grand qu'on veut suivant les puis-
i /")

sances de n .

Même raisonnement que pour 4 . 6 , en utilisant cette fois 4.34.



V. Calcul de u(a)

Soit a un entier > 0, fixe dans tout ce chapitre. On pose a = -^ - 1 si a

est pair, S = [ a/2] si a est iinpair ; S est donc le plus grand entier k tel que

k < a/2.

5.1. cotations. Nous allons construire un arbre A . Le lecteur fera bien de

suivre la construction dans le cas de l'arbre Ay., que nous avons figuré à l'Ap-
pendice C.

Les sommets de A seront certaines suites strictement croissantes

(i,, i^,..., i ) d'entiers appartenant à [l,a]. Le niveau d'un tel scninet sera r.

Pour chaque sommet s de niveau r, nous définirons l'ensemble des soumets suc-

cesseurs de s, qui seront des sommets de niveau r+1. Un sommet peut n'avoir au-

cun successeur ; il est dit alors terminal. Si s, s' sont deux sommets, on écrit

s < s' s'il existe une suite (s,,..., s ) de sonnets avec s, = s, s = s', s. ,

successeur de s. pour i = 1,..., n-1.

Certains sommets de A seront dits distingués. On notera A' l'ensemble desa — • ' — a
sommets distingués de A .a

5.2. Construction de A . La suite 0 est l'unique sommet de niveau 0.

La construction procède ensuite par récurrence sur le niveau. Pour la clarté,
nous explicitons la définition des sommets de niveau 1 ou 2.

Un sommet de niveau 1 est un entier i e [ l,a] tel que a ne soit pas
multiple de i.

Soit i un sommet de niveau 1. Soit E l'ensemble des entiers j G [i+l,a]

tels qu'aucun multiple de j n'appartienne a a-3Ni (={a,a-i, a-2i,...,}), autre-
ment dit tels que a ]̂Ni +3Nj.

Il est clair que [ i+l,Sj 0 ONi c E. Si [ i+l,a] 03Ni = 0, les successeurs de

i sont les suites (i,j) où j e E. Si [i+l,a] n ]Ni--^ 0, soit j son plus petit

élément ; alors les successeurs de i sont les suites (i,j)où j e E et j < j .

On suppose définis les sommets de niveau r, et vérifiée la propriété :

si (i,,..., i ) est un sommet de niveau r, on a a ^3Ni, +...+3Ni .

Soit (i^,..., î ) un scromet de niveau r. Soit E l'ensemble des

J e [ i^+l^a] tels que a ^ ]Nî  +. . .+ Hî . + ]Nj . D'après l'hypothèse de récur-

rence, l'ensemble E' = [ î +l,a] n OKi +. . .+ 3Ni ) est contenu dans E. Les



52 J. DIXMIER

successeurs de (i,,..., i ) sont les (i,,..., i ,j), où j £ E et j est majoré

par les éléments de E'. (Si E' == 0, cela signifie seulement que j e E).

5.3. Sonnets distingés. Avec les notations de 5.2, le sommet (i,,..., i ) est
dit distingué si E' =0.

Si E' ^ 0, on a E ̂  0, et (i -,..., i ) est non terminal. Donc un sonrnet
terminal est distingué.

5.4. Exemple. La suite 0 est un sommet distingué.

5.5. Exemple. Soit i un sommet de niveau 1. Alors i est distingué si 2i > 9-,

non distingué si 2i < ̂ . (On ne peut avoir 2i = ̂ ). Plus généralement, si

(i^2i,3i,..., ni) est un sommet, et si h a été choisi maximal, ce sommet est
distingué.

5.6. Exemple. Si a ^ 4 ou a = 6, l'arbre A se réduit à la suite vide.a
On a A^ = A,; = 0———2

5.7. Lernne. Soit (i,,..., i ) un sommet.~ —•—— i r —-——•——

(i) 11,y 0 ONi^ + ... + ]Ni^) = {i^,..., i^.}.

(ii) S^ (i^,..., î .) est distingué,

[l,a] 0 (3Nî  + ... +]Ni^.) = {i^,..., i^} .

(iii) S^ (i^,..., i ) est distingué,

[ l ,S]u (a-;Ki^ - ... - 3Ni^) = [l,a]u{a,a-i^,...,a-i^}.

(Conformément aux conventions du chap. IV, on supprijne les nombres < 0),

Prouvons (i). L'assertion est claire si r = 1. On raisonne par récurrence
sur r. Soit j = n^ î  +...+ n̂  î . avec n ,..., n e^.

Supposons j e [ l.î J , et prouvons que j e {i^,..., i^}. Si j = i , c'est clair.

Supposons j < î . Alors n^ = 0, donc j e ]Nî  +...+]Ni . On a j < i ^ S ;

si de plus j > î , la définition récurrente de (i,,..., i ) à partir de

(•4/ - -^ î ) entraîne 1^ s j, contradiction. Donc j < i ^ Alors
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j £ [l,i ,] ^ (Mi +...+ Hi ,), et l'on peut appliquer l'hypothèse de récur-

rence.

Supposons (i^,..., î .) distingué. Alors QNi,+.. .+ î̂ ) n[i^+l/a] =0,

donc (i) entraîne (ii). Prouvons (iii). Soit j=a-b, avec b e3Ni. +...+ Bi

et j s; 1, et prouvons que j e [ l,a] u {a,a-i.,..., a-i }. Il suffit d'envisager

le cas où j s a + 1. Si a est impair, on a j s; [ a/2] + 1, donc b ^ [ a/2] = a,
donc b e {0,i., i~,,.., i } d'après (ii). Si a est pair, on a j s: î , donc

b < s-. Si b <3-, on a b <. a et l'on applique encore (ii). Si b = ̂  on a

^e^i +...+]Ni , donc a <= ]Ni, +...+ 3Ni , contradiction.

5.8. Renorque. Si (i,,..., i ) est un sommet, on a i , <• i + i, pour

n = 1,2,..., r-1. Cela résulte aussitôt de 5.7(i).

5.9. Lemme. Soit (i,, i~,..., i ) un soranet distingué. On a i >a- i—

Si i^+i^ < a, on a î .+î  e [i^+l.a] n QNi^ +...+ l̂ î .) , donc

(i,,..., i ) est non distingué.

5.10 Lemme. Soit (i-,..., i ) un soninet distingué non terminal et non vide.

Soient (i^,..., i^.j), (i^,..., i^.,j') ,..., (i^,..., î ., j") les successeurs

de (i,,..., i ), avec j < j ' < . . . < j " . Alors ces successeurs sont tous distin-

gues, et (i.,..., i , j") est terminal.

Soit (i,,..., i ) un successeur non distingué, et aboutissons à une contra-

diction. Il existe n,,..., n - G ;N tels que

^-H^ ^n! ̂ •••^r+l \+1 < a -

Comme (i,,..., i ) est distingué, on a n > 1. Si l'un des entiers n,,..., n

est > 0, ou si n , >. 2, on a

"1 i! -'-•••-'- "r+1 ^+1 £ i! + ^+1 s i! + ̂  > a

d'après 5.9, ce qui est contradictoire. Donc n, = ... = n =0, n , = 1, d'où
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î ^ + 1 îî î , contradiction.

On a donc prouvé que (i^,..., i^,j), (î  ..., i^.,j'),..., (i^,.. .i^.j") sont
distingués.

Soit k e [ j" + l,a] . Supposons a ^ 3Ni^+.. .+:Mî  +3N k. Canne (i ,..., i ) est

distingué, (i^,..., î .,k) est un successeur de (i^,..., i^), ce qui contredit la

définition de j". Donc

a e 3Nĵ  +...+ Hî . +:K k C^i +...+ ]Ni +3N j"+ îî k.

Donc (i^,..., i^.,j",k) n'est pas successeur de (i ,..., i ,j"). Mnsi,

(i,,..., i , j") est terminal.

5.11. Remarque. Par contre, bien que la suite vide soit un sonrnet distingué,

il existe des sommets de niveau 1 non distingués (du inoins si a >. 13).

5.12. Lerome. Soit (i^,..., i ) une suite strictement croissante d'entiers, avec

i! > "3 et ^ <i a' Alors (i,f..f i ) est un sonnet distingué.

C'est clair si r=l. Raisonnons par récurrence sur r. On peut donc supposer

que (i^,..., i_^_^) est un sommet distingué. Supposons a = n,i +...+ n i avec

n^,..., n̂ . e ̂  . Si n^ +...+ n̂  ^ 3, on a a s 3 î  > a, contradiction.

Si n^ +...+ n̂ . <. 2, on a a < 2 î . ^ 2 S < a, contradiction. Donc (i,,..., i )

est un somnet, et ce sonroet est distingué d'après 5.10.

5.13. Notation Q^. Soit s = (i^,..., i ) un sommet. On pose

QS = [l,i^J u (a-l^'i^ -...- 3Ni^)

(où l'on supprime les nombres ^ 0).
On a 0^ = {a}.

5.14. Lemme. Soit s un soninet de niveau r. Il existe un entier v >. 0 tel que

f(Qg ; X) E v^l-X)13721 + r+l mod.d-X)13721 + r+2.

On a Q^ 3 [ i,y u {a,a-i^, a-i^,... ,a-î }, donc

ip(Qg) à [a/2] + r + 1 (4.17 et 4.21).
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Cela signifie que

f(Q ; X) = v.d-X)'3/21 + r + 1 mod.d-X)'3/2! +r+2
S S

avec un v e Z. Si v = 0, le lemme est prouvé. Si v ^ 0, on as s ' o

<MQ ) = l a/2] + r + 1, u(Q ) = v , donc v > o d'après 4.8.s s s s

5.15. Lemme. Soit s = (i,,..., i ) un sommet. Soit b e [ i +1, al . On suppose

que a £ ;Mi, +...+ Hi + 3Nb. Posons

Q = = Q g U [ i ^ + i , b-1] =[l,b-l] u (a-3Ni^ -...- Bi^.)

Q ' = Q U b = [ l , b ] u (a-I^-...-Hi^).

Alors

f(Q ? X) = f(Q' ; X) mod.d-X)1^21 +r+2

Soit n b le plus petit multiple de b qui appartienne à Q, autrement dit

qui appartient à a-JNi, -...-lîi (ce multiple existe puisque

a e 3Mi +...+ 3Ni + 3N b). D'après 4.10(i),

f (Q ; X) = f (Q ' ; X) +X13 f (Q* U (Q-b) ; X) +X213 f(Q' U (Q-b) U (Q-2b) ; X)

+...+ x0'1"1^ f(Q'U (Q-b) U ... U (Q-(n-l)b) ; X).

Or

Q' u (Q-b) 3 [l,b] u {a,a-i^, a~i^,..., a-î ., a-b}

donc (4.17 et 4.21)

[a/2] +r+2 ^ ^ (Q* u (Q-b)) < ^ (Q'u (Q-b) u (Q-2b)) ^ ... ;

autrement dit,

f (Q* ̂  (Q-b) ;X), f (Q* u (Q-b) U (Q-2b) ;X),... E 0 mod. (1-X)1 a/2j +r+2'

d'où le lemme.

5.16. Lemme. Soient s = (i,,..., i) un sommet, s'=(i,,..., i ,b) un sommet

successeur, Q == Qg u [ ĵ +i, b-1] , Q' = Qg u [ î +l.b] = b u Q.

(i) Si b e Hi^+...+ni^ , on_a



56 J. DIXMIER

f (Q;X) =^——^^. d-X)13/2!4-^1 mod.d-X)^2!^2.

(ii) Si b ̂ :Nî  +...+ 14i , on a

f (Q ; X) E 's> ' , + f (Q* ; X) mod. (1-X)1 a/2] + r+2

1-X°

, ̂  (i-x)^ +r+l + f(Q. ;X) nod.d-X)1^ r+2-

(les fonctions rationnelles écrites étant des polynômes).

Puisque s' est un somnet, aucun multiple de b n'appartient à

a - 1^-...- isii^. , donc aucun multiple de b n'appartient à Q.

Supposons b €]Ni^ +. . .+ 3Ni^ . Alors

Qg' ^ l l .b] U (a-3Ni^-...-]Ni^-3N b)

= [ l,b] U (a-3Ni^ -...-l^i. ) = Q U b.

D'après un cas particulier, déjà signalé, de 4.10(ii) , on a alors

f(Q,. ;X)
f(Q ; X) =——s——— .

1-^

Coinne s' est de niveau r+1, on a, d'après 5.14,

f(Q,. ;X) = v,. (l-X)^/21 +r+2 mod.d-X)13/21 +r+3

donc f(^0 E^ (i-x^l^l nod.d-X)1^2^^2.

Supposons b f Hi.^ +...+ 3Ni^. Soit nb le plus petit multiple de b tel que

Q-(n+l)b c b u Q u (Q-b) u...u(Q-nb). Alors, d'après 4.10di),

f ( Q - X ) = X^ f (b u Q U (Q-b) u ... u (Q-nb) ; X)
1 -^

+ f(Q' ; X) + X^Q' U (Q-b) ; X) + . . . + f(Q' U (Q-b) U . .. U (Q-(n-l)b) ; X)
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Comme dans la démonstration du lemme 5.15, on a

[ a/2] + r+ 2 < ip(Q' u (Q--b) ) < iHQ' u (Q-b) u (Q-2b) ) < ...

D'autre part, par définition de n, on a

bUQU (Q-b)U...u (Q-nb) = [ l,b] u (a- 1^ -3Ni^ ~...- 3Mi^-3Nb) =Qg.

donc

f ( Q ; X ) EX^^'^f^X) mod.d-X)^21^2.
1-X 0

Comme plus haut, on a

^s^,^^ (^^———n^.d^^—— 2

l-X13 l-X13 b

d'où le lomme.

5.17. Lemme. Soit s un sommet non distingué. Soient b < b' < ... < b" les

entiers tels que t = (s,b), f = (s,b*),..., t" = (s,b") soient les successeurs

de^ s. On a

^'E^i^f +•••+^vt•• •

Nous supposerons pour simplifier les notations que s a 3 successeurs

(s,b), (s,b'), (s,b"). Il sera clair que la démonstration est générale.

Posons s = (i,, i^,..., i ). Par définition des successeurs et des som-

mets non distingués : 1) b" est le seul entier de [ i+1» b"] qui appartient à

3Ni, +...+3Ni ; 2) b,b',b" sont les seuls entiers k £ [i +1, b"] tels que

a ÎMi +...+ 3Ni + ]Nk.

D'après le lernTte 5.15 appliqué de proche en proche, on a

(58) f (Qg;S) = f(Q^U[i^+i,b-l] ;X) mod.d-X)1^21+r+2

(cette partie du raisonnement est vide si b = i + 1) .

D'après (58) et le lemme 5.16(ii), on a, en posant R = Qg u [ î +l.b] =

[l,b] u (a-I\Ii^ -. . .-l̂ ) :
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f(Q^-X) E ̂  (l-X)^721 +r+l 4- f (R ;X ) mod.d-X)1^ +r+2.

Appliquons de nouveau plusieurs fois le lemme 5.15 et le lemme 5.16(ii) ;

posant R' = Qg u [ i^+1, b'] , on a, module (1-X)1 a//2] +r+2,

f(R;X) E f(Q^ u [i^+l, b'-l] ; X)

,^1 (l-x^^+fîR^X)

, ̂  (l-X^/2^ ^ f(Q, u ti^l, b"-l] ; X).

Enfin, d'après le leinne 5.16(i),

f ( Q ^ U [ î +i, b"-l] ; X) E ̂  (l-x)1 a/2] +r+l mod. (l-X)1 a/2] +r+2.

De tout ce qui précède, on déduit

f(Q, ; X) . (̂  + ̂  + §:) (l-x)I a/2) +r+l nod. (1-X)1 a/2) +r+2,

d'où le lenine.

5.18. Lenroe. Soit s = (i^,..., î .) un saTroet distincrue. Soient b < b' < ... < b'

les entiers tels que t = (s,b),..., t" = (s,b") soient les successeurs de s. On a

^ = E \ + ^T ̂  +- • -+ ̂  vt" + a^c^-il) (a^) • • • ̂ -î )

avec c = 1 si_ a est impair, e = 2 si a est pair.

Supposons pour simplifier les notations que s a 3 successeurs (s,b),
(s,b'), (s,b"). Raisonnant comme au lemme 5.17, on trouve d'abord

(59) f(Q^ ; X) E (^ v^ + ̂ - v^.) (1-X)1 a/2] +r+l

+ f(Qg ^ [ i^+1, b"-l] ; X) mod.(1-X)1 a/2] +r+2'

Canne s est distingué, on a b" ^14i^+...+ JNî  . En appliquant le lemme 5.16(ii),

on a, en posant Q' = [ l,b"] u (a-3SIi-...-3Ni ),

(60) f(Q^U[i^i,b"-l] ;X) E^ (l-X)1^21^^ + f(Q' ;x) mod.d-X)^7214-^2.



CALCUL DE u (a) 59

Par définition de b" et des soumets distingués, tous les entiers k e [b"+l,a]

sont tels que a € l^i^+...+]Ni^ +3Nk. Donc, d'après le lenroe 5.15 appliqué de
proche en proche,

(61) f (Q ' ;X ) = f([l,a]U(a-3Ni^..,-3Ni^) ;X) mod. (1 -X) 1 a/2] +r+2

= f([l,a]u{a,a-i^, . . ., a-i^.};X) (5.7(iii)).

Si a est pair, on a, d'après la prop.4.13,

(62) f(l l,a]u{a,a-i ,..., a-i };X) = (l-X^ ̂ l^ ^...(l-X3 lr) n (i-x3)
Kj<a

E a!a2 (a-ip ... (a-î ) (1-X) (a/2)+r+l ^ (i-x) (a/2)+r+2^

Si a est impair, on a, d'après la prop. 4.12,

a-i a"'ir
(63) f(tl,alu{a,a-4,...,a-i^} ?X) = (1 )̂ (1-X l)•••( l"-x ) ^n^(l-x3)

E a!a(a-i^)...(a-i^)(l-X)1 a/2] +r+l mod.(l-X)1 a/2] +r+2.

Le lenroe résulte de (59), (60), (61), (62), (63).

5.19. Lenroe. Soit s = (i^,..., i ) un sommet terminal. On a

Vg = a! a6 (a-i^)...(a-i^)

avec e = 1 si a est impair, c = 2 si a est pair.

Comme s est distingué (5.3), c'est un cas particulier de 5.18.

5.20. Définition de Y (s). Soit s = (i^,..., î .) un sommet distingué. On pose

Y(s) = , a! , a8(a-i )(a-i.)...(a-ij
-^•••^-r r

avec e = 1 si a est impair, c = 2 si a est pair.

5.21. Exemple. y(0) = a!a2 = 2(a/2)!a si a est pair, y(0) = [ a/2] !a
si a est inpair.

5.22. Exemple. Supposons a impair. Soit s = (2,4,6,..., 2n) où 2n est le plus
grand entier pair < a. Alors s est un sommet distingué, et y (s) = 1.3.5...a.
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5.23. Lemme. Soit s un sommet distingué. Si a est pair, on a

2(a/2)!a < y(s) < 2a!/((a/2)-l)!

S3_ a est impair y on a
a!a < v(s) < ai/a!

Posons s = (i^,..., i^).

Supposons a pair. Comme a-i,,..., a-iy > (a/2) > i,,..., i , on a évidemment

y(s) > a!a2 = 2(a/2)!a. Soit { j^. j^--- . :U le complémentaire de {i^.i^,..., î }

dans [ l,a] . On a

ï^^= JlJ2...Jq< (a-j,)(a-J2)...(a-y

donc

Y (s) < a2 (a-i^)... (a-î .) (a-j^)... (a-j^)

= a2 (a-1) (a-2)... (a-a) = 2a (a-1) (a-2)... (a/2) = 2a! ( ( (a/2) -1) ! ) ~1.

Supposons a ijnpair. Raisonnant de même, on a y (s) > a!a et y (s) <

a(a-i^)...(a-i^) (a-j^)... (a-j ) = a(a-l) (a-2)... (a-S) =a!/(a!).

5.24. Lenme. Soit s = (i,,î ,...,i ) un sommet. On a

f(Q,;X) = î .-.î  (S .̂̂  Y(r)) (l-X)^/2'^ rnod.d-X)!3/2!^2.

Supposons s terminal. Alors,

^r^s^ ^(^-T^I; t5-19 '

d'où le lemme dans ce cas. Maintenant, on raisonne par récurrence décroissante

sur le niveau de s.

Supposons donc s non terminal, et soient t = (s,b), t' = (s, b *),..., t" = (s,b")

les successeurs de s. On a, d'après l'hypothèse de récurrence,

v^i^...y>2^. ̂ ^^
a

v^=i^...^b- S ,̂ ^>t- ^r)

a

v^i^.-.i^b-S^. ^ ^^,,Y(r).
a

Supposons s non distingué. D'après le lemme 5.17,
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^'^t^^-^--^^"

= ̂ •••W.A- , r > t ̂ r) ^---^ ^A- , r > t"^"
à a

= ̂ -^ ^rcA- , r > sY W
a

(on utilise une deuxième fois l'hypothèse que s est non distingué).

Supposons s distingué. D'après le lemme 5.18,

vs=îvt+:5Tvk'+•••+y vt" + a!ae (a-il) • • • ̂ r'

= ̂ •••^ ^A- , r > s ̂ r) + alae(a-i,)...(a-y
a

=i^...i^(^^^Y(r)+Y(s)]

=î ...i,.ï̂ , ^ ^s^'-
à

5.25. Remarque. Canne y(r) > 0 pour tout r, on déduit de 5.24 que v > 0, donc

que ^(Q ) = [ a/2]+r+l et u(Q ) = v pour tout soumet s.s s s

5.26. Prouosition. u(a) = 2 ,» y(t).——————— teA^

(Cf. 5.2 et 5.3 pour la définition de A', et 5.20 pour la définition de y(s)).

La prop. 5.26 est un cas particulier de 5.24.

5.27. Proposition. Soit i un entier tel que (a/3) < i < (a/2). Soit B. l'ensem-

ble des suites strictement croissantes d'entiers appartenant à [ i,a] (la suite

vide est incluse ; on a B. Ç A * d'après 5.12). Alors———____—,——.—___— ______ _j_ 3^ — ' — — — — — — —. . . .—

r(i-l) îa^^3 si a est pair
^R ^(s) =ï 1 a-i+2^"i ^(i-l) îa" 1 - si a est iiïpair.

Supposons a pair. On a, pour (i,,î ..., i ) e B.,

^——a- Y(s) =jp2...jq(a-i^(a-i^...(a-i^)
a al

où {J i /J9 / - - - / :y est le complémentaire de {i^,i^,.. .,i } dans [ i,S] ( JTJ7 - - - / JQ

deux à deux distincts). Le cardinal de [ i,a] est a-i+1 ; donc

a3- !̂̂  (j+(a-j)).
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Si l'on développe ce produit, on obtient la scmne, pour toutes les parties

{i^...i^} de [i,a] , des produits J^---^' (a''il) ̂ -4)... (a-î ) considérés plus

haut. Donc
^ / v a2^! 'a-i+1 ,. , x , a-i+3
^B^ 'i-iiTÎ)-^ a = (l"l)!a

On raisonne de même si a est impair.

5.28. La prop.5.26, simplifiée grâce à 5.27, permet un calcul assez rapide de
u(a) pour a < 20. Les résultats sont donnés dans l'Appendice B. On a
u(2n) < u(2n+l) pour n=2,3,4,..., 9. Canpte tenu de 4.22, il résulte de 3à que,
pour a parcourant [ 4,19] , le comportement de p(n ; {a}) pour n grand est "en
dent de scie". Curieusement, on a aussi p(n ; {2}) < p(n ; {3}) pour n < 106, par-
ce que les termes d'ordre > 2 des développements asymptotiques de p(n ; {2}) et

p(n ; {3}) jouent alors un rôle non négligeable.

Il me paraît probable que l'inégalité u(2n) < u(2n+l) reste vraie pour n > 10.
Par contre, je ne pense pas que la fonction a +1> u(a) soit croissante pour a > 3,

malgré ce que laisserait supposer l'Appendice B.

5.29. Proposition, (i) Sa^ a est pair,

([a/3]-!)! a^76^3 < u(a) < 2(a/2)a!/( (a/2)-l) !.

(ii) S^ a est impair,

((a/3]-D! a^-2 < u(a) < 21 a/2] a!/l a/2] !.

Les majorations résultent des 5.26, 5.23 et de la majoration évidente

Card A < 2a. Les minorations résultent de 5.27, où l'on prend pour i le plusa
petit entier qui majore strictement a/3.

5.30. Corollaire. On a log u(a) ~ ̂  a log a quand a -»"«>.

On a
log 2(a/2)a!/((a/2)-l)! = a log a - (a/2) log (a/2) + o(a log a)~(a/2) log a

log ([a/^-Dîa^6^3 = [ a/3] log [a/3] + (a/6)log a+o(a log a)~(a/2)log a

d'où le résultat pour a pair. On raisonne de façon analogue pour a impair.

5.31. Bien entendu, la prop. 4.24 résulte du présent chapitre.



VI. Généralisation du phénomène d'Erdôs-Szalay

6.1. Lemme. Soient b, c des entiers tels que 2 < b < c. Soitffl (n.b.c) l'ensem-
ble des partitions de n dont les 2 premières composantes sont {0} et [ b,c] .
Alors, quand n ->• °o,

Card^?(n,b,c)/p(n) ~ (c+1) (b-1) ! A13 —75- si c < 2b-2/6 r " / ^ —

Card y(n,b,c)/p(n) ~ (2b)b! (-ïï-)^1 ^ . si, c = 2b-l.
/6 n

Soit ^p'(n,b,c) l'ensemble des partitions TT de n telles que 1,2,..., b-1 ^ 2(7r)

et c+1 ^ 2(Tr). Pour b < i < c, soit ̂ " (n,b.c.i) l'enseanble des TT e j)' (n.b.c)
telles que i ^ 2(ir). Alors

^P (n,b,c) = ,9' (n,b,c)\u^^^ Jï" (n,b,c,i).

Donc
Card^n.b.c) = Card £P'(n,b,c) + I;. ± p(n ; Q.)

où, pour tout j, Q_ est la réunion de {1,2,..., b-1, c+l) et d'une partie non
vide de [ b,c] .

Supposons c < 2b-2. Alors [ (c+l)/2] < b-1, et 4.12 entraîne

Card .y'(n,b,c)/p(n)~(c+l) (b-1) ! (~)b —^

p(n ; Q.)/p(n) = 0 ( (bJ-n/z) pour tout 3Ï

^n /

d'où le lemme.

Supposons c = 2b-l. D'après 4.13, on a

Card S'1 (n,b,2b-l)/p(n)~(2b) (b-1) ! (2b) (-î-)1 '̂1 ^ ^
•° n

'^y^îTT!-r o n

La prop. 4.13 donne aussi
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p(n;Qj)/p(n) =o(^^)

sauf si Q. = {1,2,..., b,2b}. Dans ce cas, d'après 4.12, on a

P(n ; Q.)/p(n)~(2b)bi {—)b¥l -r———^ •
' yo n

Donc

Card f (n,b,2b-l)/p(n)~(4b)b! A1^1 ^^ - (2b)b! {-n-)^1 ^ ^
r D n ' " n

d'où le lenroe.

6.2. Proposition. Soient b un entier > 1, ^K(n.b) l'ensemble des partitions de

n dont tous les sommants sont > b, R(n,b) le nombre de TT e 5B(n,b) qui ne repré-

sentent pas tous les nombres b, tH-1,..., n-b. Alors ̂  quand n ̂  «>, R(n,b)/p(n)

a un développement limité d'ordre aussi grand qu'on veut suivant les puissances

de_ n / . Le premier terme de ce développement est

J^^^-

(Rappelons [ 1] que (Card J?(n,b) )/p(n)~(b-l) ! A^1 . 1 , , ^ ) .
/6 n'0"17 /"

1) Soit ^(n,b,c) 'canne dans 5-.1. Alors
[n/2]

R(n,b) = 2^, Card ^T(n,b,c).

Sj, 2b-l < c < ^ b (3b-l), on a ^P(n,b,c) = 0 (prop.2.9). Donc

R(n,b) = S2^,1 Card-y^b/c) + 2 , . Card^(n,b,c).
c=^b(3b-l)

2) Pour chaque c fixé, (Card <jP(n,b,c) )/p(n) a un développement limité d'ordre

aussi grand qu'on veut suivant les puissances de n~ /2^ (4.36).

3) Si k > 1- b(3b-l), on a, d'après 2.14,

t n/2] ^ [ n/2]
2^ Card.T(n,b,c) < (b+1) 2^^ p(fc^c)r(n,c-bt-l)

( n/2] -b
= (fcri-1) 2^^ p(d+2b)r(n,d+l)

ln/2]
= 0 ^k-b P^)3"^^-1-1)) quand n ^ oo.
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Donc, d'après 1 .11,

l n/2] « ,. ^
(64) (2 Card y(n,b,c))/p(n) = 0(n U<~D//) quand n ->• °o,

et, a fortiori,

(65) (2^ Card ^(n.b.c) )/p(n) = Oîn^ (b+l)/2) ) quand n ^ ~,

car k-b > (3b-l) -b=2b - 1 > b+1.

4) II résulte de 2) et de (64) que R(n,b)/p(n) a un développement limité d'ordre

aussi grand qu'on veut suivant les puissances de n .

5) D'après 6.1, le développement limité de

(2^1 Card ^(n.b.c) )/p(n)

commence par

(b-l)!^^^^))^

^^^^^(b-n^.jtb-Dbi^^.

Compte tenu de (65), la proposition en résulte.

6.3. Le phénomène d'Erdôs-Szalay n'est plus vrai pour un ensemble Q e J^ON*)

arbitraire. Par exemple, pour a entier > 3, on a, d'après un cas particulier
facile de 5.16 ,

f({a} ;X) ~ f({l,a) ;X) quandX ->• 1.

Par suite, p(n ; {a}) ~p(n ; {l,a}) quand n -> ~. Mnsi, parmi les partitions TT de
n telles que a ^ 2 (TT) , presque toutes vérifient 1 ^ 2 (n).

On a f({2) ; X) ~4(1-X)2 et f({l,2} ; X) ~2(1-X)2 quand X -^ 1 ; ainsi, parmi les

partitions TT de n telles que 2 Ç? 2 (ir), à peu près la moitié vérifient 1 $? 2 (n).

Problèmes :

1. Caractériser les ensembles de la forme 2(Tr).

2. Généraliser 2.11 et 2.13 en faisant intervenir les k premières composantes de
S(TT) ( k>2 ) .

3. Compléter la prop. 3.6 (cf.3.7).

4. En généralisant convenablement le chap.V, on doit pouvoir "calculer"
i|/(Q) et u(Q).
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5. A-t-on u(2n+l) > u(2n) pour n > 2 ?
6 . Quels sont les ensembles Q pour lesquels le phénomène de Erdos-Szalay est

valable ( i . e . , pour n grand, presque toutes les partitions •n G-P (n ; Q)
représentent tous les nombres de [0 , n ] \ (Q u (n-Q))) ?

7. Quel est l'ordre de grandeur de p(2n ; { n } ) pour n grand ?
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Q

{1}

(1,2}

{2}

{1,2,3}

{2,3}

{1,3}

{3}

{1,2,3,4}

{2,3,4}

{1,3,4}

{1,2,4}

{3,4}

{2,4}

{1,4}

{4}

{1,2,3,4,5}

{2,3,4,5}

{1,3,4,5}

{1,2,4,5}

{1,2,3,5}

{3,4,5}

{2,4 ,5}

{1,4,5}

{2,3,5}

{1.3,5}

{1,2,5}

Appendice A.

f(Q ; X)

1-X

(1-X)(1-X2)

(1-X2)2

(1-X)(1-X2)(1-X3)

(1-X2)2(1-X3)

(1-X) (1-X3)

(1-X) (1-X3) (l+X+X^X^X4)

(1-X) (1-X2) (1-X3) (1-X4)

(1-X2)2 (1-X3) (1-X4)

(1-X)(1-X3)(1-X4)2

(1-X)(1-X2)(1-X4)

(1-X) (1-X2) (1-X3) (1-X4) (1+X+2X2)

(1-X) (1-X2) (1-X4) (1+X-X4)

(1-X) (1-X4)2

(1-X) (1-X2) (1-X4) (l+X^^^X^-X^X6)

(1-X) (1-X2) (1-X3) (1-X4) (1-X5)

(1-X2)2 (1-X3) (1-X4) (1-X5)

(1-X) (1-X3) (1-X4)2 (1-X5)

(1-X) (1-X2) (1-X4) (1-X5)

(1-X) (1-X2) (1-X3) (1-X5)

(1-X) (1-X2) (1-X3) (1-X4) (1-X5) (1+X+2X2)

(1-X) (1-X2) (1-X4) (1-X5) (1+X-X4)

(1-X) (1-X2) (1-X4) (1-X5) (l+X^X5)

(1-X) (1-X2) (1-X3) (1-X5) (1+X-X5)

(1-X) (1-X3) (1-X5)

(1-X)(1-X2)(1-X5)

<MQ)
1

2

2

3

3

2

2

4

4

4

3

4

3

3

3

5

5

5

4

4

5

4

4

4

3

3

u(Q)

1

2

4

6

12

3

3

24

48

48

8

96

8

16

16

120

240

240

40

30

480

40

40

30

15

10
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( 4 , 5 )

( 3 , 5 )

{ 2 , 5 }

{ 1 , 5 }

{5}

(1-X) (1-X2) (1-X4) (1-X5) (l+X^X^X^X^X5^)

(1-X) (1-X3) (1-X5) (l+X+X^X^X^XS-X^+X^X8)

(1-X) (1-X2) (1-X5) (1+X-X5)

(1-X) (1-X5)2

(1-X)2 (1-X5) (1+2X+3X2 +4X3+5Xl4-5X6-7X7-6X8-X9+3Xlo+4Xll+

2X12



Appendice B.

a

1

2

3

4

5

u(a)

1

4=22

3

16=24

25=52

a

6

7

8

9

10

u(a)

72=22.32

203=7.29

1024=210

l431=33.53

11600=24.52.29

a

11

12

13

14

15

u(a)

21901=112.181

41472=29.34

269893=132.1597

1964704=25.73.179

2951775=3 ̂ S2.4373

a

16

17

18

19

20

u(a)

23670784 = 212.5779

64522939 = 13.17.281.1039

295659072 = 26.36.6337

1149903389 = 19.29.2086939

5402368000 = 211 .53 .47.449



Appendice C : l'arbre A.^ .

(On a encerclé les sommets distingués) .


