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Mémoire de là Société Mathématique de France, n° 31
Supplément au Bulletin de la S . M . F .
Tome 1 1 6 , 1 9 8 8 , fascicule 1

AS^MFTOTISUE VES POLES VE LA MATRICE VE SCATTERI/VG
POUR PEUX OBSTACLES STRICTEMENT COWEXES

ABSTRACT : (Ve ^tmdif tkd location o^ pote^ ^OA thé, acou^tÀ.c ^>c.atteAÀng motAÀ,^
^OA ^o ^Vu,ctiy conucx. oô-ô^acZc^. C(/e obtenu compile, (Usijmpto^bLc. e^pajzô/con-A ^o^i
thd pot^ /en a ^Vu,p Im z ^ c ÛLÔ Re. z <tend4 ^o -àt^n/cù/. T^-eA^ expan<6-cûn6 a^e
obtcLinad. a^^ng an cipp^.oxÀJtna>U,on o^ tho, qaan/tcze.d b^ÂJLiaA.d opvwJLo^ aiong tha,
Vwipp^d ^ay bc^^en thé. tiA)o ob^taci^.

RESUME : On é.tuLdLie, ta. po^HLon dc4 pôte^ de, ta matrice, de, ^c.atteAÂ.ng (XCOLLÔ-
tÂ,quL<L ponA de,iix. ob^taçJLe^ ^tA>ict(Lme.nt convexes. On obtÂ,ç,nt de4 dé.v<itoppe,me,nt&
cu>ymptotiquiez compta pouA t<u pôt^ dan^ une, bande, Im z ^ c quand Re z
^cnd VCA^ '̂̂ n^)u.. C&4 déveÂ.oppe.me.n.U ^ont obtmu^ Qnjace, a mne, appAoXÂjmation
de. V ope.njate,uiA. de, bmaAd quantité, te, tona dm ^ayon capté. e.nVLC, te^ dcax
ob^tacte^.

Texte reçu le 30 janvier 1 9 8 7 .
C.GÉRARD, Université de Paris-Sud, Département de Mathé-
matiques, 91405 Orsay, France.
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1. INTRODUCTION ET RESULTATS

On suppose que ^ = ^ - . 0 ^ 9 où ^ . est un obstacle

str ictement convexe dans ]Rn+ (n pair) à bord C°° r-

et ^ n ̂  = 0.

Soit d la distance de ^. à ^ et a _ € I . les

points tels que | a - , - a - | = d. On va uti l iser la caracté-

risation suivante des pôles de la matr ice de scattering

pour ^ , S ( z ) (voir [V]) .

Pour À e IR on considère la solution du problème

suivant :

(1.0) { A u + À 2 u = f dans IR114'1 \ ^

^Q'0

et u vérifie les conditions de radiation de Sommerfeld :

lu^ l .Cr - " 7 2 , ^.iAu .Cr-^1^2 .

Soit d ' au t re part ^ (x ) une fonction C posit ive
, , 2 .

telle que | D01^ | ^ C ^ e " ^ 1 , et W l ' espace de Sobolev
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à poids défini par |u[ „ = |^u( -, , où W8 est
W" W-CIR11 1 \ ^)

l 'espace de Sobolcv classique.

On note d ' au t r e part L2 ̂ n+l) l ' e space L 2 usuel àa
support dans { [ x | ^ a} avec a assez grand pour que

^ c { | x| ^ a} .

Alors il est montré dans C V ] que la résolvante du pro-

blème (1 .0 ) définie pour À € IR , a un prolongement méro-

morphe avec des résidus de rang fini aux pôles, si on la

considère comme opérateur de L (IR11 \ s'2) dans W .a ip

Cette résolvante notée S ( À ) est d'autre part holo-

morphe dans Im \ < 0 , et ses pôles sont exactement avec

multiplicité les pôles de la matrice de scattering pour

^ . Une deuxième caractérisation des pôles est donnée

dans la section 6.

Enonçons maintenant le théorème démontré dans cet

article.

Le rayon C a-, ,a^ ] est l'unique rayon captif de Ci .

Il correspond au point fixe (a- , ,0) e T * ( r i ) pour l 'ap-

plication du billard / associée aux rayons réfléchis.

Ce point fixe est de type hyperbolique car r^ et

V^ sont strictement convexes, et on note \^,..., \^ € ]R

les valeurs propres plus grandes que 1 de D x ( a ^ , 0 ) , et

b^C^. . . ^ ) - 1 7 2 .

Pour a € -iN» on pose K = b v a. (On peut avoir K = K ,? A a o K a a '
pour a ^ a ' ) . On note a lors À ^ - i l o g — r - ^ J ^ J ^ ^ »
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qui sont disposés sur des lignes Im z = este et appelles

pseudopôles par C B . G . R ] . Pour chaque valeur de K , on

introduit alors des développements asymptotiques : (on

omet l'indice a pour simplifier les notations)

^J)^4- I ̂ ^j^72^ avec tu €]N ^ ^ • • • a
K = 1

qui correspondent à des développements asymptotiques pour

les valeurs propres d 'une N x N matr ice où N = C a r d { a ' | K , =K }

On note p. la mult ipl ic i té de ^ ( J ) comme valeur

propre asymptotique. On démontre alors le théorème suivant:

Théorème : Pour tout N € -Wj il existe j ^ ç. JN et c^ € JR têts

que pour j ^ j „ ta matrice de scattering pour î2 a exactement p

potes avec multiplicité dans :
m^

\\ \ V ^ r \ .-k/2aH\ „ |, i-N
' ^ ' "À ^ / J 1 N ' ^

koù m^ est te plus grand k têt que o— < N.

De plus dans le cas où les | a ' | ont tous la même pa-

rité pour a ' e { a ' | K , = K } , le développement asymptotique
-k /a î 1ne contient que des puissances À . et plus de y puis-

sances. Le premier résul tat dans cette direction est dû à

M. Ikawa ( c l - ] ) qui a démontré ce théorème pour la première

rangée de pôles (a = 0) avec un développement asymptotique
- 1 / 2à l 'o rdre 0 ( À _ ) et récemment ( C l ^ J ) avec un dévelop-

pement complet .
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On donne maintenant le plan de l'article.

On va réduire la recherche de pôles à un problème sur
le bord d'un des ouverts, par exemple F-, . Pour cela, on
introduit les opérateurs suivants : H . ^ . ( À ) : C ^ C F . ) ->

C (IR \ S 7 . ) est la résolvante du problème :

( l . i )
( A + À 2 ) ^ ^ ( À ) v = 0 dans IR11'"1^.

H ^ ( À ) v ] r ^ v

étendue comme S ( À ) de W^Cr.) dans W2 (voir C V 3 ) .
H^ ^ est définie pour i = 1 , 2 pour À dans une région
{ | Im À | ^ c^,Re À ̂  c^} pour c. assez grand, car d'après
les résultats de ^ M ^ ] , la matrice de scattering pour un
obstacle non captif n ' a pas de pôles dans { I m À ï a l o g | À | + b } .
On note alors H _ ( À ) v = H . . ( À ) v p où F, = r-, eti i , + l^ ô l
M ( À ) = H ^ ( À ) H ^ ( À ) .

Dans la section 2 , on construit une approximation
asymptotique H ( À ) de M ( À ) près du point ( a . , 0 ) de
T * ( r . ) , qui est un opérateur intégral de Fourier à grand
paramètre À associé à la transformation canonique du
billard.

Dans la section 3 et 4 on étudie H en se plaçant dans
des coordonnées symplectiques convenables, et en remplaçant
H par une approximation H . On peut résoudre un problème
de Grushin pour 1 - H , puis pour 11 - H par perturbation.
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Dans la section 5 , on résout un problème de Grushin
pour l - M ( À ) en utilisant des résultats sur la propa-
gation des singularités en dehors d'un voisinage du rayon
périodique C a. , a . ^ ] .

Dans la section 6 , on démontre le théorème sur les
pôles de S ( z ) .

On a rassemblé dans l'appendice les résultats techni-
ques nécessaires dans les démonstrations.

Enfin nous tenons particulièrement à remercier
J . Sjôstrand qui est à l'origine de ce travail pour ses
nombreuses suggestions qui ont permis d'améliorer une
première version du manuscrit rédigée à l'Institut
Mittag-Leffler au printemps 85.

2 . CONSTRUCTION DES OPERATEURS MICROLOCAUX

On commence par introduire des opérateurs de tronca-
ture .

Soient k ^ ( x , y , Ç ) , iq ( x , y , Ç ) CS^^(1^ x r ^ ) , k ^ ( x , y , Ç ) ^
S 0' 0^,-, x r . , ) , tous à support compact, (voir appendice A . I0,0 ^ ^
pour les classes S 0' 0^-, x F . ) ) avec k-, , k ' égaux à 10 , 0 -L JL J- JL

près de ( a - , , a . , 0 ) et k., égal à 1 près de ( a ^ , a ^ , 0 ) .
Dans la suite, on posera a . = 0 .

On suppose de plus que k^=l sur l'intersection avec
8T*(1R \ ̂ ) des rayons sortants de supp k. , et que
k ' vérifie la même propriété avec k. remplacé par k^ .
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On aura besoin dans la suite de réduire un nombre

f ini de fois les supports de k - , , k - , k ' , en gardant ces

propriétés .

On pose alors :

K ^ u ( x , À ) = C-^)" | e-1^-7^ k^ (x ,y ,Ç) u (y ,À) dydÇ .

K^ et K' sont définis de manière analogue.

K^ envoie C°°(r.,) dans C°°(r . ) pour À € D où D est

un domaine de Œ de la forme { | l m À | ^ c , Re À ^ c^ }.

Soit V ^ c = T * ( r ^ ) le support de K ^ ( y , 9 ) , et soit K

1? intersect ion du flot des 1 / 2 rayons sortants de V-,

avec un voisinage Ui de ?î. qui contient r ̂  .

Dans ce paragraphe, on va construire un opérateur
H! : cx>^^ -^^W tel que :

(2 .1)
( A + À ^ H - u = R . u

H^u ^ = K^u

où K. est l ' opéra teur de t roncature introduit plus haut

et R- a un noyau dans (^ (K x r - . ) .

On a dé jà construit un tel opérateur si U. est assez

peti t dans la Proposit ion A . I I . 3 . Il reste à étendre

cette construct ion au voisinage de ^^ .

Proposition 2 , 1 : It existe un opérateur H. : ^(V -J ^ «£00^

qui vérifie ( 2 . 1 ) . H. est de la forme :
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H^u(x,\) = (^n | ^W^-y'^ a ( ^ y , 6 , X ) u ( y ^ ) d y d Q

où a est holomorphe en À pour \ ç. D ^

a € S090^ x FJ .
0,(9 -Z

Démons t r a t ion : II su f f i t de voir q u ' o n peut étendre les

construct ions de la Proposi t ion A . I I . 5 . On étend ^ à K

par :

i K x + ^ ( x , 0 ) , 0 ) = ^ ( x , 6 ) + ^ . L ' ex t ens ion est bien
( 2 . 2 ) ,

C car F. est strictement convexe.

On peut ensuite étendre a solut ion de ( A . I I . 8 ) à K en

ut i l isant que ( A . I I . 8 ) est une équat ion d i f fé ren t i e l l e

ordinaire le long des rayons qui recouvrent K . On a

donc démontré la proposi t ion.

Proposition 2.2 : Soit 7n = K n Y

On a : ( H . o ^ - j - H j a un noyau dans £ ° (}/ x rj.
Cl

Démons t r a t i on : D ' a p r è s l ' appendice , il su f f i t de montrer

que si IL est un voisinage de V^ dans 'SRn+ \ îî-,

(H. o K. - H- . ) y a un noyau dans ^(Uo x F-, ) .

En ut i l i sant les arguments de la preuve du th. A . I I . 1 2 ,

on voit que l ' on peut prendre par exemple LL = K , et ter-

miner la démonstra t ion de la même façon.

On peut fa i re la même construct ion en échangeant les

rôles de r. et 1^ et construire un opérateur :
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^ : ̂ (^ " C C K ' )

tel que : f ( A + À 2 ) H^ u = R^ u

H ^ u ^ = K ^ u

et R^ a un noyau dans j C f ° ( K ' x r ^ ) , K- est l ' opé ra teur

de troncature introduit plus haut . H^ vér i f ie l ' ana logue

des propositions 2.1 et 2 . 2 . Les s ingular i tés des noyaux

de H^ , H^ sont décrites dans le corollaire A . I I . 4 .

2 . 1 . Opérateur de billard microlocal

On étudie maintenant l ' opéra teur H : C°°(r- , ) -^wv JL

jC^Cr- . ) défini par H = K ' H. H-, .

On commence par définir une t ransformat ion cano-

nique x de T * ( r - , ) dans T * ( r - . ) associée aux rayons

réf léchis sur I - .

Pour p € T * ( r ^ ) , p proche de ( 0 , 0 ) , on trace le

1/2 rayon sortant de p noté y et on note y ' le rayon

réfléchi sur r^ . y ' coupe F. et \ ( p ) est la pro jec-

tion sur T * ( r . ) du point d ' in tersec t ion de y ' et de
^^n+1 \^^

On montre maintenant un lemme pour étendre la méthode

de la phase stationnaire pour des valeurs complexes du

grand paramètre .

Lemme 2.3 : Soit \ ç . D = { \ ^ S \ O ^ I m \ ^ c j Re \ ^ c.}.
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Soit a(x^\) ç. S so {]R ) y à support compact en x ^ holomorphe
0 j 0

00 72en À, n ) ( x ) e C (JR ) une fonction avec un unique point critique non

dégénéré sur le support de a y situé en x = 0 .

Alors l'intégrale (\) ^\^(x) ^^ ̂ ^ admet un développe-

ment asymptotique e^ (p 7 b.(\]\ où b. 6 S ° ( Œ ) se calcule
k=0 k k

comme dans le cas \ € J?.

Démons t ra t ion : Supposons (p (0 ) = 0 et notons 1

I ( À ) = À"72 | e^^^ a ( x , À ) d x .

Si À € ]R , le théorème de la phase s tat ionnaire montre que

N
v N ç i N | I C À ) - I b , ( À ) À " k | ^ c „ C l + | À | ) ' C N + l )

k=0 K 1N

pour | À | ^ c^ .

Ici les b , ( À ) sont donnés par les formules classiques, et

holomorphes en À pour À ç D . On commence par remplacer
N
^ bi À par une fonct ion équivalente modulo ( 1 + | À [ ) " 1 N + 1 J

k=0 K

pour | À | ^ Cx, , et qui est holomorphe pour À e D . Par chan-

gement d ' éche l l e , on peut se ramener au cas où

D = { À C ( C [ O ^ I m À ^ l , R e À ^ c - . } .
N ,

On cherche cette fonction sous la forme ^ C i ( À ) ( À + 2 i ) .
k=0 K

En écrivant ( À + Z ^ ' ^ À ^ ( l + 2 i À' 1 ) "k , on peut déter-

miner les c, par récurrence, et c , ( À ) est holomorphe

en À .

En changeant la constante c»j , on a donc :
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v^e iR | I (À ) - I CjjÀKÀ^i)-^ ^ c^ l+lÀl) '^1 3 .
j\ ~ \J

N
On estime maintenant | I ( X ) - ^ c, ( X ) ( À + 2 i ) ~ | pour

k=0 K

N L-I m À = l . Il est clair que : V c , ( À ) ( À + 2 i ) "K ^ c-, pour
k=0 K 1

Im À = 1.

En écrivant À = À - . + 1 , on peut ma jo re r I ( À ) par une

constante en uti l isant la phase s ta t ionnaire avec grand

paramètre \. .
N

On a donc : | I ( À ) - ;[ c, ( A ) ( À + 2 i ) "K | ^ c ' pour l m À = l .
k=0 K i

En uti l isant le principe du maximum sous une forme démon-

trée dans CH, ] , on en déduit faci lement qu ' on peut ma jo re r

pour 0 ^ Im À ^ c^ < 1

N
( 2 . 3 ) | I ( À ) - ï c^ÀKÀ^i)"^ par c^ (1+| À | ) " a ( N + l )

K. ~ U

où a < 1 dépend de c , .

On peut enlever dans ( 2 . 3 ) les termes c, pour k > a ( N + l ) ,

En revenant aux b i ( X ) , on a aussi :

| I ( À ) - a Y b ^ ( X ) À^ | ^c. ( I + I À I ) - ^ ^
k=0 1-

pour \\\ assez grand.

On a donc démontré le lemme.
D

Avec les notations de la page 2 .3 , on note X i ( P ) , pour

P € T * ( r ^ ) , la project ion sur T * ( F ) du point d^ntersec-

tion de Y et de ôT^IR11'"3^ î^)) , X ^ est une t ransformat ion
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canonique de T * ( F ) sur T * ( F ) .

Si on note \^ la t ransformat ion définie de façon analogue

en échangeant les rôles de T . et T^ , il est facile de

voir que X = X ^ o X i • On se place dans des coordonnées li-

néaires centrées en a. telles que r . a pour équation

x^^.^ = f ^ ( x ^ , . . . ,x^) et on note ( - l ^ A ^ le hessien de

f . en ( 0 , . . . , 0 ) . A . est donc déf ini pos i t i f .

On a alors le lemme suivant que nous ne démontrerons pas.

Lemme 2. 4 : Dans tes coordonnées canoniques induites par

(x^...,x^) sur T ^ ( r ^ ) et T^(V^ on a :

D \ ^ ( 0 , 0 ) =
IL +dA^

A ^ ( I L + d A ^ )

^1

dli

IL +dA
Ĉl

U +dAr dH ^
D \ ^ ( 0 , 0 ) =

A^

A , ( l L + d A J U+dA

On montre maintenant la proposi t ion suivante :

Proposition 2. 5 : H == K ' H H est un opérateur intégral de Courier

de ta forme suivante :

Hu(x^) = (^n J ,-^(s(^6)-y.^2d) d(^^X)u(y^)dyd6

où d ç. 's'^^^^ x ̂ ^ s est à support compact en ( x ^ y ^ Q ) et hotomorphe
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en \ s ta phase s(x^Q) - y • 6 paramètre ta transformation cano-

nique \ ̂  et s ( 0 ^ 0 ) = 0 .

Démonstration : II est clair d'après le corollaire A . I I . 4
et la définition de x , que Kj, H. H. est un opérateur in-
tégral de Fourier associé à x • La seule chose à vérifier
est la forme de la phase. Si ^ ( y , 0 ) - z • 6 , ( r e s p .
Ï ( x , 6 ) - Y • 9 ) est la phase associée à H. ( r e s p . H . )
H^ H. est un 0 . 1 . F . associé à la phase ^ ( x , y , z , 9 , 9 ) =
Ï ( x , 6 ) - y • 9 + ^ ( y , 9 ) - z - 6 , avec ( y , 9 , 9 } comme variables
de fibres. On peut éliminer les variables ( y , 9 ) par la
phase stationnaire car D x ( 0 , 0 ) ( ô , 0 ) n ' e s t jamais de la
forme ( 0 , 6 ) , ce qui se vérifie immédiatement avec le lem-
me 2 . 4 .

Si x = 9 = 0 , on obtient comme point critique y = 6 = 0 ,
c'est-à-dire ( y , 9 ) = ( a - , 0 ) . D'après ( 2 . 2 ) , on a ^ ( a . , 0 ) = d
et on a aussi ^ ( a . , 0 ) = d . La valeur de la phase au point
( 0 , 0 ) est donc bien 2d , ce qui démontre la Proposition.

On va maintemant simplifier H par une transformation ca-
nonique. D'après C P] , D ) ( ( O , O ) n ' a que des valeurs propres
réelles, différentes de ±1 , car I . et F- sont stricte-
ment convexes. Donc x a une variété stable entrante A
et une variété stable sortante A^ , qui sont des variétés
lagrangiennes qui se coupent transversalement en ( 0 , 0 ) .
On peut donc trouver une transformation canonique locale (T
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de T* ( r j dans T*(^) où ^ est un voisinage de 0

dans M11, qui envoie A^ sur U = 0 } et A _ sur { x = 0 } ,

au vois inage de ( 0 , 0 ) .

y est paramétrée par une phase t ( x , 9 ) - y • 6 dé f in ie

près de ( 0 , 0 ) car dans les coordonnées de départ A _

est donnée par une équat ion Ç = f _ ( x ) avec D f , ( 0 ) in-

vers ib le , donc D£F ( 0 , 0 ) (ô , 0 ) n ' e s t j a m a i s de la forme

( 0 , ô ç ) .

On note alors F : £T(r^) -^°°(^) l ' opé ra teu r :

F u ( x , À ) =(.^)n | e-1^^9^7^ c ( x , y , 9 , À ) u ( y , À ) d y d 9

avec c eS 0 5 0 ^ . x ^l ) , c holomorphe en À pour À e D ,
0,0 -L c-

et c € C°°(r^ x ^ 2 ^ x M11) , c=l près de ( 0 , 0 , 0 ) . F admet

un inverse microlocal près de ( 0 , 0 ) ^ G : (^ ^^ ~^£- ^ r !^

G u ( x , À ) = (^)11 f e"^^'6"^759" e ( x , y , 9 , À ) u ( y , À ) d y d O ,

où e vérifie les mêmes propriétés que c .

Alors en ut i l isant le lemme 2 . 3 , on voit que F G F = K
[ F G = K '

où K et K ' peuvent s ' éc r i r e sous la forme :

K u ( x , À ) = (^)^ | e"1^"^'9 k ( x , y , 6 , À ) u ( y , À ) d y d 6

avec k ç S O Î O ( ^ - , x r - , ) , holomorphe en À , et k=l près de
0,0 JL -*-

( 0 , 0 , 0 ) . On a une forme analogue pour K ' .

On prendra les supports de K. , K. assez peti ts pour qu ' i l s
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qu'ils soient inclus dans la région où k=l .

Théorème 2.6 : On a : FHG=e'~^x2dM avec

M^u(x,\) = (y \ ̂ ^(^^-y^ b ( x , y , Q , \ ) u ( y , \ } d y d Q

et b G Soso(^ x Q. ) b est hotomorphe en À , b(0,0, \) == (v ... v )~l/2i-

0(\\\" ) où v- ... \> sont tes valeurs propres plus grandes que 1

de D X ( 0 , 0 } ,

Démonstration : II est clair que l ' o n peut paramétrer
CF o x o 0~ par une phase < p ( x , 9 ) - y 6 , en utilisant le
même argument que précédemment.

La deuxième partie du théorème est démontrée dans la
Proposition A . I I I . 2 de l'appendice.

- i À ^ ( < p ( x , 9 ) - y 0 )
On peut aussi écrire M-, avec la phase e

où Ài = Re À . Dans la suite on notera b = ( v - , . . . \> ) .

Enfin la différentielle D x ( 0 , 0 ) s'écrit dans les nou-
velles coordonnées symplectiques sous la forme [ A | 0

71^
où les valeurs propres de A sont (v - , , . . . , \ ; ).

Dans la section 3, on va étudier l'opérateur

Mo : £°°(^ ) ^£°°C^ ) défini par :

-1
x n f '-^i^ ^ - y ) 9 ^X . n f -ix!^ x^-^M ^ u ( x , À ) = C^)11 j e i b ^ u ( y , À ) d y d Ç
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5. RESOLUTION DU PROBLEME DR G R U S H I N POUR M ^ .

3.1. Espace de Hi lber t de fonc t ions micro loca lement
sor tantes .

On déf ini t maintenant un espace de fonctions mi-

crolocalement sor tantes , dans lequel on va résoudre le

problème de Grushin pour P .

Définition 3 . 1 : On pose :

^ p = [ u ^ D f ( ^ } \ m(x2 À j ^ ^ ^ l À ^ l D2çt•uç.L2(^ ) V |a| ^ p / 2 }
C J. 1 2C £

et on munit if de ta norme naturelle.

Ici D - D , m C t ) = ( l + t ) 1 7 2 .
A A -« A

Rappelions que P = 11 - e 1 M , avec

Ai .- r - i Â . (A^x-y) - Ç
(5.1) M ^ u ( x , À ) = ̂ n j e b ^ u ( y , À ) d y d Ç .

Notons m À-, l ' opé ra t eu r de changement d ' éche l l e :
~ - 1 / 2m À ^ u ( x ) = u (x À ^ 1 7 " ) .

Si on pose fp = m À - , P m À - , et J{y = m À - , M m À . , on a

^ u ( x , À ) = (-^)n J e"1^ ^^ b ^ u ( y ) d y d Ç ,

1/2en fa isant les changements de var iab le x = x À . ,

Ç = Ç \\11 , y = y À ^ 2 dans (3 .1) .

Notons ^p = { u € D ' (^2^ À ^ 2 ) |m À ^ 1 u e H1^ } . On a :

^ p = { u C D ' ( ^ À ^ 2 ) | m ( x 2 ) - P + 2 1 a l D ^ u ç L 2 ( ^ À ; / 2 ) v |a| ^ p / 2 } ,



16 C. GÉRARD

On va résoudre le problème de Grush in pour ffl

dans ^p.

5 - 2 - Réso lu t ion du problème de G r u s h i n pour ^6 dans le
cas où A est d iagonale .

On note L (m^) l ' espace L 2 avec la mesure

m ( x ) a . On suppose dans ce paragraphe que A"1 est diago-

nale dans la base ( x ^ , . . . , x ^ ) . On a donc A = d i a g ( \ ^ , . . . ,

\^) avec 1 < \^ ^ ̂  . . . ^ y, .

^ est l ' opé ra teur u ( x ) - > b ^ u ( A " ^-x) et les monô-

mes forment une base de vecteurs propres dans Œ : x . , . . . , x J

pour ^fj .

On note K ^ = b o v ~ c l ' P01^ a € IN" et on f ixe une

valeur K^ prise par K (éventue l lement pour plusieurs

mul t i - ind ices a ) .

On note z ç ( C un paramètre qui varie dans un peti t

voisinage V de -^— , et on posera dans la section 6,
- \ \7 c\ °z = e , où À varie dans un voisinage V.. des pseudo-

K °
pôles u, = - i log -^ + j ^ pour j ç î.

On prend V assez peti t pour que : v 3 e IN11 avec

K^ K^ , on a :

V Z G V , 1 1 - z K ^ l ̂  , j l - z K j , ^ .

Enf in , on note J = { a e 3N111 K = K^} et a = Gard J .

Prenons N ç ]N assez grand pour que
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( d e t A ^ ^ z b v ^ l ^ c ^ l pour z G V.

On prend maintenant p assez grand pour que :

-p ^ N + n + 1 ,

i .e. les polynômes de degré ^ N sont dans X^ •

- ^ <. ^n o

- p ï 2N + r- + 1 ,

i .e. ^C^JXI1 /2) .

Enf in on note |u | la norme de u dans l 1espace

de Sobolev classique Ws ( | x | ^ 1).

On commence par montrer deux lemmes :

Lemme 3.2 : Soit k > 1 ., et B = B ( 0 ^ 1 ) ^ B . = B ( 0 ^ k ° ) ^ D . = B . \ B . ..
^ <7 J t7 t7~'1

On a V M 6 C ° ( S Î 1 ) :

f mÇx2)^ \u\2 dx ^ C (\u\2 + i k^ \u\2 )
s q o j=l DJ

f mfx2}^ \u\2 ^ ï C 1 (\u\2 -/- 1 k^ \u\2 ) .
J ' o j=l j

Démonst ra t ion : II est faci le de voir que

| (l^x 2 ) -^ 2 | u | 2 dx

est équivalent à

\-\i + ï k - jq lui;. ,
0 J=l J

ce qui donne immédiatement la première inégalité.
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Pour obtenir la deuxième, il s u f f i t de ma jo re r

Ï k-^ |u|2 . On a :
J-l "J

00 . 00 00 ")

1 k -^ |u |^ = 1 k -^ |u |^ . 1 1 k-^ |u|^
J=l J J=l 0 J=l ^1 ^

=-k^+ i Iu|^ x ! k-^C,(|u^ . i k - ^ | u | 2 ) .
1 -k q ^=1 "H j=^ ^ ^o ^=1 D^

On a donc démontré le lemme.

Lemme 3.3 : Suit v € vP ( D ( 0 ^ 1 - l - ç . ) ) avec D^vÇO^O pour

|a| < 2N -hn-f- 1 . Alors 3 C et M ç. JN tels que :

(^^ ?———— 1^1' ^x UZ \D^V\2,
OÏ\OL\<N ~ ^ ( 8 ( 0 , 1 ) ) ^|3|^ x L (B(0,l+ç, ) )

Démons t r a t ion : Si D ^ v C O ) = 0 pour [ 3 | < 2 N + n + l . On a— ^

pour | a | < N : D ^ D ^ a v ( 0 ) = 0 pour | 3 | < 2 N - 2 | a | + n + l .

Donc

^v (x ) - [————————— ^ f 1 ( l - t ) ' 6 ! - 1 D^v^dt
| 6 | = 2 N - 2 | a | + n + l 1

Est imons |D "vl , on a :
x L^BCO, ! ) )

iD^vl ^ ^ C . ) — [D^^vl
L ( B ( 0 , l ) ) | ô | = 2 N - 2 | a | + n + i x L ° ° ( B ( 0 , 1 ) )

Notons u = D "v. Par les inégal i tés de Sobolev, on a :

1^"1 . S C ( ) • iD^^ul , ).
L (B(0,l)) O Ê | Y | $ n / 2 + l x L ' C B C O , ! ) )

Regardons un des termes D^ u. On a Y + 6 = 8 avec
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| 3 | ^ n+1. Si 3 = ( ( B ^ , . . . , 0 ^ ) avec tous les 3. pairs,

on peut majorer directement i D ^ u ) ^ par un
L'CIKO,!))

terme du membre de droite de ( 3 . 2 ) .

Si @. est impair , une inégali té simple montre que :

3. 1 3 - . 8.+1 3o 8
1 r» 1 r» n | ^ ^ r> r \ r\ JL r> L T-> H ||D . . . D u | . ^ C ( | D D . . . D u | .

^1 "n L " ( B ( 0 , 1 ) ) ^ X2 xn L" (B (O, I+£ )) +

6 . 1 3. 8 .
^x ^ • • • " x u! 2 ) •x! X2 ^ L" (B (0 , l+c^ )J

n 0

Pour | (3 [ ^ n+1 , on peut donc est imer |D u | .,
x L ' C B C O , ! )

par C ) | D ^u | ^ . Comme u=D ^v,
l ^ | Y | ^ 5 n / 2 + N + l x L " ( B ( O , I + £ ) ) x

on a donc démontré ( 5 . 2 ) .

Proposition 3.4 : Soit u € ̂ p avec D ( ï u ( 0 } = 0 pour |a| < 2N+

1 i il n^ -- î \——————' i ~'V't'2i a r,^(x i^n .̂, a^rs [ [ ^ [ 1 - C x ) _ |/T? ^ 1 ' Z? u| . ./. .
J^ ^|a|^p/2 •r L-C^ À^";

Démonstration : D'après le lemme 3 . 2 , on a :

I^P^H p2a^2 ^2a^ j2 , ̂ - 2j (p- 2 | a | ) ^2a^ ^ 2 ^
x L o x j

Posons x = k J y et u ( x ) = û ( y ) . On a : D20^ = k"3 2 1 a 1 D20^,x y

et :

^ - 2 j ( p - 2 | a | ) ^ 2 a ^ 2 = ^n k -^P k- 4 1 a 1 | D^Û | ,
x J y I / C B C O , ! ) )

D'après le lemmc 5 .5 , on a :
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k - 2 j ( p - 2 | a | ) ^2a^2 , ^ ,
x B^

I k'^k"4!01! k311 i D ^ ù l 2

N ^ I ^ I ^ M y L ^ C B C O ^ + C ) )

, C I k - 2 J ( p - 2 | 3 | ) |^|2
N ^ | 3 | ^ M x I / C B C O , ^ (1+£ ) ) )

Le lemme 3 .2 est encore vrai en changeant de décompo-

sition dyadique, ce qui démontre la proposi t ion.

Proposition 2.5 : Soit f e .̂ p ^ et

f(^ = . . ï ^ f (0 ) ̂  + f^(x) ,
\a\<2N+n-f-l x ' '•'

le développement de Taylor à l'ordre 2N + n+1 de f .
00

Alors ta série de Neumann v = ^ (z^C )^ f.j converge dans
0=0 ° lv

^ uniformément pour z G V et on a :

IHI ^ \\f\\\p p ^\p

Démonst ra t ion : On va estimer || ( z < / G ) ^ f x j l
0 IN ^p

D ' a p r è s la proposit ion 3 .4 , il suf f i t d ' e s t imer les dé-

rivées d 'ordre supérieur à N de (z</6 ^ f.j.

On commence par remarquer q u ' à cause des inégalités

de Sobolev, on a si | (31 ^ 2 N + n + l , | D 1 3 f ( 0 ) | ^ c ||f||
x P %P

Donc on a :

(3.3) ||fj|^. Cp l l fH^
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(z^)3 f^(x) = (zb^ f^CA^x) , et D^Cf^A'- 'x)) =

V-^D^CA-JX).

Si | a | ^ N , on a :

Im-P^Hv-2^ (zb^ - 'D^ f^A-^x ) ! 2 ,

S |z b,| 2J ^43N f m-P^H (x2) JD2" f^(A-Jx) | 2 dx.

I x I a e A ; 7 2

en faisant le changement de variables A'^x = x et en

utilisant que m est croissante, on peut majorer cette

intégrale par :

IzbJ^^CdetA^I m-P^Hcx^lD^x^dx.

H^À; 7 2

Donc on a :

, - p + 2 | a | r>2o tc „ - > j r i2
l"1 "x ^^o-' ^N ^2 ^

, Ide tACzb , ) 2 ^ 4 ^^ Im-P^ I^D 2 0 ^ ) 2 ^ .
.u

Pour z ç V , on a : det A | z b | \). ^ £-. < 1 , donc la série
00

^ (z (A? ^ f», converge dans 3t ^ , ce qui démontre la
j = 0 ° I'

proposition.

On peut maintenant démontrer la proposition suivante :

Proposition 3.6 : On peut inverser dans 36^ te problème de

Grushin : ( u - zM. u=/}l+ c-hf pour f ^3(P , c ç. df' ,
-0-- -0e'

Qi^u=d z ç. V
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o

avec <<-|\c^.^~au=(D^ {o ) )^J•

^ ^\L'inverse s'écrit y ==\ °o ^o \.
0 \fo € )

o

ïo(f) " ^ r (JJZ^ Decf(û) ̂  + rw
P 4 v P

\ K \ < N

r(x> = ( 1 - 3^)~1 fy(x) , fy(x) = f(x) - 7 Jy D^f(O)

Q

^^ ^j/Bt' ^/•=- ̂ ^B^

C^^-8^-

On a : V s e /

C3.3J [y | si C .
'^^Px^; P

Démonstration : Soit f ç.3(P et soit

Q

(5 .4 ) f(x) = I; , — D ^ f C O ) + f (x)
| 3 | < N p - x i -

le développement de Taylor de f à l'ordre N .

Si u ç.H? , on écrit u sous la forme (3 .4 ) en sépa-
0

rant dans le développement de Taylor les monômes x

pour g €J.

Il est facile de vérifier que y est bien de la for-

me indiquée.

La seule chose à voir est l'estimation ( 5 . 5 ) .

Pour cela, il suffit d'estimer |D f (0 ) | en fonction
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de | f | , d'utiliser la proposition 3 . 5 , et d'estimerj^P
| x 3 ! pour | ( 3 | < N .

X13
On a : | D ^ f ( 0 ) | ^ C ( N , n ) | D^ f | ^C | f |x x ^n+z+l^j ^ ̂  p p̂

| x 3 ! ^ C ( N ) pour | ( 3 | < N .
X?

On a donc démontré la proposition.

3 . 3 . Résolution du problème de Grushin pour f̂e dans
le cas où A n'est pas diagonalisable.

Sur l'espace vectoriel des polynômes de degré
inférieur à N , c/6 a pour valeurs propres b v a , mais
n'est pas diagonalisable, si A n'est pas diagonalisable.
Fixons une base { p p ( x ) } de polynômes homogènes dans
laquelle iMs est sous forme de Jordan, et notons
{ p n ( x ) } p y l'ensemble des pn qui sont des vecteurs
propres généralisés de ̂  pour la valeur propre K
considérée dans le § . 3 . 2 .

On peut alors écrire le développement de Taylor
de f à l'ordre N sous la forme :

f ( x ) = Y p ^ ( x ) K ^ ( f ) + ^ p ^ ( x ) K ^ ( f ) + fj^(x) .
a ̂  j a ç. j

II faut maintenant remplacer la norme sur ̂  par une
norme équivalente.
Pour simplifier les notations, on supposera que A
n ' a qu'un seul bloc de Jordan associé à la valeur pro-
pre x̂  , le cas général se traitant de la même façon.
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On peut trouver une norme euclidienne sur M11

l | e | | ^ = l Y ^ telle que H t A ' ^ l l ^ | |ç | |^ avec

C > 1 . On peut aussi trouver une autre norme | | x | | ~ =
n ? ? ?
I 3^ x^ telle que | |Ax | | ^ ^ C | | x i | ^ .

On pose alors i n ( x , À ) = m ( || x|| - À . ) , et m munit HP de

la norme

IHI 2 - î ImCx^-P^H À^ ly^^u l 2

HP 0 ^ | a | ^ p / 2 1 x L2^)

le lemme 3 .2 s^tend si on remplace les boules B . par

les boules pour la métrique ||x|L et en uti l isant les

arguments de la preuve du lemme 3.3 et les décompositions

dyadiques, on montre faci lement qu 'une norme équivalente

sur I^ est

I H | = I inTP^H xH^ul2,
Hp 0 ^ | a | ^ p x l/C^ )

On a la proposit ion suivante :

Proposition J. 7 : On peut résoudre dans X ^ le problème de

Grushin : ( u - z^6 u =Xh c -f- f pour f G ̂ p , Q,d G ̂  z € V

[ ^u=d

avec S^c-l: c^W .^=(\(u)),^.

/ + \
L'inverse s1écrit : ^ = f g ï \ avec :

o I ~o ° \
^- ^ ]
Go ÏJO/

ï^f = y ( i - ^ ^ K ^ f j p ^ x ) + d - ^ ) ^ f^x)
Jl ^ J
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ï+od:s ^/ipi(x) ' ̂ /=r-^^^

ï est ta matrice de IL - zJG dans ta base [ p ( x ) } et
0 0 A» X» V- C/

[ y | ^ c ( p ) , v a e v.1 0{ Ï(iP^)

Démonstration : D'après la Proposition 5 . 4 , il suffit

d'estimer D^f^A^x) ) pour |a| ï N .
QJ ~' (Y

Au lieu d'estimer D g on peut estimer D g où :x x.

{ D = D
x! x!
^ = Dx " "1 Dx 1 ^oxxr i ^ 2 .x^ x^ l x^ l

On a alors : (D^) a f ^CA^x) = ̂ "1 a h (D^ f^) (A^x) .

On peut alors terminer la démonstration de la même

façon. Q

3 .4 . Résolut ion du problême de Grush in pour M .

Comme <A est obtenu par conjugaison de M par

m À- . , on obtient immédiatement les propositions suivantes

Proposition 3.8 : Si A est diagonatisabte^ on peut résoudre

dans îf- te problème de Grushin suivant :

u - z M u = R^ c + f

R-^u=d

pour f e Hp , c,d € ^ , z € V avec :

^-\,^^. ̂ -"-i6'72^^.
P t c/
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/ E ^ ^ \
L''inverse s 'écrit : F = [ \ avec :

0 \ E~ E^-
\ ° o

y= ) (TTmrr ̂  i+ r ( x }

B^, |6 |<^ p

r ( x ) = ( 1 - z M F1 ( f ( x ) - ï D^ f ( 0 ) — )
0 \^<N x B/

^f ^ V ^ ^^1/2^
V^-^I/3-^-

E-,(X) f=- ^^Â-l3!^^^

E ' ^ ~ ( \ } d = ( 1 - z K^d

et : \F \ 5= C , V z ç V .
1 °Wx^ P

Proposition 2.9 : Si A n'est pas diagonatisabte^ on peut

résoudre dans if te problème de Grushin suivant :

u - ^ M u = R + c + f pour f € îP , c,d ç Q^

R^u=d

^o^ ï ^^^^'^ Î R o u = ^^'^^^^J où l6!'
H € J

degré de p .
Jc / E E^ \

L'inverse s'écrit F = f \ avec :
0 [ E~ E^
\ ° °/

E f = î ( 1 - s M F 1 K,(f) p ( x ) + r ( x )
0 L 0 JG X»

^^ C/

rr.r; == ( 1 - z M F 1 (f(x) - ]; p ( x ) K ( f ) )
0 Q,
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^-j/^^ - ^"^'^V^^
X. t c/

£' esé ^Œ matrice de 1 - z M dans ta base ^ p y ( x ) } r et

i^.A8''»•'""'•
Démonstra t ion : On suit les preuves de la Proposit ion

3.6, Proposition 3 . 7 , en uti l isant que si À e Vy ,
"o

Im À est borné, donc | À | est équivalent à | À - , ( pour

À assez grand.

4. RESOLUTION DU PROBLEME DE G R U S I I I N POUR M . .

Dans ce paragraphe, on va inverser le problème de

Grushin suivant :

Î u - z M^u = R^c + f ^
( 4 .1 ) où R et R sont les opérateurs

R^u=d

introduits dans les Proposit ions 3.8 et 3 .9 , et u et

f sont dans H^.

On commence par fixer quelques notat ions :

f r(s) = 1 pour | s | ^ a
Soit r(s) e C (1R) avec^ °

r(s) = 1 pour [ s | ^ 1

où a sera fixé plus tard.

On munit IR d^ne norme euclidienne notée || ||

comme dans la Proposition 3 . 7 , telle que ||Ax [| 2 ^ c ||x || 2

et I ^ A ' ^ I I 2 5^ | |ç| |2 avec c > l . Pour ^ < P < - ^ ,
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a € IR"" , la fonct ion r ( || Ç || 2 ^ 2 P a" 2) est dans S0 '0^ )
-L P y 0 t-

et la fonction r ( [ | x | | À ? a ) est dans S0 '0^ ) aveci o , p c
les notations de l'appendice A.I . On note Q (resp.ex y .x

Q „) l'opérateur de symbole r ( | |x | | X ^ a ) (resp.a, c, i

r( | |ç | | 2 À^a ' 2 ) ) , et on note Q^ ̂  = Q^ , Q^ç = Q ç ,

Q - ̂  Qç .

Tous ces opérateurs sont pris à support propre.

4 . 1 . Estimation de (M. " M ) o Q.

On introduit l ' espace de symboles S"1' (^2 x ^ )

défini par : u C x , y , 9 , À ) CS"1'1^ x ^ ) si :

v (a,0,y) € IN511

|m(x ,À)H m ( y , À ) 1 3 ! 3^^u| ^

' ^,3,y lÂl^l^' l3 !^!^^ ( i . l e l ) " 1

si m ( x . À ) = m ( [x [ A i ) .

On commence par montrer le lemme suivant :

Lemme 4 . 1 : Soit A : C°°(^ ) -> Dî (Q. ) un opérateur de la for-

me suivante :

\ r i \ ( ( f > ( x ^ Q } - y ' Q }
Au(x,\) = (-^r e a(x,y,Q,\) u(y,\)dydQ

avec :

; a ç. S 3 (Q, x Q. ) n S 3 y a est à support compact en Q ^

(pf^ Q) =A(x^ Q)x • 6 où A est une n x n matrice avec A ( O ^ O )
inversible.



PÔLES DE LA MATRICE DE SCATTERING 29

On a alors :

IMI^^.^.

Démonstration : On a :

-p+ | a | , | a | /2 n0i .m A • • À ' ' ' D Au =
JL j\.

('!)"[ A-H/^P-H) I C^
(4.4) 271 •l 1 e+Y=a a x

i À . ( < p ( x , 9 ) - y 9 )
(e i ) 9 ^ a u ( y , À ) d y d 6 .

On vérifie facilement par récurrence sur | B | et en ut i-

lisant ( 4 . 2 ) que :

„ i À, <p(x ,9) i À, <p (x ,9) ,;
S6 (e 1 ) = I e 1 ( À , 9 ) 6 o > , , ( x , e ) .x l ' s l ^ l e l

Chaque terme de ( 4 . 4 ) est donc de la forme :

Ai - f i À, ( < p ( x , 9 ) - y - e ) . 1 . . 1 / 7 - (n - l rah
(^"j e 1 À^"!7^ ^ l01 '^ x , À )

Y ^ ^<p^(x ,9 ) 3 ^ 9 y a 3 y U ( y , À ) d y d 9

avec <5, + 6 7 = ô et | 6 | S | 3| .

6,, | 6 - , | / 2 P " | 5 - > |
Si ueHP(n^) , on a 3 u = À m(y ,À ) " v^ (y ,À)

avec |v., | -, S C | u l . O n est donc ramené à
^2 L2^ ) P HP(t2 )

•̂

estimer la norme dans ^ (L C ^ p ) ) cTopérateurs du

type :
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^ n f i À! ( < p ( x , e ) - y - 9 ) . , , ^
K ^ v ( x , À ) = C-^)11 | e 1 m cp M^ ̂  )

( I <5- | - |a| ) / 2 p- | 6- |
À m ( y , À ) c ( x , y , 9 , À ) v dy de

où c est de la forme (p. (x, 9) 3^ a6! a (x ,y , 6 , À) .o je y

Pour estimer la norme de K dans ^ (L (î2 ) ) , il suf-

fi t d 'es t imer celle de K* K . Le noyau de K* K est

égal à :

K ( x , z , À ) =

\ n f ^-l ( - ^ ( x ^ + y e + t p C z ^ - y - O )
C^-)11 e x b ( x , y , z , e , e , À ) d y d 6 d 9&< il j

où b = m ( x , À ) ' ( p ' l a l ) m ( z , À ) ' ( p " l a l ) m p 2 (y ,À)^(y ,x ,

e , À ) c ( y , z , 9 , À ) .

On va éliminer l1intégrale en Cy ,6 ) par la phase sta-

tionnaire :

Le point critique est donné par :

f e = e
^ et est non dégénéré.
L v^^e) ^(^e)

Vérif ions que le développement de la phase stat ionnaire

est convergent. Le k-ième terme est de la forme :

^ W^^^y^e^ly^Cx^^e •

Ici R^, est un opérateur d i f férent ie l d 'ordre 2k. Si
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2k = k. + k^ + k, où k-, est le nombre de dérivées en y
2(P- | ^ | )

qui portent sur m , k., le nombre de dérivées

en y sur c e , k, le nombre de dérivées en 9 sur c c.
o - k + p ( k ^ + k , )

On obtient un terme dans S , donc le déve-
P » P

loppement est convergent car p < y .

On a :

À. r -i À . , ( ( p ( x , 9 ) - ( p ( z , 9 ) ) , ,
K ( x , z , À ) = (^j e 1 mCx.À)^ ' ^

m C z . À ) ' 1 5 ' ' ! 0 1 ! b ( x , z , 9 , À ) d9 .

On a : - < p ( x , 6 ) + ( p ( z , 6 ) = ( x - z ) • Q ( x , z , 6 ) , où le change-

ment de variables ( x , z , 9 ) - > ( x , z , 6 ( x , z , 6 ) ) est inver-

sible au voisinage de ( 0 , 0 , 0 ) .

Par l 'as tuce de Kuranishi , on peut donc écrire l 'opéra-

teur de noyau K comme un opérateur pseudodif férent ie l ,

en faisant dans l ' in tégra le le changement de variables

9 = 9 ( x , z , 9 ) .

L ' amp l i t ude de K* K est de la forme :r a a

m C x . À r ^ ^ l m C z . À ) ' 1 5 4 ' ! ^ b ( x , z , 9 ( x , z , 9 ) , À ) ^ | = d ( x , z , 9 , À )

O^Q

b appartient à S (i»2 x ^ ) , donc d ( x , z , 9 , À ) €p, p c e
O , £ Q

S ./., (S7 x ^î ) . Le problème est de déterminer e . On
P » - * - / " £ £ 0

peut calculer le symbole de O p ( K * K ) , G,, car

p + y < 1 , en uti l isant la Prop. ( A . 1 . 4 ) .
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Regardons le 1er terme du développement asymptot ique

de G^ :

Si on pose ^ (x , 9) = (})(x, § ( x , x , 6) ) et a ( x , z , 6 , À ) =

a ( x , z , 6 ( x , x , 6 ) , À ) , on obt ien t , modulo un facteur borné

( l^^Cx.ô) 2) 1 ' 2 - | o c | + | ô 1 6.
——(^ ^p- |a———— ^l ^ / a ( < 0 ( x , e ) , x , e , À )

^ ^aC^x .e^x .e .À )

on a : ^ ( x ^ ^ C x ) 2 donc ( l + À ^ ( x , 9) 2) ^ ( 1 + À . x 2 )

et :

^ ï^ \ ( , ( x ,9 ) ,x ,9 ,Â)xC l^x 2 ) I Y + ^ l l / ^o( | . | I Y + ^ l / 2 )

car a G S0 '0^ x ^ ).

Donc le 1er terme du développement de G, est ma jo ré

par :

c.^^H6,H^|-M^H. |6,|. |ô,|. M^

car |a| ^ |ôJ + | ô ^ | + | y | .

Les autres termes du développement de G,, s estiment de
A.

la même façon, et on obtient que G.. ç S ° f 0 ^ ( ^ j . En
^ P , J- / Z £

uti l isant la Prop. A . 1 . 6 , on obtient que

| |K * K I I . ^ C
a a ^ ( L 2 ( ^ ) , L 2 ( ^ ) )

ce qui démontre le lemme.

On peut maintenant démontrer la proposi t ion suivante :
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-£

Proposition 4.2 : On a \\(M.-M)Q\\ ^C(p)\\\ 0 où
1 ° Î ( H P , H P )

e = inf(()^Sp-l) .

Démonstra t ion : On a :

X. „ r - i ^ ( < P ( x , 9 ) - y - 9 )
(M^-M^uCx,^^-)1 1] e ( b ( x , y , 9 , À ) - b ^ )

u ( y , À ) d y d9

^ „ r - i ^ ( < p ( x , 9 ) - y 6 ) À
-C^^e x b , u ( y , À ) d y d 6 - ̂

r - i ^ C A ^ x - y ) - 6
e 1 b^ u ( y , À ) d y d9 = 1^ u + 1^ u .

Commençons par étudier le 1er terme :

On a : b ( x , y , 6 , À ) = b^ + x • b^ + y - b + 9 • bg + b^ , avec :

\^^^\>. x^ ' ^l^^o1^ x^) •

Donc I . u = I U + I U + I Q Û + I _ - , u. On a :

À! n f 1 f d -^iCM^^-y8)I .uCx^l^C—) 1 1 dt b . - ^ - ( e L ) u ( y , À ) d y d 9 d t
L Z.7T J Q J 0 O.L

où ^ ( x , 9 ) = t A'^-x • 9 + (1-t) < p ( x , 9 ) . Donc :

I . u ( x , À ) = (—)n f dt f b i À . C A ^ x ^ - c p C x ^ ) )
- " " J o " '

- i À . ( i p ( x , 9 ) - y 9 )
e u ( y , À ) d y d 9

sur le support de r C H x l ^ À ^ ) rd iç l l 2 ^^ ) , on a :

| x - b ^ | ^ C l À ^ I ^ , |yb^| ^ C l À ^ I ^ , | Ç - b ç | ^ C l À ^ I ^ .
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D ' a u t r e part A" x . ç - ( p ( x , 9 ) ^ 0 ( x , 9 ) donc sur le

support de r ( [ [ x | | 2 \^p) r ( | | ç | | 2 À ^ P ) , on a :

I ^ C A ' S C . Ç - < p ( x , ç ) ) | ^ C lÀ^ I 1 ' ^ .

En utilisant ces remarques, il est facile de voir que

l'on peut écrire module un régularisant I. o Q comme

un opérateur du type étudié dans le lemme 4 . 1 avec

une amplitude dans S0 ' "^!^ x ^ ).
P, P £ £

D'autre part r C | | x | | 2 À ^ r C H ç H 2 À^p) appar-

tient à S0 '0^ x Î2 ) , et on en déduit que l'amplitude

de I. o Q sera aussi dans S° ' ' ̂  ̂  x ^) .

De même ï^ o Q s'écrit modulo un régularisant comme

une somme A dt , où A est du type étudié dans le

lemme 4 . 1 , avec une amplitude dans S°) (Î2 x ^ ) n

S 0 ' 1 "^^ x ^ ).
P ,P ' £ £ '

II suffit donc d'appliquer le lemme 4 . 1 pour démon-

trer la proposition. ^

4 . 2 . Cons t ruc t ion d ' u n e nouve l le norme sur H .

On veut munir H^ d'une norme équivalente qui

est plus adaptée à l'estimation de M-, et M . On se

place d'abord dans le cas où A est diagonalisable.

Posons N(p) =4^:{a € IN11 | [ a | ^ p} et notons

pour 0 ^ j ^ N(p)-l, t . ( x , Ç , À ) =Cm(x ,À) +À(z^ + ... +

^n^ ' où C^,...,^) CCIR^.
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On notera T. =0p( t . ) et il est facile de

voir que t j ( x , S , À ) €S^1^(^).0,1/2^^
On a le lemme suivant :

2 N(^)~l

Lemme 4.3 : Soit \u \ = 7—————— ' "D " \T .u\ . pour u G 6'°°̂  ) .
J L^O. ) ° £

On a :

\u^ ^C(p)\\u\\^

.11^^ |.|^.

Démonstra t ion : On a :

(.^i^....z^.^^»ic^...
2a, 2 a

,P- |a | xM rz-i^(z^ -q ...^
S-n-l •

Donc le vecteur (t , . . . ̂ Mfp-) . 1 ) est limage du vec-

teur (Al^ m^' ^l x l 0 1 ! Ç2 0 1) , , ^ par la matrice de

Van der Monde :

K =

y

^
Y j

1

^ ( P ) - l
1

^N

^
^

(P)

^ ( P ) - l
^ (P )

où (y, ,. . . ,yvT(- i ) est le N ( p ) vecteur formé des
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On peut prendre ( z ^ , . . . , z ^ ) tel que y. ^ y . pour

1 vt 3 , donc K est inversible.

Il suf f i t de prendre C(p) = s u p ( | | K || 2, | | K" 1 1| 2) où

1 |K | | est la norme d 'opéra teur pour la norme hi lber-

tienne sur Œ^^ .

Dans le cas où A n ' e s t pas diagonalisable, on pose
~ 2 2
^ = Y^ S^ , où les y^ sont définis dans le § .3 .3

et on remplace t. par

t j ( x , Ç , À ) = (m(x ,À ) + À ( z ^ Ç^. . .+z^ Ç 2 ) ) ^ .

On a ^analogue du lemme 4 .3 , si on prend | u | 2 =
N ( p )"1 i ~ i 2 2 p

î. • j 1 1 1 2 et ^ H D est la norme définie auu L ^e^
§.3 .3 , .

4 .3 . Est imation de M^_g_(j_^)_e^__M^ p (1-Q) dans le
cas où A est diagonal isable .

On va maintenant est imer M. o (1-Q) et
MQ o (1-Q) à l ' a ide des opérateurs T . . Il su f f i t de

traiter le cas de M^ o (1-Q), le cas de M o (1-Q) se

traitant de la même façon.

Dans la suite on notera t ( x , Ç , À ) pour

t j ( x , Ç , À ) et T = 0 p ( t ) .

Posons maintenant s ^ ( x , Ç , À ) = t " 1 ( x , Ç , À ) ( 1 - r )

ami2^).
D'après l 'appendice A . I , s^ appartient à
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g-2p, (2p- l )p^ ^ ^ ^^ facile de voir en utilisant le
p » 1 / u c

calcul symbolique qu ' i l existe s[ ( x , Ç , À ) € S'^^P ' l^p (i^)

tel que : s^ft t = l - r ( || Ç |[2 À 2 P ) + R,^ avec R ^ € S " 0 0 .

Enfin on note S. un opérateur de symbole s\ et pro-

prement supporté, et on peut écrire S. avec un symbole

à droite s - , ( y , Ç , À ) qui est dans S"'p Ï ( 2 P '^P (^ ) .
1 P y 1 / Z £

On a donc : S. o T = (1-Q.) + R_^ , avec R_^ e S"00. De

même on pose s ^ ( x , Ç , À ) = t"1 ( x , Ç , À ) (1-r) ( [| x|| 2 À ^ )

^ l l ç l l 2 ^^ ) .

D'après l 'appendice A . I . , s^ appartient à

S^^^P-^PC^). Il existe s ^ x , Ç , X ) eS^^^P-^P^)

tel que :

s^ f r t = ( l - r îCHx l l ^^ ) rCHç l l ^^ ) + R_

avec R € S"00 .
— 00

On note S^ un opérateur proprement supporté de symbole

s' et on peut écrire S^ avec un symbole à droite

s^Cy,^) qui est dans S^ ̂ p" l ) p (^) .

On a donc : S^ o T = (1-Q )Q + R _ ^ , avec R _ ^ çS'00.

On commence par montrer un lemme :

Lemme 4.4 : Soit X ç C (JR) une fonction de troncature telle

que si (l-r)(\\y\\2) ^ 0 et X(\\x\\2) ^ 0 alors ||ĵ  (x,Q)-y\\ ïC

avec C > 0 , pour 6 dans le support de b ( x ^ y ^ Q ^ X ) .

On a : llniHI2 ̂ ) M^(1-Q^\\ ̂  £ 0(\xD .
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Démonstration : II suff i t d ' es t imer le noyau de

X ( | | x | | 2 À^) M^ o (1-Q^). On a :

X ( | | x | | 2 À 2 ^ M^ o (1-Q^) u ( x , À ) =

= (^Je^^x^-y.e) b C x ^ e ^ X d I x I I ^ P K l - r )

( l l y l l 2 ^ 2 P ) u ( y , À ) d y d 9 .

On introduit l 'opérateur :

^•^"IV^)^'^""9''^-
On . Lte"'"'-0)-'"8)) . i » ,i»('(x,e)-y.e) ^

^"IVe^'ye)!2 ! '^" '9 ' -^^-!"^ '- ' ' -9 '
OÙ :

^ Cx,e)
39f

a - (x ,y ,9 ) =—-——————.. +
I V g C v - y e ) ! '

n 2^ ^•^-yi)-^-
+ I ———1—————————. x J

j=l | V g ( < p - y . 9 ) | 4

sur le support de X( || x || 2 À 2 " ) (1-r) ( || y || 2 À^) on a :
_ 2

I V g O v - y Q ) ) S C À ^ et d'autre part gg0 ̂  e O C | x | ) car

^ ( 0 , 9 ) = 0 .

Donc l a ^ l ^ C À ^ sur le support de X ( |[ x || 2 À 2") (1-r)

( l l y l l Àl(:)) et il est facile de voir que les dérivées
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^ ^9)-y, ^
en 6 de —1———————^ sont toujours bornées par À ^

| V Q ( ( p - y - 6 ) 1 '

sur le support de l'amplitude. On peut donc intégrer

par parties en 6 à l'aide de l'opérateur L , ce qui

montre que le noyau de X( || x ] | 2 À^) M^ o (1-Q^) est

dans 0 (À^ 0 0 ) .

On peut alors suivre la preuve du lemme 4 . 1 pour démon-

trer le lemme.

On démontre maintenant la proposition suivante :

Proposition 4.5 : On a :

À; n f ~^7^^;-»^-^•^
T oM. o S . u ( x , \ ) == (-^-) e îh(x,z^,\) u(z,\)dzd^

N-l
avec : V Y V ^ 1 _, m ( x ^ z ^ E , ^ \ ) = ^ m (z^ ̂  \) + m^x^z, E,^ \) et :

0 n

V^^i^"^

^w^^y^^ •
Démonstration : On a :

M-. o S. u ( x , À ) =
À - , . r - i À ( < p ( x , e ) - y - 9 ) - i À . ( y - z ) - Ç

= W e b ( x , y , 9 , À ) s ^ ( z , Ç , À )
u ( z , À ) d z dÇ d9 dy .

Comme S. est proprement supporté, on peut inclure une
troncature en z , X ( z ) dans l'amplitude dans changer
l'opérateur car le support en y de b est inclus dans
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un compact f ixe .

On estime l ' in tégra le en ( y , 9 ) par la phase stat ion-

naire :

À! n f " iÀ( (^ ) ( x > 9 ) - • y • Q ) - i ^ 1 y - ç
I! = W j e b ( x , y , e , À ) d y d 6 .

Rappelions que À = À ^ + i À ^ et qu 'on intègre sur un

compact, on peut donc considérer À-, comme un paramè-

tre supplémentaire variant dans un compact . Les points

crit iques sont f y = J— ( x , Ç ) et le développement de

[ 0 = S

la phase stationnaire est asymptot iquement convergent

car b CS 0 » 0 ^ x î2 ) . On a :
0,0 £ £

^ 1 n f "i À-! ((p ( ^ O - Z - Ç )
M ^ o S ^ u ( x , À ) = (^)n j e b ( x , Ç , À ) X ( z )

s ^ ( z , Ç , À ) u ( z ) d z dÇ

~ 0 Q ,̂

avec b € s o ? o ^ £ ^ et b est à SUPPOrt compact en Ç ,

module un terme dans S"00.

T o M. o S-, u ( x , À ) =

/l.Zn f -^i^-y)6-1^!^^^)-^)
= W I e t ( x , 6 , À ) b ( y , Ç , À )

X ( z ) s ^ ( z , Ç , À ) u ( z ) d z dÇ dy de .

On estime à nouveau l ' in tégrale en ( y , 6 ) par la phase

stat ionnaire. Les points crit iques sont f e = -34)- (x , ç )
j o X

[ y = x

et le développement est convergent car t ç S ^ I . - ^ ^ ) .
0 , l/ Z £
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On va avoir besoin de la forme précise du développement

de la phase s ta t ionnaire : Notons X = ( x , Ç ) , Y = ( y , 6 )

et ( X , Y ) -^ ( X , Z ) est un changement de coordonnées donné

par le lemme de Morse . On a :

A. r - iÀ ( x - y ) - e - i À ^ ( y , Ç )
(2ï) e 1 JL t ( x , 9 , À ) b ( y , Ç , À ) d y d O =

- i Â , (p ( x , Ç ) „
e 1 d ( x , Ç , À )

^ -k
avec d ( x , Ç , À ) = ^ l _ _ - R k ( x , Z , 9 ) d ( X , Z , À ) .

100 K > "

d ( X , Z , À ) = t ( x , 6 , À ) b ( y , Ç , À ) , R^X^,^) = ^ < Q"1 (X) 9 ^ , 9^ >

et Q ( X ) est le hessien de ( x - y ) • 6 + cp ( y , Ç ) au point

cr i t ique.

, .. . ^ - 1 <

D ' a u t r e part ^ = 31 + K ( X , Y ) ( Y - Y ( X ) ) , où Y ( X ) est le

point cr i t ique, donc 9^ = 3y + ( Y - Y ( X ) ) K ( X , Y ) 9y , et

< Q'^X)^,^ > = < Q'^X)^,^ > + P C X . Y , ^ ) , où P est

un polynôme de degré 2 en 3y > dont les coeff ic ients

de 9^ s 'annulent en Y = Y ( X ) .
.2

Enfin < Q (X) 9y, 9y > = - 2 9 3^ -—^ ( x , Ç ) 9 ^ .

Donc dans < Q"1 (X) 9 ^ , 9^ > , les termes de degré 2 en

9. sont facteurs soit d ' u n terme qui s ' annule quand
2

Z = 0 , soit d ' un terme du type —^ qui est dans
9x^

0 ( | ç | ) . Il est alors facile de voir que :
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( 4 . 5 ) R^X^aj d ( X , Z , À ) 7 . = [ À^ d^x^À)
z' ""^ O^p 1 K

où d01 est borné sur un voisinage de 0 et

^a < r n r l r l ^ a • y c e 0 » 0 m -»
^ ̂ l^ ' ^ "o^/Z^c^

On utilise maintenant le lemme 4 . 6 démontré plus bas

pour écrire :

d ( x , Ç , À ) =

N- l
<9<P(4 .6) = d ( k ( z , Ç ) , Ç , À ) + I <d ( z , Ç , À ) , ( - ^ ( x , Ç ) - z ) n > +

n=l n dcî

+ < d ^ ( x , z , ' Ç , À ) , ( - l i ( x , Ç ) - z ) N > .

Ici d ^ ( z , Ç , À ) est égal à P^ (x, Ç , 9^) d (x , Ç , À ) ^(^ç)

où P est un opérateur d i f fé rent ie l de degré n et

k ( z , Ç ) est la solution de — ( x , Ç ) = z .

On remarque que :

( 4 . 7 ) d ^ ( z , Ç , À ) ^S^^2^) .

En e f fe t la seule chose à estimer est les dérivées en

Ç de d qui portent sur k ( z , Ç ) . On remarque alors

que 901 k ( z , Ç ) G 0 ( | z | ) , et on en déduit ( 4 . 7 ) (voir

appendice A . 1 . ) .

On peut donc écrire T o M. o S. sous la forme :
N , „ 1

T o M. o S^ = ^ M , où M est défini par :
1 1 n=0 n n
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M ^ u ( x , À ) =

C4 o-i x! n f - i^ iC^C^^)^ '^) aœ n( ' - ^ " j e 1 <d^ (z ,Ç ,X) , ( ^ (x ,Ç) -z ) n >

s ^ ( z , Ç , X ) X ( z ) u ( z , À ) d z d Ç

pour n S N - 1 , et pour n=N on remplace l 'ampli tude par

le dernier terme de la somme ( 4 . 6 ) . On a :

- i À ( 4 > ( x , Ç ) - z - Ç ) 3
e 1 (^ ( x , Ç ) - z J =

i
^ g - i Â ^ ( < p ( x , Ç ) - z - Ç )

- T-, ̂  (e ) •

On peut donc intégrer n fois par parties en Ç dans

( 4 . 8 ) , et on obtient

^ „ r - iX ( < p ( x , Ç ) - z - 0
M^uCx.À)^-^-)11 ] e 1 m ^ ( z , Ç , À ) X ( z ) u ( z , À ) d z d Ç

pour n ^ N- l et pour n==N , m dépend aussi de x .

Il reste à estimer m :

Pour n = 0 , m ^ ( z , Ç , À ) = d ( k ( z , Ç ) , Ç , À ) s ^ ( z , Ç , À ) .

Pour n^ l , m est la somme asymptotique des termes

obtenus en remplaçant d par les termes de ( 4 . 5 ) .

Avec les notations de ( 4 . 5 ) , on a :

d^Cz^^xH^ e^Cz,^).^2 ,

où ^n^o:^^)' et ^n^^l^2"'^
2 2Notons par abus de notat ion Ç = z - Ç-. + ... +

^-
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9 s - . ( z , Ç , À ) est la somme asymptot ique de termes de la

forme suivante :

q ^ q ^ / 2 - y - e
Â. A ^ a C z ^ À )

s ( z , Ç , À ) - 1 1
p + q ^ + q ^

(m+À^ )

2q-, -(3-n
avec : a ( z , Ç , À ) eS^-j^C^) , a (z , Ç , À) € 0( [ Ç | 1 ),

est à support dans { J l ç l l ^ y À ^ } , et :a est a

(n+3) /2^q^ n + 3

q^ ^ @ .

Donc m est la somme asymptotique de termes de la
forme suivante :

e ( z , Ç , À ) =

-n /2 l r . l - k q! +q2/ 2 'Y ' 3+p^ 2q. - 3-n+( 2a-k)^n/z ^^a | K ^ ^ l z ^ 0 ( | Ç | ) 1

~ 7 P^-l^
( m + À Ç ' ) 1 z

1 / 2Si on pose Ç = A i Ç , on a :

^ ^2a-k^ -B-nq , /2 ^

l^2^'^^———————————~T^~———— •
(m + Ç2 ) x 2

On a : 2a-k+2q- , - 3-n S 2p -n+2q , < 2p+2q ,+2q . , .

Donc :
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( l / 2 - p ) C - n - 2 q ^ ) q ^ / 2
sup [ e ( z , ç , x ) | ^ C \^ \^ ^

'"l"172 '1 ' .C^-1 7 2^ .

Donc n^Cz^À^S0^^1 7 2^^).

En ut i l i sant les mêmes es t imat ions , on voit que module

un terme dans S 0 ' 1 ^" ) ÇQ. ) , on peut remplacer
p ) 1 / ^ £

I " Q ( Z , ^ , À ) par

t ( k ( z , Ç ) , |̂  ( k ( z , Ç ) , Ç ) , À ) b ( k ( z , Ç ) , Ç , À ) X S ^ C Z , Ç , À ) .

On a donc démontré la proposi t ion. ^

On montre maintenant une proposi t ion analogue

pour T o M, o S^ .

Proposition 4.6 : On a :

T o a-^r|[a;|[2 \ 2 ^ ) M^ a S ^ u ( x , \ ) =

\ f - i \ . ( ^ ( x^ } -2 ' ^ }
= (—^ e m(x,z^,\) u(z,\) dz à^

û7T J

N-l
avec : V N ^ 1 ^ m(x^z^^^\) = ^ m ( z ^ ^ ^ \ ) -f- m ^ ( x ^ z ^ E , ^ \ } et :

0 n

-^^^^t^^
-rn^^^S0^1^ (^.^.

Démonst ra t ion : On a :

M^ o S^ u ( x , À ) =

À! 2n f - i ^ ( 4 > ( x , e ) - y - 9 ) - i À . ( y - z ) Ç
C^) j e 1 b ( x , y , 6 , À ) s ^ ( z , S , X )

u ( z , À ) d z dÇ d6 dy.
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Comme dans la preuve de la Proposit ion 4 . 5 , on peut

éliminer les variables ( y , 9 ) par la phase s tat ion-

naire , et on a :

M^ o S^ u ( x , À ) =

/l.n f -^i^C^)-^) .
= W J 6 b ( x , Ç , À ) X ^ ( z ) s ^ ( z , Ç , À )

u ( z ) dz dÇ

avec b ( x , Ç , À ) €S^(^) et b ( x , Ç , A ) est à support

compact en Ç module un terme dans S"00. Puis on a :

T o ( l - X H I I x l ^ À ^ ) M^ o S ^ u ( x , À ) =

/l.Zn f - i À l ^ - y ) • 9 - i Â ^ ( ( p ( y , Ç ) - z • Ç )
W j e t C x , 9 , À ) ( l - X )
/i.zn f - ^ i ^ -y^e- i ^CcpCy^-z -ç )

= ̂  e t C x , 9 , À ) ( l - X )

C i l Y I I 2 ^p) b ( y , Ç , À ) s ^ ( z , Ç , X ) X ^ ( z ) u ( z ) dz dÇ d y d 6 .

On estime à nouveau l 1 in tégra le en (y ,6 ) par la phase

stat ionnaire : les points cri t iques sont [ 6 = - ^ ( x , Ç )
J d X

[ y = x
et le développement est convergent car (1-X) ( || y|| 2 A^) e

S090^ ) .
0,P' £'

En ut i l isant les mêmes arguments que dans la preuve de

la Proposit ion 4 . 5 , on obtient avec les mêmes notat ions :

( 4 . 5 * ) R ^ X . Z . a ^ d C X . Z . À ) Z=Q^ î ^ ^al À Ï l p d ^ C^^)

k - . + k . = k

»" ^"^("e' « ^«'(ISI'2"112'*).
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On peut maintenant écrire d sous la forme ( 4 . 6 ) , avec

d f z , Ç , À ) eS1^1^2'1'^^). Ici , on ne perd que des puis-n o, p c.
sances de À ^ en dérivant à cause de la t roncature

( l - X K H y l ^ À ^ ) .

Il reste à estimer les amplitudes m ( z , Ç , À ) :

Pour n = 0 , m ^ ( z , Ç , À ) = d ( k ( z , Ç ) , Ç , À ) s ^ C z , Ç , ^ )

Pour n ^ 1 , m est la somme asymptot ique des termes

obtenus en remplaçant d par les termes de ( 4 . 5 ' ) .

Avec les notat ions de ( 4 . 6 ) , on a :

d ^ , ( z , Ç , A ) = X H " k + p k l e ^ ^ ( z , Ç , Â ) ^ n , où e^CS^(^)

a (2a -k^
et e ^ € 0 ( | ç | ) avec k ^ + k ^ = k .

Comme auparavant, 9 ^ - s ^ ( z , Ç , À ) est la somme asympto-

tique de termes de la forme suivante :
ci^q^"3

À. a ( z , Ç , À )
s ( z , Ç , À ) = ——————————————

2 ^l^Z(m+À. Ç') 1 z

2q- , -0-n
avec : a ( z , Ç , À ) ^S^^p(^^) , a ( z , Ç , À ) e 0 ( | ç | )

et ( n + 3 ) / 2 ^ q. ^ n+3

q^ 3 •

Donc m est la somme asymptotique de termes de la forme

suivante :

e ( z , Ç , À ) =
f o - n n \a\~k+^^ q i^ -P^z ' 3 2 q ^ - ( 3 - n + ( 2 a - k ^ )

À^ " ^ À ^ ^ À / 0 ( | ^ | ) 1 z

2 P+ c l1+ c l2(m+À^ ' ) 1 z



48 C. GÉRARD

Si on pose Ç = ^ / Ç , on a :

| e C z , Ç , À ) | ^

2a-k^+2q -B-n (p- l /2)n (p- l)k,-k,/2 pq.-(3/2
^l m___________x À! X À ! 1 2 ^ 2

( m + Ç ^ P ^ l ̂

On a : 2a - k^ + 2q^ - B - n S 2p + 2q^ - n < 2p + 2q, + 2q, .

Donc :

sup e ( z , Ç , À ) , C, A^ - 1 / 2 ) 1 1 x ,pq2-3 /2 , (p- l /2)n
| Ç | ^ C z 1 2 1

car q. ^ 3 et p < 1 / 2 .

Donc m ^ ( z , Ç , À ) G S^^172^^) .

En ut i l i sant les mêmes e s t ima t ions , on voit que module

un terme dans ^^Y2^) , on peut remplacer m ( z , Ç , À )

par :

t ( k ( z , Ç ) , ^ ( k ( z , Ç ) , Ç ) , À ) b ( k ( z , Ç ) , Ç , À ) x s ^ ( z , Ç , À ) .

On a donc démontré la proposition.

Lemme 4.7 : Soit a(x^^X) une fonction 6'°° de (x^f,) dé-

finie au voisinage de ( 0 ^ 0 ) ^ V N ï 1 _, on a :

a(x^,\) =

N-l
=a(k(^U.^\) + l <P^^^^}a(k(z,U^,\),(^ (x^)^^ >

+ < (^ (^U-^)^ Q^x,z,^\)> .
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Avec : k ( 2 ^ ^ ) est ta solution de -5— (x, ̂ ) = z, et P (x, Çj 9 )
o^C n 3C

est un opérateur différentiel de degré n .

Démons t ra t ion : On considère le changement de coordon-

nées ( x , Ç ) -^ (-^ ( x , Ç ) , Ç ) = ( x , Ç ) . C ' e s t un d i f f éomor -

phisme local car -|̂  (x, Ç) = A^x + 0(x 2 , Ç 2 ) .

Si on pose a ( x , Ç , À ) = a ( x , Ç , À ) la formule de Taylor

appliquée à a donne :

a ( x , Ç , À ) =

N- 1
- à C z ^ À ) ^ I — < D 5 â ( z , Ç , À ) , C x - z ) n > + ( x - z ) N x

n=l n* x

x a ^ ( x , z , Ç , À ) .

Enfin on a - . y = c ( x , Ç ) y - , donc D? a est égal à

P ( x , Ç , 3 )a où P est un opérateur différentiel den x n

degré n .

On a donc démontré le lemme. ^

On peut maintenant estimer M. o ( 1 - Q ) et

\ o ( 1 - Q ) .

Théorème 4.8 :

Pour i = 0,1 ( \ M . ( 1 - Q J \ ^ C ( n ) ( k 1 ^ p

^ ç ^(îf,^) 0

on a pour \\\ assez grand : / \M.(1-Q )Q.,\ ^ C ( n } ( k f } ' ~ p

> z x ÇI^^P^P; o

\M(1-QJ\ ^ C ( n ) ( k ' ^ p .
0 x ^(H?^)
\

avec kf > 1 .
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Démons t ra t ion : On a : M. o (1-Q) = M-, o ( 1 -Qr ) + M. o (1-Q )Q. - .-I- -L s -L X c,

Commençons par es t imer M. o ( 1 - Q r ) .

On a vu que : S. o T = 1-Q. + R _ ^ .

Donc M^ o (1-Qç) = M^ o S^ o T + M _ ^ .

On remarque tout de suite que | |M || ^
"°° ^ ( I lP ,HP)

C^Cp) ! ^ ! ^ , V N ^ O . En ef fet il suffit de vérifier

d ' a p r è s le lemme 4 .1 que | |R 1| € 0 ( À ~ 0 0 ) , ce
^(HP,!-^)

qui est faci le .

Il reste donc à es t imer M-, o S-. o T :

Soit u en13 et posons v=T u. On a : T o M. o S. o T u =

T o M-, o S.v , et il faut donc es t imer :

||T o M o Sj| .
1 ^(1/(^),I/(^))

On utilise maintenant la Proposition 4 . 4 :

N
T o M. o S-, = i M où :

1 1 0

^ „ f - i À ( ( p ( x , Ç ) - z - Ç )
M ^ u ( x , À ) = C^-)11 j e m ^ ( z , Ç , À ) u ( z , À ) d z dÇ

pour n ^ N - 1 , et M est une intégrale du même type

avec une ampli tude m ( x , z , Ç , À ) .

Comme m», eS 9 ' / ^ (^ x ^ ) , on peut prendre N assez

grand pour que le noyau K . j ( x , z , À ) associé à M., vér i f ie :

sup | K . j ( x , z , À ) 1 ^ C 1 X j "1 ,
( X , Z ) ç ^ x ^



PÔLES DE LA MATRICE DE SCATTERING 51

ce qui entraîne que

||MJ| . . ^ C | À . |"1 .
" N 1 1 ^ ( L ^ ^ . L 2 ^ ) ) 1

Pour l ^ n ^ N - 1 , on peut écrire M sous la forme

U o T^ , avec :

À. - ç - i À . ( ( p ( x , Ç ) - z - Ç )
U u ( x , À ) = ^n j e 1 u ( z , À ) d z dÇ

Ai „ r - i À . ( x - z ) • Ç
T ^ u ( x , x ) = C-^) e 1 m ^ ( z , Ç , À ) u ( z , À ) d z d Ç .

D ' a p r è s l ' appendice A . l ,

I I U [ | - Q ^ C
^(L'C^),!/^))

IITJI 2 2 ^(p)|^P-l/2)n
n ^ (L^^^^ 'C^^) n

car m e S 0 - ^ / , 1 7 2 ^ ^ ) .n p , l/ z £

II reste donc à est imer M , c ' e s t - à -d i r e :

Ai ,, r '1À 1 C^^Ç
T ^ u ( x , x) = (-^) e m ^ ( z , Ç , À ) u ( z , À ) d z d Ç .

Grâce à la remarque de la f in de la démonstra t ion de

la Proposi t ion 4 . 5 , on peut remplacer m^ par :

t ( k ( z , ç ) , |̂  ( k ( z , ç ) , ç ) , X ) b ( k ( z , Ç ) , Ç , À ) s ^ ( z , Ç , À ) .

D ' ap rè s la Proposition A . 1 . 6 , pour es t imer

| |T |( o ^ » il su f f i t de majore r son sym-
" 0" ^aV),!.2^))

c- c-

bole.
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b ( k ( z , Ç ) , Ç , À ) est m a j o r é par une constante indépendan-

te de p . Il su f f i t donc de ma jo re r

m^ = t ( k ( z , Ç ) , - | ^ ( k ( z , Ç ) , Ç ) , À ) s ^ ( z , Ç , À ) =

( m C k C z , ^ ^ ) 4 - ^ < ^ ( k ( z , Ç ) , a > 2 ) p x ( l - r ) ( | | ^ | | 2 À ^ P )

( m ( z , À ) + À ^ < Ç >2)13

7 n 7où on a posé < Ç > = ^ z . Ç . .
1 1 1

Rappelions que ^- (x, ç) = t A'^ + 0(x 2 , Ç 2 ) , donc si
d X

( x , Ç ) est proche de ( 0 , 0 ) , on a : |||̂  ( x , Ç ) | | ^ k ^ H ç l l ,

où k > 1 , et k est infér ieur à la plus peti te valeur

propre de A .

Sur le support de (1-r) ( || Ç || 2 À^) , on a :

||r|| > 1 T . - P -,.- ^ 1 / 2 | |r | | > 1 ^ 1 / 2 - P1 1 ^ 1 1 ~Z ^\ , et A ^ | | c > | | = -^ A ^

D * a u t r e par t , | m ( z , À ) | ^ 1 , donc on a :

| m f z , Ç , À ) | ^ C ( n ) ( k , ) P pour À , assez grand où K k ' < k .

Donc : ||T o M-, o S-, H . . ^ C ( n ) ( k l ) ' ' p pour
1 1 ^ ( L 2 ( ^ ^ , L 2 ( ^ ^ ) 0

À . assez grand.

Est imons maintenant M , o (1-Q ) Q r .
-L X c,

Grâce au lemme 4 . 4 , on peut remplacer M-, o (1-Q )Qr par
-L X c,

( l - X ) ( | | x | | À P ) M . o (1-Q )Qr , modulo une erreur de norme
- 00

dans 0 (À- . ) . Comme plus haut , il su f f i t d^st imer :
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| | T o ( l -XK l Ix l ^À^M oSJ|
^(L-C^),!.^))

et modulo des termes de norme À1P ' , on est ramené

à majorer le symbole suivant :

n^ (z ,Ç ,À ) = /

(mCkCz^LÀ^À^CkCz^^^Cl-rKilzl l^^rClIçl l^2 '3)

( m ( z , À ) + \^ < î, >2•)p

Comme plus haut, on a < • ^ ï - ( k ( z , Ç ) , Ç ) > 2 S k ' l < Ç > 2 ,

et il est facile de vérifier que :

sup n, (z ,Ç,Â) - ( m^^ )P .

Rappelions que k ( z , Ç ) est la solution de — ( x , Ç ) = z

et — ( x , Ç ) = A " x + 0 ( x ,Ç ) , donc pour ( z , Ç ) proche

de ( 0 , 0 ) , on a | | k ( z , Ç ) |[ ^ k^ || z | | où k^ > 1 et k^

est infér ieur à la plus peti te valeur propre de A .

Enfin sur le support de ( l - r ) ( | | z | | ^ p ) , on a :

A^ l l z l IS l ^A^ -P , donc m(k^^ <. (^)2

et | n ^ ( z , Ç , À ) | ^ 2 (k^)"P.

Donc : ||T o ( l - X ) ( | | x | | 2 À^)!^- o S - l l ,, „ a
^CL' (^) , I / (^) )

C(n) k ' pour A i assez grand.

Finalement si A i est assez grand, on a :
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I ^ C l - Q r ) ! . n n ^ C ( n ) C k . ) ' P1 s ^(H^HP) °

l l^d-Q^Qr l n D ^ C ( n ) ( k ^ ) " P .
' ^CH^H?) 0

Le cas de M se traite de la même façon. ^

4 . 4 . Es t imat ion de M. o (1-Q) et M o (1-Q) dans le
cas où A n ' e s t pas d iagonal isable .

Dans ce cas, on remplace les opérateurs T. par

les T. définis en 4 . 2 .

Les propositions 4 . 5 et 4 . 6 s ' é tendent sans d i f -

f icul té . Pour démontrer l 'analogue du théorème 4 . 8 on

utilise les estimations sur les normes | |ç | | i et

||x|L démontrées dans le § .3 .3 .

On a donc les est imations du théorème 4 . 8 dans le cas

où A n ' es t pas diagonalisable.

4 . 5 . Résolut ion du problème de Grushin pour M- .

On va maintenant inverser le problème de Grushin

(4 .1 ) .

On commence par montrer un lemme qui montre com-

ment E agit sur l ' ensemble de f réquence.

Lemme 4.9 : Soit w € îf- tel que Q ç w = w. Alors on a :

Q _ E w == E w .a^ Ç o o

Démonst ra t ion : On commence par écrire :
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0

w ( x ) = I D J w C O ) ^ + WNW •
| & 1 < N x p - ''

On a Q^ç w = w , Q ^ ç C x 6 ) = x3 , donc

(4 .9 ) Q^Ç ^ = ̂  .
00

Puis on a r = ^ ( z M ) ^ w » , et on vérifie facilement
p=0 ° 1N

que :

M ^ w ^ ( Ç ) = b^ I d e t A l P w ^ C ^ P ç ) .

Comme le support de w. j(Ç) est inclus dans :

| | Ç | | ^a^a I À ^ I ^ , d'après ( 4 . 9 ) , on a : Q^r = r .

Enf in E w est la somme de r et d ' u n polynôme, donc

Q - E w = E w .'a ,Ç o o a

Proposition 4.10 : Notons R = z(M^-M ) . Pour p et \\\——•-————————— l o - • '

assez grands 3 s € V on a :

II E R Q ,|[ ^ C ( n } ( k l } ' ' p où kt > 1 .
0 ajç Ï(lP^) ° °

Démonst ra t ion : On a :

E R Q . = E z ( M . - M ) Q . =o 'a ,Ç o ' I o ' ^ a , Ç

= E z(M-,-M )Q Q ,. + E z f M . - M ) C l -Q )Q ..o v 1 o ' v a , x " a , Ç o v 1 o ' ' 'a ïX ' -o i^

= E z ( M . - M )Q Q + E z M - ( l - Q )Q -o v 1 o"a ,x^a ,Ç o 1' 'a,x"a,Ç

+ E z M (1-Q )Q .o o ' ^ a , x ' " a , E ,

= A^A^A^ .
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D'après la proposition 4 . 2 on a :

| | A . I l ^ C ( p , a ) À . ° pour À € D .
^(HPjlP) '

II reste donc à est imer A^ et A- .

Estimons A., , A^ s ' es t imant de la même façon.

D 'ap rès le théorème 4 . 8 on a :

l l z M 0-Q^ ̂  Jl n n ^ C ( n ) k ' Pi a,x a, t, yfi-p H^l

et d 'après le lemme 4 . 4 on a :

(4.10) l lQâ^M^l-Q^Q^II^p^^ l^r^vMâO

avec a = k a a , k > l .

Posons w = M , ( l - Q )Q . -u . A cause de (4 .10) on a :
JL (X y X CX y c,

I D ^ C O ) ] ^ K ^ J À l ' 1 ^ V M ^ 0 pour |a| < N

a
et si Wj.(x) = w C x ) - I — D^CO) , on a :

1' | a | < N a - x

| Q ~ w,J ^ K,, | À | ''M |u |'^a^ N ' ^ p M ' ' Hp

( 4 . 1 1 )
Q

| l ( 1 - z K J ^ — D ^ w C O ) ! - K [ À l ^ l u l .
( 3 ^ J y ^ . x H P ^ HP
| ( 3 | < N

II reste à estimer : ( 1 - z M ) ' w , , = ( l - z M ) ~ Q~ w»j +

( 1 - z M ) (1-Q~ )w., , les deux termes étant définis
0 Ot y X IN

car Q~ w», et ( 1 - Q ~ )w.. s'annulent à l 'ordre N' a , x N ' ' ^ x ' N

en x=0 .



PÔLES DE LA MATRICE DE SCATTERING 57

D'après ( 4 . 1 1 ) et le lemme 4 . 3 on a :

( 4 . 1 2 ) Kl-^-^^I^C^p) N^l"!^

Il reste donc à estimer ( 1 - z M ) ( 1 - Q ~ )w». .v o" ' 'c^x" N

On cherche donc v e H^ tel que :

( 4 . 1 3 ) v - z M^v = (l-Qa^)w^ .

Pour cela, on prend v solution de : v - z M ( 1 - Q )v=
0 0l' -1 y X

(1-Q-; ^)w,.. v existe pour p assez grand, d'après lem, x IN

théorème 4 .8 .

On a :

( 4 . 1 4 ) |v | - 2 | w | - 2 C ( n ) k ^ - P | u |
HP IN Hp ° HP

II suffit de vérifier que l'on peut prendre a-, tel

que : Q ,v = 0. On a :ex-, , x

Qa^x^Qa^x^-Qa^^N +

+ Q^,x z Mo( l-Qa^x^ l-Z Mo( l-^,x»' l( l-Qa,x)WN •

Q v = 0 si a-, < a a , et si a est assez grand pour
CX -• , X -L 0 0

que ç a > 1 . Donc v est bien solution de ( 4 . 1 3 ) .

D'après ( 4 . 1 1 ) , ( 4 . 1 2 ) , ( 4 . 1 4 ) , on a :

| | A ^ [ [ „ , ^ C ( n , a ) k ' ^ pour | À | assez grand.
^(HP.HP) °

On a la même est imation pour A, , ce qui démontre la

proposit ion. ^
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On peut maintenant démontrer le théorème sui-

vant :

Théorème 4 . 1 1 : On peut résoudre dans H1- pour p et \\\

assez grands ̂  s € V le problème de Grushin :

( u - z M u = R c + f
( 4 . 1 ) 1 °

R~'ou=d

avec : \u\ + \c\ ^ C(p)(\f\ + \d\ ) pour À € D, z € V.
iP df- iP ^

On notera ( u ) = ^. ( J ) la solution de ( 4 . 1 ) .

D'après le théorème 4 . 8 on a :

1 |M.(1-QJ | | ^ C C ^ k ' P .
1 ç XCHP^I13) 0

On peut donc prendre p assez grand pour que :

I I M z ( l - Q )| | <. 1/2 , V A € D .
- ^(H^H15)

On peut donc pour f G H ^ , trouver ù G H ^ unique tel

que :

ù - z M^(1-Q ) ù = f .

Pour résoudre ( 4 . 1 ) , il suffit donc de résoudre :

( 4 . 1 * )
v - z M.v = R4' c + f

R: v - d

où : d = d - R ù , f = - z M. Q ù , et de poser u v+u.
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D'après la théorie de Fredholm de A . I I I . 3 , il su f f i t

pour résoudre ( 4 . 1 ' ) de savoir calculer (1 -E R) E f
-1 + ~

et (1 -E R) E d . Il est facile de démontrer en sui-

vant la preuve du lemme 4 . 4 que :

(1-Q JM-. QJ| S K j À l " 1 ^ V M ^ O si a > 1 a .
^a,^ 1 ^Ç ^(H^H^ M c °

On a donc :

( 4 • 1 5 ) iQa,^^ ̂ ^ l^p •

On peut donc remplacer dans ( 4 . 1 ' ) f par g = Q c-f •
(X , c,

D'autre part, il est clair que Q >- E d = E d , car
CX , c, 0 0

E d est un polynôme. Il suffit donc de savoir calcu-

ler ( l - E R ) ' 1 ? -h, pour h eH15.
0 CX , c,

On prend ù solution de :

(4 .16 ) û - E^R Qg^û = Q,^h .

ù existe d'après la proposition 4 .9 , si p est assez

grand, et on a :

|ù | ^ 2 |h |
HP HP

II reste à estimer :

(1 -Q~ -)ù = (1 -Q~ .)Q .h +^ "a.Ç' ' ^a.Ç^a.Ç

+ (1 -Q~ JE R Q^ . - (1 -z E R Q~ J"1 Q .h = (1 -Q~ JQ ..hv 'a.Ç' o "a,^' o "a,^ "a, Ç '- ^a.Ç^a.Ç

+ (1-Q~ - )E R Q-. . ù .' 'cx,^-7 o ^a ,^
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31 a! ^ T^o" où k > l est P1115 petit que la plus pe-
o

tite valeur propre de A , on a :

^^a ^R Qa Jl n n ^M 1 À 1^ ^ ^ 0
1" î ç ^(H^HP) M

car cette est imation est vraie pour M. et M .

^-Qa^^o^a^-C^Q^^^Qa^çRQa,^^ avec :

l l ^ l l ^ K« \\\~M .
2 ^ ( H P , H P ) M

En ut i l isant le lemme 4 . 9 on a : f l - 0 ~ 1E 0 = 0'a,^ o 'a^Ç
si a ^ ^ a a ^ . Si a^ est assez proche de 1 pour que

——-j ^ 1 , les deux conditions a-, ^ a— et a < a a
k a 1 K ^Q 1 o

sont compat ibles . On a donc :

I^V^o^a,^ ^ ^ 1^^ lûl^p .

Il reste à prendre a > a a.1 pour que ( 1 - Q ~ r)Q rh=0.

Donc = û -EoRù-Q^h .^Q^h avec = || R, || ^ ̂ ^ .

K ^ I À J et on peut t rouver u C H? tel que :

(4 .17) u - E ^ R u = Q^çh avec |u | p ^ 3 | h | ^ .

En appliquant (4 .17) à h = f et h = E^d , on voit qu^n

peut obtenir :

f "1 = (^o^'1 ^ Qa.Ç f

l "2 = (1-Eo^'1 ^ d '
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\M \ ^ C ( p ) | f |
1 HP Hp

avec :
| u ^ | ^ C ( p ) | d | .z ^p ^a

D'après la théorie de Fredholm, on a donc résolu ( 4 . 1 * )

module une erreur de norme 0 ( | X | ), d'après ( 4 . 1 5 ) .

Il suffit d'appliquer une série de Neumann qui converge

pour \\\ assez grand pour résoudre ( 4 . 1 ' ) . On a donc

démontré le théorème. ^

On montre maintenant que (4.1) a une solution

unique.

Proposition 4.12 : Soient u € ïf y c ç. Q^ ^ têts que :

( 4 . 1 8 )
u - z M^ u == R c1 o

R" u = 0o

alors u = c = 0 .

Démonstration : D'après l'appendice A . I I I . 3 , on a si
( u , c ) vérifie ( 4 . 1 8 ) :

(4.19)
u - E Ru = 0

c = E; Ru .

Si on applique (1-Q r ) à ^a 1ère équation de ( 4 . 1 8 )ex, c,
on a :

(l-Q^)u - z(l-Q^ç)M,u
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on a : ( l - Q ^ ç ) M ^ u = C l - Q ^ ç ) M ^ x (1-Q^ ^ u + R ^ u où

l lK j l D „ is Si 1^1^ v N S 0 .
^ (HP .HP) N

En répétant cette estimation un nombre f ini de fois

on a : v E > 0, pour | À | î C \ (.1-0 )u| - e |u|
£ "^ HP H?

d 'après le théorème 4 .8 .

Or u - E ^ R u ^ R d - Q ^ ^ u ^ R Q ^ ç U .

En uti l isant la proposition 4 .10, on voi t , en prenant

£ assez petit pour que | |E R| | - — , que :
0 ^(H^H^ 4£

\vi\ n ^ y l 1 1 ! r» pour p assez grand. Donc u=0 et c=0H? z H?
à cause de la 2ème équation de (4 .19 ) .

/ E ( \ ) E^X} \
Corollaire 4.13 : Lîopérateur ^ (\) == [ \

^(\) E\J\)j

qui inverse le problème de Grushin ( 4 . 1 ' } est hotomorphe en \

pour À € D ^ À assez grand.

Proposition 4.14 : Si W f ^ { \ ^ \ ^ c } ^ o n a W F u ^

{ | ç | ^ c} j si u est la solution de ( 4 . 1 ) .

Démonstrat ion : Rappelions que M-, est un opérateur

intégral de Fourier au sens de A . I . associé à la trans-

formation canonique \ qui a pour variété stable entrante
00

{ x = 0 } . La série ù = ^ (M-. z ( l - Q .J^f converge dans
j = 0 ç

H13 , et à cause de fact ion de M-, sur ^ensemble de

fréquence, chaque terme a son ensemble de fréquence

dans { | ç | ^ e } , donc ù a son ensemble de fréquence
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dans { | ç | ^ e } . Il reste donc à vérif ier que Wg v <=

{ | Ç | ^ £} où v = (1-E^R) ' 1 E^f + (1-E^R) ' 1 E^d avec

les notat ions du théorème 4.11.

On a W F f c : { | ç [ ^ e } , donc d 'après le lemme 4 . 9 ,

W F ( E f) c { [ ç | ^ c} , et W F C E ^ d ) c= { | ç | ^ c } , car E4; du w*^ u o
est un polynôme.

Enf in si W F v c { [ ^ | ^ £ } , alors W F ( E Rv) c { | ç [ ^ e} ,

en ut i l isant le lemme 4 . 9 , et le fai t que R = z ( M . M )

agit sur l ' ensemble de fréquence comme M . .

Donc W F C C l - E ^ R ) ' 1 E^f) et W F ( (1-E^R) "1 E^d) sont

inclus dans { | ç [ S e} , et on a démontré la proposit ion.

5. RESOLUTION DU PROBLÈME DE G R U S H I N POUR M.

On pose 3-6 = L2^. , ) .

Rappelions que dans la section 2 , on a introduit

des opérateurs de t roncature K - , , K ' ê L 0 ' 0 ^ . ) , K., e
-L JL 0 , 0 JL u

L0 '^!-) , et on a construit une approximation asympto-
0,0 t-i

t ique H de K * H^ K^ H-. K. , étudiée dans la section 4.

On a M = H^ H^ = Kj^ H^ K^ H^ K^ + (1 -KpH^ K^ H^ K^ +

H ^ ( 1 - K ^ H ^ K ^ +H^(1 -K^) .

5.1. Est imat ion de M ( 1 - K . ) .

En utilisant la proposition A.I I .2 et le théo-

rème de trace, on voit que :

| H - u | . ^ C l À ^ l u l . i V À G D .i L 'c r^ w^r^)
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Si on tronque à l ' a ide d 'une par t i t ion de l ' un i t é pseu-

dodif férent ie l le , u = A u + ( l - A ) u , où W F ( l - A ) u ) est

inclus dans la région el l ipt ique. H-, (1-A) a un noyau

dans ^(r-. x F o ) à cause du W^F ' de H. . D o n c :

| H . ( l - A ) u | _ ^ C | ( l - A ) u | .
' H5^) L2^)

D'autre part, on a :

|Au| . ^ CN4 1 ^ 1 0
w^r^) L ^ r ^ )

car Au a son Wj^ dans une région { | ç | ^ C}.

Donc on a :

|H .u | - ^ C | À | 8 | u | .
1 L2^) L ' C r ^

et comme H - u a son WT dans une région { [ Ç [ ^ C}

on a :

(5.1) | H . u [ _ ^ C l À l ^ 3 |u | .
^( r^ ) L 'cr^

On note encore A^ et A _ les variétés obtenues en

étendant par l'action des itérées de x les variétés

locales A^ et A _ .

On étend la relation canonique ^ de la façon suivante

x : T * ( r ^ ) u œ ->- T * ( r ^ ) u œ
où a) désigne un point à l ' in f in i .
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Pour p € T * ( r - . ) , on trace le 1 / 2 rayon sortant de p

(s * il exis te) .

Deux cas se produisent :

1) y ne se réf léchi t pas sur r- , ou le rayon réfléchi

y * sur F ̂  ne rencontre pas r . . On pose alors x C p ) ^ -

2) Sinon x ( p ) est la project ion sur T * ( r . ) de ^in-

tersection de y ' et de 3T* (IR114'1 \ ^ 2 , ) .

Enfin on pose x C ^ ) = a ) -

Comme les deux obstacles sont strictement convexes, si

B(p ,c ) i A _ ,

(5 .2 ) il existe m tel que x (B (p ,£ ) ) = a) .

Enfin on appellera opérateurs négligeables les opéra-

teurs de norme 0 ( [ À [ ) .

Proposition 5 . 1 : On a :

\\(1-V)R K H K I I ^ K [ X ^
1 2 2 1 1 X ( K . ^ )

\\H (1-K ) H K I I ^ K \\
2 2 1 1 X ( % , ^ ) N

i-N

Démonstration : II suffit de montrer que ces opérateurs
ont un noyau dans ^(Fi ^ - i ) . Pour cela, on utilise
que les 1/2 rayons sortants du support de K^ arrivent
sur Fi dans la région { K . J = 1} , et que les 1/2 rayons
sortants du support de K-. arrivent sur 1^ dans la
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région { K ^ = 1}. On peut donc conclure à J^aide du

Théorème A . I I . 1 2 .

Proposition 5.2 : Soit f € Je têt que W^f ne rencontre

pas un voisinage de ta variété stable entrante A .

Alors 3 u € 3€ têt que :

( 5 . 3 )
u - Mu = f + R^ f

R ~ Fu == R2 fo °°
N.

avec \u\ ^ C \\\ \f\ ^ et R^ négligeables.
J\9 Jv

Démons t ra t ion : En introduisant une par t i t ion de l^unité

pseudodifférentielle et en utilisant ( 5 . 2 ) , il est clair
m ,

que u= ^ M"f vérifie la première équation de ( 5 . 3 ) .
j=0

II reste à vérifier que R" F M3 f € 0( | À | "00) .

Comme V^ f ne rencontre pas un voisinage de A _ , il en

est de même pour WF M^ f. Donc si X(x) est une fonction

de troncature à support près de 0, on a X F M ^ f ç O ( | À [ °°) ,

donc R^ F M 3 f G 0 ( | À | "co) .

On a donc démontré la proposition.

Proposition 5.2 : Soit k ( x ^ y ^ ! , } ç. S 3 ( V ^ x y } une fonction

de troncature égale à 1 près de ( O ^ O ^ O ) . On note K = Opk défini

dans A.I j

V / € X ., 3 u € J€ têt que :

N
( 5 . 4 ) u - M(l-K)u = / ., avec \u\ ^ C\\\ \f\^ yc
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Démonstra t ion : On va définir u par la série de Neumann
00

u = ^ ( M C 1 - K ) ) 3 f .

On prend une part i t ion de l ' un i t é pseudodif férent ie l le
M

I = î ^ ( x ^) telle que :

- si s u p p X - n A _ ^ 0 , alors il existe m. € ]N tel que

X^supp X j ) n supp ( l -K) = 0 .

Il suff i t de résoudre ( 5 . 4 ) avec f remplacé par X - f .

Deux cas peuvent se produire :

1) supp X • n A _ = 0 . Alors d * après ( 5 . 2 ) il existe m ^ € ] N
m^ m^

tel que x ( s u p p x - ) = a). On en déduit que ( M ( l - K ) ) X ,j j
a un noyau dans ^(Fi x I i ) .

2) Si s u p p x - n A ^ ^ , comme les support des X - sont
m.

assez pet i ts , il existe m^ tel que (1 -K) ( M ( l - K ) ) X -

a un noyau dans ^ (r1 x F -, ) .
m .

Si on prend m = sup(m. ,m.,) et ù = ^ ( M Ç l - K ) ) " f = Et .
1 j = 0

On a : ( l - M ( l - K ) ) ù = f - (MCI-K))" 1 ' " 1 f = f - R^ f où R ^

est négl igeable .

On peut donc inverser 11 - R par une série de Neumann

pour À assez grand, et on prend u = E ( l - R ) f .

Il reste à estimer la norme de M ( l - K ) .

D ' ap rè s (5.1) on a :

| M ( l - K ) f | , ^ C | À | 1 6 | f | ,
L-d^) L^r^)
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On a donc démontré la proposit ion.

Théorème 5.4 : Notons R1' = G R^ ^ R" == R~ F.——————— o o o o

On peut résoudre dans ^(y x S0' le problème de Grushin

! (l-M)u = R^ c + f,;».-; ••- ^-^"^.
(\) hotomorphe en À pour X ç. D ^ et

N .1 1 »-? 1 1 i i 4
II ï II . ^ C \\ ' .

X ( 3€ x a:a, ̂  x Œ a )

Démonstration : On procède en plusieurs étapes :

1) Soit k ç S ^ ( r ^ ) comme dans la Proposit ion 5.5 .

D 'après la Proposition 5 .5 , il existe u-, e ^ tel que

(5 .5 ) u ^ M ( l - K ) u ^ = f et | uj ̂  ^ C | À | 1 \ f | ̂  .

2) II reste à trouver (u ,c ) e % x Œ3 tels que :

!u^ - M u^ = R^ c + M K u. modulo un reste négligeable

rau2=~d

avec d = d - R^ u. .

Notons g = M K u ^ . D 'après le théorème 4.11, il existe

(u,c) e H p x Œ3 tels que :

f u - e'^^ M.u = R'^c + F K
(5 .6) ) 1 ° °

l RO" = d

Ici on a pris z = e'1^ , pour À € V.. .
"o
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Si on applique G à la 1ère équation de (5 .6) il vient :

G u - G F H G u = R + c + G F g

on a : G F = K , F G = K ' où K et K ' sont définis dans

la section 2.

A cause du support du noyau de H , on a :

K H = H + R^ où R^ est négl igeable .

D ' a u t r e par t , si s u p p C k ) est assez pet i t , W F C F M K u - ^

{ | ç | ^ e } , donc d 'après la Proposit ion 4 .14, on a

WF u ^ | Ç | ^ c}.

On a donc R K î u = R u + r ^ u , où r^ est négl igeable .

Enfin G F g = K g = K M K. u. = g + R^ u. où R^ est négli-

geable. Donc ( 5 . 6 ) ent ra îne , si v = G u :

r v - H v = R ^ c + g + R ^ ( u ^ , d )

R^v = d + i\Ju^,d) .o

N̂ .
( | v | , + | c | ) ^ C | À | -5 ( | u J + | d | ) .

3̂  (C 1 ̂  Œ
D'après la Proposition 2 . 2 et la Proposition 5 . 1 , on a :
H = M K . +R^ où R^ est négligeable. On a donc fina-
lement :

r v - M K - . v = R c + g + R (u. ,d) avec R^,r^ négl igeables .
(5 .7 )^ _ ,°

^ R ^ v = d + r ^ ( u ^ , d ) .
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On a vu plus haut que W F u <= { | Ç [ ^ e ] , donc si c est

assez peti t , ( i .e . si supp k est assez pe t i t ) ,

W J F M ( l - K - . ) v ne rencontre pas un voisinage de la variété

entrante A _ .

5) II reste à trouver u^ € 56 tel que :

Fu^ - M u ^ = M ( l - K ^ ) v

t ^o1^"1'00^ oû r00 cst ^g11^313^ •

Pour cela, on applique la Proposition 5 . 2 à f=M(l-K-,)v.

En prenant u = u^ + \i^ + u^ + v , on a :

u - Mu = f + F c + R jÀ) ( f ,d )

R^u = d + r ^ ( À ) ( f , d )

avec R^,r^ négl igeables , et (^) = ^ ( À ) (^) où ^ ( À )

est holomorphe en À pour À G D . On peut donc résoudre

exactement avec une série de Neumann, ce qui donne une

solution (u) = ï ( À ) ( , ) avec % ( A ) holomorphe en À ,

pour À G D et on a les est imations du théorème. ^

(^) = Ï 0)(^

On aura besoin aussi de la proposition suivante, qui

se déduit immédiatement de la preuve du Théorème 5 . 4 .

Proposition 5.5 : On a : E+~(\) = E+~'(\} + ïïj^) où

\RJ\)\ € 0(\\\~'00 ) .
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6. DEMONSTRATION DU THEOREME P R I N C I P A L .

Comme dans la section 5, on va remplacer e par

z où z varie dans un petit voisinage V de y- .
o

On commence par étudier la matr ice E-, ( X ) .

D ' ap rè s l 'appendice A . I I I , on a :

H ^ ( À ) - E ^ ' C X ) + E ^ ( À ) R ( À ) ( 1 - E ^ ( À ) R ( À ) ) " 1 E ^ ( À )

^o E; \
où <$ = est déf ini dans la proposit ion0 V° ^7
3.8 ou 3 .9 , et R = z C M ^ - M ^ ) .

Pour étudier E. ( X ) , on introduit deux espaces de

symboles :

, m+N
Définition 6 . 1 : On note ^ = [u(x, \) = \ u .(x, X j X ^ }

^ 3=0 tj

avec u.(x,\) e S° ( J ^ } , et u. G 0( \ x \ ( k ~ 2 t J } - / - ) , où n - s u p ( n , 0 ) .<J Cji u '

^={u(x,\)\(\'l/2D^u G 0(\\\m^k} v |a |^} avec

^x,\)=(\\\~l+\x\2)l/\

On notera de la même façon les espaces u ( x , z , X ) dé-

pendant de façon holomorphe de z e V.

On a alors S^cS^, ^ e S^ et les éléments de

S"^ sont les symboles de la forme À"1 ^ v avec

v es^ .

On commence par montrer une proposi t ion .
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Proposition 6.2 : Soit M : ^ ° ( X ) ->• ^ ( X ) donné par :

( 6 . 1 ) Mu(x^) = (^ J ^Y<P^9^.e; ^^^X)u(^X)d.dQ

avec b € S 3 (JR ) y b à support compact en ( x ^ Q ^ z ) y ^ ( x ^ Q ) =

A ( x ^ Q ) x 9 9 avec det A ( O ^ O ) ^ 0.

Alors M envoie ^k dans ^k et ^k dans ^k .

Démonstrat ion : On commence par démontrer la proposit ion

pour Sm9 . Pour cela, il suf f i t de prendre u ( z , X ) =

Z ^ ^ C Z . À ) avec u ^ ( z , X ) e S^CM11) . En appliquant les

arguments de la proposition 6 .3 plus bas et la phase

stationnaire en ( y , 9 ) , on voit faci lement que M u ap-

partient à S"1^.

Pour S-.^ , on ne peut plus appliquer la phase sta-

tionnaire .
f A = nLe point critique est donné par i u u

l z = ^ ( x , 0 )
Soit X ç C (M) , on introduit dans (6.1) la tronca-

ture X ( | À | ( [ 6 | 2 + | z - z ( x ) 1 2 ) ) et on écrit M = M. + M. ,

où M^ , M^ sont de la forme (6 .1) , avec les amplitudes

^N ( | e | 2 + I z - z t x ) ! 2 ) ^ et ( 1 - X ) ( | À | ( l û l ^ l z - z C x ) l 2 ) ^

Commençons par étudier M. :

On écrit u sous la forme u = À"1 ^k v , avec v ^ S 0 9 0 ^

S ^ / ^ ( X ) , et on peut supposer que m = 0 .

La formule de Taylor à l 'o rdre 1 appliquée à 0 donne :
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(N-^ \^\^^/î-

= ( lÀ l ' ^ lx l 2 )^ 2 ^ ? ( z . x ) x [ (x + t C z ^ x ^ ) ) x
" ^ - 1 - - 1 - J 0

x ( | À | ' 1 + ( x + t C z - x ) ) 2 ) 1 ' 7 2 ' 1 dt .

Si on remplace x par le point critique z ( x ) , sur

le support de l ' ampl i tude on a | z - z ( x ) | $ e | À | donc

( z ^ - z ^ ( x ) ) e O C l À l ' 1 7 2 )

| z ^ ( x ) + t ( z ^ - z ^ ( x ) ) | e O C d À l ' ^ l z ^ C x ) ! 2 ) 1 7 2 ) et

( l À l ' ^ C z C x î + t C z - z C x ) ) 2 ) 1 7 2 e o c d À l ' ^ l z ^ x ) ] 2 ) ) 1 7 2 .

Donc si k ï 2 , on a, sur le support de l ' ampl i tude :

(M-^z^ /^dAr^ izcx^^ /^ocdAr^ izcx ) ! 2 ) ^ 2 )
si k=l , on vérifie directement que :

( l À l ' ^ l z l 2 ) 1 7 2 = ( lÀ r ^ l zCx^^^+Cz -zCxn iKx^À )

avec | ^ ( x , z , À ) | ^ C .

D ' a u t r e part ( | À | " + | z [ ) / est équivalent à

( | x | + | x | ) , et comme on intègre sur un compact de

volume 0 ( | À | n) , on en déduit que M.u ç0 ($ ) .

Regardons main tenant l ' e s t imat ion des dérivées de

M ^ u .

Il su f f i t de regarder les dérivées d 'o rd re 1 :
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On a :

^ - M l u = CÀ) n | e - i À ^ ( x > 9 ) - z • 9 ) c ( x , z , 9 ,Â )u ( z ,A )dzd9

^ Sb-, 9b-. -, / ^
avec : c-iÀ-^b^^ , -^S^^CIR11) , donc

9b^
l ' ampl i tude -g— se traite comme précédemment .

On a : ^ = 5 c , ( x , 6 ) e et
^i j=i ^ 3

le^^e jCCx^z^uCz^dz^ le 1 ^ 9 (^-u.c^-)dz.

On est donc à nouveau ramené au cas précédent car
A - 1 / 2 9 c , . - 9u r ç.m,kÀ -^T-11"0^- ^1/2 •

Donc M^ envoie S^^ dans S"̂  .

Regardons maintenant l'action de M/, .

On peut maintenant intégrer par parties avec l 'opé-

rateur L =——————1——————. ( ( p - z - 9 ) • V =
i À | v . ( ( p - z - e ) ! ^ z î e z ï e

L , 0

= —179———1———————T V, o C i ' - z ' e ) • À ' 1 7 2 V .
iÀ^ lv^Op-z.e) ! 2 z ) e z '0

Comme b^ eS^^ ^^ (K" x R") et u e S°^ , À ' 1 / 2 V^ gb^u

vérifie les mêmes estimations que b-,u.

Les coefficients de L sont majorés par :

—————1-7-5————' ' /n——————— car sur le support de l ' ampl i -
( i + l À l - ^ l e l + l À l ^ ' l z - z t x : ) ! )
tude \\\l/2\6\-l•\\\l/2\z-•iW\ î e .
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Après N intégrations par parties on a :

M ^ u ( x , À ) €

€ 0(1) N11 [ Çl+\\\l/2\Q\+\\\l/2\z-2.W | ) " N < î > ( z , À ) k d z d9

en intégrant en Q , on obtient :

M^u(x ,À) e ©Cl ) ! ^^ 2 J ( l + I X l ^ l z - z C x î D ^ n z ^ ^ d z .

On coupe à nouveau en deux le domaine d ' in tégra t ion :

- Sur | z - z ( x ) | ^ £ \\\~ , on peut util iser la même

méthode que pour est imer M . u .

- Sur | z - z ( x ) | ^ e | X | ' / , il est facile de vérif ier

^ ^feTO'^kC1-!^1 '2!2-2^!)' •
On utilise ici que si | z - x [ ï e , on a :

(1 + ) ^ C (1 + I x - z l ) ' .
1+ z

Comme 0 ( z ( x ) , À ) est équivalent à 4 > ( x , À ) , pour N plus

grand que k+n+1 , on obtient :

M ^ u ( x , À ) e ©(^(x,^) .

Les dérivées de M ^ u s ' es t iment comme M^u , en util isant

le même argument que pour ^1° • n

Proposition 6.2 : R(\) envoie ^ma dans < S - et

^k j ^k+1 -, -m-i-l/2^k+2
^1/2 dans ^ 1 / 2 ^ ^ 1 / 2
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Démonstrat ion : Commençons par regarder le cas de
ç,m,k

II suf f i t de regarder l ' ac t ion de R ( A ) sur un terme

z0 u (z ) , avec | a| = k.

On peut tout d ' abo rd , en suivant la preuve de la propo-

sition 4 . 5 , écrire M-, = M-. + R^ , où l ' ampl i tude de M.

ne dépend pas de z , et |R | € 0 ( | À | ) . On
00 ^ (HP .HP)

peut donc négliger R^ .

Avec les notations de la proposit ion 4 . 2 , on écrit :

M! - ^ = I! + h

et :

I ^CZ^KX.À) =

= ( ^ ) n J , - i À ( < p ( x , 9 ) - z . e ) ^ ^ ( x , 9 , À ) ^ b Q ( x , 9 , X )

+ b _ . ) z c i u ( z , À ) d z d9

I^Z^KX.À) =

À n f1 f - i ^C^ (x ,e ) - z .9 )= (7-)11 e L i À ( ( p ( x , 9 ) - A lx• 9 ) b z a u f z , À)LTÎ j g ; o a
dz d6 dt.

^(x,9) = t (p(x,9) + ( l -^A^x-e vérifie les hypothèses

de la proposition 6 . 2 . On a :

f i À z * 9 a -- , ^ , r . t ^ | a l r 3 ^a c f i À z * 6 / ^ . i ^j e z u ^ ( z , À ) d z = (+i\) l l (yo-) ( j e u ^ ( z , À ) d z )
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^a (e-1^'9^!^ ( x , 9 , À ) ) =

-, 1 C^b^^Ce-1^^ .
a=p+y i

Comme -^ ( ^ » 9 ) = 0 , on voit faci lement par récurrence,

que :

(-)^ (e-1^9^ I J^u.Cx^e-1^^
M ^ l ï l

p
avec U o ( x , 9 ) e 0 ( [ x | ) , donc :

,-H (^" (x^b^ e-^^^^-

, ^ - i X c p ( x , 6 ) ^ À ^ I - ^ l x ^ u . C x . e . À )
| e | ^ | a | 1 p

o
avec u / . € O C [ x [ ) . En ut i l isant la proposi t ion 6 . 2 , onp

i o 0 , k + 1obtient une somme de termes qui sont dans b

Regardons maintenant la forme d ' u n terme :

^nje-1^^^-2^ 9 , b Q ( x . e . À Î z ^ ^ z ^ î d z d e .

On a : 9 ^ | e iÀZ • 9 za u^ dz = ( - iA) - x J e1^ - 9 ̂ a ujz , X))dz

on est donc ramené au cas précédent , avec za ^r. remplacé

par À' z^ u/. et | (B | = [ a | - 1. On obtient donc une somme

de termes :

^ À 3 ^ O d x l 3 ) .
O ^ j ^ k - 1

k ~ ~
En posant k - j = j , on a une somme ^ À •ï 0 ( [ x [ J ) et

J= 1

si j ^ 1 , on a k - j ^ k - 2 j + l .
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Donc on obtient un élément de S 0 5

Regardons maintenant l'action des termes de 1 ^ :
0 0 t

Dans l ' amp l i t ude , on a un facteur x 9 À avec

| 3 + 3 * 1 = = 3 . Comme plus haut , on peut remplacer z01 u

par À1"131^^ avec u^S^lR^, et | Y | = | a | - | 3 ' | .

Comme -^ ^ . . (0,9) = 0 , on obtient une somme de termes

de la forme :

À - l ^ l ' 1 I , J - C k - | 3 ' | ) o C l x j ^ l 3 ! ) .
O ^ j ^ k - | 3 ' |

En posant j -k+l=j , on obtient la somme :

I À - ^ odxl^H-1) .
| ( 3 ' 1 - l ^ j S k - l

Si ] ï | 3 ' | - 1 , on a : k - l - J + [ 3 | ^ k + l - 2 j car | 3+3 ' | =3.

On a donc une somme dans S09 , et on a démontré la
. . . <^> kproposition pour S

Regardons maintenant le cas de S. ^ :

Les termes provenant d'une amplitude x. b ( x , 6 , À )

se traitent exactement comme pour S ' , en utilisant

la proposition 6 . 2 .

Les termes provenant d'une amplitude 9. bp ( x , 6 , À )

se ramènent au cas précédent avec u ( z , À ) remplacé par

À"1-^ qui appartient à S^^1 .

Regardons l ' ac t ion des termes de 1^ :
n t

On élimine le facteur 9 en remplaçant u par

A 1 - ! 3 1 ! 3 f u qui appartient à S^- 1 3 ' 1 /2 • k.
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On dis t ingue deux cas :

- Si 1 ( 3 ' | = 2 , on obt ient un terme dans S"1^"1"1 à
6cause du facteur x

- S i 1 3 * 1 = 1 , on obtient un terme dans S"14^2^2.

On a donc démontré la Proposi t ion.

Proposition 6.4 : E (\) envoie ^k dans S^ et ^n3k

dans ^/o pour k ï N.

Démons t ra t ion : Pour S"1' , il su f f i t de regarder l ' a c -

tion de E ( À ) sur un terme z01 u ( z , À ) avec u ( z , À ) €

S0^). On a :

•V^-t1-2".,)'1^^!^ ̂ «" -1 1 - 2^ 1 ^ .
E ( À ) n ' a g i t pas sur les puissances de À et conserve

les ordres d ' annu la t ions à l ' o r ig ine si a ^ ^ . Si

a e 3' » ^ C ^ ) augmente l 'o rdre d ' annu la t i on . E ( À ) envoie

donc bien S^ dans S"1^.

Montrons maintenant la proposit ion pour S"1^.

Si f G S"̂  , ^fCOÎx^S^ pour | a | ^ k , donc si

k ^ N

(1 - ^o)"1 C ï ^ D^fCO^eS111^ .
-- <•(• M 1 1 -^M '-* • -A- JL / fc*a ^ ^, [ a | <N '

Montrons que la série ^ ( z M )3 f,, converge dans
^ m , k
"1/2-
On utilise le changement d ' éche l l e introduit dans la
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section 3 : m À u ( x , À ) = u ( x À , A ) . S"1^ est envoyé par

m A sur 3 - ^ ^ = { u | D ^ u e O d À l " 1 - ^ ^ ! ^ ^ 2 ) ^ 2 ) } .

Il su f f i t donc de montrer que si f . j ( x , À ) est le reste

du développement de Taylor à l ' o rd re N de f C x , À ) la

série ^ ( , ' L (MJ )- ) t., converge dans ^ "̂  .

f » j ( x , À ) est une somme de termes de la forme : x g x i ( x , À )

avec | a | = N et I g ^ ( x , À ) | ^ C ^ ( | À | m - k / 2 ( 1 + | x | 2 ) k / 2 ) .

Avec les notat ions du §. 5.1, on a :

(z^)3 ^ = (zb^ ^aj g ^ C A ^ x . À )

donc :

Kz^-'f,^ I z b j J ^ ^ ^ l À l ^ ^ Z c i . l x l 2 ) ^ 2 .

On a les mêmes es t imat ions pour les dér ivées , ce qui

prouve la convergence de la série.

On a donc mont ré que ( 1 - z M ) f,r appar t ient à ç>m9/^ 9

ce qui démontre la proposi t ion. ^

On peut maintenant démontrer la proposi t ion suivante :

Proposition 6.5 : La matrice K(z,\) == E~ ( \ ) R ( \ ) (1-E (\)R(\) )~'1E+(\)

admet un développement asijmptotique :

00

K ( z , \ ) ^ ^ A. ( 2 ) \~k/2'
k=l 1<

avec A. hotormorphe en z pour -s € y.K

Si tes |a| pour a € ^ ont tous ta même parité^ tes 1/2 puis-

sances disparaissent dans te développement,



PÔLES DE LA MATRICE DE SCATTERING 81

Démons t r a t i on : Supposons d ' a b o r d que A est d iagonal i -

sable : l ' é l émen t de mat r i ce K , pour a , a * G \ ,

est donné par :

( 6 . 2 ) K^. = À - l a l l / 2 D ^ ( R ( l - E ^ R ) - l ( À l a l / 2 x a ) ) [ ^ .

On a :

R(1 -E R)'^!^7^) = î R ( E I ^ P C À ^ I ^ X ^ + r .
0 p=0 0 -ï

avec r . = R ( E ^ R ) j +1 (1-I^R) '1 ( À 1 a 1 ̂ x01) .

À 1 0 1 1 x01 appartient à Hp pour p ^ p , donc d ' ap rès la

section 4 , on a : (1-E R) "1 ( À 1 a 1 ^x0^) € HP v p ^ p , et

Ki-Vi-i ^l-^l^.s.

On en déduit facilement, à l'aide des inégalités de

Sobolev, que v = (1-E R) " ( À 1 0 1 1 7 x01) appart ient à
N + m / 2 , m

^/Z ^ ^ P o -

Prenons m ^ N . D ' ap rè s les proposit ions 6 .3 et 6 . 4 ,

R ( E R)-1 (v) est une somme de termes appartenant à
N^+m/2+ j^ /2 ,m+2 j^ j ^

S^ avec Ji + J 2 = J + 2 -

À ' I 0 1 ' l 7 2 D^* v ( 0 ) est donc m a j o r é par C | À | ° J 1 + J 2

Donc V N € ]N f ixé , si j ^ 2 ( N +N) , on a :

Â - l ^ l / 2 D;* r ^ O C l A l - ^ .x J

II suffit donc de regarder les termes de :
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^ R ( E R jPaH^) .
p=0
On ut i l ise maintenant que À 1 0 1 1 x0' appar t ient à
ç | a | / 2 , [ a |
0 .

D ' a p r è s les proposi t ions 6 .5 et 6 . 4 , R ( E R) p (À 1 a 1 ^x01)

est une somme f inie de termes du type

i a l / 2 - j ? , ^l + P + 1 - 2 ^ )+
À 1 0 ' 1 7 x/ O C | x | ) .

Les seuls termes non nuls de \ ~ \ a \ / 2 î ) a ' R ( B R)? sontx o
ceux où |a ' | ^ |a| + p + l - 2 ^ , et on a alors :

| a | / 2 - ^ - | a ' | / 2 ^ -1/2. On a donc un développement asymp-

tot ique dans S ' ^ ^ C Œ ) .v- x>
Supposons maintenant que les |a| ont la même pari té

pour a € ^ , alors les puissances | a | / 2 - i - | a ' | /2 sont

toutes ent ières , ce qui démontre la deuxième part ie de

la proposi t ion .

Dans le cas où A n ' e s t pas d iagona l i sab le , K , est
a ,a

donné par une fomule de type ( 6 . 2 ) où À^ '^x 0 1 est rem-

placé par À ' " 7 P ^ ( x ) , où p^ est un polynôme homogène

et D^' par P ^ C D ^ ) , où P ^ C D ^ ) est un opérateur

d i f fé ren t i e l à coef f i c ien t s cons tants , homogène de degré

| a ' | . On peut donc suivre la même démons t ra t ion .

On construi t main tenant des valeurs propres asympto t i -

ques de la matr ice K ( z , À ) . Pour N € ] N , on pose
N ,

^(2,1) = I A ^ C z ) ! " , P ^ ( Ç , z , t ) = d e t ( K ^ ( z , t ) - Ç l i ^ ) =
K ~ 1
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Ç3 + Ç^a^Cz.l . ) + ... + a ^ C z ^ ) . D ' ap rè s le Th. A. I I 1.1,
i u.

on peut construire des développements asymptot iques pour

les valeurs propres de K . , ( z , t ) notées u ^ ( z , t ) , . . . ,

[i (z , t ) avec multiplicité, et on a :
a

^(z , t ) ^ ! c^ ^zHt1^)1'& ^ k , ) 6

pour ^ = 1 , . . . , a , et a^ e IN.

Dans le cas où A n^est pas diagonal isable , on rappelle

que E n^st pas d iagonale , mais que :

E4"^) = (1 -zK ) 11 + S, où S est n i ipotent .

N ,
On remplace donc K ^ ( z , t ) = ^ A ^ ( z ) t , par K ^ ( z , t ) = S +

^ A^Cz) ! 1 ^ . On a t ou jour s P ^ ( Ç , z , t ) = d e t ( Ç 11̂  - K ^ ( z , t ) )

qui vér i f ie P ^ ( Ç , 0 , 0 ) = Ç a . On retrouve donc une forme

analogue pour les développements asymptot iques des raci-

nes de P ^ ( Ç , z , t ) , notés encore u ^ ( z , t ) .
K

Notons À . = ïïj /d - i log o j pour j e î .

On montre maintenant le lemme suivant :

Lemme 6.6 : Pour SL = 1 ^ . . ̂ a ^ il existe des développements

asymptotiques

( 6 . 2 ) À ( j ) = À . + Ï ^ (X.)'^2^
^ k=l

têts que si À ( j ) est ta somme des m premiers termes de ( 6 . 3 )

et si p. ( z ^ t ) est ta somme des m premiers termes de a y ( z ^ t ) ^
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-U ( j ) 2 d
on a pour z = e s

-( m+l )
^o-^^^^^^m^^^ ^l^l 2a' ) •

Dans te cas où les |a[ ont tous la même parité^ le développement
1/aa

( 6 , 2 ) ne contient que des puissances entières de ( \ . )
0

Démons t ra t ion : Fixons une valeur propre asymptot ique

u ^ ( z , t ) notée u ( z , t ) pour s impl i f ie r les notat ions :

On cherche A ( j ) sous la forme À . + z . avec
00 -k /2a j l

"1 = ^ ^^J k=l K J

- i À . 2 d
On a : e •ï K = 1, donc :

- i ^ C J ) 2 d - iz 2d œ
K ^ l = e ^ - l = J ^ c - i 2 d Z j ) k .

00

De même on a : z = — ( ^ -r1 ( - i Z d z . ) 1 ^ ) ,
"o k=l K - J

^ ( ^ C J ) ' 1 7 2 ) = î c ^ z ) ( À C j ) ) - k / 2 a ^m ^,j^ K

- J c^z)^^/2-1^!^^^)^/2^.

Il est facile de voir qu ' on peut déterminer a, par ré-

currence :
- k / 2 a f iPour éliminer le terme ( À . ) / , on a à résoudre

une équation : a^ = F ^ ( a ^ , . . . , a ^ _ ^ , c ^ , . . . , c ^ _ ^ ) , où les

a - , . . . , a , -, sont connus.
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On peut maintenant démontrer le théorème principal :

Théorème 6.7 : Soit \ , ( j ) = À . -f- ^ a. ,(\.)'~k/w Ze déve-
—————————— y, j , K.^ X, J

loppement -introduit dans le femme 6.5 pour H = l ^ . . . _ , a .

Soit py la multiplicité de À c , ( j ) '

Pour tout N € JN^ il existe j ^ ç. JN et Cy, Ç JR tels que pour

j ^ j la matrice de scattering pour ^ a exactement p. potes

avec multiplicité dans :
m^

i, . r / - ^-k/2ao i .. i. i-^/^-^- j ,^/^ 'l^J^-l -
où m^ est le plus grand k tel que k/2a. < N.

Dans le cas où les | a [ ont tous la même parité pour a € ^ ^

les 1/2 puissances disparaissent dans le développement.

Démonstrat ion : Dans la suite on supposera que ^=1.

On note p = p-, la mul t ip l ic i té de u - j ( z ) et on a donc :

N
| U j ( z ) - u ^ ( z ) | ^ C j z [ ° pour j ^ l , avec N^ € ]N .

On commence par construire des cercles F. centrés sur
"M? ' \ 7 r {

les À^ ( j ) tels que : v À e r . , C^ | À . | " ^ | e"1""01 K^-l+

pi (À ' 1 ^ 2 ) | ^ C ^ | À . | 2 avec M^CIR^

On veut de plus que le rayon de r . soit compris entre

. ,^2 , ,^2C ^ I À . I et C ^ I À . I , ce qui est possible car

9 . - i À 2 d y , . . , -1/2. . • ^ 7 r \ ^ ~ i x 2 à v 1 ^ ~ 5 / 2

?À (e ^ " ^^m^ ) ) = - i ^ 2 d e ^ - 7 À

^^ 1 / 7-—— (À ' / ) est plus grand que 1/2 pour [ À - À . | ^ c ,
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avec c assez petit.

Estimons maintenant E ^ C À ) pour À € r . .
N ^

On a : E ^ C À ) ' ^ (l-e"1^ 1 )̂11 + I A^ À'^2 + R^ ( À ) d 'après
0

les propositions 5. 7 et 6 . 5 , avec : A = 0 si A est dia-

gonalisable, A^ = S si A n 'es t pas diagonalisable, avec

S matrice niipotente. De plus on a :

( 6 . 4 ) | R ^ ( À ) | 6 C^ lÀ l -^" 1 ^ 2 .

NSi Ç ^ P j ^ C z ) pour & = ! , . . . , a , on a :

K ç i l - K ^ z ) ) - 1 ! î. C^ x ^ |Ç - ^(z) | - 1 .

Donc :

Kd-e-^^K^l l+K^CÀ-1 7 2 ) ) -1 ! ̂ . ̂  Kd-e-^2^)

- P ; C A - 1 / 2 ) ! - 1 . 1

Si À e F . , on a :

Kl-e-^^ll^CA-1^^ ,c, \^\~wî

et : |^(A-1 /2 ) - ,;(A-1/2)! .C, IXj l ' '0 7 2

si N est assez grand.

Donc on a :

_ , ^ 9 , 3 1 / 7 -i p M ^ + f p - a I N /2
(6 .5) ((1-e ^^K^U^CÀ-1 7 2))-1!^^^^1 2 p ' 0

pour À e F . .
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Notons E ^ ' ( Â ) = (l-e"^^ K^)l[ + K ^ ( À " 1 7 2 ) . On a :

E ^ C À ) = E ; ' ( À ) ( 3 1 + H;" ( À ) ' 1 1^(À)) .

D^près ( 6 . 4 ) et ( 6 . 5 ) , on a :

+ i p M , + ( p - a ) N / 2 - ( N + 1 ) / 2
!EN ( À ) \^^ 1 ^ ^^j 1 ^

pour À € F. .

Prenons N > 2p M., + ( p - a ) N . Pour j assez grand,

11 + Ex, ( À ) ^]\jC^ ) est inversible pour À € F . par une

série de Neumann, et son inverse est borné par une cons-

tante .

On peut maintenant démontrer le théorème :

Supposons d ' abo rd que K , , ( z ) soit diagonalisable
Npour la valeur propre u . ( z ) . On peut alors trouver des

vecteurs £ - . , . . . , £ € Œ8^ l inéairement indépendants tels

que :

[ E ^ ' C À ) " 1 f . dÀ ^ 0 pour i = l , . . . , p .; r •
D^utre part on a E ' ^ C À ) " 1 = (11 + E ^ ( À ) " 1 R ^ ( À ) ) " 1 E^" ' (À) " l=

ËN'^) ' 1 ^N^^N'^^1 f avec ^N^N^" 1 ! ^N^1"1 ï si on

prend N assez grand. Donc on a :

f E ^ C À ) " 1 ^ dÀ = f E ^ C X ) " 1 ^ dÀ + f S M C ^ E ' j ' C À ) " 1 ^ dÀ .j p -L J r • J r .

Comme le deuxième terme tend vers 0 quand j tend vers



88 Q GÉRARD

1'infini, on a :

j E ( A ) f ^ d À ^ O pour i = l , . . . , p , pour j assez grand.

Comme E ( A ) est une fonction holomorphe de À pour
À eD , d*après le théorème 5 . 4 , ceci entraîne que
E ( À ) a p pôles comptés avec multiplicité dans r . .
D'après la remarque à la fin de A . I I I . 5 , ces pôles sont
aussi des pôles de ( l - M ( À ) ) " 1 .

Supposons maintenant que K. , (z ) n ' e s t pas diagonali-

sable pour la valeur propre ( ^ - . ( z ) . On peut alors trouver

f ^ , . . . , f € Œ l inéairement indépendants tels que :

soit : [ E ^ ' C À ) ' 1 f . d À ^ O
•' r •

soit : 1 ((l-e-1^)^^1/2))1^;,-^)-1^^

pour un k. ^ p .

On peut alors faire le même raisonnement que plus haut ,

qui montre que ( l - M ( À ) ) " 1 a p pôles avec mult ipl ic i té

dans r • .

Pour montrer que la matr ice de scattering pour ^ a

exactement p^ pôles asymptot iques à À p ( j ) , on va ut i-

liser une formule de trace en suivant une idée due à

Sjôst rand.
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On commence par donner une caractérisation des pôles

de la matrice de scattering par la méthode du complex

scaling.

On considère la résolvante sortante libre du Laplacien :

( (A + À ^ u = v

u sortante ,

définie par : u = S^ ( À ) v = f e"^ 1 x''y 1 P^( | x-y | , À )v (y )dy

où ^r^--WÇ^^-^\^) e^ .

P^(r ,À) est équivalent à c(^^ à l'infini. Soit

K ( x , y , À ) le noyau de S Ç A ) . On peut étendre K holo-

morphiquement en (x ,y) à Œn + x fLn+ , en étendant

[ x - y | par ( (x -y ) 2 ) 1 7 2 .

Si on restreint maintenant ce noyau à e" 1 9 ^n+ x e " 1 JR114'

pour 9 > 0 , en écrivant les nouvelles variables sous la

forme (e"1 6 x , e" 1 9 y) , le terme e"1^"7! devient

- iX e'"19 1 x - y le ' ' » qui est exponentiel lement décroissant

pour À G D , Re X assez grand.

Le noyau K ^ ( x , y , A ) restreint à e"19 1R114'1 x e'19 IR114"1

est donc borné sur L (e R^ ) , et aussi sur L ( r )

où r est une déformation de IR^ égale à e'19 IR^

hors d 'un voisinage de ^ . (Voir f ig . 1).
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e-19 ]R"
Fig. 1

On peut alors utiliser les potentiels de double couche

et la théorie de Fredholm pour résoudre le problème de

Dirichlet inhomogène : f Au + À u = 0 dans ^n+ \ ^î

] ^^=v

(^ u sor tante .

Pour cela on écrit la résolvante H ( A ) de ce problème

sous la forme : H ^ ( A ) = S o ô ^ ® ( 3 1 + K ( À ) ) , où ôç, est la

dérivée normale de la masse de Dirac sur 3^ , et K ( À )

est un opérateur à noyau C00 , méromorphe en À .

Notons S ( À ) la résolvante du problème de Dirichlet

homogène : f Au + À u = f dans IR^ \ ^

} " ^ = 0
L u sortante

^
qui est définie sur L (r).

On a : S ( A ) = S ( X ) - H ^ ( À ) y so^) > où Y est l ' opéra-

teur de trace sur 3Î2 .

Soit c une courbe fermée dans Œ .

Le nombre de pôles de la résolvante S ( À ) à l ' in tér ieur

de C est égal à m(c) = tr ( 3 — [ - 2 À S ( À ) d À ) car^TTI j ^

-5—- - 2 À S ( À ) d À est le projecteur spectral associé aux^TTI j r.
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pôles de S ( À ) à l ' in tér ieur de c.

On a donc : m ( c ) =tr-^- | - Z À H ^ C ^ ) S ( À ) d À .

D 'ap rès ce qu 'on a vu plus haut sur la structure de

H ^ ( À ) , on a :

H . ( À ) = S o 6. ®li+ S. o Ô . 0 K ( À ) = H f À ) + H ( À )"• o o o ù s e

où H ç ^ ( À ) est holomorphe à À , et à cause des es t ima-

tions sur le noyau de S ( À ) dans L 2 ^ ) , H y S ( À )

est à trace sur L ( r ) .

m ( c ) = - ^ t î - J ^ H ^ ( À ) y S ^ ( À ) d À =

- À | t r ( À H ^ y S ^ À ) ) d À = - ^ | t r ( y S ^ ) À d X .
c c

D 'au t re par t , on vérif ie que si (v., ,v») £ C°°(3tî, ) x C°°(9n-,)

on a : H ^ ( À ) ( v ^ , v ^ ) = (H^ + - H^ ^ H? (li-M) '1 v^ + ( H ^ ^ -

H^ (11-M) ^ H ^ + H ^ ^ H ^ ( l t - M ) " l H ^ v ^ .

On en déduit :

He(À ) ( v^ , v ^ ) = (H^^ - "z^"!) MCn-M)'^^ + H^ g v^ +

^Z.e-"!,^11-^'1^^,."!^^'1^^ •

On a donc : tr y S^ Hg = tr y^ S^(H^^ + (H - H^ H^)M( l i -

M)'1) + t ^ Y 2 S Q ( H ^ g - H^ ( U - M Î ^ H ^ + H^ ^ H^ (11-M)'1 H^) .

Donc m(c) = - ̂  tr J y^ S^ H^(]I-M) ~1 - Y^ S^ Hg À dÀ +

À11-! ^^"Z,."!^-^'1^^^11-! ^^"l,^11-^'1
C C

H ^ À d À - ' ^ - t r f Y 2 s o H 2 + "1 C ^ - M ) "1 H^ À dÀ = I + I I + I I I + I V .
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On note maintenant n (c ) le nombre de racines de

de t (E ) dans c .

On a : n(c) = -^ J ^ (det E4")(det E4 ' ")"1 dÀ =

-^J t r Ê ^ E ^ ^ d À où Ê"" dénote ^-E^.

Il est facile de voir que Ê ' ^ ' ^ E ' M E 4 ' . On a donc :

n ( c ) = ^ - J t r E ' M E + ( E + • ) " l d À = ^ J tr M E" (E"") •1 E" dÀ .

Ici tous les opérateurs sont à trace car E~ est de rang

fini.

D'au t r e part (11-M) "1 = E - E^E"") "1 E' donc :

n(c ) = - —— tr f M(ll -M) ' 1 dÀ .
J c

On a : M=y^H^H^H^H^ , et

( A + À ^ H = - 2À H
J » J » '

H . | = 0 .j^ l ï j
Donc H^-2AS^H^=-2X(S^H^Y^)H^. On en

déduit que :

M = - 2À(^ S^ H^, H^ - H, ̂  S^ H^ H^ . 11, y^ S^ H^,

^^l^"!,^ •

Donc n ( c ) = - ^ - t r f À Y^ S^ H^ ^ 1^ (IJl-M) '1 dÀ

'À^l ^ ' 2 ^ 2 ^ H 2 , + H l ( l l - M ) ' l d À

^^J^'^^^14!^^-^'1^

'iïj À M Y l s o H l , + ( l L - M ) ' l d - < - a + b + c + d .
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On observe maintenant que a = I I , b = IV, c = I I I .

^ 'À^l N T i S p H ^ ^ (U-M) ' 1 À d À =

- -k^ ̂  ̂ 1 ̂  H I ^ C U - M ) - ^ À dÀ = -^ tr |̂  ̂  S^ H^À dÀ

- A l ^ l S o H i ^ C l l - M r ^ d ^ O ^ I .

Donc n(c) = m ( c ) .

Il reste à montrer l 'équivalence des pôles de S ( À )

avec les pôles de la matr ice de scattering pour ^ . Les

pôles de la matrice de scattering sont avec mult ipl ici té

les pôles de l ' ex tens ion méromorphe de la résolvante sor-

tante considérée de C^CIR1^1^) dans C'CIR114'1 \ ^) .

Notons R ( x , y , À ) le noyau distr ibution de cette résol-

vante. On considère le noyau H = y - - R ( x , y , À ) d À dé-

fini pour (x ,y ) e r x r et on veut étudier n pour

(x ,y ) eIR114'1 x R114'1. On a :

"c = -ml^ H , ( À ) y S ^ ( À ) d À .

Le noyau qui est sous le signe somme est de la forme :

r 3K
—— (x^ 1^) k ( y ' , z ' , À ) K ( z ' , y , À ) d S . d S . .

J ô ^ x 9 ^ ^y 0 Y z

k C y ^ z ' ^ ) est de la forme ô ( y ' - z ' ) + k ( y ' , z ' , À ) où k

est C00 en C y ' ^ ' ) , et K est le noyau de S .

n (x ,y) est donc holomorphe en (x ,y) dans un ouvert

connexe de (Œ114'1 \ ^2) x (Œ11'1'1 \ {^) qui contient
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(F \ ^) x (F \ i>2) et (^n+l \ ^ x (]Rn + l \ ^) . Si n ^ ( x , y )

est identiquement nul sur (IR114'1 \ ^) x Ç]Rn+l \ ̂  il

l^st aussi sur r x r .

Donc si il y a des pôles de S ( À ) dans c , il y a aussi

des pôles de la matr ice de scat ter ing.

Passons à l ' é tude de la mul t ip l ic i té :

Sur L (F) , n est une p ro jec t ion , donc t r ( n ) = r a n g IT
nIC) ——=-

et n ( x , y ) = l (p. (x) ^ - ( y ) , où (p . (x) , ^ (y) sont ho-c ^ J J J J

lomorphes dans des ouverts contenant Œ JR^ \ ^î et sont
^

dans L ( r ) . Sur le réel , on a donc :

n^c) ———
" ( x . y ) = I (p.(x) ^(y) .

c 1 J J

Enfin on vérif ie faci lement par les mêmes arguments que

les <p . , ^ . sont toujours indépendantes. Donc la matrice

de scattering a exactement n (c ) pôles dans c , ce qui

termine la démonstrat ion du théorème. ^



PÔLES DE LA MATRICE DE SCATTERING 95

REFERENCES.

CH.SJ'.J B. HELFFEK - J. SJÔSTRA/W : Résonances en limite semi-

classique, P^pu.bLic.a.UovUï de. V Uyu.vw^uté. de Nant^ 1 9 8 5 .

[fU] 1 . 1 . HIRSCHfvW : A convexity theorem for certain groups of

transformations^ JouAnai d'Ano^ôe Mo^Aéwa^cqcie. voi. 2_ [ 1 9 5 2 - 5 3 ] ,
209-213.

CM,] R.B. MELR(?SE : Local Fourier-Airy Intégral Operators^ Vu-k.^
^cuth.waUc.ai JouAnai, \jot. 42^ [ 1 9 7 5 ] , 583-605.

cM^] R.B, I^ELROSE : Singularities and energy decay in acoustical

scattering^ Yake, ^athmoJULd.oJL Journal, voi. 46 [ 1 9 7 9 ] , 43-59.

[Tj M.E. T^VLOR : Grazing rays and reflection of singularities of

solutions to wave équations^ C.P.A.M., \)ot. 29 ( J 9 7 6 ) , 1-39.

[E] G. ESK.IN : A parametrix for mixed problème for strictiy hy-

perbolic operators of arbitrary order^ C.P.P.E., î ( 6 ) , ( Î 9 7 6 ) ,
52J-560.

[L.P] P.î?. LAX - R. PHILLIPS ; Scattering theory, ^coid^c. P^A4.

[ 1 , 3 M. IKA(VA : (9?î ^?zé? pôles of thé scattering matrix for tuo
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A . I . OPERATEURS PSEUDODIFFÉRENTIELS A GRAND PARAMETRE
ET ENSEMBLE DE FRÉQUENCE.

Soit X un ouvert de R11.

Définition A. 1 . 1 . : - On note C^(X) t'espace des fonctions

u(x,\) pour À ^ 1 tettes que u(x,\) ç C^ÇX) et p(u(x,\)) ç

0(\ ) pour toute semi-norme p sur C m ( X ) .

- On note ^ W te sous-ensemble de
•WÀ,

Ç_ ( X ) formé des fonctions à support en x dans un compact indé-

pendant de À .

- On note D ^ ( X ) l'ensemble des distri-

butions u(x^\) € D ' ( X ) telles que V X ' c c ̂  _, 3^ ^ que

u(x,\)\^, € W~ et \u\ ^ ^ C^ ^ où / est l'espace de Sobotev
W

classique.

Si on pose u ( Ç , À ) = J e ' l À X 'ç u(x, À)dx on a :

fiJ(X) = { u ( x , À ) | V X € C^(X) | 3 N t q | x u ( Ç , À ) | ^ C^ À N ( 1 + | Ç | )N} .

A - 1 - ! - Opérateurs pseudodi f férent ie l s à grand pa-
ramètre .

On commence par définir des classes de sym-

boles à grand paramètre.

Soient X et Y deux ouverts de IR11.

Définition A. 1.2. : Pour m, k G JR , p ., 6 C J?^ , on pose :
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^ ^ ( X x Y ) = [a(x,y,^\) e C ° ( X x y x ]Rn) \

V^^xy ,va^y€^ 1 ̂  ̂ ^ 1 ̂ ^ 3^^ ̂ p IY kô 1^ 1 x

r^ lç l /7 2 -1^} .

On note S^CX) = S^^X x X) .

Si a eS^CX x Y ) , on note Op(a) l ' opé-P f u

râleur :

(A.1.1) Op(a) u ( x , À ) =

^n | e ^ - ^ a C x ^ O ^ u C y ^ d y d e

qui envoie C^CY) dans ^°CX) .

On notera L^CX) = O p ( S m ? k ( X ) ) .
P ) 0 P y Q

On dit que Op(a) est à support propre si le noyau dis-

t r ibut ion de O p ( a ) est à support propre uniformément

en À .

Proposition A . 1 , 3 . : Soit a C ^ . ( X ) avec p < -Z.
——————————— Ps Q

On a Op(a) = Op(b) + R où R a un noyau dans Ç ^ ( X ^ X ) et

b € u ' ' „ ( X ) est têt que Op(b) est à support propre.

Il suffit de poser b = a x X ( x , y ) où X (x , y )€

C (X x X ) est à support près de la diagonale, et on vé-

rifie facilement que Op(( l -X)a) a un noyau dans

sTc^^- o
Proposition A . 1 . 4 . : Soit a ( x ^ y ^ Q ^ X ) ç. ^ns ( X ) à support

Ps °
propre. Si p -/- 6 < 1, it existe o,f.r,Ç.,Ày) et °^(^s^s\) dans
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^ s r. ( X ) têts que :p, ô ^

Op(a) u(x,\) = (^ J ̂ -Ç o^^Àj zî^À^Ç

Op(a) u(x^) = (^n J ̂ -^-Ç o^^; ̂ Â;^ ̂  .

Si A = Op(a) , on appelle o^ (resp. o^) te symbole à gauche

(resp. à droite) de A .

On a : o^^X) . î ^ A-l" ! ^ ̂  a(x^X) ^ , ^

ÏA(W) ' \}\.0 Ju À~ l a l ̂  ̂  a(x^x) . = y •

Démonstra t ion : Elle est identique à la démons t ra t ion

classique.
m .^ k.

Proposition A. 1 . 5 . : Soient A . e L ^, ^ ( X ) pour i=l 2
^ pj ô •- " "

à support propre de symboles a (x^ ç, \) ^ avec p + ô < 1.

m^k. ^
On a : ̂  £ L^ ^K) et ^ . ̂  ̂  , -1"1 â^^.^Ç^;

m^m^k.+k^
A. a A ç. L 1 " 1 "0;1 " P.» o

et : °A A ^ ^ -L ̂ ' lal 9" ^ ^a ̂  .A^ 0^ |a|^ a/ ç ^ a; ^2

Proposition A. 1 . 6 . : Soit A ç. L030^) avec p + 6 < 1 ^

X borné et \o^(x,^\)\ < M pour (x^) ç. X x ̂  . Alors on a

IHI . o o ^ M + K I A I " ^ V N ^ 0 .
^ ( L ' J ( X ) , ^ ( X ) ) N 1 1

Démonstra t ion : On suit la démonstrat ion classique en

construisant une racine carrée de M2 - A*A et en obser-
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vaut que les opérateurs à noyau dans C^CX x X) ont une

norme dans ^ ( L 2 ( X ) , L 2 (X) ) qui est dans O C l À l " 0 0 ) . ^

On peut étendre ces résultats au cas où À

varie dans une bande de Œ de la forme D = { À [ | Im À | ^

C , [ Re À [ ^ C-, }. Dans ( A . 1 . 1 ) , on peut prendre a ( x , y , 9 , À )

qui dépend de À dans D , et remplacer e1'^"7^ par
i À . C x - y ) e

e où À-. = Re À . On peut même conserver le

terme e^^'^9 si le support en (y,9) de a ( x , y , 6 , À )

est borné.

On montre maintenant un résultat sur les som-

mes asymptotiques de symboles.
m .y k .i iProposition 1 . 1 . 7 . : Soient a . ( x ^ E , ^ \ ) G S v ( X ) des sym-

boles hotomorphes en À ., pour À 6 D avec m. et k . qui dé-
(7 (7

croissent vers - °° .
m ^k

II existe a € S ° ° ( X ) ^ hotomorphe en À ., têt que a ^ ^ a. 3
P.» ° -7' <y

m ,k v

au sens que V n s ^ - I a. ç. S ( X ) .
j<n ° P J Ô

m , k
Démons t ra t ion : On prend d ' abo rd à çS „ (X) tel que——————————— P » ô

à ^ Y a . . On a donc ~5. à € S °°f °°(X) . On construit ensuite
J J - -

b tel que 3, b = 3, à sous la forme

f p ^ - ^ 2

b [ x , Ç , À ) = C^ L ^.^j 9 ^ à ( x , Ç , u ) d p

et on a b CS'00'"0^) pour À € D.

Alors a = à - b vérifie la proposition.
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On montre maintenant une estimation sur un

symbole qui sera utile dans la section 4.

Proposition A. 1.8. : Soit m(x) ta fonction introduite

dans ta section 3^ et X ( t ) C C ° ° ( ] R ) à support dans [\t\ ï 1 } .

Si p < 1/2 ,

s, = x r l ç l À ^ (m^x \l/2} + X\^rP € S-2^(2^1^(X)i p^ i / ̂

8. = XfH^; (m^x X^2) + Àlçl2^ £ S-2^ ^P-^PW .
à ±f ûj ?

2 1/2Démonstrat ion : On commence par est imer (m (x À ) +

À | Ç | ̂ ^^ pour | Ç | ï \ ^ .

- Dans | Ç | ^ C , on a : u01 ^ \^ \ Ç | "2q ^ C À^ (1+ | Ç | ) "2q .

- Dans À"^ | Ç | ^ C , on a : u'1 ^ C À^^1^ .

Donc lu^ ^ C À ^ ^ ^ ' ^ I + I Ç I ) " ^ dans I ç l ^ À ^ .

Estimons les dérivées en Ç de s- : II su f f i t d ' e s t imer

les dérivées en Ç qui portent sur u13.

D ^ C U ^ ) est une somme de termes du type

^ p + q ^ q ç 2 q - | a | ^ p^ x'^ |ç | ^ C on a :

- q .- 2 q - | a | i iÀ ^ ' <. c À^ 0 ! .
( m ^ À Ç 2 ) ' »

Dans | Ç | ^ C on a :

J^^——<. X - P Ç - Z P - I » ! , c x - P d . l ç l ) - 2 ? - ! 0 ! .
(m +À Ç )^ 4

Donc |D^sJ S C^ ^ P C 2 p - l ) + p | a | ^ ^ ç ^ - 2 p - | a | ^

Estimons maintenant les dérivées en x de s.
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D ( tr) est une somme de termes du type

^ P + q j a | / 2 et on a :

|D^(s^ ) | ï C^ xP(2p- l )+H/2 ( ^ | ç^ -2p - |a | ^

Pour démontrer la proposit ion pour s-, , il suf f i t d ' e s -

timer J ^^a^CxÀ 1 7 2 ) pour I x l à À ^ .
X

Pour [ x l ^ À ' ^ o n a 9° m2 Cx À1 7 '2 ) = 0 ( — — — , 1 ^ | . , ) .
x ( x À 1 7 - ) - la l

Donc : | À l a l / 2 ^ a m 2 ( x À l / 2 ) | , c À p 1 a 1 + ( 2 P - 1 ) ,
X

on peut alors suivre l'estimation pour s. .

On introduit maintenant des opérateurs in-

tégraux de Fourier à grand paramètre.

Soit a e S^CX) , < p ( x , Ç ) = A ( x , Ç ) x - Ç avecp y o

A(x ,Ç ) une n x n matrice inversible appartenant à

C°°(X x R11) . On pose :

I^(u)(x,X) - (^le^^^-y-^aCx^^)

u ( y , À ) d y d Ç .

1 (p envoie C °°(X) dans Ç^°°(X) .
^ «-w2, 'v^

On a la proposi t ion suivante :

Proposition A. 1 . 9 . : Si p = & = m = : k = 0 on a

|[ 1 (p|| n ç ^ C pour \ assez grand .
a ï (LLIU),LL'a)}

Démonstration : On montre que (I <?)* ( ! (p) est un opé-——————.——————————— ^ g^

tateur pseudodifférentiel dans L 9 (X) , et on utiliseo y o

la proposition A . 1 . 6 .
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A . 1 . 2 . Ensemble de f réquence .

On va déf inir maintenant une not ion d ' e n s c m -

ble de fréquence pour des d is t r ibut ions de j^ (X) pro-

posée par S jôs t rand.
^

Soit T * ( X ) le f ibre sur X obtenu en com-

pac t i f ian t chaque f ibre de T * ( X ) en a jou t an t un point

à l ' i n f in i dans chaque d i rec t ion .

On peut écrire : T * ( X ) = T* (X) u S * ( X ) , où S * ( X ) est le

f ibre cotangent en sphères, avec la topologie na ture l le .

Les points de T * ( X ) sont appelles f inis et

ceux de S * ( X ) inf in is .

Le point inf in i ( x , ^ ) pour Ç ^ 0 est par

déf in i t ion le rayon { ( x , t Ç ) , t > 0 } ou de façon équiva-

lente le point (x , -T-F-T-) de S * ( X ) .

On peut remarquer que ï * ( X ) est le support

du frequency set de [ G . S ] et S * ( X ) le support du f ront

d 'onde usuel .

Définition A. 1 . 1 0 . : Soit P € L^^X) et (x , Ç ; e T * ( X ) .—"——————————— p^ ô o o

On dit que P est elliptique en (x ,ç ) si :

- s i (x ., ç ) est fini : \p(^s^s\)\ ^ C \ dans un voisinage

de (x^^).

- s i (x ^ ç ) est infini : \p(x^^^\)\ ^ C \ (1+\^\) dans un voi-

sinage conique de (x ^ ç ) et pour | Ç | ^ 1/C.

Ici p est le symbole de P et tes voisinages sont indépendants

de À .
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II est clair que l ' ensemble des points el-

liptiques de P est ouvert dans T * ( X ) .

Définition A . 1 . 1 1 . : Soit u G D ^ ( X ) . On dit que (x , E, ) €

T * ( X ) ^appartient pas à WF(u) ., si il existe PG L \ ( X ) avec' ^ p ^o
00

p + 6 < 1 proprement supportée tel que Pu e C^ ( X ) et p est

elliptique en (x ^ ) .

Proposition A. 1 . 1 2 . : Soit (x , Ç ) C T ^ ( X ) , et u G B ^ ( X ) .

- S i (x ^ Ç ) est finis (x j Ç ^ ^ VJL^^ Q^ et seulement si, il

existe x ^ ^ ( X ) avec \(x ) = 1 y telle que \\u(E,j\}\ ^ C., X

V N y pour Ç dans un voisinage de Ç indépendant de N .

- S i (x ^ Ç ) est infinie (x j Ç ) ^ WF^^ s G^ ^ seulement si,

il existe x ^ C a o ( X ) avec \(x ) = -Z , telle que : \\u(^^\)\ ^

C,,(l + \^\) X V / V ^ pour E, dans un voisinage conique de

^ et 1 ^ 1 ^ C .

Remarque : On voit que la p ro jec t ion sur T * ( X ) de

W^(u) est exactement le f requency set de [ G . S ] .

Par contre, si on f ixe À et si on considère W F u ( x , À )

comme inclus dans S * ( X ) on a : W P u ( x , À ) < = W ^ u n S * ( X ) ,

mais l ' inc lus ion inverse est fausse en général .

On va maintenant fa i re opérer des opéra teurs à noyau

sur des éléments de D '̂ (X) sous cer ta ines condit ions sur

l ' en semble de f réquence du noyau.

Soient X cIR11 , Y c ]RP deux ouver ts et A une fa-A
mil le d 'opéra teurs de C (Y) dans D ' ( X ) , qui vér i f ie
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les conditions suivantes : v K et L ouverts relat ive-

ment compacts dans Y et X , il existe C,. . et N ^ 0
I\ y JLj

tels que :

A^u ^ C W - ^ L ) v u G C ^ C K )

et :

| A . u | „ ^ C,. . ÀN |u | .,
À H ^L) ^L H^K)

Si K^ est le noyau d is t r ibut ion de A, , on en déduit

faci lement que K, € D ' ( X x X ) .A ~v

On défini t alors WI^' (A^) comme l ' image de W F ( K ) par :

( x , Ç , y , n ) -^ ( x , Ç , y , - n ) .

On peut maintenant fa i re opérer A^ sur une d is t r ibut ion

u de D '̂ (X) si W F ( u ) est dans une bonne posi t ion.

On note N^ l ' ensemble des points infinis engendrés par

( x , 0 , y , n ) , n ^ O . ( x , Ç , y , n ) -> ( x , Ç ) induit alors une

application n^ : T * ( X x Y ) \ N^, -> T * ( X ) .

De même si Ny est l ' ensemble des points inf inis engendrés

par ( x , Ç , y , 0 ) , Ç ^ O , ( x , Ç , y , n ) -> ( y , n ) induit une ap-

plication ïïy : T * ( X x Y ) \ Ny -^ T * ( Y ) .

Soit maintenant A un opérateur du type con-

sidéré plus haut .

On a la proposition suivante :

Proposition A. 1.1,5. : Soit u ç ^ ' ( ï ) fet que :
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( A . 1 . 2 ) Wy(A^) n W^(u) == ^ , où HF^A^ = îl^f^^A) n N^} .

On peut alors défwir A u € D ^ X ) et on a :A ^w

( A . 1 . 2 ) W,(A.u) c= î [ y ( ( W F ' ( A J n NJ U W^AJ 0 ^(^(u))) .A A "MW ^ j' ^>*̂ > ^ j' »̂»k»

Démonst ra t ion : On peut suivre la démonstra t ion usuelle :

On introduit des part i t ions de l ' un i t é :

1 = I a , ( x ) a , . ( y ) 1 = I 3 i , ( x ) 3 , . ( y )
k , k ' K K k , k ' K K

avec : 3, = 1 sur s u p p ( a i ) .

La condition ( A . 1 . 2 ) entraîne que pour tout À f ixé , on

peut définir A , u comme élément de D ' ( X ) , après avoir

introduit des part i t ions de l ' un i té convenables , et in-

dépendantes de À .

On obtient :

( A . 1 . 4 ) A ^ u ( Ç , À ) = C-^-)11 ^ J 3 ^ u ( n , À ) a ^ \ ( Ç , - T i , À ) d n .
i\.

Considérons un seul terme de cette somme :

Dans | n | ^ C | ç | , on a :

r ^ N N
u ( n , À ) K ( ç , - n , À ) d T i ^ c À ° ( l + [ ç | ) ° .

Dans |ç | ^ E | n | , si u ( n , À ) n ' e s t pas à décroissance

rapide, c 'es t K ( Ç , - n , À ) qui est à décroissance rapide

d 'après ( A . 1 . 2 ) .

Cette région ne contribue donc pas à ( A . 1 . 4 ) ,

et A , u appart ient bien à D ' ( X ) .
A '^^'
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Vérifions maintenant la majoration ( A . 1 . 3 ) .

On considère toujours un seul terme de ( A . 1 . 4 ) .

Soit (x ,^ ) € T * C X ) un point qui n'est pas

dans le membre de droite :

- si (x ,Ç ) est fini : pour Ç proche de Ç^ , si

(Ç, -n) € W^(K^) alors n tw^(u ) . On a donc :

| K ^ ( ç , - n , À ) u ( n , À ) | ^ C^C l+ ln l ) ^ \^ V N ^ O .

Donc (^o^ç) t W A ^ '

- Si (x ,Ç ) est infini : la démonstrat ion est identi-

que au cas classique.

On a donc démontré la proposi t ion. ^

Applicat ion : Trace d ' une dis t r ibut ion de 1̂  (X) sur

1 'hypersurface x =0 . On note x = ( x ' , x ^ ) , y = M

En appliquant la proposition A.1 .13, on voit que si

U C D ^ C X ) , et si WF u ne rencontre pas les points in-

finis du type ( x ^ O ^ r ) , u „ ^ € D^ (Y) et on a :n x^ u

WI;u[ ^ ,o - { ( x 1 , ^ ) ! 3 ̂  tq (x ' .O,^,^) € Wu } .
• n

A . 1 1 . 1 . Estimation de la résolvante du problême de
Dirichlet dans une bande de ff pour un obs-

tacle strictement convexe.

Soit Q, un obstacle strictement convexe à

bord C°° inclus dans M114' et F = 9^. On veut estimer

la résolvante du problème aux limites
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Au + À u = h
(A.11.1) ^ u L = 0r

u sortante

où h € ^ ' (IR""^ ^ ) et À varie dans D = { z | Im z | ^

C^ et | z [ ^ C ^ } avec C^ et C^ assez grands. Notons

u = S ^ ( À ) h la résolvante de (A.11.1) .

Proposition A. 1 1 , 1 . : Soit a € JR têt que supp h <=

{x | x\ ^a}.

Soit C ( x ) une fonction de troncature à support dans [x\ \x\ ^a}.

On a : V h e 6'°°r{|a;| ^a}) :

Ie •'1^ '- s l'-i^
9^^7 —— < K \h\ ,
SÀ"^ ^ 1 L2

a = 1,2 .

W désigne l 'espace de Sobolev d 'o rd re m classique.

Démonst ra t ion : On uti l ise les résul ta ts de Meirose C M . , ]

sur les pôles de la matr ice de scat ter ing pour un obs-

tacle str ictement convexe, et la caractér isat ion de la

résolvante de (A.11.1) à l ' a ide du 1/2 groupe de Lax-

Phil l ips.

Rappelions quelques résul ta ts de C L . P J :

On note H l ' espace de Hilbert qui est la fermeture de

( C ^ ( I R \ ^ ) ) pour la norme

l^r^l^i --H . \\ ^l2 + l f 2 l 2 dx

K1^1 \ Î 2
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/ 0 11 \
On note A l 'opéra teur ) et B3 le générateur

V o 7
inf ini tés imal du 1/2 groupe Z ( t ) de Lax-Phi l l ips .

(Voir C L . P ] pour la déf ini t ion de Z ( t ) ) .

Pour avoir une solution sortante de (A.11.1) , on prend

la solution sortante de Af - iÀf = ( 0 , h ) = g , et on prend

u = f , .

D 'ap rès C L . P 3 (Th. I V . 4 . 2 ) on a : f ^ i À - B ' 1 ) ' 1 si
0

[ x 1 ^ a et supp h < = { x [ |x| ^ a}. Notons donc f a la res-

triction de f à { | x | ^ a } .

D ' a u t r e part ( iÀ - B^'1 g = f e'3^ Z ( t ) g dt .
•'o

On util ise maintenant le Th. I I I . 5 . 4 de C L . P ] , et le fait

que Z ( T ) est compact pour T assez grand. ( C M ^ 3 ) . Si

on range les pôles À . de la résolvante de (A.11.1)

dans l 'ordre croissant de leurs parties imaginaires, et

si on note P . la project ion propre sur le jème espace

propre généralisé de B3 , pour la valeur propre i À . ,

que l 'on notera V . , on a :

n ( - i À , - ,+£) !
v c > 0 I j Z ( t ) - l Z ( t ) P I I ^ C l e n+l |

J " n » £J- l

où I I I I désigne la norme dans ^ ( H , H ) .

D ' a p r è s [ M ^ ], il existe a et b € IR"^ tels que les pôles

de la résolvante de (A.1) sont dans Im z ^ a + b log [ z | .

Donc il existe n tel que Im À ^-. > C-, .
n n

Soit M^ = 0 V, . On décompose g sur M et sur un espace
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n
supplémentaire en g = g. + g- , avec g-, = ^ P . (g) .

On a donc P . ( g - ) = 0 pour 1 ^ j ^ n.
r°°

On commence par es t imer ( iÀ-B 1 1 ) " g n = e" 1 Z (t) g., dt.
•'o "

Comme P . ( g ^ ) = 0 on a :

( - I m À - , + £ ) t
I^^IH <= ̂  e I ^ I H •

Donc on a :

( A . I I . 2 ) KiÀ-BV 1 g^ ^ C | g ^ | ^ pour À ç D ,

et on a les mêmes estimations pour les dérivées par

rapport à À .

Il reste à estimer ( i À - B^" P . g. On uti l ise que V .
«/ j

est invariant par B" 1 , i .e. B 3 ] , . = i À . 3 1 + K - , où K .
j J J J

est un opérateur ni ipotent d ' o rd re m . , m . ç IN.

Prenons C^ assez grand pour que | À . | ^ C ^

l ^ j ^ n . La solution de i À u . - B a u . = P . g est donnée

par :
m -1

'V cv ^ 1u. = I C K . ) ' —————^ P. g .
J k=0 J i C À - À . ) " J

Donc :

( A . I I . 3 ) CiÀ - B 0 1 ) " 1 g^|^ ^ C | g ^ | ^ pour À e D ,

et on a les mêmes estimations pour les dérivées en À .
Les estimations ( A . I I . 2 ) , ( A . I I . 3 ) donnent :



110 C. GÉRARD

| (iÀ-B1 1) '1 g |^ ^ C |g |^ pour À € D .

Si C est une fonct ion de t roncature à support dans

{ x |x | ^ a} , on a donc :

V A € D [ V ( C u ) | - ^ C |h | .x ^Z a ^Z

|C u | . ^ C | À | ' 1 |h | . .
I/ a I/

2
On a les mêmes es t imat ions pour —^ et —^-

9 À
On a donc démontré la propos i t ion .

On es t ime maintenant la résolvante du pro-

blème aux l imites non homogène :

[ Au + À^ = 0
(A. 11.5) ^ u p = v pour À e D .

u sor tante

Notons u = H ( À ) v cette résolvante .

Proposition A. II. 2. : Soit HjL un compact de H \ iï .

On a :

IV^I ^ ^ C \^\2 H ^
W ( U ) vc W ( T )

Démons t ra t ion : Soit e : D ' ( r ) -> D l (IR114^ ) un opérateur

d ' ex tens ion .

On a H ^ . ( À ) = e - S ^ ( : Â ) C A + À 2 ) e .

Si v € W 2 ( ^ ) on a : | C A + À 2 ) e v| . ^ C J À | 2 |v| 7
i / (U) w ' c r )
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donc d'après la Proposition A . 1 1 . 1

IS jA+À^cv l . ^ C | À | 2 |v | .
w'cu) w ^ c r )

D ' a u t r e part |ev | -, ^ C |v | - , ce qui démontre
w'cu) w ' c r )

la proposition.

On va maintenant construire une solut ion

asymptot ique sortante du prob lème de Di r ich le t ( A . I I . 5 )

au voisinage de Q, .
»~»

Soit ^ un voisinage de ^l assez petit et

U = Ù \ ^.

On va construire un opéra teur :

HJÀ) : £:(D - ^°cu)

tel que :

(A.I I .5 ' )
( A + À ^ H ^ u = K^u

H u | p = u + R , u' ' i À

où K, et R-, ont des noyaux dans C°°(U x r) et
A A ^^

Q^(r x r ) respect ivement .

Rappelions la classification des points de
/\
T*( r ) utilisée dans les problèmes aux limites. On note

3^ = U y » n ) € T * ( r ) | | n | <!} appellée zone hyperbol ique

9" = U y ^ n ) € T * ( r ) 1 | n | = 1 } appelle zone glancing

6 = U y » n ) C T * ( r ) | | n | > 1 ) appellée zone e l l ip t ique .
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A . I I . 2 . Cons t ruc t ion dans la zone hyperbol ique .

Soit C y ° , n 0 ) e T * ( r ) avec | n ° | < l , e t

^it X ( y » n ) ê C ^ ( T * ( r ) ) une fonct ion de t roncature au

voisinage de Cy° ,n° ) , à support contenu dans ïé .

On a la proposi t ion suivante :

Proposition A. II. j. : It existe un opérateur H, : ^(T)
r l j •/- ^v^

C^(U) tel que :

(à + X2)^. , u = À, uft^ i~ fi

\+u r =OP(^U

où K, a un noyau dans Q^(U x T ) et

(A.II. 6)

H^u^^^ J e-^'^^-y^ a(^Q^}u(y^}dydQ.

Démonstrat ion : Si on applique ( A + X 2 ) sous le signe

somme de ( A . I I . 6 ) on obtient :

(A+À^H^uCx,^ =

- C^)" J e-^^^-y.e) „ - i, y^ . Va - iA A^ . a

- ^((V^)2-!) u(y ,À)dy d9 .

On prend donc ^ solution de l 'équat ion eikonale :

f C V ^ ) 2 = 1
( A . I I . 7 ) <

[ . K L = x . 9 .



PÔLES DE LA MATRICE DE SCATTERING 113

Cette équation a une solution locale pour (x,6) proche

de (y°,ri°) qui vérifie -J^ (y° ,n° )>0 .

Puis on résoud les équations de transport :

( A . I I . 8 )
2i Vip •Va + i Aip • a - À " 1 Aa = OCÀ"°° )

p = X ( y , ô ) .i!

En écrivant a comme série asymptot ique : a ^ ^ a . ( x , 9 ) À ^
j = 0 J

on obtient des équations :

2i Vip • V a . + i A^ • a. = Aa . _ - ,

^ r ^^oXCy 'e )

et on peut construire comme dans l ' appendice 1 un sym-

bole a ( x , y , 9 , À ) dans S0 '0^) équivalent à
00

^ a . ( x , 6 ) À ^ , en utilisant la Proposition A . 1 . 7 .
j=0 J

^\
On a H , ( À ) u p = Op()( )v , et a est nul en dehors des

rayons sortants qui partent de s u p p ( x ) . On a donc bien:
2 ^ oo( A + À )H, . = K, , où le noyau de K, est dans C (U \ r x r) .n , + n n — ^

Coro tia'ire A. II. 4. : On a :

w! ^ ^ c ^^^y^^ ^ T ^ ( U \ r ) x T ^ ( T ) \ | ç [ 2 = i ,
fï^ T

(x^ E,) appartient au 1/2 rayon sortant de (y^ T}) j (y 3 r\) G supp x).

/\
Démons t ra t ion : Notons K ( x , y , À ) le noyau de H, :

on a :



114 C. GÉRARD

KCÇ^^C^Ie-^^-^^^-^y^aCx^e^dydedx.

En utilisant le théorème de la phase non sta-
. , - 0 0

tionnaire, on voit facilement que K C Ç , n , À ) € 0 ( | À | ) si

ç ^ " S ( x ? 9 ) ? ou y ^ S ( x ? 9 ) ou 9 ^ n -

^»
Les point finis de W F T H, , sont doncr ^^ n » +

bien inclus dans le membre de droite.

Pour traiter le cas des points infinis, on

peut par exemple utiliser la phase non stationnaire en

x et en y et remarquer que l'on gagne des puissance de

À ( 1 + ( n | + | E, [ ) en intégrant par parties.

On a donc démontré le corollaire.

A.II.3. Construction dans la zone glancing.

Soit Cy°,n°) € T * ( r ) avec |n° = 1 , et

soit x C Y ï ï ï ) € C (T* ( r ) ) une fonction de troncature égale

à 1 sur un petit voisinage de C y ° > n 0 ) .

A oo
Proposition A. II. 5. : It existe un opérateur H : Ç^ ( F ) ->

C^dJ) têt que f FA + \2 )H u = K u
' ^ Qs1' Q

[ H^^u ^ == Op(x)u + R^u

où K a un noyau dans (^ (U x Y ) s ^ a un noyau dans C (Y x Y )
U ïj

et

H , u(x^\) = H , o ^ u avec :g.+ g.+ g
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• H v(x,\) =
Çfï '

r i\(Q(x,r}}-^ ( y ^ r } } } A (X2^ p ( x , r ) } )
= (y e 0 ( g ( x , ^ \ ) -^——^——— +

^ ] .,, 0 A fÀ^a;
./. A t ( \ ' J / p ( x ^ } } } X ( a \ \ \ E • } "

+ i\~ /ô g (x,^\) -1—————^r-———————— v ( y f , \ } d y l dx\
1 A j ^ ^ a }

r i\(Q(x^T}}-^ ( y ' ^ } )
+ (-^) e 0 d ( x , T } , \ } ( l - X ^ ( a \ \ \ e } v ( y f , \ } d y t dr}.

- M G L030 ( ! ) avec e < 2/3.g ^/ô^e

Démonst ra t ion : On va suivre de près les construct ions

de C M . ] , C T ] , C E ] en les adaptant s implement à notre

cadre.

On commence par résoudre l ' équat ion homogène sans s ' oc -

cuper de la condition au bord.

On cherche donc une solut ion v C x , À ) sous la forme :

v ( x , À ) =

f U H f Y ni A ( À 2 / 3 P C X , U ) )
= e1^^ g ^ ( x , n , À ) ————^————

J ° A ^ C À ^ ' a )

_ . / 3 A ' ^ C À 2 7 3 p (x ,n) )
+ i À / g - i ( x , T i , À ) —————YJ^———— w C n ) dn

1 A ^ À ^ ' a )

avec a = |ri | - 1 .

Si on applique ( A + À ) sous l'intégrale on obtient une

expression :
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b ( x , n , À ) =

2 A . C À 2 7 3 ? )
= À ^ 1^737) ( l + p ( v p ) - ( v e ) )

A^À2 /3?) A - C À ^ p )
' 2 À gl , ,,2/3 , P 7 9 • ̂ i^7 (^PCVp)2-^)^ -

A - C - < a) -'-A^À-^a)

5/3 A ' C À 2 7 3 ? ) A (A 2 7 3 ?)
+ 2 iÀ- 5 / 5 (76 . Vp )p g - + U - ,,. (2 V9 . Vg

0 A.C^-oO A^À2 7 3^ "0

+ 2p Vp • Vg^ + A 9 g^ + p Ap g^ + (Vp) 2 g^ - i A' 1 A g )

2 / 3 A^À 2 / 3?)
+ À A (À2 /3^ (2 vp • ^o - 2 v9 • ^1 + ̂  So - A9 Si + À A gl) •

On obtient donc les équations suivantes :

( V 9 ) 2 - p ( V p ) 2 = 1( A . I I . 1 0 )
(_ V9 • Vp = 1

[ 2 V 9 . V g ^ + 2 p V p . V g ^ A 9 g^+ (Vp) ̂  +p Ap g,-i À^Ag =0
(A.I I .11)^ °

) 2 V p • V g^ - 2 V9 -Vg^ + Ap • g^ - A9 g^ + À^A g^ = 0.

Faisons un changement de variables local près de y°

où r est donné par x , = 0 avec x = ( x , , x ' ) .

D 'après les résultats de [T], on peut trouver p et 9

fonctions C°° telles que :

(" (V9) - p t V p ) 2 ^ dans p sS 0 et (x,n) proche de

l V9 . vp = o (y°,n°).
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avec :

^A( A . I I . 1 2 ) det —^ ^ 0 sur x^ = 0

(A . I I . 13 ) p = a + OCa0 0) sur x^ = 0

( A . I I . 1 4 ) -^ < 0 sur p = 0 .
dx!

On peut aussi résoudre les équations suivantes dans
p ^ 0 :

2 V O • Vg^ + 2p Vp - Vg^ + A6 g^ + ( V p ) 2 g^ + p Vp g^ = F^

2 Vp - Vg^ - 2 V9 • Vg^ + Ap g^ - A9 g^ = F^

pour F , F-, fonctions C°° réelles et avec :

g^y°,n°) = o , g^y°,n°) ^ o .

On peut donc résoudre ( A . I I . 1 0 ) et (A . I I .11 ) dans p ^ O ,

en cherchant g et g-, sous la forme de séries asympto-

tiques en À comme dans la Proposi t ion A . I I . 5 .

D ' a u t r e part on a 1 'asymptot ique suivante pour la fonction

A, ( s ) :

r A . c s ) ^ - 1 2 / 3 ^ 5 ^ 2 ^cs)
pour I s l - * ^ " R e s < 0 Arg s * n/3

(A. I I .15 ) / 3 /7
\ A.Cs^e2 /3^3 7 2^)

pour | s | - ^ + ° ° R e s > 0 Arg s ^ n / 3
\

avec ((^(s) C S ^ ^ C Œ ) pour i = l , 2 et où (s)1 7 2 est

la branche définie pour a r g s ^ i r . ^^ sont de plus el-

liptiques dans S^^CD) où D est déf ini en A . I I .
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Pour voir que b ( x , n , À ) est une solution asymp-

totique de (A+À ) b = 0 ( | À | ' 0 0 ) il faut estimer la taille
A^À 2 7 3?) A ^ C À 2 7 3 ? )

des termes ———.,-7-7— et ———^-j-r— , qui a priori peu-
A^À^a) A^À 2 7 3 ^

vent être exponentiellement grands en À .

On se limite ici à un petit voisinage de a=0.

- Dans a ^ - C | À | '£ avec 0 < e < 2/3 , C > 0 on a aussi

p ( 0 , x ' , n ) = p -- C ' J À J £ si ] a | reste assez petit, à

cause de A. I I .13, et donc p ^ - C ' \\\~^ à cause de

(A. I I .14) .

Il est facile de vérifier que dans cette région

((^(À273?) et (^CÀ^a) appartiennent à S°? " l /6+c/4 (V)
£ , £

où V est un petit voisinage de y°.

Donc dans la région a ^ - C l À ) ^ on a

( A + À ^ b 60 (^1"^ .

- Dans [ a | ^ C [ À l ^ : on a aussi [ p [ ^ C * I À I " ^

Comme les équations (A.II.10) et (A. I I .11) sont

vérifiées dans p ^ 0 , elles sont vérifiées dans p ^ 0

module une erreur qui est 0(p°°). On a donc :

| ( v e ) 2 - p ( vp ) 2 - i| ^ c^ \\\~^ V N ï o
| ve • vp - i| ^ c^ \\\~^

et de même pour les seconds membres de (A.I I .11) .

Il reste donc à estimer la taille des termes contenant

les fonctions d^iry.



PÔLES DE LA MATRICE DE SCATTERING 119

Regardons par exemple le terme :

A.O273?) 2/3 A (P)372^)372 W^

A.C^a) = e ^(Â2^)

on a p ^ p donc il su f f i t d ' e s t imer

Z / S X C p ^ - C a ) 3 7 2

e

Comme p^-a372 € 0( | a | œ) on a :

l À C p ^ - a 3 7 2 ) ! ^ C^ si |a| ^ C \\\~^ .

Enf in (() ( À p) est certainement borné pour À dans

une bande D et —.——^-7-^— aussi car (() est el l iptique
^CÀ'^a)

dans D .

Donc dans |a| ^ C \\\~£• on a ( A + À 2 ) b € 0 ( | À | " ° ° ) .

On veut maintenant étendre la solution dans la

région el l ipt ique, c ' e s t - à -d i r e dans a ï C \\\ c.

On commence par résoudre l ' équat ion eikonale à

l 'ordre 1 sur x . = 0 .

Lenvne A. II. 6 : II existe Q ( x ^ r } ) C00 au voisinage de

( y ° s ^ 0 ^ tette que :

(A.II. 1 6 ) ( ^ Q ) 2 = 1 + x^ c^(x,r\) .

Démonstrat ion : Ecrivons l ' équat ion eikonale dans les

coordonnées ( x . , x ' ) où F est donné par x ^ = = 0 . On peut
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prendre par exemple des coordonnées cartésiennes

(a^ , a^ ... oi^^) où a^=0 est l ' équat ion du plan tan-

gent à F en (y°,n°) et poser ( x^=o^-f(c^ ,. . . ,o^)

tx '= (a^ , . . . , a^ )

si a^=f (a^ , . . . , a^p est une équation locale de F .

En écrivant ( A . I I . 1 0 ) dans les coordonnées

( x ^ , x ' ) sur x^=0 on obtient : si f . =-^

f^)2^^^)2-^^^-!^)2 - 7 - ^ 9 T ^ : 3 9 . 7 r 96 ,2

= l+p(Vpr - ^ O C ? )

^ ^ ^ Û ^-i£- r.̂  ri + y r f ̂  Y / : a e . v a e . 8p
^i ^i Ï i 'i i ̂ ) î ^L i ^[

r ae 9p , ,./ œ- 2. sTT -a—r + o(p ) .1 ^ dX^ dX^

En utilisant que p (0 , x * ,n) = a + 0(a00) et que -^-^0,ap
9x-

on a :

nr(_)2 (,^^ , , 96 39oo r r dU
9X-, L î^ -^r

'1 1

(A . I I .17 ) ^ + ^ (^-)2 = 1 + a a ^ avec a^ > 0

V

96 n +? ^-2 ? ^ " -»
3xy ll ^ "i " } ^ iaxT3 "^l avec al " 0 -

On cherche 9 sous la forme 9 ( x , n ) = 9 ( x , n ) + x. 9 - , ( x , n )
II vient :
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Q n 9 ^-l n 7e^i^f^ 2 e^(i.^)
(A.I I .18)

nï ..^I f^) . a a ^ O .

Le discriminant de cette équation est de la forme a a,«j
avec a^ < 0 , à cause de (A. I I . 17). On prend donc 6-.

solution de (A . I I . 18 ) avec

/S x / -a^ '
Im 9! = ———n——— " ° •

1 ̂  ff

En suivant L E ] on définit la classe 0^f cl = { c ( x , n , À ) |

c = ], c . ( x , n , À ) x 1 avec c. € sÇ ?» (V) et on cherche
i=0 1 1 1 l îu

une solution asymptotique sous la forme :

u = (d^+x^ d ^ . . . + x ^ d ^ ) e^9 .

On prend d = g ( x , n , À ) . On a, à cause de ( A . I I . 1 6 )

( A + À ^ C d ^ e^9) = T^ e^9 avec T ^ e O 1 ' 1 .

P k ' ^ kSi d^ € 0 K K on a :

( A + À ^ C x ^ d ^ e ^ 9 )

ï X Q / ' ^ - ^ r i . ^ t / ' i ^ r - c " r - c 9 9 ' » 39 , 1 \= e ( 2 iÀ (d^+x^^ ) ( l ^ f ^ - ^ f ^ ^ - )g^+T^^ )

1 Pk^k+Z
avec TJ^ 60 k k+z .

On a :
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?n + ? f 2 ? f a9 ^ ao
^ ( l ^ - Z . i . - ^ i , -TjrrJ ^5/—

1 1 1 1 ̂ i x! x^=0

= 2a a^ 29^ (1 + ? f^ - ? f^ -̂ ,-) = 2a a^ 2 /î= /oT a^

avec a. ?î 0.

Donc on a :

(A.II.19) 2(l.Jf^-2Jf^^/<ra^a5 .

On montre le lemme suivant :

Lemme A. II. 7. : Soit g G OPJq. II existe d C o^"1^2^

têt que

., -1
OU, _ j ~À -, ' ^ - î / o l i l ~ ' £y . 3— -/- d = ———— g dans a ^ 1/2 \\\

1 ^1 i/aa^

Démonstra t ion : On prend d ' abord

x-,

e C x ^ x ' ^ À ) = 1 ^^ ( s , x ' , n , À ) d s
0 /oT a^

et on vérifie facilement que e =x - ,d avec d €0^ £ 9(^

car a ^ 1 /2 [ À | . d est solution de l'équation du

lemme.

On prend donc pour k=l , d-, €0^ ' tel que :

9d-, - iÀ T.,
x! 9T- + ^ = —=———1 /a a 4

et on a : (A+À 2 ) ( (dp+x^ d^)e i À e) = T ^ e iÀ9 avec

T ^ e O ^ 2 ' 3 .
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Pour k ï 2 , on suppose donc que :

( A ^ ^ C d ^ x ^ d ^ . . . ^d^.^e^9) = T ^ e^9

ï'k-l^k-l"1'2T, £0 K x K 1

Pk-l"1"^2"1'^-!"1"2
On prend d^ € 0 " x K 1 , tel que :

^k -^^Tk
x! Tïy + ^ = /a- a^ •

On a donc p ^ = p ^ _ ^ - ( l - e /2 ) , q ^ = q ^ . ^ + 2 donc

p ^ = 1 - k ( l - e / 2 ) , q^ = 2 k - 2 .

Pour N €]N on a :

(A+À 2 ) ((d^x^ d^. . .̂  d^Je^9) = (iÀ d ,̂ /oTa^ + ÏN+l^^6

avec Ud^a^.T^^O2-2^!-^/2).2^

On util ise maintenant que 9 est complexe : 6 = 6 + 7 - . 9-,
„ y^ /î/^a",

donc Im 6 = —————^— . On a donc :
1 + Z f^

, ]ç ^YIÔ .1.
|y; e 1 | ^ C^À/oT) k

donc :

| (iA d^ /ï-a^ . ï^pe^9!. C ) , |2 -2N( l -c /2) , ̂ ^ (-l.c/2)N ^

Si on note d ( x , n , À ) une fonct ion qui a le développement

asymptotique d + x, d, + . . . + x. d., + ... , on a :

( A + À ^ C d e^6) = 0 ( | À | ~ 0 0 ) , dans a ^ 1/2 | À | "£ .
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Pour résumer on a donc construit une solution de l ' équa -

tion homogène sous la forme :

A r \ 2 / 7 > ^
v(x ,Â)= |e^^ ) (g^x,^)'^^

J ° A^À^a)

-1/5 A^À 2 7 3 ?)
+ i X i /o g . ( x , n , À ) ——.-7-,— ) x ( a l À l 8 ) w(n)dn

1 A^À'-^a) 1

+ | e^9^^ d ( x , r i , À ) ( l - X ^ ) ( a I À I ^ w ( n ) d n

avec X-. (s) = 0 pour s ï 1 , X. (s) = 1 pour s ^ y .

Condi t ion au bord :

On veut maintenant résoudre la condition au bord

v p = 0 p ( x ) u . Soit (P ( x ' , n ) la phase égale à
'l °

9n -4 (-Pj372 •*-4 C - 0 1 ) 3 7 2 dans a ^ O et égale à 90 <J 0 «J 0

dans a ^ 0 , avec Q ( x ' , n ) = 6 ( 0 , x ' , n ) , p ( x ' , n ) =

p ( 0 , x ' , n ) . (p est C et paramètre une t ransformat ion
?3-9

canonique inversible car ^—,-r"" est inversible en

(y°,n°) d'après (A. I I .12) .

On cherche alors v sous la forme suivante :

r i À ( e ( x , n ) - < p f y ' , n ) ) A (À 2 7 3 ?)
V ( X , À ) = ̂ n e ° (g • ^

Z7r J ° A^À-^a)

-1/5 ^^^^^P) p+ i À / gi ———2TT- ) x 1 C a À I e ) w ( y î , À ) d y t dn1 A^À^ 'a ) 1

r i À ( e ( x , n ) - < p ( y ' , n ) )
+ (7^) j e ° d ( x , n , À ) ( l - X p ( a | À | £ )

w ( y ' , À ) d y ' dn .
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On a :

r iÀ (9 . ( x ' , n ) -< (o ( y ' , n ) ) A . C À 2 7 3 ? )
vCO.x',^^)" e ° ° (g———^3-^

Z7r J " A . C À - ' - a )

i/, A ' C À 2 7 3 ? )
+ i^ 81————TTY^-I^CalÀ^) w ( y ' , À ) d y - d n

1 A . (À" ' "a) 1

i n f ^ C e ^ C x ' ,n)-<pr,(y' ,n) „
+ (-^-) e d ( 0 , x • , n , À ) ( l - X p ( a | À | c )

w ( y ' , À ) d y ' di-i.

Regardons le comportement de l 'ampli tude de cet opéra-

teur noté H :

- Dans a $ - C |\\"c on a :

A ( À 2 7 3 ? , ) i 2 / 3 À ( ( - p 1 3 / 2 - ( - a ) 3 / 2 ) Q O
- — — . , ° e ° appartient à S O > 0 ( V ) .
A .CÀ 2 7 ^ ) £ ' £

- Dans |q| î. C | À | '£ :

i 2 /3X( -p . ) 3 / 2 - ( -a ) 3 / 2 . ,
e appartient à S , ' . ( V ) car p -a+0(a )

w^
-—,——^-T-,—— appartient à S.^ n^) car en dérivant en
^(À^'a) z / 5 ? u

y' , on fait sortir À -^ mais V ,p e0(a0 0 ) .

- Dans q Z C | À | "£ on a :

d C O ^ ^ n ^ ) qui appartient à S0 '0^) .o » o
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Soit maintenant t., , t^ , t-, 5 fonctions C sur

]R avec t.. + t. + t^ = 1 et supp t.^ ] - ° ° , ' l / 2~ ]

supp t^ <= [ -1 ,1 ]

supp t^ <= [l/2,+oo[

et on note T. = O p ( t . ( a | À | c ) ) pour i=l,2,5.

On a : T. + T. + T, = II.

H o T., est un opérateur intégral de Fourier associé à la

la phase 9 (x^n) - 6 (y^n) et avec une amplitude dans

S0 '0^). C^cst donc un opérateur pscudodiffércntiel (par
£ , £

l 'astuce de Kuranishi) et H o T., est elliptique dans

L0^0^) microlocalement sur le support de t-,x car
£ , £ 1

g^(y°,n°) ^ 0.

On peut donc trouver S. e L0 '0^) tel que
1 £ , £

H o T-, o S. = T-, o Op(x) + Ri où R. a un noyau dans

£!°(r x r ) .
De même on voit faci lement que H o T- et H o T- sont

Q Li 0 «î

des opérateurs pseudodifférentiels microlocalement ellip-

tiques près de (y°,Ti°) dans \°^0 p(V) et L^(V)

respectivement. On peut donc trouver S. tels que

H o T. o S. = T. o Op(x) + R- où R. a un noyau dans

C^Cr x F) pour i=2,5.

En prenant w ( y ' , À ) = (S-. + S., + S,)u on a :

v ( 0 , x ' , À ) = O p ( x ) u + R u où R a un noyau dans £^ ( r x r) .

On a donc démontré la proposition.
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^\
Regardons maintenant les singulari tés du noyau de H

0 )

Coro t taire A. II. 8. : On a :

W^H ) c { ( x , ^ y , r } ) € T*(U \ T ) x T^Y) k|2 = 1 ,
^^ U s '

( X y ^ , ) appartient au 1/2 rayon de ( y ^ r \ ) j ( y ^ r \ ) G supp \} .

Démonstration : Comme M est un opérateur pseudodiffé-
0

rent ie l , il su f f i t de regarder les singularités du noyau

de "g,--
On remarque d ' a b o r d que le noyau du terme avec

la phase 6 est dans ^(U \ F x r) . En e f fe t d ' après la

démonstrat ion de la Proposit ion A . I I . 5 on a :

{ , , - ? / 7
Im 9 ^ c. x-, | À | sur le support de x *

| R e 9 | ̂  .

On a donc si À G D et Re À est assez grand, x-, > 0 :

I m ( i À e ) ^ - c ^ / 2 x^\\\l~e/2 ,

ce qui entraîne que le noyau du terme avec la phase 9

est dans (^(U \ F x r) .

Regardons maintenant le noyau du 1er terme noté

K ( x , y , À ) . En introduisant une fonction de troncature
0

X ^ ( a [ À | £) avec supp X^ c: j - œ ^ - i / 2 ] , on peut écrire

K sous la forme K + K avec :
g gl g2
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]Ç ( Ç , Ç , À ) =
"1

, À , n f -^ (x -ç+yç-eCx^+.PQCy,?) A (À2 7 3?)=(2¥) J 6 'ro^o^
-1/3 A^À2 7 3?)

+ i À Si———273—'^'^ ^"l^^^'1 1)^^^ •A ^ À ex J

Dans la région a ^ - ^ • | À | " c , on util ise 1 'asymptot ique

A. I I . 15 pour écrire :

^^. ̂ (-̂ ,,(-̂  ̂ ^
avec c (x ,n ,À ) €S° ' ° (V ) .

£ 9 £

On obtient donc une phase : x* Ç+y ç-9 (x, n ) + 9 ( y , r i ) -

5 - ( - P o ( y , n ) ) 5 + 1 - ( - p C x ^ ) ) 3 7 2 . Si x est assez proche

de y0 dans IR114' \ ^ , p est str ictement négatif et on

peut poser ^ ( x , n ) = 9 ( x , n ) - | (-p ( x , n ) ) 2/3.

La phase s 'écrit donc : x - Ç + y ç - ^ ( x , n ) + ^ ( 0 , y , n ) .

En ut i l isant le théorème de la phase non stat ionnaire on

voit que K g ( Ç ,n , À ) G 0( | À | "00) si ç ^ g ( x , n ) ou
ç? i - | ^CO,y ,n) , ou ^(o,y,n) ̂  (x,n) , pour x et y

proches de y° , ( y , n ) e s u p p x .

D ' au t r e part ( A . I I . 1 0 ) entraîne que | V i(J | 2 = 1 et on ax
-^L (y° ,n° )<0. Donc le W^ (K ) est bien inclus dans

1 &1
le membre de droite donné dans le corollaire.

Regardons maintenant K ( Ç , ^ , À ) :
1 - g2

Dans la région |a| ^ - ^ \ \ \ ~ e on dist ingue trois cas :
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1) p(x,n) ^ - \ N^. On a :

A (À 2 7 3 ?) =0"^ 2 / 3 ( - p ) 3 / 2 c ^ ( x , n , À ) avec c^S^176^)

1 /: c-O»1 /^.
———27^— 2 /3 o 1 J •A^À-^a) L ' / ô ï o

On obtient donc une phase :

x - Ç + y c - e ( x , n ) +§ ( - p C x ^ ) ) 3 7 2 + ( p ^ ( y , n )

= x - Ç + y ç - ^ ( x , n ) ^ - ^ Q C / ï U )

et on a | (p ( y , n ) - ^ ( 0 , y , n ) | ^ C . , | À | ' " v N , dans |a| ^ [ À | ' £ ,

On peut donc fa i re le môme raisonnement que pour

le noyau de K
°1

2) | p ( x , n ) | ̂  I A I " ^ On a : A^À 2 7 3 ? ) e S^^^^CV) .

On obtient une phase :

x * ç + y ç - e ( x , n ) + ( p ^ ( y , n )

avec | ( p ^ ( y , n ) - e ( 0 , y , n ) | ^ C^ I À ] ^ V N et | V ^ 9 | 2 = 1 +

0 ( | À | ) d ' ap rès ( A . I I . 1 0 ) . On peut de nouveau faire le

même raisonnement que pour le noyau de K
°1

3) p ( x , n ) > y 1 ^ 1 £. C ' e s t impossible si x-, est assez

proche de y° à cause de ( A . I I . 1 3 ) , ( A . I I . 1 4 ) .

On a donc montré le corollaire pour les points f inis de

T* (U \ F) , et comme dans le corollaire A . I I . 4 on montre
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qu ' i l n ' y a pas de points infinis dans W F ' C i T ) .
~^^ e y + D

A . I I . 4 . Const ruct ion dans la zone e l l ip t ique .

Soit (y°,ri°) € T * ( r ) avec | n° | > 1 et soit

X ( y , n ) e C ° ° ( T * ( r ) ) une fonction de t roncature à support

dans V x W où V est un voisinage de y° et W un voi-

sinage conique de n° , inclus dans { | n | > l + c } avec

£^ peti t .

Soit U un petit voisinage de y° dans E^ \ ^2.

On notera S ^ V x W ) l ' espace des symboles a ( y , n ) qui

sont dans S"1 g ( V x W ) au sens classique.

On a la proposition suivante :

Proposition A. II. .9. : II existe un opérateur î?
e^ +

(^,(V) -> C^(U\ V ) têt que :

( (à + \2) H" , u = K ue^ e

\^\,=Op(X)u

où K a un noyau dans C^(U \ r x y ) et :

^ u(x^) = (^ J ^W^^-yQ) ^^e,A; u ( y ) d y dO .

^\

Démonst ra t ion : On va construire H comme un opéra teur

intégral de Fourier à phase complexe.

On commence par se placer dans les coordonnées locales

x = ( x ^ , x ' ) où F = { x . = 0 } . Avec les notat ions de A.11 .3

l ' équa t ion eikonale s 'écr i t :
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F 94^2 H + ? f2-! 7 ? f 3 4 ) 3 ( p ? , 3 ( p 2 .
^T î x " ï i ̂  ^T 1 '^XT = '

On cherche une solution à partie imaginaire positive, on

obtient donc l'équation :

r -L -, g^, s.)
(A.I I .20) ^ dxl dx

) < p | x ^ = 0 = "'^

avec g(x,n)=3-^y (5 f ^ n^ i(a(x) ( | n | 2-!) - (? f^ ni) 2)1 / 2)

et a(x) = 1 + I f2
^ i

On va résoudre A . I I .20 à l 'ordre 00 sur x- ,=0 et pour

cela on introduit la classe de symboles formels

S (V x W ) qui est l 'espace des séries formelles en x.

à coefficients dans S^V x W) .

On a le lemme suivant :

Lemme A. II. 10. : On peut résoudre (A. II. 20) dans ^ ( V ^ W ) ^

si V est assez pet'it.

Démons t ra t ion : On remarque tout d ' a b o r d que g ( x , n ) e

S (U x W ) si U est assez pet i t .

En e f f e t on a :

(A . I I .21) | a ( x ) ( | n | 2 - ! ) - (Ç f n j 2 ! 1 7 2 ^ c ( l+ |n | )
1 1 1

si n ^ W et U est assez petit, car a(y°) = 1 ,

f _ ( y ° ) = 0 . (A. I I .21) permet d'est imer les dérivées de g .
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Montrons maintenant par récurrence que

9k (p x -0 ^ ( V x W ) .x! x! u

On a : (p| . = x ' •n ^ S ^ - C V x w) .
1 Xj^-u

Si S1^ (P . . ê S ^ - C V x W ) on obtient en dérivant ( A . I I . 2 0 )
X -j X 1 ~ U

1+k
^x^O- ) , . ^^ie^^x-^x, ^ x - - - -

P + J Y I + S k—k
1 1 1+k,,

N = M 9^ N^, .

Chaque terme est bien dans S (V x W ) . On a donc démontré

le lemme.

On résou.t maintenant les équations de transport

à Fordre infini sur x - , = 0 . Inéquation de t ransport

s * écrit :

( A . I I . 2 2 )

9a , ? 9a . -1 .
a l ^ + [ a i ^ [ + a o a = x Aa

^x^O'^'^

- -l^^l-Jt,2) -J f , ^ )

-i-21^-^^

a = A <p où A est le laplacien dans les coordonnées

euclidiennes centrées en y°.

a , ai , a - appartiennent à S (V x W) , et on vérifie en

util isant ( A . I I . 2 1 ) que -3- appart ient à S ' ^ V x W )
a!
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( A . I I . 2 2 ) s'écrit donc :

( A . I I . 2 3 )

9a , I- 9a . .-1 Aa
Sxy + [ 3! a7[ + V - À o^

^x^O'^^

où 3. =a 3 - €S° (V x W ) .i a^

Le^me A . I I . 1 1 . : On peut résoudre (A.II. 23) en séries
00

formelles en x. sous ta forme a(x^r}^\) = ^ a . ( x ^ r } ) \ v avec1 ^-n ^j-o
a . e S'3 (V x W ) .
J

Démonstra t ion : Commençons par chercher a f x , n ) :

on a a ^ ( 0 , x ' ,n ) = X ( x ' ,n ) eS° (V x W ) .

En dérivant ( A . I I . 2 5 ) on obtient faci lement que
9k a 1 =n ^ " ^ V x W ) . Pour trouver a. on résoud :

X -i 0 j X i U -*•

3a-, n 3a-, A a .
1 r / , - l - . o ^ - __oP^ "-1 - ~^.—

^ ' I 3i Î + 30 al ~ "̂

^ Ix^O' 0 •

~ -1
On a un second membre dans S (V x W) , et on vérif ie

~ -1
faci lement que a, ç S (V x W) , puis que l 'on obtient

des a . dans S " 3 ( V x W ) .

Soit r e C°°(]R) avec : ( r(t)=l pour | t [ ^ -^

\ r ( t )=0 pour |t| ï 1 .

On pose :

00

<p(x ,n)= /po(x ' ,T}]+X^ c p ^ C x ' ,n) + ̂  ^ (x 1 ,n)x^ r (x^( l+ | n | )k j )
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où les (p. sont les coeff ic ients de <p déterminée dans

le lemme A . I I . 1 0 , et k . une suite qui tend vers ^in-

fini .

Il est facile de voir que ï [x, n) e S^U x W) et

que l ' on peut prendre k . qui tend vers l ' i n f in i assez

vite pour avoir : f I m < p ( x , n ) ^ c - , x - , ( l + | n | )

^ | R e < p ( x , n ) | ^ c^ (1 + | n | ) .

On définit de la même façon a . ( x , n ) e S " 3 ( U x W) qui

est égal à a , ( x , n ) module O(x^) , puis a ( x , n , À ) €
" 00

S ^ ( U x W ) qui est équivalent à ^ â - ( x , n ) À ' " J .

On a alors ( A ^ À 2 ) (a e1^ ) = b ( x , n , À ) e1^ + b_(x , n , À) e1^

avec b ê S ^ C U x W ) et b e 0 ( x 0 0 )
0,0 JL

b € S ' 0 0 9 ' 0 0 ^ x W) .

Si H^^u (x ,À )= ( ^ ) ^ | e i À ^ ( x >^ -y - ^à (x ,n ,Â )u (y ,À )dydn
•^\

on a : H^ + u ^ ^ = O p ( X ) u . L ' in tégra le en n est conver-

gente pour x^ > 0 et À € D car Im(p ï c-, x. (1+ | n | ) et

J R e c p | ^ c^ ( l+ |n | ) .
? ^

Enfin ( A + À )H ^ a un noyau dans Ç^°(U \ F x V) car

Im <p ^ c^ x^ (1+ |n |) , donc le noyau

C^)" 1 e^^C^n)^^) b ( x , n , A ) d n

est dans ^(U \ r x V) .

Il est facile de voir aussi que le noyau de
^\

H^ ^ est dans ^ (U \ r x V ) . On a donc démontré la pro-

posit ion.
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A.II .5. Singularités du noyau de H ^ ( À ) .

On montre le théorème suivant :

Théorème A.II.1^. : Soit H ( \ ) ta résolvante sortante

de (A.II. 5 ) . On a :

Wî H ( \ ) c { ( x , r j ( i j , r } ) G T^JR^1 \ ̂  x T ^ ( r )
WM^f -f-

\E,\ = 1, |n| ^ -Z., (^s ̂  appartient au -^ rayon sortant de ( y ^ r } } } .

Démonstration : Soit V = U \ Q, où U un petit voisinage

de ÏÏ . En utilisant les constructions des paragraphes

A . I I . 2 . - A . I I . 4 . , et une par t i t ion de l ' un i t é pseudo-
^\

d i f f é ren t i e l l e , on cons t ru i t un opéra teur H ^ ( À ) :

^°(r) ^^(V) tel que :

C A + À ^ H ^ C À ; ^ = K ^ u

F Î ( À ) U p = u + R , u' i À

où K, a un noyau dans ^ ( V x r ) , R. a un noyau dans
À "rt/s/ A

C^(r x r) . Si on restreint le noyau de H ^ C À ) à

(V \ F) x r , on a, d ' après les Proposi t ions A . I I . 4 , A . I I . 8

M/(HJÀ)) c : { ( x , ç , y ' , n ' ) ç T * ( v \ r) x T * ( r ) | | ç | = l , | n ' l^l ,

(x ,Ç) appartient au y rayon sortant de ( y ' î U * ) } •

Soit )( çC '^CV) une fonction de t roncature qui

vaut 1 dans un voisinage de r . On a :

( A + À ^ C x H ^ ( À ) u ) = x K . u + [ A , x ] i ^ ( À ) u .
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Soit S ^ ( À ) la résolvante sortante du problème libre

introduite dans la Proposi t ion A . I I . 2 .

On pose H ^ ( À ) u = x H ^ ( A ) u - S ^ ( À ) ( x K ^ u + [A ,x] H,. ( À ) u ) .

Il est faci le de voir en ut i l isant la forme de S ( À )

que :

W £ ' ( S ^ ( À ) ) e A T ^ C I R 1 1 x^) u { ( x , Ç , y , n ) | [ Ç | = | n | = l

( A . I I . 2 4 ) e t ( x , Ç ) appar t ient au y rayon sortant passant

par ( y , n ) ) .

D ' a u t r e part S ^ ( X ) a la propr ié té de t ransmiss ion ,

(voir [Ch .P] ) donc S ^ ( A ) envoie C ^ C I R ^ ^ ) dans

^(IR"^). ^

D'après les Proposit ions A . I I . 4 . et A . I I . 8 . , et en ut i -

lisant ( A . I I . 2 4 ) et la remarque après la Proposit ion A .1 .12

on voit que l ' opé ra teu r S. : j ^ ( r ) - > C ^ C r )

u - ^ ( À ) ( [ A , X ] H \ ( X ) u ) ^

a un noyau dans ^(r x r) , car [ A , X ] H ^ ( À ) u a des sin-

gular i tés sortantes qui ne peuvent pas retourner sur r

par l ' ac t ion de S ( A ) .

Donc on a : f ( A + À 2 ) ^ ( A ) u = 0

[ H ^ ( À ) u p = u + R ( À ) u

où R ( A ) u a un noyau dans £^°(r x r) .

Pour À assez grand, on peut donc inverser M + R ( À )

par une série de Neumann dans ^(r- , ) et on a :

H + ( A ) = H ^ ( À ) ( 1 1 + R ( À ) ) " 1 , si Re À est assez grand, car



PÔLES DE LA MATRICE DE SCATTERING 137

( A . I I . 5 ) a alors une solution unique.

Ceci démontre que H ^ ( A ) a les mêmes s ingular i tés que

H ^ ( À ) , ce qui prouve le théorème. ^

A . I I I . l . Développements asymptot iques .

Théorème A. II 1 . 1 . : Soit a . ( z ) G C m ( Œ } ^ j=7,...,m .,
(7

00 -

avec a . ( z ) ^ Y a . , z . Alors pour \z\ assez petits tes racines
3 ^ ^K

de E^ + a . ( z ) E , m" - / - . . . + a ( z ) admettent des développements

asymptotiques : pour 1 ^ L ^ p

~ \>/a. p
^ ( z } ^ ^ \v z avec \aL=m %

v=l 1

Démonstra t ion : On rappel le d ' a b o r d le théorème de

Puiseux : si b . ( z ) , j = l , . . . , m sont des fonct ions ho-

lomorphes près de 0 avec b . ( 0 ) = 0 , les racines de

Ç"1 + b. Cz)^"1"1 + . . . + b ( z ) = 0 , sont p branches de fonc-

tions a lgébriques , c ' e s t - à - d i r e p fonct ions holomorphes
1 /q o E

de z / pour ^ = l , . . . , p , avec ^ a - m.
1 -

Soient main tenant a . ( z ) = 0 ( z ) des fonct ions
00 1-

C00 , j = l , . . . , m , avec a , ( z ) ^ ^ a , ^ z . On pose p ( z , Ç ) =

Ç^a^zK"1-1 . . . . .a^z) , et1 p^z , Ç) - ̂  - a^z) Ç"1- 1 . . . .

.a;(z), où a^z)^^^^^

NNotons Ç , ( z ) les racines de p ( z , Ç ) , Ç - ( z ) les racines

de p^z,^.

Pour se débarrasser de la dépendance en N des a. , on



138 C. GÉRARD

écrira :

( A . I I I . l )
^). ̂  »^ ̂

Noù certains b. peuvent être nuls.

On dit que Ç ^ n si Ç C z ) - n ( z ) € 0 ( | z | N /m) , quand z
N

tend vers 0. ^ est une relation d'équivalence sur
N

A == { r a c i n e s de p }.

Fixons ^N e A1^ . Soit L c ^ la classe de ^ pour
^ o ^ o

;- , et m( j ,N) = Card (L ) .
N u

Notons m = m ( j ,N) pour simplifier les notations et

supposons que Ç € Œ v é r i f i e : |^ - Ç . ( z ) | = c | z |
^ o

M ° M m Mp ( z , ç ) = n (ç - ç . ( z ) ) x n (^ - ç . ( z ) )
1 J m +1 J

o

- Si j S m , on a :

i ^ N ^ ^ r N ^ ^ i ^ ^ ^ l i N / m i i ^ /.| Ç . j ( z ) - Ç , ( z ) | ^ ^ - | z | pour | z | ^ C^
J J Q

- S i j ^ m +1 , il existe c > 0 tq :

K^-^ ) ( z ) | i dzl^-" pour | z | <.C .
J J o

Donc pour | z | ^ C , on a :

m », m xi M 1 ni »,/ . 0 | | N . . , f : ^ 0,- r > . i i N . i N / . - ^ i . l 0| i N( A . I I I . 2 ) C e | z | ^ ^) ( c^ -^ ) | z | ^ |p ( z , Ç ) | ^ - ^ c [ z | .

Comme |p ( z , Ç ) - p ( z , Ç ) | ^ C [ z | pour E, var iant dans

un compact , on a les mêmes inégali tés pour p ( z , Ç ) .
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MOr cet te inégalité entraîne que p ( z , À ) a exactement

m racines dans le disque [ Ç - E , . ( z ) | s c | z | m pour
0 J o

| z [ assez pe t i t .
MEn e f f e t si p ( z , X ) a m , racines dans ce disque avec

m-, ^ m , le même ra isonnement montre que l ' o n a une iné-
m-, m

gal i té ( A . I I I . 3 ) avec c à la place de e , ce qui

est imposs ib le .

On peut f a i r e le même ra i sonnement pour p ce qui mont re

que p et p ont exactement m ( j , N ) racines Ç avec
N

^ - Ç j .
J 0

On a donc des b i j ec t ions b = b » j : A -^ A , tel les que

b [ Ç ) ^ E, et Ç ^ ri en t r a îne b ( Ç ) ^ b ( n ) .
N N N

Inversement b ( Ç ) ^ b ( n ) en t ra îne b ( Ç ) ^ b ( n ) donc
N + l N

^ r -
N N + l N + lSi on iden t i f i e A et A par b * j , le découpage de

A en classes d ' équ iva lences pour rb est plus f in
N + l

que celui de A pour ^' .
N

Au bout d ' u n nombre f i n i de découpages , on arr ive à un
Mdécoupage qui est le plus f in poss ib le , car A ne con-

t ient que m éléments au plus .

Il exis te donc N , tel que si N ^ N < M , on a :
Nsi E , , n e A , on a Ç ^ n si et seulement si

b^,),;b;(n) où b^b^o. . .ob^ 1 .



140 C. GÉRARD

Deux fonctions du type A . I I I . l . sont équivalentes pour
^ si et seulement si elles ont les mêmes coefficientsN

\) Nb pour — F ^ — , ce qui montre que les puissances des
développements asymptotiques que l'o n va obtenir seront

N^
celles du théorème de Puiseux appliqué à P ( x , Ç ) .

• Finalement pour chaque ^ classe d'équiva-
oN^

lence L de A , on a un développement asymptotique
00 ^̂ L^ ^ br z où a, fait partie des puissances

" = 1 ^ J ^
qui sont données par le Théorème de Puiseux pour P

et si Ç c b ^ C L ) , Ç - ^ b. z" aL e 0( [ z l^"1) .
^o ^/a^M/m L^

• De plus, comme les résultats sur p sont
aussi valables pour p , on peut trouver exactement^: L
racines de p (avec multiplicité), qui forment une clas-
se d'équivalence pour ^ pour tout N ^ N , et donc quiN ° 00 x^/âr
admettent le développement asymptotique V br z

v=l Lîv

On a donc démontré le théorème.

A . I I I . 2 . Calcul de la constante du théorème 2 . 5 .

Proposition A. II'1.2. : La constante b ( O y O ^ O ) du

— 7 / °
Théorème 2.5 est égale à (\>. ... v ) où \). sont tes valeurs•i n 'z'

propres plus grandes que î de D \ ( 0 ^ 0 ) .

Démonstration : On remplace les deux obstacles Fi et
F^ par leurs paraboloîdcs tangents aux extrémités du
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rayon périodique. Dans des coordonnées linéaires conve-

nables, F. et r^ sont donnés par :

^.i = - \ V - x t

^+1 = \ A 2 x t • x t + d >

avec A. définies pos i t ives .

Notons À la variété lagrangienne de T*(]R ) obtenue

en étendant A^ par le f lot des rayons sortants réf lé-

chis sur r ^ . A est incluse dans la var iété d ' éne rg ie

Ç^ = 1 , qui se sépare près du rayon périodique en deux

nappes E, > 0 et Ç^ < 0.

D ' a u t r e par t , on peut déduire des résultats de [l] que

A se p ro je t t e b i jec t ivement sur la base.

On peut donc paramétrer A par les deux phases :

(P = x^ + f C x ' . x ^ ) avec f , g e 0 ( [ x ' [ )

ip = -x^ + g (x ' ,x^ )

f et g sont reliés par des conditions de raccord sur

^ et r!-
f et g vérif ient l ' équa t ion eikonale :

c^)2^)2-1

ri - As-)2 + (-A^-)2 = i
l± ?tY ) ^Y * )3x^ ^ a x '

Ecrivons :
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f (x ' , x^ ) = \ F(x^)x ' • x ' + 0(x3)

g(x ' ,x^) = -i. G ( x ^ ) x " • x ' + 0(x3) .

'\ r' o ?) P 7
On obtient : -r— x ' • x ' + F" x ' • x ' = 0 , donc —— == - F"

dX dXn n

et F ( x ) = : F C O ) ( l l + x F ( O ) ) ' ' 1 . D ' a u t r e par t , comme le

hessien de <p p est égal à F ( d ) + A- , et celui de ^
1 2 z

à G ( d ) - A^ , on a : G ( d ) = F (d ) + 2 A ^ .

En résolvant de même l'équation eikonale pour g en

1er ordre en x ' = 0 , on a de même :

G ( 0 ) = G ( d ) ( 1 + d G ( d ) ) ' 1

et la condition de raccord sur F i donne cette fois

F ( 0 ) = G C O ) + 2 A ^ .

On obtient donc le système de deux équations matricielles;

f G ( d ) = F ( 0 ) (IL + d F ( 0 ) ) " 1 + 2 A.
( A . I I I . 3 ) ^ z

[ F ( 0 ) = G ( d ) (31 + d G ( 0 ) ) " 1 + 2 A^ .

Si B est une nx n matrice, on note H(B) =B(H+dB)

On obtient : (DH) (B) (6B) = (11+dB) "1 ÔB (IL+dB)'1 . Si

B ^ e 11, on a : ||DH(B) || ^ ( 1 + e ) " 2 , où la norme utilisée

est la norme dans <^(M(n)) et M(n) est l 'espace des

matrices n x n.

Le système (A.III.3) s 'écr i t donc sous la forme :

F ( 0 ) ^ f F ( 0 ) ^ Al^ / F ( 0 )
= %[ } ^ 2 1 L = K

G C d ) ,/ \ G ( d ) / \^ \ G ( d )
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On cherche une solution dans l 'espace des couples

/ F ( 0 ) \
avec F ( 0 ) > 2 A . , G ( d ) ^ 2 A . . K conserve

\ G ( d ) / 1 2

- 7cet espace, et on a : | | D K | | ^ (1+e) si 2 A. ï c 11.

On peut donc appliquer un théorème de point fixe dans

cet espace ce qui donne une solution unique à ( A . I I I . 3 ) .

On considère maintenant une solution asymptot ique

aGx^o^^^ de ( A + À ^ C a C x ^ e " 1 ^ ^ ) = 0 ( À " ° ° ) avec
00

a ^ ;[ a . ( x ) À " J .
0 J

n+1 3a
On obtient l ' équa t ion de t ransport : 2 Y —'î———+

1 ^i ^i
A (p a = 0 . La restr ict ion au rayon pér iodique donne :

2d a
-^ tr F(x,)a, = 0.

On a donc : -^-=-4 t r ( F ( 0 ) ( l + x F ( 0 ) ) " 1 ) qui a commedx^ z n

solution a^(x^) = a ^ ( 0 ) det(1 + x^ F ( 0 ) ) ' 1 / 2 .

D'après la section 2, il est clair que K' H., H, envoie

a^Oîe- 1 ^^ '^ sur a^(0) e- ix^^ ' - ̂ ^^det (1 .

d F C O ) ) " 1 7 2 d e t C l + d G C d ) ) " 1 7 2 modulo 0 ( À " 1 ) .

Il reste à exprimer ces constantes à l ' a ide de D ) ( ( O , O ) .

Calculons la d i f férent ie l le de D ) ( ( O , O ) restreint à la

variété lagrangienne sortante A^ . Le f lot hamil tonien

restreint à À n { Ç > 0 } est donné par le champ

J^^^n ' F ( x n ) x l ' a^ modu10 oç^l2)•
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L'évo lu t ion d ' u n vecteur tangent 6 , (x ) tel quex n
(<^.(0) , F(0) 6^(0)) € T^(AJ est donné par ^-6^ =

F(x^ )ô^ . = F ( 0 ) ( l ^ F ( 0 ) ) - l ô ^ ( x ^ .

On obtient ô^. (x^) = (1 + x^ F ( 0 ) ) 6^. (0) .

Si on paramètre A^ par x ' , la d i f fé rent ie l le de

D \ ( 0 , 0 ) est donnée dans cette paramétr i sa t ion par :

^. -> ( l + d G ( d ) ) ( l + d F ( 0 ) ) ô ^ .

on a donc : de t ( ( l + d G ( d ) ) ( l + d F ( 0 ) ) ) = v - . . . . v .

Dans les nouvelles coordonnées symplectiques où

A^ = U=0} , une fonction oscil lante associée à A est

par exemple la fonction u= l .

En appliquant la phase stationnaire à M . ( u ) on obtient

facilement :

M ^ ( 1 ) ( 0 , À ) = e^^ b ^ ( 0 , 0 , 0 ) + 0 ( À " 1 ) .

Le facteur de t ransformat ion est bien sûr le même dans

les nouvelles coordonnées, donc b ( 0 , 0 , 0 ) = ( \ ^ - , . . . v ) ~ 1 ' ^ 2 ,

ce qui démontre la proposit ion.

A . I I I . 3 . Théorie de Fredholm.

On rappelle quelques résultats sur les opéra-

teurs à indice et les problèmes de Grushin (voir C H . S J 3 ) .

Soient A et B des espaces de Banach et

P ( À ) : A -> B une fami l le continue d 'opéra teurs bornés
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avec À € ^î , où Q, est un ouvert de Œ .

Soit À e Œ et supposons que P ( À ) est un opérateur

de Fredholm d ' indice f ini . Soit a^ = dim Ker ( P ( À )) ,

a _ = dim C o k e r ( P ( À ) ) .
+ ° a - a+On choisit R : Œ ^ B et R : A-^ Œ bornés de

rang maximal tels que R (Œ3 ) est t ransverse à I m P ( À )

et ^ K e r P C À ) est b i j e c t i f .

On introduit l'opérateur { P ( À ) =
P ( À ) R"

R' 0
A x Œ 8 -> B x (C01 . On voit faci lement que ^ (À ) est

inversible et admet un inverse borné :

/"E(À^) E\X^ \ ^
g ( A . ) = , : B x ( C + -. A xŒ' 1 .' e'c^ E (^y

^ ( À ) pour À proche de À admet aussi un inverse

borné ^ ( À ) .

On regarde maintenant ce qui se passe quand on perturbe

P C ^ ) .

Proposition A.III. 3. : Soit P (\) : A -> B un opérateur

vérifiant tes hypothèses du début du paragraphe^ tel que le pro-

f^o ^ \'blême de Grushin : ffl = \ ° ° } est inversible de
0 [^ V / ^ ^a_ a v / f o o

A x Œ dans B x Œ ^ d! inverse ^ == \
\ E E
\ 0 0

a
Si P ^ ( \ ) = P ^ ( \ ) - R ( \ ) et si pour tout ( f , d ) ç B x S ,
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( 1 - E ^ R F E^ f et ( 1 - E^ R ) ~ 1 E^ d existent, alors le problème

A K+ \^ \ a
de Grushin y - ( ] est inversible de A x Œ ~~

\ R~ 0 /
v / / + \

( E ! E! \
dans B x E , df inverse ^ = \ avec :

\^ E\- '

E ^ d ^ ^ R r 1 E^

E^ == (1-E R ) ' 1 É^ E = E" + E" R(1^E R ) ' 1 E ,
1 0 0 1 0 0 0 0

^ = Ë^" -f- E" R (1-E R ) " 1 E^ .
-L 0 0 0 0

Remarquons enfin que si E ^ C À ) est inversible , on a

P ( À ) " 1 = E ( À ) - E^À) E ^ C À ) " 1 E " ( À ) .


