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M E S U R E S DE M O N G E - A M P È B E ET

C A B A C T É R I S A T I O N G É O M É T R I Q U E DES V A R I É T É S

A L G É B R I Q U E S A F F I N E S

par Jean-Pierre DEMAILLY

RÉSUMÉ.

A toute fonction d'exhaustion plurisous harmonique continue cp
sur un espace de Stein, nous associons une collection de mesures posi-
tives portées par les surfaces de niveau de cp . et définies à l'aide des
opérateurs de Monge-Ampère au sens de Bedford et Taylor. Nous mon-
trons que ces mesures jouent un rôle fondamental dans l'étude des pro-
priétés de croissance et de convexité des fonctions plurisous harmonique s
ou holomorphes. Lorsque le volume de Monge-Ampère de la variété est
fini, un théorème d'algébricité de type Siegel s'applique aux fonctions
holomorphes à croissance cp-polynomiale. Nous en déduisons que la fini-
tude du volume de Monge-Ampère, associée à une minoration convenable
de la courbure de Ricci, est une condition géométrique nécessaire et
suffisante caractérisant les variétés algébriques affines.

ABS TRACT.

To every continuous plurisubharmonic exhaustion function cp on
a Stein space, we associate a collection of positive measures with support
in thé level sets of cp , defined by means of thé Monge-Ampère operators
in thé sensé of Bedford and Taylor. We show that thèse measures play
a prominent part in thé study of growth and convexity properties of pluri-
subharmonic or holomorphic functions. When thé variety has finite Monge-
Ampère volume, an algebraicity theorem of Siegel type hoids for holomor-
phic functions with cp-polynomial growth. From this resuit, we deduce
that thé finiteness of Monge-Ampère volume, together with a suitable
lower bound of thé Bicci curvature, 1s a necessary and sufficient géomé-
trie condition characterizing affine algebraic varieties.
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MESURES DE MONGE-AMPERE

0. - Introduction.

La présente étude se place dans le cadre général des espaces

analytiques complexes. La première section est donc consacrée à une

définition des formes différentielles, courants positifs et fonctions plu-

risousharmoniques sur un espace complexe X éventuellement singulier.

Etant donné un plongement local de X dans un ouvert 0 c Œ , nous

définissons les formes différentielles sur X comme les restrictions

à X des formes "ambiantes" sur 0 ; les espaces de courants s*en

déduisent par dualité comme dans le cas lisse.

DEFINITION 0.1. - Soit une fonction V : X — ( - œ . + œ ( .

(a) V sera dite plurisousharmonique (psh en abrégé) sur X

M v est localement restriction à X de fonction psh
sur l'espace ambiant Œ

(b) V sera dite faiblement psh si, V est localement inté-

grable et mai orée sur X , et si dd°V ^ 0 .

Toute fonction psh est alors faiblement psh , mais en géné-

ral une fonction faiblement psh ne s'identifie pas nécessairement

presque partout à une fonction psh . Nous montrons toutefois que les

deux notions coïncident lorsque l'espace X est localement irréducti-

ble. La démonstration de ce résultat fait usage de deux ingrédients :

d'une part la caractérisation des fonctions psh due à Fornaess et

Narasimhan IFN) , d'autre part un théorème de prolongement des

fonctions psh bornées à travers le lieu singulier de X (qui utilise

la résolution des singularités). Nous étudions également la transforma-
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tion des courants positifs fermés et des fonctions psh par image
directe propre.

Dans le § 2, nous reprenons essentiellement la méthode dévelop-
pée par Bedford et Taylor [BT 2) pour donner un sens au courant po-

sitif dd cp A . . . A d d eu lorsque les cp. sont des fonctions psh loca-
lement bornées, et nous la généralisons au cas où l'une des fonctions

(soit cp. par exemple) n'est pas localement bornée. Les inégalités clas-
siques de Chern-Levine-Nirenberg peuvent alors s'énoncer comme suit :

THEOBEME 0.2. - Pour tout ouvert ou en X et tout compact
Kc uu il existe des constantes C , C ne dépendant que de
œ et K telles qu'on ait les majorations de masse suivantes :

'" ̂ ^•••^^w^^-^ •
(b) J ||cp,dd%^A...Add\|| ^Hcp l̂l ^ ||ĉ | ^ ... ||̂ || ^ .

K L (u) L (uu) L (uu)

Nous montrons finalement dans cette situation la continuité sé-

quentielle des opérateurs de Monge-Ampôre

(cp^,...,cû)—^dd cp A-.Addm et cpdd°çp A...A dd°cpL

pour des suites décroissantes cp^,...,^ de fonctions psh

On suppose maintenant que X est un espace de Stein et que X

est muni d'une fonction psh continue exhaustive çp : X—I-<B»B( . Nous

noterons alors

B(r) = (zçX ; cp(z) < r) . S(r) = (z ç X ; cp(z) = r ) . r ç I-œ,R(

les "pseudoboules'et "pseudosphères" associées à cp . A ces données, nous

montrons qu'on peut associer de manière naturelle une collection de me-

sures positives p . portées par les sphères S(r) , que nous appe-

lons mesures de Monge-Ampère associées à cp . Celles-ci sont définies

simplement par
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H (h) = J Mdd^f^A d°cp . n = dim X .
S(r)

2
lorsque cp est de classe C et lorsque r est valeur régulière de

cp . Dans le cas où cp est seulement continue, on est amené à utiliser

la définition de Bedford-Taylor pour (dd ) et à poser

U^= (dd^ax^.r))11-!^ B(r)(ddccp)D •

On a alors une formule générale de type Jensen-Lelong, dont la démons-

tration est conséquence immédiate des théorèmes de Stokes et de Fubini

(cf. §3).

THEOREME 0.3. - Toute fonction psh V sur X est H -

intégrable quel que soit r < R , et on a la formule

[T dt J dd°VA (dd^)""1 = M (V) - J V(ddccp)n .
B(t) r B(r)

On montre de plus que les mesures n dépendent continûment

de cp relativement aux suites décroissantes. Ceci permet de voir com-

me dans le cas C" que la famille (n ) est la famille de mesures

faiblement continue à gauche qui désintègre le courant positif

(dd cp) A dcpA d cp sur les sphères S(r) .

Les mesures ^ ainsi construites jouissent d'un certain nom-

bre de propriétés naturelles importantes pour l'étude de la croissance

et de la convexité des fonctions psh .

Le paragraphe 4 étudie la mesure "résiduelle" ^ = 1 (dd0)^/
-œ S (-00)

portée par l'ensemble polaire S(-œ) . D'après (0.3), la mesure ^
—00

peut aussi se définir comme la limite faible de ^ quand r tend

vers -œ . En nous inspirant de nos travaux antérieurs |D4,D5J ,

nous montrons que la mesure ^ ne dépend essentiellement que du
—00

comportement asymptotique de cp au voisinage de S(-œ) . De ce ré-

sultat découle l'inégalité classique

(0.4) (dd0^" s 2" S v(cp.x)"6 ,
xçX x
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où v(çp.x) désigne le nombre de Leiong de (^ en tout point x ç X . et
6 la mesure de Dirac en x (en un point singulier x . cette mesure

doit être comptée avec multiplicité égale à la multiplicité de X en x ).

Au § 5 . nous montrons que les mesures u vérifient le prin-
cipe du maximum vis à vis des fonctions psh , à savoir que pour toute
fonction psh V on a l'égalité :

(0.5) supn. vV = sup essentiel de V relativement à 4 .
x5\T) F

Le fait remarquable est que l'égalité a lieu bien que le support de u
puisse être très lacunaire dans S(r) , comme par exemple dans le cas
où les pseudoboules B(r) sont des polyèdres analytiques.

Le paragraphe 6 généralise à la présente situation les proprié-
tés de convexité classiques dues à P. Leiong, relatives aux moyennes
de fonctions psh sur les boules, sphères, polydisques... . Nous mon-
trons que l'hypothèse géométrique naturelle qui sous-tend la validité des
propriétés de convexité est le fait que la fonction cp soit solution de
l'équation de Monge-Ampère homogène (dd^)0 E 0 . De façon précise :

THEOREME 0.6. - On suppose que (dd0^0 5 0 sur l'ouvert
(cp > A) . Soit V une fonction psh sur X . Alors le sup
de V sur B(r) . les moyennes u.(V) . et plus généralement
les moyennes en norme L? , l^i (VP)1 ~ , sont foliotions
convexes croissantes de r ç ] A . B [ .

La vérification de ce résultat s'obtient par des calculs élémen-
taires de dérivées secondes, faisant intervenir la formule de Jensen
03 et les théorèmes de Stokes et de Fubini. Plus généralement, nous
démontrons une version avec "paramètre" du théorème 0.6, relative
aux mesures n sur les fibres TT~ (y) d'une fibration holomorphey» r

TT : X — Y . La fonction psh cp donnée sur X est supposée exhausttve
sur les fibres et telle que (dd° çp)11 s 0 sur l'ouvert (cp> A) . où n
est la dimension des fibres. Alors les moyennes n (V) et les mpyen-y»r
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nés en norme L13 sont fonctions faiblement psh du couple (y,z)

sur Y x Œ , si l'on pose r = Be z . On en tire aisément l'extension

suivante du théorème 0.6 aux espaces produits.

THEOREME 0.7. - Soient X .....X des espaces de Stein.

munis de fonctions psh continues exhaustives

cp. : X. — [-œ,R [ telles que (dd cp.) s 0 sur l'ouvert

tcp. > A. ) , n. = dim X. . Alors, si, V est psh sur

X x . . . xX , la moyenne en norme iP

M^.....^) = (^ ®...̂  (V^171"

est convexe simultanément en les variables (r ,...,1.) ç 1""[)A.,R.[

Dans les paragraphes 7 et 8 . nous faisons l'hypothèse addition-

nelle que le volume de X est à croissance modérée à l'infini (le

"rayon" R est ici supposé égal à +«>) . De façon précise, nous suppo-

sons que

(0.8) Um l̂̂ ll » 0 .
r—»+»

Sous cette hypothèse, la formule de Jensen 0. 3 implique l'inégalité fon-

damentale suivante :

(0.9) r ddcVA(ddccp)n'^ < lim inf 1^ ( V ) .
"X r^œ r r

de laquelle découle un certain nombre de résultats concernant la crois-

sance des fonctions psh ou la distribution des valeurs des fonctions
holomorphes (comme le suggère l'article de N. Sibony et P. M. Wong

[SW] ). En particulier, toute fonction psh ou holomorphe bornée sur

X est constante.

Etant donné une fonction holomorphe f sur X , nous définis-

sons d'autre part le "degré" de f relativement à cp par

(0.10) ô(f) = lim sup ^ ^(Logjf|) .
r-+œ
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et nous disons que f est cp-polynomiale si ô(f) est fini. L'inégalité

(0.9) entraîhe alors que l'ordre d'annulation de f en un point régulier

a ç X vérifie l'estimation :

ord^(f) ^ C(a) ô(f) .

Par un raisonnement élémentaire d'algèbre linéaire dû à Siegel, il en

résulte le théorème d'algébricité suivant (on suppose X irréductible).

THEOREME 0.11. - Soit K (X) le corps des fonctions méro-
cp

morphes de la forme f/g où f et g sont cp-polynomiales.
Alors :

(a) 0 s. deg tr_ K (X) < dim- X ;
Œ Cp Œ

(b) Si deg t r - K (X) = dim_X . alors le corps K (X) est de
Œ cp Œ cp

type fini.

Comme cas particulier de ce théorème, nous retrouvons le

résultat de W. Stoll [Sti] caractérisant les variétés algébriques dans

Œ par la propriété que la croissance de l'aire est minimale.

La deuxième partie B de ce travail est consacrée à une ca-
ractérisation des variétés algébriques affines par un critère géométri-
que "intrinsèque", faisant intervenir la finitude du volume de Monge-
Ampère et une minoration de la courbure de Ricci. De façon précise,
nous démontrons le résultat suivant :

THEOREME 0.12. - Soit X une variété analytique complexe.
lisse, connexe, de dimension n . Alors X est analytiquement

isomorphe à une variété algébrique affine X si et seule-

ment si X vérifie la condition (c) ci^dessous et si X

possède une fonction d'exhaustion cp strictement psh de

classe c" telle que :
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(a) Vol(X) = J (d^cp)" < +œ ;

(b) La courbure de Ricci de la métrique p = dd (e^) admet

une minoration de la forme

Bicci(p) as - ̂ dd° ̂

avec ^ ç C^(X, B ) , ^ ^ A y + B , A , B constantes 2 0
2q(c) Les espaces de cohomologie de degré pair H (X;]R) sont

de dimension finie.
I/anneau des fonctions régulières de la structure algébrique
X , est alors donné par K (X)n 0(X) .alg —————————— cp

A la suite des travaux de W. Stoll sur les variétés strictement

paraboliques (cf. [St 2) et [Bu) ). D. Burns a posé le problème de la

caractérisation des variétés algébriques affines en termes de fonctions

d'exhaustion ayant des propriétés particulières, vérifiant par exemple

la condition d'homogénéité (dd0^)0 s 0 en dehors d'un compact. Le
théorème 0.12 apporte une réponse partielle à ce problème. H s'inscrit

d'autre part dans la lignée des conditions suffisantes obtenues par Mok,

Siu et Yau (SY) . ÏMSY] . (Mok 1.2.3) . bien que nos hypothèses
soient sensiblement différentes de celles des travaux précédemment

cités. Notre argumentation est d'ailleurs analogue dans ses grandes li-

gnes à la démarche suivie par [Mok 1,2,3) .

Le paragraphe 10 démontre la nécessité des conditions 0.12

(a.b,c) pour tout ensemble algébrique X c Œ . L a fonction cp est

alors donnée par cp(z) = Log(l+|z| ) . de sorte que la métrique dd°cp
coïncide avec la métrique de Fubini-Study de l'espace projectif IP .

Grâce à un calcul explicite de la courbure de Ricci, nous vérifions que
o

l'inégalité de courbure (b) a lieu avec ^ as Log E |J-, , | . o ù les
K. L Kt ~

J désignent les déterminants jacobiens associés à un système d'é-K, L
quations polynomiales de X . Nous montrons de plus par un contre-
exemple que la condition de courbure (b) est bien indispensable.
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La preuve de la suffisance des conditions (a,b,c) fait l'objet

des § 11,12,13 . Le schéma général de la démonstration est le suivant.
o

Grâce aux estimations L de Hôrmander-Nakano-Skoda pour l'opéra-
teur ô Gt grâce à l'hypothèse (b) , on construit un système
F = (f ,...,f ) de fonctions holomorphes cp-polynomiales qui, en dehors
d'un ensemble analytique S c X . définit un plongement de X\S dans
(C . Sous l'hypothèse (a) de finitude du volume, le théorème d'aigé-
bricité 0.11 implique que le degré de transcendance des fonctions
f,,...,f-,, est égal à n= dim X . Le morphisme F envoie par consé-

N
quent X dans une variété algébrique M c Œ de dimension n .

La principale difficulté qui subsiste est alors de prouver que
le plongement est quasi-sur jectif, c'est-à-dire que l'ouvert Q = F(X\S)
est un ouvert de Zariski de M . Nous obtenons ce résultat en mon-

Q

trant d'abord que la (1, l)-forme F (dd cp) se prolonge en un courant

positif fermé T de masse finie sur M , tel que T = 0 sur M\ft ;

compte tenu des estimations de masse qui résultent de la construction,

ceci se fait essentiellement par la méthode d'intégration par parties

développée par H. Skoda [Sk5] et H. El Mir (EMi . Afin de donner

un aperçu de la suite du raisonnement, regardons le cas déjà signifi-

catif où N = n , i.e. le cas M = <C . D, existe alors une fonction

psh V sur (E" à croissance minimale, i.e. V(z) ^ C Log^|z|+C ,
c i

telle que dd V = T . Par construction, la fonction T = V - cpoF

est pluriharmonique sur 0 . de plus T tend vers -œ en tout point

de à0 • II ^n résulte que l'ensemble fermé M\Q est pluripolaire.

Pour montrer que M\Q est en fait un ensemble algébrique, notre mé-

thode consiste à vérifier, en utilisant de nouveau le théorème d'algé-

bricité 0.11. que la 1-forme holomorphe h = ÔT se prolonge en une

forme méromorphe rationnelle sur M = Œ .

Dans le cas où M est une variété algébrique affine quelcon-

que. le lien qui existe dans Œ entre les (1, l)-courants positifs fer-

10
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mes T de masse projective finie et les fonctions psh à croissance

minimale ne s*applique plus. On peut toutefois montrer (voir l'appendice

§15) que l'inéquation différentielle dd°V s T se résout toujours sur

M avec une solution psh V telle que le courant dd°V - T soit de

classe C00 et à croissance polynomiale. La fin de la démonstration est

alors presque identique. L'hypothèse (c), quant à elle, sert à démontrer
que la "topologie de Zariski" sur X est quasi-compacte, et donc que

X peut être recouvert par un nombre fini d'ouverts de la forme X\S

(cf. §13). Nous ne savons pas en fait si l'hypothèse (c) est réelle-
ment indispensable.

Signalons enfin que le théorème 0.12 peut s'étendre aux espa-

ces complexes à singularités isolées (cf. §9), mais l'extension au cas
quelconque soulève des difficultés qui seront étudiées au §14.

11
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A.

Mesures de Mange-Ampère
et croissance des fonctions

plurisousharmoniques

13
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1. - Courants et fonctions plurisousharmoniques
sur les espaces complexes.

Le but de ce paragraphe est de donner une définition des cou-

rants et des fonctions psh sur un espace analytique complexe éventuelle-

ment singulier. Le lecteur qui souhaite ne considérer dans la suite que
le cas lisse peut sauter directement au §2.

Soit X un espace complexe réduit de dimension pure n .

X^ (resp. X ) Pensemble de ses points réguliers (resp. singuliers).

Comme les définitions que nous allons considérer sont locales, on peut

sans restriction supposer que X s'identifie à un sous-ensemble analy-
tique fermé d'un ouvert n c Œ au moyen d'un plongement j : X — Q .

Ir

On définit alors l'espace c (X) des (p.q)-formes de classe
k

C sur X . k 6 INut") » comme l'image du morphisme de restriction

^••<^-<.W •
1munie de la topologie quotient. Si j - X — Q c Œ est un autre

1 N!plongement. il existe (localement) des applications holomorphes f : o — Œ
g : Q^ — Œ telles que j = f o j et j = g o j . Le diagramme com-
mutatif

X —^—— f'^Q^c 0

J^ i dx f

Q -îg'^n) ————^QxQ,
l g x id i

montre alors que les morphismes j* et j* induisent bien le même

14
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espace-image C (X) , car i dx f et gxid sont des plongements

lisses fermés.

DEFINITION 1.1. - On désigne par £ (X) (resp. ^k (X))
p*q œ ptq k

l'espace des (p,q)-formes sur X de classe C (resp. C ) et

à support compact, muni de la topologie limite inductive.

L'espace dual ^ t (X) est par définition F espace des courants

de bidimension <p,q) et de bidegré (n-p,n-q) sur X . Les
k *courants appartenant au sous-espace [^ (X)] seront dits

courants d'ordre k .

Si T 6 (^k (X))' , le courant j^T ê lj^ (Q)J * défini par

<^T.v) = (T.j*v>
^

pour toute forme v ç ^ (Q) . est à support dans j(o) . Néanmoins.
^'q k t

pour k ss l . un courant 6 6 l^ (0)1 à support dans j(Q) ne pro-
vient pas nécessairement d*un courant T défini sur X , même si X
est Usse.

Les opérateurs différentiels d , ô . ô usuels et l'opérateur

de multiplication extérieure par une forme C00 sont d'autre part étendus

par dualité aux courants, exactement comme dans le cas lisse, n serait

particulièrement intéressant de savoir calculer en général les groupes

de cohomologie locale des opérateurs d et ô ; nous ne savons même

pas en fait si ces groupes sont toujours nuls dans le cas de singularités

quelconques.

DEFINITION 1.2. - Un courant T 6 ^ (X) sera dit (faible-——————— p.p ————— ———
ment) positif si le courant de bidegré (n, n)

TA i a, A a. A ... A ia A aI I P P

est une mesure ï. 0 pour tout système de (1. 0)-formes

(a,»...» a ) de classe C00 sur X .1 P —————— ——

15
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H revient au même de dire que le courant j^T est ^ 0 sur Çî ;

en particulier, un courant T ^ 0 sur X est nécessairement d'ordre 0 .

Soit maintenant F : X — Y un morphisme d'espaces analyti-

ques X . Y de dimensions respectives n , m . Pour s'assurer que le

morphisme image réciproque

^••^-^
est bien défini, il suffit de vérifier le lemme suivant :

LEMME 1.3. - Soit j : Y — OcŒ un plongement et

a € C1^ (Q) une forme telle que aL = 0 • Alors F*a|y = 0 .
P.q ^r T

Démonstration. On peut supposer X lisse et connexe. Si

F(X) Ï Y . alors F'^Y ) est dense dans X et le résultat s'ensuits r
par continuité. La seule difficulté est donc le cas où F(X) c Y^ . En

raisonnant par récurrence sur la dimension de Y et en décomposant

F sous la forme

X -F^ Y c— Ys

on voit qu'il suffit de considérer au lieu de F le cas du morphisme
d'inclusion Y <-» Y . Le lemme 1.3 résulte alors de la continuité de

a, et du lemme suivant :

LEMME 1.4. - Soit a un point régulier sur Y . Alors il
"""—'""""" 0

existe une suite de points (a ) c Y . convergeant vers a .
^ Ntelle que dans la grasmannienne des m-plans de Œ l'espace

tangent T Y converge vers un plan contenant T Y .
\/

Démonstration. C'est une conséquence de l'existence de stra-

tifications de Whitney de Y . voir [Whi] et lWh2] . •

Supposons que le morphisme F : X — Y soit propre. On dé-

finit alors l'application image directe

16
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F,:I^W1'-I^(Y)1-

par dualité, en posant pour tout courant T 6 [^ (X)!' et toute forme
k pfq

a6^q(Y) :

<^T.a> = <T,r*a> .

Si T est 2 0 , il en est clairement de même pour F^T . De plus, le
Q

morphisme image directe F^ commute avec les opérateurs d , d ,

ô , i • Si T est ^ 0 fermé , F^ T est donc aussi s 0 fermé.

Venons en maintenant à la définition des fonctions psh .

DEFINITION 1.5. - Soit V : X - (-œ.+œ[ une fonction gui

n'est identiquement -œ sur aucun ouvert de X . On dira que

V est plurisousharmonique sur X (psh en abrégé) si_. pour

tout plongement local j : X ̂  Q c Œ , V est localement

restriction d*une fonction psh sur Q .

J.E. Fornaess et R. Narasimhan ont donné la caractérisât! on

fondamentale suivante des fonctions psh sur un espace complexe.

THEOREME 1.6 ((FN) . th. 5.3.1). - Une fonction

V : X — ( -œ, +• [ est psh sur X si et seulement si :

(a) V est semi-continue supérieurement ;

(b) Pour toute application holomorphe f : A —> X du disque

unité dans X , V e f est sous-harmonique ou = -œ

sur à .

Grâce à ce résultat, on peut aisément généraliser le théorème

de prolongement de Brelot au cas des espaces complexes.

THEOREME 1.7. • Soient X un espace complexe localement

irréductible et Y c X un sous-ensemble analytique d'intérieur

vide dans X . Soit V une fonction psh sur X\Y . local e-

17
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ment m al orée au voisinage de Y . Alors il existe une fonction
psh V* sur X qui prolonge V , unique, donnée par

V*(y) = lim sup V(x) . y ç Y .
xçX\Y.x-y

Démonstration.

(a) Unicité de V* . Comme V* est semi-continue supérieu-

rement, on a pour tout y ç Y

V*(y) = lim sup V*(x) ^ lim sup V(x) .
x-y xçX\Y.x-.y

Inversement, choisissons une application holomorphe f : A —• X telle

que f(0) = y et f(A) <t Y . Alors 0 est isolé dans i"1^) . et com-

me V*ef est psh sur A , il vient

V*(y) = V*(f(0)) = lim sup V(f(t)) f. lim sup V(x) .
t^O , t-0 xçX\Y. x-y

(b) Plurisousharmonicité de V* . Le résultat est local sur X
D'après le théorème de désingularisation de Hironaka fHi) , il existe

un espace lisse X1 et une modification propre o : X' -"• X ; par dé-

finition , o est propre et induit en dehors d^n ensemble analytique

Z c X un isomorphisme

o : X^o'^Z) ——^X\Z .

Pour tout x ç X , la fibre o" (x) est compacte et connexe. En effet,

si o~ (x) était non connexe, le point x aurait un voisinage ouvert L

irréductible (X est supposé localement irréductible), tel que o (U)

soit non connexe ; mais alors L\Z serait connexe et o (U)\o (Z)

non connexe, ce qui est absurde. La fonction V ° o est psh sur

X'\o~ (Y) et localement majorée au voisinage de cT (Y) . D'après le

théorème de Brelot relatif au cas lisse. V » o se prolonge en une

fonction psh V1 sur X1 . La fonction V* est nécessairement cons-

tante sur les fibres o" (x) , donc V* induit par passage au quotient

une fonction V* semi-continue supérieurement sur X . Montrons main-

18
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tenant que V* est psh sur X en utilisant le théorème 1.7. Etant
donné un germe (^application holomorphe f : (A. 0) -^ (X, x) . il existe

dans y un germe de courbe (r^x1) au-dessus de l'image r = f(A).
donc il existe un entier k 6 IN» ' et un germe f* : (A.O) -te (X^x*) tels
que f(0 = o(r(t)) . Par suite V^t^) = V'(r(t)) est psh sur (A,0) .
ce qui entraîne que V*of est aussi psh .•

PROPOSITION 1.8. - Toute fonction psh V sur X est
localement intégrable pour la mesure aire de X (relative à
un plongement quelconque j : X -— ft c <E ) .

Démonstration. V étant localement majorée par définition,
on peut supposer V $ 0 . Il existe en tout point de X un plongement
local j : X^P sur un polydisque de Œ tel que les projections
TT : X — P sur les n-plans de coordonnées soient propres à fibres
finies. Pour tout 1 c (1,...,N) , lll = n , il existe un ensemble ana-
lytique Sj c P1 tel que la restriction TT1 : X^^S ) — P\S soit

1un revêtement fini. La fonction n V définie par

r^V(y) = S V(x)
TT^X)^

est psh ^ 0 sur P1^ . donc se prolonge en une fonction psh V

sur P tout entier. Comme la mesure aire de X est donnée par

d0y = L (n1)* d\ .
x 1 Œ"

la conclusion résulte alors du fait que les V sont localement inté-
I 1

grables sur P . •

La proposition 1 .8 montre qu'on peut considérer toute fonction

psh sur X comme un courant de bidegré (0,0) . Par régularisation

d'un prolongement local de V à (T et passage à la limite décrois-
c ~santé, on vérifie aisément que le (l, l)-courant dd V = 2iôôV . où

d° = i(i-ô) . est- positif sur X .
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DEFINITION 1.9. - Une fonction localement intégrable V sur

X sera dite faiblement psh si V est localement malorée et

si dd°Vs 0 .

Contrairement au cas lisse, l'hypothèse que V soit localement
^

majorée est fondamentale. Considérons par exemple la-courbe paramé-

trée (z ,z ) = (t^t3) dans Œ2 ; la fonction V(t) = Be(l/t) n«y est

pas localement majorée en 0 , cependant on peut vérifier que

dd°V = 0 au sens des courants (cf. définition 1.1). Observons d^utre

part qu'une fonction faiblement psh ne s'identifie pas nécessairement

presque partout à une fonction psh , comme le montre P exemple de
2

la fonction définie sur la courbe z z - 0 de (C par V(z ,0) = 1 ,

V(0,z ) = 0 si z ^ 0 . On a toutefois le résultat suivant :

THEOREME 1.10. - Etant donné une fonction V : X — I - œ . + œ f

il y a équivalence entre les propriétés (a) , (b) . (c) ^i-
dessous :

(a) V est faiblement psh sur X .

(b) V coihcide presque partout avec une fonction V psh

sur X , localement majorée au voisinage de X .

(c) II existe une fonction psh V sur la normalisation X de

X , telle que ^ = V o n presque partout, où n : X — X

est le morphisme naturel.

Pour que V soit égale presque partout à une fonction psh

sur X , il faut et il suffit que la condition suivante soit réali-

sée : pour tout a ç X , on désigne par V*(a) la limite su-

périeure essentielle de V(x) quand xç X tend vers a et

par ( X , a ) les composantes irréductibles du germe (X,a) ;

alors

Um sup ess V(x) = V*(a) . v j .
xçX. ; x-a

Sous cette hypothèse V* est psh sur X et V = V* pres-

que partout.
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Démonstration, (a) s» (b) . Cette implication résulte aussitôt

de la définition 1.9 et du cas bien connu où X est lisse.

(b) =» (a) . Soit h, =...=h = 0 des équations locales de Xl m s
dans X . Alors pour tout e > 0 la fonction

(V + eLog(|hl2+...+|h |2) sur X
V = \ T v m r

e (-» sur X

est psh sur X d'après le théorème 1.6. On a donc dd°V s 0 .
c c

Comme dd V converge faiblement vers dd V quand e tend vers

0 . il s'ensuit dd°V ^0 .

(b) =» (c) . La fonction V on est psh sur X\n (X ) = TT'̂ X ) .
localement majorée au voisinage de TT~ (X ) , et X est localements
irréductible. Le théorème 1.7 montre que V oir se prolonge en une

fonction psh V sur S .

(c) ^ (b) résulte du fait que TT : X\TT~ (X ) — X est uns r
isomorphisme.

En ce qui concerne la dernière affirmation, la condition que

nous avons donnée pour la plurisousharmonicité de V* est évidemment

nécessaire. Pour voir qu'elle est suffisante, on observe que l'ensemble

des composantes irréductibles (X.,a) est en correspondance bijective

avec l'ensemble des points a. de X situés au-dessus de a (ceci

résulte par exemple de Narasimhan [Nar] . prop. VI. 2) et que

V(a.) = lim sup ess V(x) .
J xçX. .x-a

On a donc par hypothèse V*orr = V en tout point de X ; comme toute

application holomorphe f : ^ — X se relève en une application

f : A -*5î , la plurisousharmonicité de V entralïie celle de V* .•
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COROLLAIRE 1.11. - Si X est localement irréductible et

si V est faiblement psh sur X . alors la fonction définie

par:

V*(a) « lim sup ess V(x) . a ç X .
x-«

est psh sur X et V = V* presque partout.»

COROLLAIRE 1.12. - Sî  V : X — [-œ.+<x>( est continue et

faiblement psh , alors V est psh . •

Pour terminer cette section, nous examinons la transformation

des fonctions psh par image directe.

PROPOSITION 1.13. - Soit F : X — Y un morphisme propre

surjectif à fibres finies.

(a) Si V est une fonction faiblement psh sur X , la fonc-

tion F V définie par

F^V(y) = 2 V(x)
x€F' (y)

est faiblement psh sur Y et de plus

dd^V) = F^dd^) .

(b) On suppose de plus que Y est localement irréductible.

Si. V est psh et si la somme S V(x) est comp-
xçF"1^)

tée avec multiplicités, alors F^V est psh sur Y .

Démonstration.

(a) On sait que F est un revêtement ramifié, i.e. il existe

un ensemble analytique Z c Y tel que

F : XXF'^Z) - Y\Z

soit un revêtement de variétés lisses. On voit alors que la définition de
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F V coihcide avec celle donnée pour les images directes de courants.

Il est clair que F..V est localement majorée sur Y , et la propriété
dd°(F V) = F dd°V s& 0 résulte du fait que F^ commute avec les opé-

rateurs d et d° .

(b) Sous l'hypothèse X localement irréductible, le cardinal

de la fibre F" (y) , y ç Y\Z , est localement constant au voisinage

d'un point de Z . Si de plus V est continue, F^V se prolonge par

continuité sur Y à travers Z , et le corollaire 1.12 montre que

F V est psh . Dans le cas général, il existe pour toute fibre

î"1^) = (x ,...,x ) des voisinages arbitrairement petits 0. de x .
1 s ] $ m , et un voisinage L de y tels que F' (L) = ° .U-.UO .
Ecrivons V comme limite décroissante de fonctions psh continues
V, sur un tel voisinage F" (U) . Il vient F V = lim F V sur U ,
k " k-+w " K

par suite F V est psh . •
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c k2. - Opérateurs (dd ) et
inégalités de Chern-Levine-Nirenberg.

Dans cette section, nous rappelons la définition des opérateurs

de Monge-Ampère (dd0)1^ introduits par Bedford et Taylor [BTll ,lBT2]
c cCette définition permet de donner un sens au courant dd V A...A dd V,

X K

lorsque les V. sont des fonctions psh bornées. Nous aurons besoin

ici de considérer le cas un peu plus général où Pune des fonctions V.

peut ne pas être bornée, et nous redonnerons dans ce cadre une démons-

tration des inégalités de Chern-Levine-Nirenberg [ CLN] . Enfin, nous

étudions comme dans [BT2] la continuité de l'opérateur (dd0) rela-

tivement aux limites décroissantes de fonctions psh .

Soient cp . cp .....eu des fonctions psh localement bornées sur
X et V une fonction psh quelconque. D'après Bedford-Taylor [BT2l

c e con peut définir le courant ^ 0 fermé dd V A dd cp A...A dd CR par ré-

currence sur k en posant

(2.1) dd°V A d d f f i A...A dd0^ = dd^codd^ A d d œ A ... A d d ° c p ) .

La positivité du second membre est évidente par hypothèse de récurren-

ce si cp. ç C°W ; le cas général s'en déduit par régularisation de ça
et passage à la limite faible dans l'espace des courants.

Soit 0 = (p<0) un ouvert relativement compact dans X ,
défini par une fonction p strictement psh 0°° dans un voisinage Q'
de 0 et telle que dp / 0 sur ô0 . Pour tout réel a > 0 et tout
entier 0 ^ k ^ n on pose

B^ Ip^'Wp)"-1^ (^^^^(ddW''1 .
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et on désigne par ||v|| la norme îP d'une fonction v sur 0 re-

lativement à la mesure @ , p ç tl,"^l . La masse du courant (2.1)

admet alors les estimations suivantes (cf. (CLNl ).

THEOREME 2.2. Soient V . V^,....V^ des fonctions psh sur
x telles pue V ^ 0 . V 2 0...., V ï 0 sur Q . Alors il

•L K. ~—'>——" "—"—"—

existe des constantes C. = C.(k,a) , j = 1,2.3 telles que

(a) J P^AddcVAdd%^A...Add\^C^||cp^...||cp^

(b) J ^A|V|dd%^A...Add\^C^V||^|cp^...||cp^.

(C) ^ ̂ Add^A.^Add0^. C^VJIJIV^ ...||V^ .

33émonstration. Grâce au lemme d'approximation 2.4 ci-dessous,

on peut supposer que les V. et cp. sont de classe C" . Un calcul im-
médiat donne

d°^ = ^(^ '̂'̂ ^(dd0?)11"1' .

dd0^ =2(k-^a)[-|p|k'^+a(ddcp)n'k+l-^(k-l+a)dpAdcpA(ddcp)n"k] .

d'où l'inégalité entre formes

|dd° |̂ ^2(k+a)0^ .

Notons 1 , J les intégrales (a) , (b) respectivement et
c cA = dd cp A...Add cp . D'après la formule d'intégration par parties du

lemme 2.5 et compte tenu que 0 | = d°ê | = 0 . il vient
•^ — ÔQ k+1 ô 0

^'^^^i^^^k-i
s 2(k+l+a)|jtp^J V^^-l

n
= 2(k+l+a)||cp^|i_I^^ ,

I^JVd^B à 2(l+a)J' |V||p|a(ddt:p)"
"0 f!

^ 2(l+a)||V||^ .
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Ceci démontre (a) par récurrence avec C (k.a) = 2 (l+a)... (k+l+a).

l'inégalité étant d'ailleurs vérifiée même si a» 0 . D'autre part si

k 2 1 on obtient

J^-V^^A^

= J -^(Vdd^+^A dd'^^dVAd^A ̂

= J ^(Vdd^-^Add^A^^Vdc^Ad^A^

en intégrant par parties le terme ^cp^dVAd^A^ à la 2ème ligne.

On suppose maintenant cp. > 0 . et on applique l'inégaUté de Cauchy-

Schwarz à la composante de bidegré (n-k+1. n-k+1) du courant

2dcp Ad0? = ^(k+aïlpI^^dc^AdSA (dd0?)'1" .

ce qui donne le majorant

^k^lpI'^dpAd0?. Ipl^^^l.ACdd0?)'1-'1 .

Il en résulte

J^ < J c^|V| }-ddcP^-^4(k+a)2 |p|k•2+adpAdcpA(ddcp)n•k{A^
0

dœ A d cft.jjviir^dd0?)^-^^^.
La forme entre accolades dans la première intégrale est égale à

2(k+a)[lp|k-l+a(ddcp)n-k+l+(k+l^)|p|k-2+adpAdcpA(ddcp)n-k]

s ̂ k-l

avec C = C (k a) = 2(k•t•a)<k•t•l*a) Qn obtient donc finalement
4 4 k-l+a

dcp Ad°c(^

^WL^Jl^^-^—-
u K

Notons J. l'intégrale obtenue en remplaçant cp par cp^ = exp(Bîp )

dans J^ et posons M = ||cû|| . n vient
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Bcp
dd"^ = e ^B dd®^ + B^ A d® c )̂

.Be-^dd.^^.
^ ^k

Q

"̂̂ k < ̂  M^^ ̂ A d!l^piL t ̂ -̂l •

•» 2RM
Comme inf „ e = 2eM = 2e ||cpJ| . ceci achève la démonstration

B>0
de (b) par récurrence sur k avec la constante

k k+aCg(k,a) = (4er-^(2+a)...(k+l+a) .

Pour démontrer (c) , supposons d^ord que V = V -... = V = v 2; 0
Comme , ,

k k-1 k-1

(ddcvirî) - -fe^)
une intégration par parties nous donne

J BACdd'^)11 = J ddce A v{àdcv)k~l

a " k i -k- k"1

Waxf) ^.^(dd^'1-1) .

Par récurrence sur k cette inégalité entraîne à son tour

J g A (dd^ ^2k(l+a)...(k+a)^ll)! f f t ^ .
0 k"1 0 v

V V.
Remplaçons maintenant v par v = j,-^+...+__ . n vient

" lllk II k"k

-̂lî ^̂ ^v,....̂

«A>,.,..«..^j^ ,
k 0

tandis que ||v|| ^ k . L4négalité (c) s'ensuit avec
kC^(k,a) = 2 (l+a)...(k+a). •
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Une conséquence immédiate du théorème 2.2 (b) est que le

courant Vdd°cp A...Add ça est de masse localement finie sur X ; en

particulier on retrouve le résultat suivant dû à Bedford-Taylor [BT2l.

COROLLAIRE 2.3. Les mesures coefficients de dd°cp^...Ada0^

ne chargent pas les ensembles pluripolaires {V = -œ) . •

L'espace X étant deStein. il existe d'après J.E. Fornaess

et R. Narasimhan [FN] des suites décroissantes V , cp. „, dem j,m
fonctions psh C" sur X telles que

^-^ • ^m-^j pour ^ î^ -

LEMME 2.4. n existe des suites strictement croissantes d'en-

tiers m(^).m (v)....,m^) . ^ € IN , telles qu'au sens de la
convergence faible des mesures on ait au choix l'une ou l'autre

des propriétés de convergence ci-dessous :

(a) dd°V . A d d 0 ^ .,A...dd°cû —^dd cVAdd ccpA.. .dd ccû' ' m(v) ^l.nL^) "k,m^M '1 -k

(b) V dd0® , ^...dd0^ , , ————-Vdd0^^.A ... d d m .' / m(^) l.m^v) 'k.m^(v) "1 "k

Démonstration. D'après le théorème 2.2 déjà démontré dans le

cas des fonctions psh C00 les suites (a) , (b) sont localement bornées

en masse, et les parties bornées de l'espace des courants d'ordre 0 sont

métrisables pour la topologie faible. Dans le cas (a) on observe que

eu dd°VA dd°cp A . . . A d d ° c p —^ cûdd^ A dd°cp,A...A dd cp^

par c on ver pence monotone de ça quand m — +œ ; on a donc

ddcVAddc^...ddcc„ Add°cp —^ ddcVAddccp...ddccp .

La topologie étant métrisable, on peut choisir successivement m M = v

puis m M,...,m (v).m(\/) par récurrence sur v (resp. m(v) = v
K~ i L

puis m (\/),...,m (\/) dans le cas (b)) pour obtenir la convergence sou-

haitée. •
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Enonçons ici en vue de références ultérieures le lemme d^ntégra-

tion par parties que nous avons utilisé.

2
LEMME 2.5. Si u et v sont des formes de classe C de

bidegrés respectifs (p,q) .et (n-p-l.n-q-l) avec p+q pair.

alors

[ * u A d d v = r d d u A v + r U A 0% - d u A v .
0 0 00

H suffit en effet d^ppliquer le théorème de Stokes à la forme

d(u Ad v - d u AV) = UAdd v -dd U A V + du A d v + d UAdv

et d^server que du A d v = i(àuAôv + ÔVA ou) = dvAd u . •

En adaptant les techniques de (BT2) à la situation présente,
c knous montrons maintenant la continuité de 1 opérateur (dd ) par rap-

port aux limites décroissantes de fonctions psh .

THEOREME 2.6. Soient (cpY) c L^(X) et (V^) ^

des suites décroissantes de fonctions psh telles que

cp. = lim çp^ 6 L00 W . V = lim V^ i -œ .
3 V-^œ J V-»+a»

Au sens de la convergence faible des mesures, on a alors

(a) dd^A dd° cp^ A... A dd0^ —^ ddcV Add°cp A...A dd0:? .

(b) V\^dccpvA...Addcîp.' — Vdd^ A.^Add0^ .

(c) cp^ddcV Addccp A...A dd0^ — cadd V A d d cp A...Add çak l k'~ l k l. k"" JL

Nous prouverons le th. 2.6 simultanément avec la propriété

suivante qui en est un corollaire.
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COROLLAIRE 2.7.

(a) dd^dd^ A—Ad^cp ) = dd^Add^ A.. .A dd°çû .

(b) Les courants Vdd°cp ... dd0^ et ddcVAddccp...ddc(û

sont symétriques en cp,.....cû .

Démonstration. En utilisant le lemme 2.4 et un procédé évident

de suite diagonale, on se ramène au cas où V^cp^.- . tCO^ sont de

classe C" . Comme les propriétés 2.6 (a.b,c) sont locales, on peut

sans perte de généralité se placer dans un ouvert Q = {p < 0} ce X .

On va maintenant se ramener à la situation où cp, . cp^ sont de classe

C" au voisinage de ôO et nulles sur ôO . de manière à pouvoir appli-
2

quer la formule de Stokes sans termes de bord. Soit IR 3 (u.v) »— \(u,v)

une fonction C" convexe croissante en u et v . qui coïncide avec

max(u.v) pour |u-v| > 1 . Alors ç^= Mcp^ - "ç . e P) es^ ^sh C .

de plus pour € > 0 assez petit

(^=^-•1 sur ^=(p<-3e)

iy = e'2? sur n\ng = {-e & p ï 0) .
—2

On peut donc finalement supposer que cp^ = cp. = e p sur la "couronne"

0\0 (®t ceci quels que soient j , v) .

Preuve de 2.6 (a) . On raisonne par récurrence sur k . D'a-

près (2.1) il suffit de prouver que

(2.8) lim J c^dd^Add^ ...dd°cp^ A dd%
v-"*'® 0

= [ cp ddcVAddccp...ddcca A dd%
0 k -

pour toute forme ^ ç C00 . .i/.î  telle que ^làO = 0 (noter que

par hypothèse cp^i = 0) . Quitte à remplacer ^ successivement par

p(ddcp)n~k~l et ^ + Ap(ddcp)n'' ' , A » 0 . on peut supposer dd ^ ^ 0

sur Q . L'inégalité ï dans (2.8) résulte alors simplement de Phypo-

thèse de récurrence
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dd^A dd0^... d ^ c f t - -— dd°VA dd°cp . dd0^

et du théorème de convergence monotone. Pour prouver l'inégalité 2
inverse, on effectue des intégrations par parties successives au moyen
du lemme 2.5 :

f cpdd c VAdd c cp . . .dd c cp Add%
v K L K" L

a J (^dd c VAddœ. . .dd c cp Add^
0

= J ^k-l0^ A ̂ ^l •" ddccpk-2 A ddc^ A ddc ^
0

$ J cp^ dd^Add0^ ••.ûd0^ Add c cp^Add c ^((
Q ~

J \j - ,c_- , ,c \j . ,c \j , ,c= ... ^ cp dd V A dd cp« ... dd cp. A dd ^
Q

= J VddV ... dd c^Add c^

- f VdV^Add0^... ddccpvAddc^
00 l 2 k

^ J vWcp^ .ddVAdd^- e-^J VdcpA<ddcp)k• lAdd%
0 00

= J ^ddcVVAddccpv...ddc^

+ e'21" F (V^-V) d0 p A (d d° p)1''l A dd° ^ .
ÔQ

La dernière intégrale tend vers 0 par convergence monotone, ce qui

achève la preuve de 2.6 (a) .

Preuve de 2.7 (a) . Conséquence immédiate de 2.4 (b) et 2 .6 (a)

Preuve de 2.6 (b) . L'inégalité 2.2 (b) entralïie que la suite

V^dd ^ A. . .Add ^ est de masse localement uniformément bornée sur

X . De plus toute valeur d'adhérence de cette suite est telle que

T s V dd cp A ... A dd œ ,
f\

avec égalité sur Q\Q (là où cp^ = cp. = c~ p). D'après 2.6 (a) et

2.7 (a) on a d'autre part
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dd^d^VAd^cpLA...A dd°cp = dd^dd^...dd^) .

Distinguons maintenant deux cas suivant la valeur de l'entier k .

Si k ^ n-l . le lemme 2.5 appliqué avec v = p(ddcp)n'"k"l

entraîne que le courant positif

u st Vdd°cp A...Add°cp - T

est nul sur Q .

Si k = n , on peut considérer V , cp ....,cû comme des fonc-

tions sur X x Œ ne dépendant pas de la dernière variable, et appliquer

le résultat 2.6 (b) déjà connu à X x Œ . La démonstration de 2.6 (c)

est identique. •

Remarque 2.9. Si cp. est 2 0 , on peut écrire

dcp A d œ = ^ dd%2 - cp dd» ;

par conséquent, le théorème de convergence faible 2.6 reste valable pour
c c

tout produit de V ou dd V par des (l, l)-f ormes du type dd cp.,
c c edcp. A d cp. . ou encore (par polarisation) dcp A d cp. + dcp. A d cp. .

Remarque 2.10. Le lecteur trouvera une intéressante discussion

sur le problême de la définition et de la continuité de l'opérateur de

Monge-Ampère dans iKi] et [Ce] . En particulier, il est possible

d'étendre certains des résultats précédents au cas où les fonctions cp.

ne sont plus nécessairement bornées, à condition de faire une hypothèse

de compacité sur les pôles des cp . Nous supposerons qu'il existe un

compact KC X tel que cp »....cû soient localement bornées sur X\K .

Alors la définition (2.1). le lemme 2.4 (a) et le théorème 2.6 (a) res-

tent valables.

Pour le voir. on observe que le problème se pose uniquement
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au voisinage de K . Soit p une fonction C strictement psh et uu

un ouvert tels que Kc uycc 0 e {p < 0) ce X . Quitte à remplacer cp.

par

2 -2Î cp. - -ç sur (ju , e p sur X\Q

2 —2s u p ( c p - , e p) sur çi\w

_g
on peut supposer cp. = e p au voisinage de ô0 . Démontrons d^ord

c e c
par récurrence que cûdd V A dd çp A...A dd cft (et donc aussi

dd VA dd cp ...dd ça) est de masse localement finie si k ^ n-1 . Pour

tout a < 0 on a en effet, avec la notation CR s max(cp., a) :K.f a K

J \\ ^ddcv A ddc^ -ddc^^ (dd0?)11"1'

= J |p|ddc(c^ ^ddcVAddccp^...ddcc^)A(ddcp)n"k'l

^ C J dd0^ ^ddcVAddccp^...ddc^^A (dd0?)11'1'"1

=Ce-2kJ>ddcVA(ddcp)n• l <+« ,
0

la dernière égalité provenant du théorème de Stokes. La démonstration

de 2.4 (a) et 2.6 (a) se fait alors sans aucune modification.
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3. - Mesures de Monge-Ampère
et formule de Jensen.

A toute fonction cp psh continue et exhaustive sur un espace de

Stein, nous allons associer de manière canonique une famille de mesures

positives portées par les ensembles de niveau de cp . Ces mesures appa-

raissent naturellement lorsqu'on cherche à étendre la formule de Jensen

en plusieurs variables. Les principales idées de ce paragraphe reposent

sur les calculs faits par P. Leiong [Le 1] pour montrer l'existence des

nombres de Leiong d'un courant positif fermé. Nous reprenons pour l'es-

sentiel les notations de [D4] . [D5] (voir aussi l'article de H. Skoda

(Sk 51 ).

On considère un espace de Stein X de dimension pure n . ré-

duit, muni d'une fonction psh continue cp : X — [~®,Rt , où

B ç ) -œ ^ +») . Pour tout r < R on note

B(r) = (zç X ; cp(z) < r) . B(r) = (zç X ; cp(z) < r)

les 'pseudoboules" ouvertes et fermées associées à cp (on prendra gar-

de au fait que B(r) n'est pas nécessairement l'adhérence de B(r) t ) .

On suppose que cp est exhaustive. c'est-à-dire que les pseudoboules

B(r) . r< R , sont compactes. On pose enfin pour tout rç (-œ,RÎ

S(r) = (zçX ; cp(z) =r) = B(r)\B(r) .

c —cp = max(cp.r) . a = dd cp = 2iôôcp .

Le courant (dd°cp )" est bien défini grâce à (2.1) si r >-œ , et si

r =-• , (dd cp ) = (dd cp) existe d'après la remarque 2.10.^)

LEMME 3.1. - L^pplication r ̂  (dd cp ) est continue de I-œ.R|

dans l'espace des mesures sur X muni de la topologie faible.
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Démonstration. La continuité à droite résulte du théorème 2.6 (a).

tandis que la continuité à gauche s'obtient en écrivant

(dd0^)11 = (dd^ax^-^O))11 . •

Comme (dd°cp )" est nul sur B(r) et coïncide avec (da0^"

sur X\B(r) , la continuité à gauche entraîne

(dd^/ . l^r)^11 .

où 1 désigne la fonction caractéristique d'une partie Ac X . Les ré-
A.

sultats ci-dessous découlent aussitôt de ces remarques et justifient la dé-

finition suivante.

THEOREME et DEFINITION 3.2. - On appellera mesures de

Monge-Ampêre associées à cp les familles de mesures positives

(^) . (^) portées par S(r) . r ê(-œ.R( . définies par

^(ddV-l^^ddW1,

^^dd^/.l^g^dd0^.

La famille H (resp. jj ) est faiblement continue à gauche (resp.

à droite), et on a les relations

H- = nm ^ . ^ = lim ^Q *
p-r-K) p p-r-0 p

^^S^V^r^S^^11-

SoU D c (-«.Ri l'ensemble au plus dénombrable des réels r
cp e ntels que S(r) soit négligeable pour la mesure (dd cp) sur X .

Alors n = p pour tout r Ï D , et les applications r * — p . t j

sont continues en tout point r Ï D . •

Nous remercions vivement E. Bedford de nous avoir suggéré cette

définition, qui simplifie celle que nous avions utilisé dans une version an-

térieure de ce travail. En tout point où ç est régulière, p et jj^
peuvent se décrire par une forme différentielle simple sur l'hyper surf ace

S(r) .
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PROPOSITION 3.3. - Soit x 6 X un point régulier au voisi-—— reg —————————————
nage duquel cp est de classe C et tel que dçp(x) ^ 0 . On

oriente S(r) comme bord de B(r) . Alors les mesures 4 et
p sont définies au voisinage de x par la (2n-l)-forme volume

(dd^^Ad0^^ .

Démonstration. Soit Q un voisinage de x sur lequel dçp i- 0 .

et h une fonction C" à support compact dans 0 . Ecrivons

max(r,t) = lim \ (t)
v-»-t« v

où v est une suite de régularisées par convolution de t ^ max(r,t) .
(v ) est une suite décroissante de fonctions convexes C , telle que
0 ^ y ^ 1 et lim y* (t) = 0 pour t < r , = 1 pour t > r . Le théo-
rème 2.6 (a) entraîne donc

J h(dd°cp f = lim J h(d(f x •cp)11

Q r v-r+w n v

= lim-J dhA(dd°y ecp)11" A d ( y - c p )
V-^-œ 0 v

= lim -J x^cp)0 dl^dd^^Ad0^
v-rh» o v

= -r dhA (ddccp)D"l A d°cp
0\B(r)

= J Mdd )̂11"1 A dccp + J lUdaS)0

0 nS(r) 0\B(r)
d'après la formule de Stokes. On en déduit donc sur G l'égalité de me-

sures

(dd /̂ = (d^cp)"-^ d^jg^^ + ̂ xVBtD^^»" • •

Nous pouvons maintenant démontrer la formule de Jensen-Lelong
que nous avions en vue.

THEOREME 3.4. - Soit V une fonction psh sur X . Alors V
est u -intégrable pour tout r 6 ) -œ,R( . De plus
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f'" dt j- dd^Aa11"1 ° M (V) - J Va" ,
•1- •B(t) r ^(r)
^ù a == dd°çp . Les deux membres sont finis si infySp> -œ

a^L Inf̂ V > - .

Démonstration. L'intégrabilité de V pour (J (et pour jj )

résulte du fait que V est intégrable pour (dd°cp )° d'après le théorème

2.2 (b) . Notons aussi que les intégrales J dd°VA (dd0^0' ï. 0 et

n B(t)
F V(dd cp) ont bien un sens en vertu de la remarque 2.10, la pre-
B(r)

mière étant d'ailleurs toujours convergente. La deuxième converge si

inf^p> -œ grâce à 2.2 (b) , ou si inf > -œ grflce à 2.10. Pour dé-

montrer la formule 3.4. on suppose d'abord

inf^p>-« et inf^r)^-00*

et on se donne c > r . Le théorème de Fubini implique

(3.5) J° d t j dd^Atdd^)11"1 = J (J dtl ddcVA(ddc^n"l

-œ B(t) B(c) cp<t<c

= J (c-cp)dd°VA (dd0^"'1 .
B(c)

D'après la formule de Stokes, on a l'égalité

r d EC-C^VA (dd0^""1 + V(ddccp)n"l Adccp^
B(c) L J

= r dL-cp^VA (ddccp^)n'"l + V(ddc^)D'"l A d0^]
*'B(c)

puisque les courants à intégrer coïncident sur B(c)\B(r) . Si on développe

la première intégrale, il vient

F (c-ç) dd°V A (dd^"^ + V(ddccp)n + J (dV A d°cp- dcpAd°V) A (dd0^1.
^(c) B(c)

c cet comme la composante de type (1 ,1 ) de dVAd cp- dcpA d V est nulle,

la deuxième somme s'annule. Par suite

f (c-cp)dd°VA (dd0^)"'1 + V(ddccp)n
j
B(c)

3(c)
= f (c-^ )dd°VA (dd°y )n~l ^ V(dd% )" .

-Bte) r r r
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Faisons maintenant tendre c vers r à droite. Comme 0 ^ c - œ ^ c-r .
T

il vient à la limite

J^ (r-crtdd°VA (ddV1 + V (doV = j^ V(d(fcp J0

B(r) B(r)
= P^W .

Compte tenu de (3.5) et de l'égalité H s |JL + 1g (00%)° , ceci démon-

tre la formule 3.4 sous l'hypothèse restrictive que cp et V soient mi-

norées. Dans le cas général, on peut écrire V = lim V où V estB ' • V-.+» \/ v
une suite décroissante de fonctions psh C* sur X (cf. [FN] ). Soit
a <r fixé. D'après ce qui précède, on a l'égalité

u_(V ) = F dt F o^V A (dd% f"1 + f v (dd°cp f '
t v 'a -8(1) v a ^(r) v a

Un passage à la limite quand ^ tend vers -*-" donne

H (V) = r dt F d^VA (dd^ }nwi + F V(ddccp )11 ;
^ "Bd) a ^(r)

en effet, la mesure dd°V A(d<rcp ) converge faiblement vers

dd°VA (dd°çp )11" grâce au théorème 2.6 (a) , et cette mesure est éva-

luée sur la fonction continue l .(r-cp ) d^près (3.5) . Le théorème

de Stokes montre que la mesure dd^A Kdd0^ }a~ - (dd0^)11" j est

d'intégrale nulle sur B(t) pour tout t > a , donc on obtient

J dt J dd^A (dd0^)""'1 = M (V) - J V(dd°cp )11 .
a B(t) r B(r) a

Cette formule entraîne que les fonctions continues a — î V (dd cp )"BW v a
sont croissantes sur (-»,r( . Leur limite décroissante

a »— F V(dd cp ) est donc continue à droite, ce qui permet de passer
•B(r)

à la limite en a= -• . •

De la formule 3.4 on déduit aussitôt la formule analogue pour les

mesures ^ :

(3.6) J dt J_ dd°VA (dd^)"'1 = 4 (V) -J_ V(ddccp)D .
B(t) r B(r)

38



MESURES DE MONGE-AMPERE

En particulier pour V = 1 il vient :

COROLLAIRE 3.7. - Les masses totales de M et n sont

données par

M - J a0. I I^II-J , a11.
B(r) r B(r)

Dans toute la suite, nous laisserons au lecteur le soin de traduire

les résultats obtenus dans le cas des mesures n . Nous étudions mainte-

nant la continuité des mesures H en fonction de l'exhaustion cp .

PROPOSITION 3.8. - Soit (cp^) une suite décroissante de

fonctions psh continues convergeant vers cp sur X . et ^

les mesures de Monge-Ampêre associées à ^ . Alors ^
converge faiblement vers n pour tout r ç )-»,R( \D .

Démonstration, n suffit d'appliquer la définition 3.2. qui donne

^^-^^(dW
avec cp^ = max(cp\r) , B^ = î z ç X ; cp^z) < r { . et d^server que

B(r) = U B^ir) . Le théorème 2.6 (a) implique alors

(adW -(daV1 . w^y - (dd^^0..
La proposition suivante montre que les mesures ^ sont essen-

tiellement les mesures de désintégration du courant (da0^"'^ dcp A d°cp

sur la famille des pseudosphères S(r) .

PROPOSITION 3.9. - Soit h une fonction borélienne bornée à
support compact dans XN3(-œ) . Alors

R p_^ ç
(a) f n (h)dr = f Où A dcp Ad cp .v r ^

—flD J\

(b) Si de plus h est de classe c , on a

H (h) = J dlha A d cpî = J ha + dhAd^A a"" .
r B(r) B(r)
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Démonstration.

(a) Les deux membres définissent des mesures positives opérant
sur h . Il suffit donc de démontrer l'égalité lorsque h est continue
à support compact. D'après la proposition 3.3 et le théorème de Fubini,
la formule est vraie lorsque cp est de classe C" : le théorème de
Sard montre en effet que l'ensemble des valeurs critiques de cp est né-
gligeable. Le cas général s'obtient alors en appliquant la proposition 3.8

à une suite cp^ de régularisées de cp .

(b) D'après 3.3, la formule est vraie si cp est C" et si r

n'est pas valeur critique de cp . La proposition 3.8 étend le résultat au
cas où cp est seulement continue, pourvu que r ̂  D . 1 1 suffit alorsCP
d'observer que les deux membres sont des fonctions continues à gauche
en r . •

Soit y: j-œ,R[ — IR une fonction convexe croissante non cons-
tante. Les mesures p* associées à l'exhaustion cp* = x»cp sont alors
reliées aux mesures n par la formule de changement de variable sui-
vante :

PROPOSITION 3.10. - Pour tout r ç ï-œ,R( , on a les formules

^^"•^r • '<(r) - ̂ ^r •

^ù Y , \ sont les dérivées à droite et à gauche de \ .

Démonstration. Les égalités résultent de la proposition 3.3 lors-
que cp . \ sont de classe C" et lorsque r est valeur régulière de cp .
La proposition 3.8 implique le cas général si r ^ D , après passage à
la limite décroissante sur cp et \ . Le résultat s'en déduit par conti-

nuité pour r ç D . •
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C R
4. - Mesure résiduelle de (dd cp) sur S(-) .

Si V est une fonction psh ^ 0 , le théorème 3.4 montre que

la fonction r ̂  p (V) est croissante 2 0 . De plus, comme l'intégra-
r p n—1

blé double J dt j dd V A a ^ (J (V) est convergente, il vient
B(t) r

lim n (V) = lim f Va0 = J Va0 .
r^-œ r r—œ B(r) S(-œ)

THEOREME ET DEFINITION 4.1. La mesure j: =1. , •a11
-œ S(-CB)

portée par le compact S(-o) sera appelée mesure résiduelle

associée à cp . Pour toute fonction psh V s 0 sur X on a

j: (V) = lim H (V)
"œ r--œ r

et^ n tend faiblement vers H quand r — -œ .

La dernière affirmation résulte du th. 3.2, ou du fait qu^n peut
g

écrire toute fonction h de classe c sur l'espace de Stein X sous
g

la forme h = h -h avec h ,h ï 0 psh de classe C .
I L 1 &

L'objet de ce paragraphe est d'énoncer quelques propriétés
générales des mesures résiduelles ^ . Pour évaluer u sur des

-œ -œ

exemples concrets, on dispose du théorème de comparaison suivant,

inspiré des résultats de ( D 4 ) , (D5l sur les nombres de Leiong.

THEOREME 4.2. Soient ç. : X- I-co .R. I . j = 1.2 . deux

fonctions psh continues exhaustives et ^ . les mesures

associées respectives sur S.(r) = (cp. = r ) . On pose
) J
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^<2)
( as lim tnf —— . Alors pour toute fonction psh V a 0

^(2)- —— ^w

on a l'Inégalité

^-.^^-..l^-

En particulier, si qL ̂  îcp- quand cp (z) -* -» , on a

- »11-
^ « 9 = e ^ 1 •-co,Z -œ,l

Démonstration. Il suffit de montrer que ïl (V) ^ ^ (V)
" " " - - — œ , A —o^l

sous l'hypothèse lim inf c /̂cp, > 1 . Fixons r < B« et posons

cp = sup(cp-A,cp?) où A est choisi assez grand pour que cp coïncide

avec cpn au voisinage de S (r) . Soient n les mesures associées

à cp . L'hypothèse lim inf cpo/cp- > l entraîne qu'il existe t < r tel

que cp coïncide avec cp,-A sur B (t) = (cp < t) . On obtient donc

Î;_^(V) = lim H^(V) = Urn̂  ^(V) ^ ̂ (V) = H,.̂ (V) .

d'où H (V) « lim H (V) = ï; (V) . •
-®, l. r—-œ ^^ -œ,^

Sous les hypothèses précédentes, on peut conjecturer que l'iné-

galité entre mesures ^ y ï f. ^1 a toujours lieu, mais les
—•, 6 ""•» ••

conclusions du théorème 4.2 ne nous ont pas permis de le démontrer.

Nous disposons toutefois du résultat particulier suivant :

COROLLAIRE 4.3. Avec les notations du théorème 4.2. soit

A c S (-ac) une partie borélienne gui est réunion de composan-

tes connexes de S (-oc) et 1 la fonction caractéristique de—__ •___—>_— j^ i— ^
A . Alors pour toute fonction psh V ^ 0

^-A^^-.i^-
En particulier. Ed S (-on) est totalement discontinu, on a

^-.2 ^"^«.l •
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Démonstration. D. existe une suite croissante de compacts

K c A tels que ^ (A\K ) < 2"^ . j = 1,2 . La relation d'équiva-

lence dont les classes sont les composantes connexes de S (-oc) est de

graphe fermé (S.(-o) étant compact). Le saturé K de K est donc

une partie compacte de A ; de plus K est intersection d'une suite

décroissante de parties à la fois ouvertes et fermées dans S ( - œ )

(cf. Bourbaki [Bol , chap.II, §4, n°4). On peut donc supposer que A

est ouvert et fermé dans S (-œ) . n existe alors un ouvert U ce X

tel que A = UnS,(-œ) , ^U H S, (-«) = 0 . Soit r- = inf ço > -œ et
1 1 ° ôU 1

0 = (z ç U ; cp (z) < r ) . 0 est réunion de composantes connexes de

B (r ) , donc 0 est de Stein ; de plus cp : 0 — t-œ,r 1 est

exhaustive. Posons

cp = sup(c(^.v(cp -r^+1)) .

Pour ^ > sup cp- l'application cp : 0 •"- (-«svt est exhaustive,

tandis que pour ^ ï t on a

cp (z) cpg
lim inf —— = Um inf — = ^ .
^(z)__ ^z) ^

D'après le théorème 4.2 appliqué à cp et cp sur G , il vient

^ (t V) s 0"^ (IV) .
-œ,\/ Q -œ.l Q

Si ^ est > 0 (seul cas intéressant à considérer) on a S (-») -D S (-04 ,

donc S (-a^ =S,(-«) et on S (-œ) = U n S , ( - œ ) = A . Par conséquent
\» 1 1 1

(dd% ^O.V) = ï ( IV) î e"^ ( IV) .\/ A -œ, ̂  A œ» 1 "

On observe maintenant que la suite cp décrOit vers cp^ surv 2
l'ouvert B ( r - 1 ) quand v — + œ . donc (dc^œ ) tend faiblement1 0 v
vers (dd^)" sur B (r -l) d'après 2.6 (a) et 2.10. Comme A

est compact, A c S (-œ) c B (r -1) , et comme I V est semi-continue
1 1 0 A

supérieurement, on en déduit à la limite
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^.2^ ' «"V^ i ̂ -..l̂  • -

Dans le calcul classique qui suit, nous aurons besoin d'évaluer
la masse i|n j| à partir de la fonction cp^ e^ . A cet effet, on ob-

serve d'après la proposition 3.10 que n* = r H, » ^tou

(4.4) H (1) = lim r^^d) = lim r"11 f (dd^*)" .
r-0 r r-0 ^<r

PROPOSITION 4.5. Soit cp = Log cp* une fonction continue psh

dans (T11 , où ^ est homogène de degré t > 0 et (qf) (0) = 0.

Alors

(dd )̂̂  (2Tr^)nô^

^ù 6^ est la mesure de Dirac en 0 .

Démonstration. L'homogénéité de cp* implique (dd cp) = 0 sur
A

Œ \{0} . Dans le cas particulier cp*(z) = |z | . o n trouve
(dd° €?*)"= 4°^ d\ (d\ = mesure de Lebesgue). d'où H^ (l) = (4Tl)11

et (dd0:?)" = ÏL = (4TT)n6 . Le cas général résulte du théorème 4.2. •

Exemple 4.6. A titre d'illustration de ce qui précède, regardons

le cas où cp(z) = Log sup( |z |,..., (z |) dans Œ . Comme cp ne dé-

pend que de n-1 variables au voisinage de tout point du complémentaire

de la "diagonale" A = ( |z | = ... = |z |) , on en déduit par homogénéité

de e^ que (dd cp) = 0 sur Œ \û . La proposition 3.7 montre alors

que la mesure p est à support dans le bord distingué

r(r) = [ |z 1 = ...= |z |= e1") = S(r)H A du polydisque B(r) . Comme

^ est invariante par les rotations préservant B(r) , et comme

Iju II = (211)" d'après 4.5. il en résulte que p = d6 A.. .Ad6 avec

r+i6,
z. = e J . l sj $ n . On obtient de plus :

(dd^)" = (2TT)" 6^ .

(dd )̂ A dcpAd cp = dr A d6 A. . .A d6 sur A\(0) .
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Revenons maintenant au cas général. Soit x ç X un point quel-

conque et w = (w ,w ,...,w.) les N fonctions coordonnées relatives
Nà un plongement d'un voisinage U c X de x dans Œ , tel que

w(x) = 0 . n existe un voisinage o ce L- de x et r < 0 tels que

la fonction cp-(z) = Log|w(z)| : Q — ^"•^^ sou exûaustive. La for-

mule 4.4 donne alors (cf. [D5] ) :

i;,^(l)= (4TT)\((XÏ ,x)

où ^(lX) ,x) est le nombre de Leiong en x du courant d'intégration

de X dans Œ1^ . égal d'après P. Thie [Th] à la multiplicité algé-

brique m(X,x) de X au point x . On obtient donc

(4.7) H = (4TT)nm(X.x)6 .
-œ, 1 X

Pour une fonction cp quelconque, on obtient le résultat suivant, qui est

bien connu au moins dans le cas où X est lisse.

COROLLAIRE 4.8. Désignons par v(cp.x) le nombre de

Leiong de cp en tout point x 6 X . Alors

(dd )̂" ^ j;̂  ï2n T, m(X.x)v(cp.x)\ .
xçX

Démonstration. Avec les notations précédentes, l'une des défi-

nitions équivalentes des nombres de Leiong est la suivante :

^^-^ L^ÎTI-
f\

Posons alors cp (z) = ^(z) Log|w(z)| + A^(z) où \ est c" à sup-

port compact dans Q , y = 1 au voisinage de x . ^ strictement psh
2

de classe C sur X et A > 0 assez grand. D'après le corollaire

4.3 et la formule (4.7) il vient :

lim inf -^--^cp.x) .
z-,x ^(z) 2n

d'où

^-œ ^ (^v^»^) î  ï 2nm(X.x)v(cp.x)n6 • •
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5. - Principe du maximum.

Soit cp une fonction d'exhaustion psh continue sur un espace

complexe X . Nous allons voir que les fonctions plurisousharmoniques

sur X satisfont le principe du maximum relativement aux mesures de
Monge-Ampère associées à cp .

THEOREME 5.1. .Si B(r) = (cp< r) ^ 0 , alors ||̂ || > 0

et pour toute fonction V psh sur X on a :

sup V = sup essentiel de V relativement à n .

L'exemple 4.6 montre que l'hypothèse de plurisous harmonie! té
de V dans le théorème 5.1 est pertinente.

Démonstration, n n*est pas restrictif de supposer V ^ 0 . Nous
allons alors montrer que sup V = ||V|| en appliquant la formu-

L (|j )
le de Jensen à une fonction d'exhaustion cp' bien choisie.

9
Soit ^ une fonction strictement psh de classe C sur X

z ç B(r)n X un point régulier et L ce B(r)nX un voisinage de z
Pour c > 0 assez petit, la fonction

cp*(z) = sup((p(z).cp(z ). r-^ + e^(z))

est égale à e^(z)+Cte sur U et coïncide avec cp au voisinage de

S(r) . La mesure ^ peut donc aussi bien être définie par çp' . ce
qui donne

^(V) = f d t j dd^^d^)""1 + J V<ddccp)n

B ( r ) H { c p < t ) B(r)

^"r V(ddV €"( V(ddV
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En particulier ||n || = n (1) > 0 . Remplaçons maintenant V par Vp

et faisons tendre p vers +o> . n vient :

V(z ) ^ lim [r V^do0^)0] ^ lim [e^^P)] = ||V||
p -̂h» L ,̂ J p-.+wL r j ^œ^ ^

On obtient par conséquent

^W'^Bwnx^^ll. ,
reg L (l-^)

Dans l'autre sens, l'inégalité

1|V|]̂ .̂ V

est évidente. Si on prouve la continuité à gauche de la fonction
r ^ ||V|| on aura donc

L"̂

||V|| ^ lim sup V ^ sup V .
L ( H } t<r. t-r ^ B(^)

LEMME 5.2. Pour toute fonction psh V s 0 , l'application

r -» ||V|| est croissante et continue à gauche.
L^)

Démonstration. La formule 3.4 montre que la fonction

r — n (V) est croissante et continue à gauche. Sur tout intervalle

)-œ,r 1 . r < R , les fonctions

r - [|;M |j'1 n(V^] . p ç [1 .4 ,1
L 0

sont donc croissantes et continues à gauche, et forment une famille

croissante par rapport à p en vertu de l'inégalité de Hôlder (la me-

sure ||u II n est de masse ^1) . La limite quand p- +œ , à
'O r

savoir r— [JV|| , est donc croissante et continue à gauche sur
L^)

]-<^) ..
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6. - Propriétés de convexité des fonctions psh.

Un résultat bien connu de P. Leiong (cf. [Le 11) afûrme que
n

le sup, la moyenne et plus généralement la moyenne L d*une fonction

psh sur la sphère euclidienne de rayon r dans Œ sont fonctions

convexes de Log r . Nous nous proposons détendre ces propriétés à

une situation beaucoup plus générale.

Soit X un espace de Stein de dimension pure n ,

cp : X-*[-œ,R[ une fonction psh continue exhaustive. On suppose que

cp est Monge-Ampère-homogène, i.e. il existe A ç [-«,R[ tel que

(6.1) (dd^))^ 0 sur rouvert (cp>A) .

Pour toute fonction psh V sur X et tout r > A le théorème 3.4

montre alors que la dérivée à gauche

(6.2) — — u ( V ) = J dd^Ao""1

- B(r)

est positive croissante en r . d'où le

THEOREME 6.3. La fonction valeur moyenne r — M (r) = n (V)

est convexe croissante sur ]A,Rl .

Le cas classique évoqué au début correspond à la boule de

rayon e dans <T avec cp(z) = Log|z| , A = -œ . Plus générale-

ment, on a un résultat de convexité pour les moyennes en norme l?

définies par

p r DI1 /?
M^(r) = [u^)] . p 6 (!.+»( .
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THEOREME 6.4. La fonction r ̂  M^r) est convexe croissante
sur 1A,B( .

Démonstration. Par régularisation on se ramène au cas où V

est psh > 0 de classe C* . Etant donné e>0 , considérons la fonc-

tion

h(r) = f n (vP)dt = J V^^AdcpAd^ , rç ]A+e.R(
€ r-e B(r)\B(r-€)

(la dernière égalité résulte de la proposition 3.9 (a)) . Comme
H (V ) = lim — h (r) . il suffit de prouver que h est convexe pourr e-0 e e e

tout e > 0 . On doit donc vérifier l'inégalité

(6.5) h h" - (l-^h*2 2s 0e e P e

où la dérivée seconde h" est, disons, calculée à gauche. D'après la proposi-

tion 3.9(b) et l'hypothèse (6.1) il vient

h;(r) = ^(V^ - U^-e^

= J dfV^^Ad0:?]
B(r)\B(r-c)

= J pV^dVAa^AdV
B(r)\B(r-e)

La formule (6.2) implique par ailleurs

h-(r) = J dd^Ao1'1 .
£ B(r)\B(r-€)

Grâce à l'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient

h' (r)2 ^ J V^""1 A dcpAd^ . J pV^dVAd^ Aa"'1
€ B(r)\B(r-c) B(r)\B(r-e)

et la relation (6.5) cherchée découle de l'inégalité

dd0^) ï p(p-l)VP '"2dVAdcV . •
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COROLLAIRE 6.6. Les fonctions définies par

(a) M^d") = Log H )̂

(b) M;(r) » supg^V

sont croissantes convexes sur )A,BÏ .

Démonstration. La propriété (a) résulte du théorème 6.4 et

de l'égalité

Logn^eV Um P^l-^)] -1 •

Le principe du maximum (th. 5.1) entraîne d'autre part

^W^j^i1-08^
par suite (b) est conséquence de (a) . •

En vue des applications à Pétude des espaces fibres, nous dé-
montrons maintenant une version avec paramètre du théorème 6.4. On

se donne un morphisme TT : X — Y d'espaces analytiques de dimen-
sions pures dim X = m+n , dim Y = m et des fonctions cp : X —[-œ.+œ[

psh continue. B : Y —j-œ.+a>] (resp. A : Y — t-co,+œ() semi-

continue inférieurement (resp. supérieurement) vérifiant les propriétés

ci-dessous.

Hypothèses 6.7.

(a) TT est sunectif. et les fibres n~ (y) . y € Y sont de di-

mension pure n .

(b) n est un morphisme de Stein, i.e. Y possède un recou-

vrement ouvert (0) , - , tel que n (Q.) soit de Stein—————————- 1 JfcJ )
pour tout j ç J .

(c) cp(x) < R(n(x)) et A(y) < R(y) quels que soient x ç X ,

y € Y .
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(d) Pour tout y € Y et tout r < R(y) . il existe un voisinage

U de y dans Y tel que n^aDnBO") ce X .

(e) (dd0^" sO sur l'ouvert (xçX ; cp(x) > A(TT(X))) .

On note ici encore B(r) = (cp<r l . S<r) = [ c p = r ) et a - dd°cp

Sous les hypothèses (c) et(d) le §3 permet d'associer à chaque fibre

TT (y) une famille de mesures n portées par rr^nS^) poury» ^"
r ç )-a>,R(y)t . Etant donné une fonction psh V sur X on introduit
les valeurs moyennes

^V^ = ̂ (v) •

^(y^)= [^r^]^ si P ̂ ^i .
M^ty.r) = Logu (e^ .

" y»r

M^ (y. r) = sup V .
TT' (y)nB(r)

PROPOSITION 6.8. Pour tout r fixé. les applications

y — H ^.(V) et y — M^(y,r) sont faiblement psh au sens

de la définition 1.9 sur l'ouvert [y € Y ; A(y) < r < R(y) )

Démonstration. Comme le résultat est local sur Y , l'hypo-

thèse 6.7(b) permet de supposer X. Y de Stein. Un passage à la li-

mite décroissante nous ramène alors au cas où V est psh de classe
C ; si p > 1 on peut supposer de plus V> 0 . Soit e > 0 arbitraire

et \ : ] r -e . r f -* IR une fonction C*10 ^ 0 non nulle à support com-

pact. Par analogie avec le théorème 6.4. introduisons la fonction auxi-
liaire

r
h(y) = J p ^\{t) dt = J V^cp) c"'1 A dcp A d°cp

r-c •" -l
n (y)

définie sur l'ouvert

^ = } Y € Y ; A(y) + c < r < R(y){ .

Pour conclure, il suffit de montrer que h^ est faiblement psh sur
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U .Si p > 1 il s'agit donc de montrer que

hdd^ - (l-èdhAd^ 2 0 .

Soient u , v , w des formes réelles de classe c9 sur Y à support

compact dans f 9 de bidegrés respectifs (m, m) , (m,m-l)® (m-l,m)

et (m-l.m-l) . D'après le théorème de Fubini. qu'on applique d'abord

en supposant cp de classe C* , il vient

J* hu = f V^cp) a""1 A dçpA 0% A T*U ;
Y X

le cas où cp est seulement continue s'en déduit par limite décroissante

(th. 2.6). On observe maintenant que l'intégrande est à support dans
TT" (Suppu) n (B(r)\B(r-e)) ce X (hypothèse 6.7 d) et que le courant
X(c^a ~ A d^Ad0^ est d-fermé (hypothèse 6.7 e) . Au moyen d'une in-
tégration par parties sur Y et d'une autre inverse sur X on obtient
donc successivement

(6.9) J dhAv = J ^(V^A^Wa1"1 Adcp A 0% A TT*V .
Y X

(6.10) J dd°hAw = J dd^^A^cpîa^Ad^A Q^ATT^W .
Y X

Supposons que la (m-l.m-l)-forme w soit ^ 0 . L'égalité (6.10)
montre déjà que J dd h AW 2 0 , donc dd h 2 0 sur U , ce qui

Y €

résout le cas p = 1 . Dans le cas général p > 1 , soit y une 1-forme

réelle C* sur Y et Ve = Ky^Ly1 '0) . L'égalité (6.9) combinée à
l'inégalité de Cauchy-Schwarz entraîne

(* dhA-y Aw = (* pV dVATT*Y A v(cp)a AdcpAd çpATT*w
Y X

< i J (V^tvA^0)-»- p^^^V AdcV) A Y(crtan"lAdcpAdccpATT*w
X

^ t J (^AY AW + -p- dd hAw)
Y p"

C D Ccompte tenu que dd V 2s p(p-l)dVAd V . Comme ceci est vrai pour

toute forme w ss 0 , on en déduit au sens des courants l'inégalité

dhAy • ^ ' Y A d h ^ h y A v -*• -p dd h .
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Observons que h est partout > 0 sur U d'après 4.1 ; si nous fai-
<j^ €

sons tendre maintenant y vers -g- . il vient l'inégalité attendue

^dhAd^ ^^-dd°h .n p-l
Pour voir que h est localement majorée sur Y , il suffit de regarder

le cas où V = l . L'égalité (6.9) montre alors que dh = 0 , donc h

est localement constante sur X . m

La proposition 6.8 contient en fait le résultat plus général sui-

vant, qui était notre principal objectif.

THEOREME 6.11. Les fonctions sur Y x Œ définies par

(y.z) - M^fy.Rez) . M^(y.Rez) . M^V, Rez) . M^(y.Rez)

sont faiblement psh sur l'ouvert

}(y.z) ç Y x Œ ; A(y) < Rez < R(y)( .

Démonstration. On considère le morphisme

' f f = T î x i d : X x Œ - Y x Œ

et on munit X x Œ . Y x Œ des fonctions

îp(x. z) = cp(x) - Re z . T((y. z) = R(y) - Rez . X(y, z) = A(y) - Re z .

de sorte que les hypothèses 6.7 (a-e) sont vérifiées relativement à ces

données. Si ^ (x. z) = V(x) on a par construction

^.zLO^^y.Re^.

et le théorème 6.11 découle donc de la proposition 6.8. •

COROLLAIRE 6.12. Soient ( X ) . des espaces de Stein de
î I^Ï^K

dimension pure n. et cp. : X. — Ï-®,R<[ des fonctions psh
3 1 1 ç m

continues exhaustives telles que (dd cp ) •' s 0 sur l'ouvert

[xç X;cp,(x) > A.) . Si V est, psh sur X x . . . x X les
J J J 1 K

fonctions
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Vr-^ • ̂ .r^^,^®-®^^ •
o 1/P

My(r^...,r^) • M (r^—.i^)

M^ ,̂...,̂ ) - LogM v^l'—1'^

lÇ^,....r^-aupg^ ^(r/

sont convexes en les variables (r,,...,r.) € T"T 1 A , B ( si-1 K l^j^k 1 3

multanément et croissantes par rapport à chacune des r .

Plus généralement, ŝ  X est un espace analytique de dimen-

sion pure n et si V est psh sur X x X x...x X. , la
fonction

M^(x^.Rez^....Bez^) = M^ (Bez^...,Rez^)

(resp. p = 0 , exp. «) est psh sur couvert

X^xUlA^Bez^B^cX^xa?'.

Démonstration. H suffit de prouver la dernière affirmation.

On raisonne par récurrence sur k . Pour k = 1 . le théorème 6.11
appliqué à TT : X = X x X -̂  X = Y et cp = cp. montre que la fonc-

tion

(̂  -^o'^

est faiblement psh . Si de plus V est continue, cette fonction est
séparément continue en x et convexe en Rez. , donc continue en
(x ,Bez ) . Grâce au corollaire 1 .12 . M^tx .Rez ) est donc psh .
Le cas où V est quelconque s'obtient en écrivant V comme limite
décroissante de fonctions psh continues.

Pour k > l . la propriété résulte à Perdre k de sa validité

aux ordres 1 et k-l en posant
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W ( X , X ,̂  Z ) » ^ .l<Be^k)

V A R. A R. 'VAf»»^!--»» / K

et en observant que

M^,Be^....,Bez^) = M^ ̂ (Be ,̂...,Be z^) . .

Nous terminons ce paragraphe en réexaminant à la lumière des
résultats précédents l'inégalité de convexité de P. Leiong, qui mesure

de façon précise les variations de croissance d'une fonction psh sur

un espace fibre le long des différentes fibres. Cette inégalité a été utili-

sée par H. Skoda [Sk2] pour construire un premier contre-exemple

au problème, posé par J.P. Serre en 1953. de savoir si un fibre à

base et à fibre de Stein est lui-même de Stein ; voir aussi [D 1] .

ÏD2] pour d'autres contre-exemples et [D3] pour une construction
simple et rapide.

Soit n un espace de Stein irréductible de dimension m . qui
jouera le rôle de base du fibre, et X un espace de Stein de dimension
pure n . qui sera la fibre. On suppose qu'il existe des fonctions

^} : 0 — [-•,B[ , cp : X — (-œ.+œ[ psh continues exhaustives telles
que

(dd%)111 = 0 sur [^>A] . (dd0^" = 0 sur [cp > 0) .

Par exemple si X est une variété algébrique affine, il existe un mor-

phis.me fini F : X — Œ11 (th. de normalisation de Nœther). et il suffit

de prendre cp = Log||F|| où || || est une norme sur (E11 ; le même

raisonnement vaut localement sur Q pour l'existence de ^ .

Soient V une fonction psh sur Q x X et des réels a.b.c.r

tels que A < a < b < c < R et r > O . L a propriété de convexité du

corollaire 6.12 montre que

M^(b.r) ^M^(a.or) + (l-^)[M^(c. 0) - M^(a. or)]
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C—flavec o =—- . n résulte du théorème 7.5 démontré au paragraphe sui-

vant que M^a.r) —• +œ quand r -»+œ dès que V est non constante
sur au moins une fibre [z)x X , z ç B(a) . H existe alors une constante
r dépendant de a,b,c.V telle que

(6.13) M^(b.r) < AÇ(a.or) pour r > r^ . où o = ̂  .

Si (A) est un ouvert relativement compact dans 0 , on pose maintenant

M>;r)=sup^^V.

Grâce à un raisonnement élémentaire de compacité et de connexité (cf.
[Le2] , th. 6.5.4) on déduit alors de (6.13) le résultat suivant :

COROLLAIRE 6.14 (Inégalité de P. Leiong). Soient 0 un

espace complexe irréductible, uu . Wy deux ouverts relativement

compacts dans Q e^ V une fonction psh sur Q x X , suppo-

sée non constante sur au moins une fibre (z }xX . Alors _il

existe une constante o > 1 ne dépendant que de œ , w , 0, et

une constante T dépendant en outre de V, telles que pour

tout r > r on ait

M^(u^;r) < M^; or) .

Dans les applications pratiques se pose le problême du calcul

explicite de la constante o. L'inégalité (6.13) apporte une réponse théo-

rique complète à ce problème. Si uu,,u^ ce- o sont des ouverts de (C ,

on cherche une fonction harmonique ^ sur O\ÏÏL qui tend vers 0 sur

ôuu et vers 1 sur ô0 (resp. vers +«» si ô0 est de capacité 0) ; on

prolonge ^ par 0 sur uu et on pose b = sup ^ . Toute constante

o > —. (resp. o>l) répond alors à la question. Le cas où la base 0

est de dimension m > 1 revient à résoudre un problème de Dirichlet

analogue pour l'équation de Monge-Ampère (dd ^m = 0 sur 0\0î
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n est facile de voir que la constante o ainsi obtenue est la
meilleure possible. Un calcul élémentaire montre en effet que la fonc-

tion
^(t.r) = exp(—+——ç)

(1-t)
est croissante convexe sur [O.ll x t0.+«[ . La fonction psh

V = \{^ .cp ) contredit alors (6.l3) pour tout o ^ ̂ ';
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7. - Croissance à l'infini des fonctions psh .

Soit X un espace de Stein irréductible de dimension n et

cp : X —fc [-a>,+Bo( une fonction psh continue exhaustive (on a donc
ici B = +») . On note

TW = 11^11 = J ^
B(r)

c
où a = dd cp . le volume de la pseudoboule B(r) = (cp<r) . La formule

de Jensen 3.4 permet alors de relier la croissance du courant dd°V
à la croissance de V . De façon précise :

PROPOSITION 7.1. Soient V une fonction psh sur X .
TQ € 1R et e ç 10. l( . H existe une constante C > 0 dépen-
dant de V , e , r telle que pour tout r 2 r on ait

(l-e)rj dd^Aa"'1 ^ ^ (V) + C T(r) .
B(^)

Démonstration. Posons V =sup(V.-v) . v 6 IN . Les mesures
dd V A a " convergent faiblement vers dd^Aa""1 quand y — +œ ,

par suite lim inf J dd°V A a""1 î J dd°VA a"'1 . H existe donc
v-+» B(r^) v B(r^)

\» ç. IN (dépendant de V. c. r ) tel que

J dd°V A a"'1 ^ (l-e); dd^Aa""1 .
B^) ^ B^)

La formule 3.4 appliquée à V donne d'autre partv

(r-r^J dd^Aa"'1 ^ M^V^) - J V a" ^ M^(V^) + vï(r) .

Ces deux inégalités combinées entraînent la proposition 7.1 avec
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C = v + ——° f dd^Aoi11"1 ••
^ B^)

Dans toute la suite de ce paragraphe, nous ferons une hypothèse

de modération sur la croissance du volume de X .

HYPOTHESE 7.2. lim ^r) = 0 .
r-^-o r

Nous obtenons alors comme conséquence immédiate de la pro-

position 7.1 1 inégalité fondamentale suivante :

COROLLAIRE 7.3. Sous P hypothèse (7.2), on a pour toute

fonction V psh :

F dd^Ao1"1 $ lim inf -^(j (V ) .
"X r-^o r r +

Cette inégalité sera exploitée principalement au moyen du lem-

me suivant :

LEMME 7.4. Soient ^ une fonction strictement psh de
2

classe C sur X et r < r avec B(r ) / 0 . Alors il
1 6 6

existe une constante C(r ,r ) > 0 telle que pour toute fonction

psh V :

J dd^A (dd%)"'1 s. C(r ,r )J dd^Aa""1 .
B(r^) B(r^)

Démonstration. Posons cp* = sup(cp, r-»• e^ +^/e~) où e > 0

est choisi assez petit pour que ^ = ̂  au voisinage de S(r ) et

cp' = r + €»i(+,/e sur B(r) . D'après le théorème de Stokes il vient

J dd^Atdd^"'1 = J ddcVA(ddccpt)n^l

B(r^) B(r^)

n - l f » jiC,- ,,c .n-ls e J dd V A (dd ^) . •
B(r^)
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THEOREME 7.5. Toute fonction psh V sur X vérifiant

l'une des hypothèses de croissance ci-dessous est constante :

(a) lim inf ^ ^(\y = 0 ;

(b) ^PB^ != ^W^ guand r ^ '4'œ -

Démonstration. Le théorème 5.1 donne

^} ^ ^rll^B^)^ = ̂ ^(r)^ •

donc l'hypothèse 7.5 (b) impUque 7.5 (a) . Sous l'hypothèse 7.5 (a).

le corollaire 7.3 et le lemme 7.4 montrent que dd°V = 0 , i.e. V

est pluriharmonique. Pour tout x çX la fonction z »•— V(z) = sup(V(z),V(x))

vérifie encore 7.5 (a) , elle est donc pluriharmonique. D'après le prin-

cipe du maximum -^ est constante sur X (X est supposé irréductible).

i.e. V ^ V(x) ; V est donc constante. •

Dans la situation usuelle de l'espace hermitien Œ et de la

fonction d'exhaustion cp(z) = Log|z| , le théorème 7.5 redonne (avec une

démonstration un peu plus simple) un résultat dû à N. Sibony et P.-M. Wong.

Définissons l'ordre logarithmique p(V) d'une fonction psh V dans (E

(resp. d'une fonction entière F) par

Logsup. . V ( z )
l + p(V) = lim sup _____j » . (resp. p(F) = p(Log|F|).

r--K» LogLogr

En d'autres termes V et F sont d'ordre logarithmique ^ p si pour

tout € > 0 on a

V^(z) ^(z)1^"^ . (resp. |F(z)| ^ exp^z/^^))

quand (z | est assez grand. En particulier, tout polynôme est d'ordre

logarithmique nul. et toute fonction entière d'ordre logarithmique fini est

d'ordre nul au sens usuel.
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COROLLAIRE 7.6 ((SWi ). Soit F une fonction entière non

constante d* ordre logarithmique p < l . et X une composante

irréductible de P hyper surf ace F" (0) . Alors toute fonction

psh V sur X d'ordre logarithmique < 1- p est constante. En

particulier, les fonctions psh et holomorphes bornées sur X

sont constantes.

Démonstration. Le th. 7.5 nous ramène à estimer le volume

de X relativement à cp , ce qui est un problème classique. Le courant
i p

^intégration sur X est en effet majoré par — dd Log|Fj en vertu

de ^équation de LeIong-Poincaré (cf. (Leil ) ; on a donc

c i iC .n—l r* 1 ï,c -, i_ i n—1T(r) = f (dd cp) ^ J —dd Log |F | A a
Xn(cp<r) (cp<r)

Après translation éventuelle on peut supposer F(0) ^ 0 . La proposi-

tion 4.5 et la formule 3.4 appliquée à V = — Log|F| dans Œ don-

nent alors

J T(t)dt € n^Log|F|) - (2T^)n^Log |F(0)| ^ Cr1'^6

— œ

pour r ^ r (e) . Comme la fonction T est croissante, on en déduit

T(r) ^ - f r(t)dt ^ C^ € . La conclusion résulte alors de 7.5 (b). •r ^r
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8. - Fonctions holomorphes polynomiales.

Nous conservons ici les notations et hypothèses du §7 : X dé-

signe un espace de Stein irréductible de dimension n , muni d'une fonc-

tion d'exhaustion psh cp vérifiant la condition (7.2) de croissance du

volume.

DEFINITION 8.1. SH F est une fonction holomorphe sur X ,

on appellera degré de F le nombre

6(F) = limsup ^t^(LogjF|) .
r-»-hx)

Les inégalités évidentes Log |FG| ^ Log |F | + Log |G | et

LogjxF+uG| ^ LogjF| + LogjG| + Log^|X+n| , jointes à (7 .2) , en-

traTnent pour tous scalaires X , H € Œ :

6(FG) ^ Ô(F) + Ô(G) . 6(\F+ HG) a» Ô(F) + 6(G) .

L'ensemble des fonctions holomorphes de degré fini est donc une Œ-

algèbre intègre.

DEFINITION 8.2. On note

(a) A (X) l'algèbre des fonctions holomorphes de degré fini,
cp

qui seront dites fonctions çp-polynomiales.

(b) K (X) le corps des quotients F/G avec F . G ç A (X).cp —— cp
dit corps des fonctions cp-rationnel les.

La terminologie est justifiée par le théorème 8.5 ci-dessous.

Dans tous les exemples que nous connaissons, Pégalité A (X) = K (X)D 0(X)cp cp
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a lieu. mais nous ne savons pas si cette propriété est générale. D'autre

part. si X est normal. A (X) est une sous-algèbre intégralement
CP

close de K (X) (vérification immédiate).
CP

Avec ces définitions, on a l'inégalité fondamentale suivante.

qui découle de la proposition 7.3 appliquée à V = LogjFl .

PROPOSITION 8.3. Soit [Z ] = — dd° Log |F | le diviseur

des zéros d'une fonction F ç A (X) non identiquement nulle.
Alors

2 n r [Z 1 Aa""1 ^ Ô(F) . •
X b

COROLLAIRE 8.4. Soit a un point régulier de X . On dé-
signe par ord (F) l'ordre d'annulation d'une fonction holomor-

phe F en a . Il existe une constante C(a) > 0 telle que

pour toute fonction F 6 A (X) non nulle on ait :cp ——————————
ord^(F) s C(a)ô(F) .

Démonstration. Soit ( z , z , . . . , z ) un système de coordonnées

locales sur X , centré en a , tel que la boule |z | ̂  c soit relative-
ment compacte dans X . Le lemme 7.4 entraîne l'existence d'une cons-
tante C > 0 telle que

J ÏZ^] A (dd^zl2)"'1 ^ C J [Z ] A a""1 .
|z|^e X

Le corollaire 8.4 résulte alors de la proposition 8.3 et de l'inégalité
classique de P. Leiong (Le l) :

(4TTC2) l '"nJ Ï Z ^ j A (dd0^!2)"'1 ^ ord^(F) . •
|z | ^ e

En utilisant un raisonnement classique remontant à Poincaré
et développé par Siegel ÏSilj . ISi2) . nous allons maintenant en
déduire un théorème d'algébricité très général.
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THEOREME 8.5. Le degré de transcendance sur (T du corps

K (X) des fonctions cp-rationnelles est tel que :
CP

(a) 0 ^ deg tr,- K (X) ^ n = dim X .u, q)

(b) Si deg tr_K (X) = n . alors K (X) est une extension de— u cp "" ' """ cp
type fini de (T .

Démonstration. Soient F ,...,F des fonctions cp-polynomiales,

(k .....k ) un N-uplet rentiers ^ 0 , et P 6 Œ(X^...,X^1 un polynOme

tel que deg P ï k. et P(F^...,F^) i 0 . On a alors

Log,(P(F .̂...F^ ̂  k^Logj^ .Cte .

5(P(F^...F^.^k^(F^.

Le corollaire 8.4 donne donc l'inégalité

(8.6) ord^P(F^....F^) ^ C(a) ^E^ k^(^) .

Supposons F .....F algébriquement indépendantes. Alors la dimension

de l'espace vectoriel des polynômes P(F .....F ) est égale à

(k+l)...(k +1) . Pour tout entier s 2 0 donné, le système linéaire

homogène

^P(^.....F^=0, ^ 6 IN", H ̂  s ,

admet une solution non nulle dès que cette dimension excède le nombre

d'équations, égal à (n^) ^(n-^)" . La fonction P(F^.....F^) s'an-

nule alors au moins à l'ordre s+1 au point a . et le choix de s tel que

s ^ C(a) 2 k. Ô(F.) < s+1 contredit l'inégalité (8.6) à moins que
n

(k^)...(k^i) ^ ("^ ̂ [n+c(a)^ WJ •
Prenons alors k =...= k - k et faisons tendre k vers +» . L'iné-

M r»
galité précédente montre que (k-H) ï;ae(k+l) . par suite N ^ n et

la propriété (a) est démontrée.
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Supposons maintenant deg tr_,K (X) = n . et soient F.....FQ, (p i n
n fonctions algébriquement indépendantes de A (X) . Pour démontrercp
(b) , il suffit de majorer le degré de Pextension algébrique

[K W '' Œ(F .....F )] . Si F^ ç A (X) est algébrique de degré d

sur (E(F ,...,F ) , les monômes F 1 ... F "F -^ sont linéairement

indépendants dès que î < d . Le raisonnement précédent appliqué

avec k = d-1 donne doncn+l

(k^-l)...(k^+l)d ^ ̂  fn+C(a)(L ^ ô (F^) + (d-1) 6 (F^))j .

Prenons k -q k,....k ~ q k où <li.--.qQ 80nt des réels > 0 et

k — + œ . n vient à la limite

^•••v^.iï^^wr •
et le choix <r = l/ô(F.) donne la majoration explicite attendue du de-

gré :

^(^^,..^)..

Signalons que le théorème 8.5 (b) ne dit rien en ce qui concer-

ne l'algèbre A (X) elle-même ; comme nous le verrons au §10 , ilcp
se peut fort bien que l'algèbre A (X) ne soit pas de type fini.cp

A titre d'application, considérons le cas particulier où X est

un sous-ensemble analytique (fermé) de dimension pure n dans Œ
2

muni de la fonction d'exhaustion cp(z) = Log(l+|zj ) . La métrique as-

sociée a = dd°cp s'identifie avec la métrique de Fubini-Study de l'es-

pace projectif ff^ . tandis que la métrique 3 = dd^^ coihcide avec
la métrique hermitienne plate de Œ . L a proposition 3.10 implique

les relations
„ n 2 n „ n
f ^ = (l^r ) J a .
Xn(|z |<r) Xn(cp<Log(l+r ))
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Vol (X) = J a^Um r"20; 0° .
a X r-+< "xndz^r)

Le théorème 8.5 redonne alors de façon élémentaire le résultat classi-

que suivant dû à W. Stoll [St l] .

COROLLAIRE 8.7. Soit X un sous-ensemble analytique fermé

de dimension pure n dans (E , dont le volume projectif

Vol (X) est fini. i.e. le volume euclidien vérifie P estimation
a ———— ———————————————————————

Vol (Xn{ |z | < r )) ^C.r211 . C ss 0 .

Alors X est algébrique.

Démonstration. Chaque composante irréductible de X est de

volume au moins égal au volume d1^ n-plan (cf. ÏLel) ), donc ces

composantes sont en nombre fini, et on peut supposer X irréductible.

On observe maintenant que les polynômes P € Œ[z .....z )

induisent sur X des fonctions cp-polynomiales au sens des définitions

8.1 et 8.2. En effet, ^estimation évidente Log |P| ^ ^ deg(P)cp + Cte

entralïie

6(P) = lim sup r^r^^+PP ^ ̂ vo[ (^O*0^1') •
r-.+œ a

Considérons alors le morphisme de restriction

(r^.....z^l—A^X)

et Pidéal 1 , noyau de ce morphisme. Puisque A (X) est intègre, 1
cp

est un idéal premier ; de plus la variété algébrique irréductible des

zéros V(I) contient X par définition. Le théorème 8.5 (a) montre

que (Lis......z 1 /!<-A (X) a un degré de transcendance au plus égall r4 cp
à n = dimX ; par conséquent dim V(I) $ n et X = V(I) . •

Remarque 8.8. Dans la situation du corollaire on a un iso-

morphisme Œlz ,..., z 1 / I -^ A (X) . en particulier A (X) est de

type fini. Sinon, il existerait une algèbre B de type fini telle que
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(T[z ...,z 1/1 ^ B c A (X) . Soit M = SpmB la variété algébri-

que affine associée à B (voir (Dil , tome 2, chap.I, pour le forma-

lisme de base concernant les variétés algébriques) ; les inclusions pré-

cédentes induiraient alors respectivement un morphisme algébrique

M — V(I) et un morphisme analytique V(I) = X — - M , réciproques Pun

de l'autre. Par suite le morphisme V(I) -» M serait algébrique, et

on aurait Œ[z ,...,z-J /I = B contrairement à Phypothèse. •
l N

Nous allons voir maintenant comment ces résultats se transpo-

sent au cas des sections "polynomiales" d*un fibre linéaire. Soit L un

fibre linéaire hermitien au-dessus de X , D la connexion hermitienne
0

canonique de L , et c(L) = D la (1, l)-forme de courbure de L .

Si o est une section holomorphe non nulle de L . on obtient

pour tout c > 0 :

lô-â Log(c. H2) - là pSî ] - c(Da^ - -M2-, c(L) .
'-e+lol2-1 (e+|o|2)2 e+|o|2

0

La formule de Jensen 3.4 appliquée à la fonction V = ^Log(c+|o| )

donne alors, compte tenu que V ï Log e2 :

r p e(Do|Do) n-1
J dt J ———~TZ A ci
0 B(t) (e-^ol )

2
= (^dt F M . cd^Ac""1 •̂  (V ) -n (V ) - J Va"

'0 "BU) €+|o| B(r)\B(0)

^ r f lc(L)Aa"'1 ] + M (V) + T(r)Loge"^ .
'X + r

où IC(L)ACL J désigne la partie positive de la mesure c (L )Aa

Divisons cette inégalité par r et faisons tendre r vers +œ . Comme

V $ Logjo| + $Log(l+e) . il vient

: i(D£l̂ ^"-1 ^^ sup ^ p^(Logjo|) ^ JIciDAa"'1!^ .
^X (e-»-| o| ) r-+œ X
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€(DoJDo)Quand e tend vers 0 , le terme ————y converge faiblement vers
(e+H2)2

le courant d'intégration 2n[Z ] associé au diviseur des zéros de a .

On obtient donc la généralisation suivante de l'inégalité 8.3.

PROPOSITION 8.9. Pour toute section holomorphe o t 0 de

L , on a

2n f (Z ] A a"'1 ^ ô(o) + Ô(L)
X a

où ô(a) , Ô(L) désignent les "degrés" respectifs de o et L :

ô(o) = lim sup 1 n (Log |o | ) ,
r—+œ

Ô(L) = J (cO^Aa1"1]. .
X

Le théorème d'algébricité s'énonce maintenant comme suit.

THEOREME 8.10. On désigne par K (X.L) le corps des fonc«
ffl

tions méromorphes sur X de la forme o,/^ avec o. € 0(L ),

m 6 IN . 6(0) < +œ . j =1.2 . Si le fibre L est de degré

Ô(L) fini. alors :

(a) 0 ^ deg tr- K (X. L) ^ n = dim X ;u cp
(b) Si deg tr- K (X. L) = n . le corps K (X. L) est de type

— Œ cp Cp
fini.

» »
°l °NDémonstration. Soient F = — ,..., F.,, = — des éléments de

—————————— 1 °1 °Nm, l r<

K (X.L) avec o,.o. 6 0(L J) . et P ç ŒlX...... Xj un polynôme
Cp J J 1 M

tel que deg P ^ k. . Posons
J )

o' o*, k, k,.
o = P(—.... —) o, ... o,, ê 0(L"1) . m = Z k.m. .

°\ °K ^ ^

L'inégalité (8.6) se généralise alors sous la forme suivante :

(8.11) ord (o) ^ C(a) S ^[11^(6(0.). 6(a;)) + m 6(L)] .a Kj^n }L J J J -*

et le reste delà démonstration est identique à celle de 8.5. •
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S.

Caractérisation géométrique
des variétés algébriques affines

fi9



J.P. DEMAILLY

9. - Enoncé du critère d'algébricité.

L'objet des paragraphes qui suivent est de montrer que les va-

riétés algébriques affines sont caractérisées parmi les espaces de Stem

par des conditions géométriques simples, à savoir la finitude du volume

de Monge-Ampère et une minoration convenable de la courbure de Ricci.

Rappelons qu'une variété algébrique affine est par définition une sous-

variété algébrique fermée d'un espace C • Dans le cas d'un espace

X à singularités isolées, nous obtenons la caractérisât ion nécessaire

et suffisante ci-dessous.

THEOREME 9.1. - Soit X un espace analytique complexe de

dimension n , ayant au plus un nombre fini de points singu-

liers. Alors X est analytique ment isomorphe à une variété al-

gébrique affine X si et seulement si X possède une fonction
—«o

d'exhaustion cp de classe C strictement psh ayant les

propriétés (a), (b). (c) ci-dessous.

(a) Vol(X) » F (dd )̂" < + « ;
^ X

(b) la courbure de Ricci de la métrique B = dd (e ) admet

une minoration de la forme

Ricci(B) ^ -^dd0^ ,

avec ^ € L1 (X.IR) n C°kX .1R) . f ^ Acp + B .

où^ A,B sont des constantes ^ 0 ;

(c) cp n'a Qu'un nombre fini de points critiques sur X

Si ces conditions sont vérifiées, l'anneau R (X) = K (X) n 0(X)cp cp
(cf. définition 8.2] est une C-algèbre de type fini et de degré

de transcendance n . La structure algébrique X est alors
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définie comme i'unigue structure algébrique sur X dont l'anneau

des fonctions régulières est R (X) .
ÎP

L'extension de cette caractérisation au cas des espaces analyti-

ques ayant des singularités quelconques présente des difficultés qui

seront examinées au §14.

Le rôle des différentes hypothèses du théorème 9.1 se partage

grosso modo comme suit. L'existence d'une fonction d'exhaustion çp

strictement psh garantit que X est une variété de Stein, d'après la

solution du problème de Levi donnée par H. Grauert [Gri.

Sous l'hypothèse (a), le théorème 8.5 implique d'autre part que

le corps des fonctions cp-rationnelle s est de degré de transcendance

fini. L'hypothèse (b), quant à elle, assure l'existence d'un nombre suf-
0

fisant de fonctions cp-poiynomiales, grâce aux estimations L de

Hormander-Nakano-Bombieri-Skoda pour l'opérateur ô . Signalons ici

qu'on ne peut remplacer la condition (b) par une condition portant sur

la courbure de la métrique dd°cp (cf. remarque 10.2). On obtient par

contre une condition équivalente en remplaçant g par une métrique y

quelconque telle que

exp(-A^cp-B^)e ^ y ^ exp(A^p+B^)B .

par exemple la métrique y = dd Log(l+e ) ou y = dd (cp ) .

Enfin l'hypothèse (c) entraîne d'après la théorie de Morse que

X a même type d'homotopie qu'un complexe cellulaire fini, et donc

que la cohomologie de X est de type fini. Nous ne savons pas en fait

si l'hypothèse (c) est réellement indispensable, dès lors qu'on suppose

X irréductible. Sans l'hypothèse (c), on peut déjà montrer que X est

réunion d'une suite croissante de variétés X algébriques quasi-affines

(= ouverts de Zariski de variétés affines), cf. proposition 1 3 . 1 . De ce

résultat découle l'amélioration suivante du théorème 9.1.
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THEOREME 9.1'. - Le théorème 9.1 reste vrai si les hypothè-

ses (a.b.c) sont affaiblies comme suit :

(a*) = (a) ; Vol(X) = f (ddV1 < + » ;
"X

(b') Ricci(0) s -^dd^ . où + ç L^(X,IR) n C°(X^ .IR) admet

une estimation de la forme
f exp(c^-Ap)e11 < + œ , c > 0 . A > 0 ;
X.

(c*) les espaces de cobomologie de degré pair H^(X ;IR)

sont de dimension finie.

Les hypothèses (a1), (b') entrathent encore que X = U X,
kç]N K

avec X quasi-affine. X c X . et l'hypothèse (c') implique que

la suite X est nécessairement stationnaire ; par conséquent, X est

algébrique. Observons que l* hypothèse (c*) est toujours vérifiée si n « 1
lorsque n = 2 ou n = 3 , elle équivaut à supposer seulement

dim H (X;1R) < + œ , car les groupes H^XÎÏR) sont toujours nuls
pour q > n lorsque X est de Stein.

La vraisemblance des théorèmes 9.1, 9.1» nous a été suggérée
en partie par les travaux de W. Stoll et D. Burns sur les variétés pa-

raboliques. Rappelons ici le résultat fondamental de \V. Stoll (1980), qui

caractérise les variétés strictement paraboliques de rayon quelconque.

THEOREME 9.2 (cf. (St2l et [Bul) . - Soit M une variété

analytique complexe connexe de dimension n . On suppose Qu'il
0

existe un réel R ç 10,+œ] et une fonction T : M — Ï O , R [

strictement psh exhaustive de classe C . telle que Log T
soit psh et vérifie (dd^gi)" 2 0 sur MVr'^O) . Alors

il existe une application bihoiomorphe F : B(R) — M de la
9

boule de rayon R dans M telle que F*T = |z|

Si on lève l'hypothèse de stricte plurisousharmonicité de T ,
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on voit facilement que toute variété algébrique affine M vérifie encore

la condition du théorème 9.2 (avec R = +œ ) : il suffit de choisir

T s TT*log|z| où TT : M — € est un morphisme propre fini. Cette

remarque a conduit D. Bums à poser le problème de la caractérisât ion

de telles variétés en termes de fonctions d'exhaustion ayant des proprié-

tés particulières. Signalons en particulier les problèmes ouverts suivants.

Problème 9.3. - On considère une variété de Stein M de

dimension n , ayant une fonction d'exhaustion psh

T : M—- t0.+<x>( de classe C00 telle que Xogr soit psh et

vérifie (dd0!^-^ s 0 sur MVc'^O) . M est-elle algébrique

affine ?
Problème 9.4. - Caractériser les variétés M admettant une
fonction d'exhaustion T : M -" (0,+œ( strictement psh telle

que log T soit psh et vérifie (dd°Log T) s 0 en dehors d'un

compact.
D. Burns a montré qu'il existe des variétés algébriques affines

ne vérifiant pas la condition 9.4 : tel est le cas de M = (C*)11 , ns2 .

Néanmoins, la condition 9.4 est vérifiée par une variété affine "généri-

que", à savoir une variété dont la complet ion projective est lisse et

transverse à l'hyperplan à l'infini.

Peu après avoir démontré le théorème 9.1, nous avons appris
d'autre part que N. Mok avait obtenu antérieurement une condition géo-

métrique suffisante (non nécessaire en générai) pour qu'une variété soit

algébrique affine.

THEOREME 9.5 (ÏMok 1.2,31). - Soit X une variété kà'hié-

rienne complète de dimension n , de courbure bisectionneiie

positive, teiie que

2n(a) voiume(B(x ,r)) ï CT

2
(b) 0 < courbure scalaire s C/d (x^.x) ,
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où B(x ,r) et d(x ,x) désignent respectivement les boules

et la distance géodésigues. et c,C > 0 . Alors X est biho-

lomorphiguement isomorphe à une variété algébrique affine.

N. Mok a déduit de ce théorème que toute surface X de cour-
bure riemannienne positive vérifiant les hypothèses 9.5 (a), (b) est en

2fait isomorphe à Œ . Le résultat analogue en dimension n > 2 de-

meure une conjecture. Le théorème 9.5 repose essentiellement sur un

travail iMSYl de Mok, Siu et Yau portant sur la résolution de l'équa-

tion de Poincaré-Lelong sur les variétés kahlériennes à courbure bi-

sectionnelle > 0 . Ce résultat mis à part, la démonstration de N. Mok

suit dans ses grandes lignes une démarche sensiblement parallèle à la

notre.

L'hypothèse que la courbure bisectionnelle soit positive appa-

raît cependant assez restrictive, et ne permet pas de couvrir en géné-

ral le cas des variétés algébriques affines (la courbure euclidienne

d'une telle variété est toujours négative, cf. §10). Citons cependant
quelques résultats connus dans le cas des courbures non nécessairement

positives. Siu et Yau fSY) ont démontré qu'une variété kahlérienne
complète X simplement connexe dont la courbure sectionnelle vérifie

ç
- ————-— < courbure sect. < 0

est biholomorphe à Œ . Il en est de même si la courbure vérifie

C^
(courbure sect. | ̂  ————-—

d(x^.x) +c

avec une constante C assez petite (cf. ÏMSY) ).
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10. - Nécessité des conditions sur le volume
et la courbure.

S^ous allons démontrer ici que les conditions (a), (b), (c) du

théorème 9.1 sont vérifiées pour toute sous-variété algébrique irréduc-
N

tible X c C de dimension n .

g
On choisit dans ce cas cp(z) = Log(l+|z| ) , de sorte que la

métrique a = dd°cp coïncide avec la métrique de Ribini-Study de l'es-

pace projectif IP . Comme l'adhérence X de X dans P est une

sous-variété algébrique compacte, on obtient

; (ddV = La11 < ̂  .
"X "X

par conséquent la condition (a) est vérifiée.

D'après le théorème de Bertini-Sard. l'ensemble des valeurs

critiques de cp sur X est fini, par suite l'ensemble critique de

cp est compact. Quitte à perturber légèrement cp dans C^X,^) au

voisinage de ce compact ([Mil], cor. 6.8), on construit une fonction cp*

dont les points critiques sont non dégénérés. Les points critiques de cp*

sont alors en nombre fini (hypothèse (c)l.

Il nous reste maintenant à montrer que X satisfait la condi-

tion de courbure 9.1 (b) relativement à la métrique

0 = dd^e^) = dd°|z|2 = 2i Ldz Adz. .
j=l ^ ^

ce que nous allons vérifier par un calcul explicite de Ricci(0 [ y) et de ^
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Soit (P,,...,P ) un système de polynômes générateurs pourl m
l'Idéal I(X) de la sous-variété X dans Œ[z^,...,z^] . et soit

s « codimX = N-n . Pour tout couple de multi-indices

K « {k^<...<kg} c {l.....m} . L = (^<...< ^) c {1.....N}

de longueur s . on considère le jacobien partiel

J^<z)=det(^/<^)^, •

et on pose

*(z)»Logf E PKLl2) •
\|K|=|L|»s ^ /

Les fonctions Jy , sont polynomiales, en particulier il existe desK,L
constantes A.B ï 0 telles que f ^ Ap + B . La proposition suivante
montre que ç,^ satisfont de plus l'inégalité de courbure 9.1 (b).

PROPOSITION 10.1. - On note Uy = V^ ^ l'ouvert de X——————— î  ^•••n.g

sur lequel les différentielles dP^ .....dP^ sont linéairement
indépendantes. Alors :

(a) Ricci(0|^ «-•l^0^ E ^.Ll2) 8UÏ U K >

V| Ll32 S /

(b) Hicciœ|̂ ) ^ -Idd^g (^ ^JVJ2) w ^g-

Démonstration de (a). Soit x ç U., . Supposons les coordon-
nées de C^ rangées de sorte que (z .....z ) soit un système de coor-
données locales de X au point x . La courbure de Ricci de X est par
définition Popposée de la courbure du fibre canonique A T*X . On a
donc au voisinage de x la relation

Rlcci(0| ) « dd°Logg .

où g est la norme relativement à p de la (n.O)-forme holomorphe

dz A—Adz ; g est donnée par

idz Adz A—Aidz Adz , ' K - T ^ I Y •1 1 n n)^ n' »x
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Soient L « (n+l,...,N} . L un multi-indice quelconque de
Q

longueur s = N-n , et L son complémentaire dans [1,...,N} . Si

on pose

dP^dP^A...AdP^.

il vient par définition de J- - :K,.L

dP^Adz^» ±J^d^A...Adz^,

i6 ^dP^AdP^Adz^AdZy; = IJ^J^^Ad^A.-Aidz^AdS^

'̂"'K^K '̂1 ' 2 n L Î .Ll̂ l̂ l̂ ^^N^N
|L|=8

= ̂ YLor^J^.J2^^

Aidz, Adz-A...A idz Adz .1 1 n n

En "simplifiant" par dP,. A dP^ , on trouve donc

^"iW^i^iT1'
et comme J.. , est une fonction bolomorphe inversible en x , laK,L.o
formule (a) s'ensuit.

Démonstration de (b). Le résultat (a) montre que la fonction
r v\ i\^

Lo^ Ç PK T 1 ^Ç I^K T 1 e8t Pl111'1^011011^11® sur l̂ uvert

UÎ  n U., . Elle est de plus localement majorée, donc psh . sur Uy
0 r 2 21 v

II en résulte que la fonction Log Z |J.. , | /S P., , | est psh
^K.L K»L L ^o'1' j

sur Uy , et sur cet ouvert on a donc :
^0

ddS ^ dd°LogS|JK .Ll 2 = -2 ^cci(@|^) . •

Remarque 10.2. - Lorsque X est une sous-variété analytique

fermée de C^ et cp(z) = Log(l+|z|2) . la condition 9.1 (a) de finitude

du volume est à elle seule une condition suffisante d'algébricité de X

(théorème de W. Stoll. cf. cor. 8.6). Nous allons voir néanmoins par

un exemple qu'on ne peut en général se dispenser de la condition de
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courbure 9.1 (b). même si 9.1' (c') est satisfaite.

Choisissons X s c\E où £ s (z. ; jçIN) est un ensemble

fermé dénombrât) le, et posons

cp(z) « I^)g(l+|z|2) - Z e.Log-^-
j«0 ^ l+|2j|

œ
où S e. SB 1 est une série à termes > 0 et à convergence assez

J-0 ^ œ
rapide pour que cp € C (C\E) . Comme

Log1^1!, ^ Log(l+|z|) .
l+|Zj|

il vient n
l+|z|2

îp(z) 2> Log———- ;
l+|z|

de plus lim cp(z) = +œ pour tout z. ç £ . La fonction cp est donc
z-*z< J

c c 2exhaustive sur X . Par ailleurs, dd cp s dd Log(l+|z| ) , donc
f dd°cp = 4n < +œ . Cependant X n*est pas algébrique.
X

Cet exemple montre incidemment qu'on ne peut pas non plus

remplacer la condition 9.1 (b) par une condition portant sur la courbure
o

de la métrique dd cp •

II est facile de voir d'autre part que les algèbre s A (X) et

R (X) = K (X) nO(X) coïncident avec l'algèbre a des fractions ra-cp çp
tionnelles de <T(z) dont les pôles appartiennent à £ • En effet, tout

élément f ç 0 admet visiblement une majoration Log|f| ^ C cp + C ,

donc G c A (X) c R (X) ; inversement, tout élément de K (X) estçp cp cp
algébrique sur <C(z) par le théorème 8.5. donc R (X) c <T(z) nO(X) = Q

îp
II est clair que l'algèbre Q n'est pas de type fini.

78



MESURES DE MONGE-AMPERE

1 1 . - Existence d'un plongement sur un ouvert
d'une variété algébrique.

Les paragraphes 11-14 qui suivent sont consacrés à la démons-

tration de la suffisance du critère d^lgébricité 9 .1». Nous supposerons

ici que X est une variété lisse et connexe, et que les fonctions don-

nées (cp,^) vérifient les conditions 9.1* (a^b'). On fait d^utre part

Phypothèse supplémentaire non restrictive cp ^ 0 . Nous posons comme

précédemment a = dd°cp , @ = dd^e^) ; les mesures (JL sont défi-
nies comme au § 3.

DEFINITION 11.1. - Soit p ç (0,+œl . On note

(a) L^X) l'espace vectoriel des applications mesurables
CP

f : X — <T telles qu'il existe une constante C ï 0 telle

que :

J If^e'0^" < +» . si 0 < p < ^ « .
j\

|f| ^ e0^ , si p = + » ;

(b) I°(X) = U L^X) ;
co p>0 ç

(c) A^X) = L^XîncXX) . p ç ( 0 . + » î .
CP CP

L'intérêt de cette définition apparaît dans les deux résultats

techniques ci-dessous, qui seront utilisés à de nombreuses reprises

dans la suite.
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LEMME 11.2. -

(a) 1 € A^X) pour tout p > 0 ;
ÎP

(b) îPm c Lq(X) et AP(X) c A^X) pour tous p ï q > 0 ;

(c) L°(X) est une C-algèbre ;
cp

(d) A°(X) est une sous-algèbre intégralement close de L (X) .
cp . ^

LEMME 11.3. - On a l'inclusion A°(X) c A (X) . Etant donné

f ç A°(X) telle que f |f|Pe3Ç)(-Qp)p11 < +» . alors :
4' X

(a) 6(f) ^ ̂  Vol(X) ;

(b) J IdfPe^Ç-Qqplp" <+» si p € 10.2l .

ou^ la norme |df| est calculée relativement à la métri-— — — — — — p
que @ .

Démonstration de 11.2. La proposition 3.10 entraîne succes-

sivement
v(r) :- J g11 = e ^ r a 1 1 ^ e^VoKX) ,

"Cp^cr ^CFKr
r e^1^ = fe^1^) = (n+Df-e-^^^v^r < ̂  .
X 0 0

ce qui démontre (a). La propriété (b) résulte alors de F inégalité de

Holder. Cette même inégalité implique
q P

yf^e-^B" . [^IflV^l'^t.r^l.lV^11^

pour tous p.q > 0 . On obtient donc l'inclusion

(11.4) L;(X)L^(X) c L^P^X) .

et la propriété (c) s'ensuit. Vérifions maintenant l'affirmation (d). Soit

f une fonction méromorphe sur X vérifiant une équation entière sur

A°(X) de la forme
CP

fd.a/-l....^.^a^0 . a^A^(X).

De cette équation, on déduit la majoration
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N s ̂ î d!8^ •
sinon l'égalité

-l̂ f-1....^

conduirait à l'inégalité absurde

1 ^ 2~1 +...+ 2^ .

Par conséquent, comme X est lisse, f se prolonge en une fonction

holomorphe sur X , et f ç A°(X) ••
CP

Démonstration de 11.3.
n ncp c n~"l c

(a) On a @ ï. e (dd cp) AdcpAd cp , par conséquent (propo-

sition 3.8)

f'e^^t^r.!^-^^^.
-00 -X

Comme l'application r^ n (|f| ) est croissante, on en déduit

^(Ifl^^e^KC-nXr.DiJ^e^-^dfl^dt . C^-^

avec une constante C s 0 . D'après l'inégalité de convexité de Jensen

et l'inégalité ||(j || f. Vol(X) , il vient

u^gd+lfl^) n l̂̂ l
—————————— ^ Log —————— ^ (C-n)r + C- ,

Ml, M J 2

6(f) = lim sup ^n (Log.|f|) ^ -^"VoltX) .r— + oo r r •r ' p

(b) Pour majorer Id^'lp » on observe que

^(iFl^^giFlP-2^11.

Grâce au théorème de Stokes. cette égalité entraîne pour tout r > 0 :

r iFi^idFi2^)^1-0^11
B(r) P r

.2jj iF^dd^d-j^-^JAB"-1.

Un calcul aisé donne d'autre part la majoration uniforme en r :
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dd^l-^V-^C^e-^ . r > 0 .

Après passage à la limite quand r — + œ , on obtient donc

J iFl^ldFl^V ^ Cj iFlPe-0^ .
«& • oL

la propriété 11.3 (b) résulte maintenant de l'inégalité de Holder appli-

quée à la mesure (F^e" P" . au couple de fonctions

(iFr^dFl^exp^îp),!) et aux exposants conjugués (, .^—) ••

L'existence de fonctions holomorphes non constantes dans I*(X)cp
va résulter des estimations classiques de L. Hormander [Hô* l) pour

l'opérateur ô •

PROPOSITION 11.5. -

(a) Soit T € L, (X) une fonction telle que

iôiï + Bicci(p) ^ Xp
où \ est une fonction continue > 0 sur X . Soit u

0

une (O.l)-forme à coefficients L. sur X telle que

ou = 0 et

r^lulVV1^-."x
0

Alors, il existe une fonction g ç L (X) telle que
ig = u et
n . .2 -T.,n ft -1 . ,2 -ï.nf g e P ^ j \ u e p .J^ioi J^

(b) Soient ^.c,A les données de 9.1' (b'). Si P est psh
sur X et si u vérifie ou = 0 et
; M^-^ < .- .
-x
alors il existe g € ^J^ telle que ôg - u et

r igiv^-2^" < 4j lui^-^e».
(c) Soit un ensemble fini (x ,x .....x ) c X et p une

fonction psh sur X telle que e"' soit sommable au

voisinage de x ,x ,...,x . Alors il existe une fonction
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holomorphe f ayant un jet (Tordre s donné en chaque
point Xj et telle que

r (fiV^-^^ < +» . où c ^ o .
"X ~ 1
fin particulier, si p s 0 , on obtient f ç A (X) où

b .-^. (p -
1+c

(d) A (X) est dense dans 0(X) pour la topologie de la

convergence uniforme sur tout compact.

Démonstration.

(a) est classique, voir par exemple H. Skoda ÎSk3].

(b) Appliquons (a) avec T = p + ^ + 2Log(l+e^) . Comme

c p î s O on a ï ^ p + ^ + 2 c p + Log4 et rhypothèse 9.1* (b1) entraîne

iôir + Bicciœ) ^ dd^gd )̂ = -dd -̂ ^ e^dcpAd^ ^ XP
l^e"^ (1+e^)2

avec X = (l+e^)" . L'estimation (b) en résulte.

(c) est conséquence de (b) grâce à un raisonnement classique

dû à Bombieri et Skoda (Skil . Soient U,,...,U des voisinages ouvertsl m
2 à 2 disjoints de x,,...,x sur lesquels e~P est localement som-l m
mable. On suppose U. muni d'un système de coordonnées locales

z = (z^z^,...^) centré en x. et on pose

p = P+(n+s) [^x Logjz^l^cJ
1 lj=l J 1 J

où y. est une fonction s 0 de classe C00 à support compact dans

U. , égale à 1 au voisinage de x. , et C une constante ï 0

assez grande pour que p soit psh sur X . La constante n+s

est choisie ici de sorte que le jet d'ordre s d'une fonction g de

classe C00 . localement sommable pour la mesure e 16n , soit né-

cessairement nul aux points x. . Soit maintenant P.(z ) un polynôme

de degré ^ s ayant le jet imposé en x- . On pose

h = 2 X.P,^^) .
j=l J î
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La (0,l)-fonne u = on = Si •P<(z ) est C" » nulle au voisinage
j = l X j J

de x,,...,x , et par constructioni m

f |u|2e~pl"*pn<+. ;J^l
on a utilisé ici le fait que f soit localement bornée. D'après (b), il

existe g € C"(X) telle que ôg = u et
^-P^-2^n ̂ _

"X
La fonction f = h-g répond alors à la question. Si p = 0 . on peut

écrire

|f| = [|f|exp(-|»)lexp(i»)

où |f|exp(-1») € L^X) et exp(^) € L2C(X) . U s*ensuit grâce à
' ' 2 çp à cp

(11.4) que f € Î°W .
ÎP

(d) se démontre à partir de (b) exactement comme le lemme

4.3.1 de [Ho 2]. •

^ On utilise maintenant la proposition 11.5 pour construire de

nombreuses fonctions noiomorphes sur X . et obtenir ainsi un plonge-
ment partiel de X dans Œ . Soit x ç X un point fixé. D'après

11.5 (c) appliqué avec p s 0 . il existe des fonctions f....,f € A (X)1 n Cp
telles que

d^A...Adf^(x^) ^ 0 .

En particulier, L.....f sont algébriquement indépendantes dans A (X)i n cp
Le théorème 8.5 (b) s'applique donc, ce qui donne :

PROPOSITION 11.6. - Le corps K (X) des fonctions y-
cp

rationnelles est une extension de type fini de C , de degré

de transcendance n ••

Comme nous allons le voir, il est facile de déduire des résul-
tats précédents l'existence d'un morphisme F : X — M de X dans
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une variété algébrique M de dimension n, qui est, en-dehors d'une

hypersurface algébrique S c X , un isomorphisme de X\S sur un

ouvert de M . La principale difficulté qui restera à surmonter sera

de prouver que F est quasi-surjectif, i.e. que F(X\S) est un

ouvert de Zariski de M •

PROPOSITION 11.7. -

(a) II existe une fonction f , ç A (X) telle que————————————— n+l cp ————

W^^ et y^l'l^-^nlp26^-2*^^^^

En particulier { x € X ; df A—Adf (x) = 0) c t"1^) .

0
(b) II existe des fonctions ^+9.—.^ € ^W et une sous-

variété algébrique irréductible M e C14 de dimension n

telles que le morphisme F = (f ,...,f,.) envoie X dans

M et soit un isomorphisme analytique de X\f ,(0) sur

un ouvert lisse de M .

Démonstration.

(a) II suffit d'appliquer 1 1 . 5 (c) à la fonction psh

p = ^ + Log|df^A...AdfJ^ .

Si Z est le diviseur des zéros de la n-forme holomorphe df A...Adf

considérée comme section de A^^X . on a bien en effet d'après l'hy-

pothèse 9.1' (b') :

dd0? = dd0^ +2Ricci(B) + 4 n l z l s 0 .

et p est continue au voisinage de x., . U existe donc f ç 0(X)
2

telle que f (xj = 1 , vérifiant l'estimation L annoncée. Cetten+l 0
estimation entraîne que f s'annule sur le support de Z , et

n+l ,
d'après le lemme 11.3 (b) on a |df.| € L (X) . d'où

|fJ ^ (|fJ |df^A...AdfJ-le^)|dfJ...|dfJe^ ç L^X) .

(b) On construit par récurrence sur j des fonctions
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^•••^N. € Âp^ avec ^Q as n+l < N! < ^2 ••• (c'e8t fait pour j3BO )-

M
D'après 11.6 l'image du morphisme F = (f .....f,. ) ; X — CD ^

est contenue dans une variété algébrique irréductible M. c Œ^ de di-

mension n . Soit M. la normalisation de M. . Il existe un diagram-
me commutât if

,. „ N,
M ^ c — — — ^ J ^ ̂ .-^

1 ^ T
M^c———^J 3 (z^....z^)

Comme la variété X est lisse (et donc normale), le morphisme
F. : X — M. se relève en un morphisme

F^,....^):X^.

Par construction, les fonctions coordonnées z^ ,...,z,~ (resp.
!^f •I Ni

f^ -n»-"*^ ) sont des entiers algébriques sur l'anneau

C(z^....z^]/I(Mj) (resp. sur Cïf^....,f^l), donc ^.+1'••"IN € Ao(x)

d'après 11.2 (d). De plus. la restriction J

^^n^0)-^

est étale, car df, A...Adf ^ 0 sur X\f~ (0) d'après (a). Comme« i n n+l
M est localement irréductible, l'image F.(X\f~ (0)) est nécessai-

rement contenue dans l'ensemble des points lisses de M. . Si F est
-1 ^ ^ -injective sur X\f .(0) . la construction est terminée avec F = F .n+l j

M = M . N = N .

Sinon, soient deux points z i- z dans X\f~ (0) tels que
F (z^) = F (z^) . La proposition 11.5 (c) montre qu'il existe une fonction
g ç A (X) telle que g(z^) ^ g(z^) . On pose N. = N . + l .

^+1 = g * ^P11®8 u-6» 8 est algébrique sur C(f ...J., ) . g

vérifie donc une équation irréductible de ia forme
d .

(11.8) £ a (F)g = 0 . a ç œ(f ...t.. ] . a.(F) i 0 .
k=0 J K J J
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Comme F. est étale au voisinage de z et z , il existe des points

w^ voisin de z^ , w^ voisin de z^ tels que F.(w ) = F(w ) ^ a.^O)

et g(w ) ^ ^o) • ^ci entraîhe que Péquation (11.8) est de degré

d ï 2 . Comme K (X) est une extension de degré fini de Œ(f ,...,£ ) ,Cp I n
le procédé s'arrête nécessairement au bout d^ nombre fini d'étapes. •
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12. - Quasi-surjectivité du plongement.

Nous reprenons les notations de la proposition 11.7. L'objectif

de ce paragraphe est de démontrer que l'image du morphisme

F : XV"1^) — M est un ouvert de Zariski de M . Soitn+l
^ € <T[z, ,...,z,-] un polynôme non nul sur M , divisible par z ., ,i v* n'i
tel que l'hyper surf ace Q~ (0) contienne le lieu singulier M • On pose

M = M^'^O) . X = X\Q(F)"1(0) c X\f^(0) ,

de sorte que M est lisse et que le morphisme de restriction

F: X — — M

est un iso morphisme de X sur l'ouvert Q = F(X) • La variété M
peut être (et sera) identifiée à une sous-variété algébrique affine de

€ via l'application M — C définie par

(z^....z^)^(z^,...z^ . z^=Q(z^....z^)-1) ;

le morphisme F : X — M c C^1 est alors donné par F = (F.Q(F)"1) .

Un des points cruciaux du raisonnement est de montrer que le courant
v c " wpositif fermé ^dd çp se prolonge de l'ouvert 0 = F(X) à la variété

M toute entière. On a besoin pour cela d'estimations précises de la

masse, qui sont fournies par le lemme suivant.

LEMME 12.1. - Soit G = (g,.....g ) € ÏA^X)!"1 et
c 2 1 m cp

Y = dd Log(l+|G| ) . Alors pour tout entier k ^ 0 , on a :

(a) F (dd^^AY1^ < +œ , O ^ k ^ n .
'X

(b) L dcpAd^^dd^'^AY1^ ^ Cr . 0 $ k s. n-1 ,^B(r)
où C est une constante s 0 .
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Démonstration. Appliquons le théorème 2.2 (c) avec p = y-r

Q = (p<0) = B<r) et V =...= V = Log(l+|G|2) ï 0 . Il vient

^B(^AYksc3JB(^)Iûgk<l+IG12)eO

où, pour a > 0 et k s; 0 , on pose :

R = (r-c^^ddV1^ + (^^(^^"^(^^^(ddV1"^1 .
On a :

^^(r-c^ddV.^^dd^ .

Le théorème de Stokes entraîne donc pour tout r > 0 ;

F e = 2\ (^-cp)a(ddccp)n ^ 2^aVol(X) .
^(r) ° ^(r)

t- i-
D* autre part, la fonction t — Log (e +t) est concave sur [O.+œl .

On obtient donc pour tout p > 0 l'inégalité de convexité :

^.^(. îcf,,, _ ^ ^5^W\

^ r ' " ^M6"

Comme g. ç A (X) [cf. définition ll.ll, il existe p > 0 assez petit

et C . C s 0 assez grands tels que
4 0

F IG^BQ ^ exp(C r+C ) .
^(r)

Les inégalités précédentes entraînent alors

\e \r 9 1^+ar B . A Y 1 ' ^ c r ^(i+iGi^e ^ c r .
B(r) k "Btr) 0 6

Compte-tenu de la définition de S. . ceci implique le lemme 12.1

après substitution de 2r à r . •

Munissons <T et M c (T de la métrique de Fubini-

Study -JL' = dd Log(l+|z| ) . On a alors le théorème de prolongement

suivant, dont la démonstration est inspirée de H. Skoda ISk 5] et de

H. El Mir IEMI ; voir aussi l'article de synthèse de N. Sibony ÏSib].

PROPOSITION 12.2. - Soit T l'extension simple à M du
v ccou rant F dd cp . définie par
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T = F d̂d°cp sur f(X) . T = 0 sur. &\F(X) .

Alors T est un courant positif fermé sur Ù de masse totale
n-1

f T A u u finie.Jn» ——j^ -— ——

Démonstration. Calculons d'abord la masse de T :

F , TAo""1 = F v . F.dd^Auo11'1 = f ,dd°cpA(Fy1.
"M FW X

La (l,l)-forme F*œ est donnée ici par

F*uu = dd°Log(l+|F|2) = dd^gO+lF^+^F))"2)

» ddcLog(l+|Q(F)|2+|F|2|Q(F)|2) .

La finitude de la masse résulte alors du lemme 12.1 (a). Pour toute

1-forme réelle v de classe C à support compact dans M et pour
tous multi-indices J .Kc {1.....N+1} tels que |J| = |K| = n-2 , on

montre maintenant la nullité de l'intégrale

1 = L dv A T A dz- A dz_ .' M J K
ce qui prouvera que dT = 0 . Sbit \ une fonction de classe C00

sur IR telle que 0 ^ \ ^ 1 , \(t) = 1 si t < 0 . ^(t) = 0 si

t > l e t O ^ Y ' ^ 2 . Par définition de T . U vient

1 = f F*(dv) A dd^ A dF- A dF-.J^ J K

= lim F X(2)d(F*v) A dd°cp A dF- A dF- .
r-+« X r J K

La forme ^(5)F*v est à support dans F" (Suppv) n B(r) ce X .

Une intégration par parties donne donc

1 = lim f F^AX'^ )^ Add° îpAdF-Ad?- .
r-<»-«>• lx r r J K

Grâce à l'inégalité de Cauchy-Schwarz, cette dernière intégrale est

majorée par - '^/IlI2(r) avec

1 = f dd°cp A f ( V A V Adz.Adz.) ,
1 »• y U U

1 (r) = f dçp A d°cp A dd°cp A dF A d? .
2 F•" l(âlppv)nB(r)
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Comme v est à support compact dans fi , il existe des constantes

C .C ï 0 telles que

c "• n—1V A V Adz-Adz, ^ C,œ ,«J J l

dF^AdF^ = î*(dz^Adz^) as C^F^uu)""2 sur JT^Suppv) .

Le lemme 12.1 (a) et (b) entraîne alors

I- <: C f dd^ACF^)11"1 < +• .

I,(r) f. C F dcpAd^Add^AtF*!))11" <s CC.r .
2 2 B(r) 2

d'où

|I| ^ lim lyîX(r) = 0 .•
r-+œ r 1 z

D'après le théorème 15.3, il existe une fonction psh V et

une (l,0)-forme u de classe C00 sur M ayant les propriétés sui-

vantes, pour des constantes C ,C ,C ^ 0 convenables.1 6 «j

PROPRIETES 12.3. -

(a) dd°V s T ;

(b) V(z) s. C^Log(l+|z|2) ;

(c) dd°V - T = ou ;

(d) |u| ^ C^l+jzl2)0 3 .

Considérons alors la fonction r = V - J? cp définie sur l'ouvert

o = F(X) c <1 . D'après 12.3 (a). T est psh sur F. . et de plus

T s. V . Comme F ce tend vers -*-œ au voisinage de ô0 . T tend

vers -œ en tout point de ô0 . Par conséquent. T se prolonge en

une fonction psh sur M , encore notée T , telle que T = - œ sur

M\n .

COROLLAIRE 12.4. - M\ C est une partie fermée pluripolaire

de M . •
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v

la prochaine étape est de montrer que M\Q est en fait une

hypersurface algébrique de M . D'après 12.3 (c) et la définition de T

on a :

2iôi(V-?^p) «iu sur 0 .

donc la (l.O)-forme h définie par

(12.5) h = ô(V-F^cp) +^ = ÔT +^-

est bolomorphe sur 0 ; comme u est de classe C00 sur & . ceci

démontre au passage que T est de classe C sur Q . Nous allons

maintenant prouver que h se prolonge en une 1-forme méromorphe

rationnelle sur M . Ceci va résulter essentiellement des estimations

12*3 (b,d) et du théorème d'algébricité 8.5. Par construction de F

et X . les formes (df, .....df ) définissent un repère global de T*X .i n
Les formes (dz-,...,dz ) constituent donc aussi un repère de T*M

au-dessus de l'ouvert Q = F(X) , et on peut écrire
n

h = 2: h.dz,
j«l J 1

avec des fonctions h. ç 0(0) • Le principe du raisonnement consiste à
vérifier quels fonctions h. «F sont à croissance çp-polynomiale, à

partir de la majoration de T = V - F^cp fournie par 12.3 (b) . Le fait

que nous ne disposions pas de minoration de T introduit une difficulté
supplémentaire que nous allons court-circuiter en recherchant seulement

une estimation des fonctions exp(^T« F) |h(F)| .

LEMME 12.6. - On considère sur X la fonction d'exhaustion

çp = I^gO+e^) + Log(l-»-|?|2) .

et la métrique associée
a » dd0^ = dd^gâ+e^ •*- f*w .
Les propriétés suivantes sont alors vérifiées pour des cons-

tantes p > 0 assez petite et C . C- ï 0 assez grandes.
——-——- 4 î)

(a) f a" < •*• œ ;
X

(b) r.e^'^l^ihAhïAa11"1 < ^« ;
X

r î - C^+1 ^ -ip -CcCp n
(c) rJexp(^T.F)|Q(F)| ' |h(F)| e ^0 < + < .

" X 1 - J
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Démonstration.

(a) est conséquence immédiate du lemme 12.1 si on observe

que
,,c, œ e^dd0® e^dcpAd0® , ,c -cp cdd Log(l+e^) = ———•r + ————— ^ dd cp + e ^dcpA d cp .

1 ̂  (l+e^)2

(b) L'estimation 12.3 (b) implique

(12.7) T = V - F*cp ^ V ^ C Ix)g(l+|z|2) .

donc la fonction 6 = Log^+e^ ) satisfait la majoration

6 ^ Log(l+(l+|z|2) 1] ^ C^QP .

Le corollaire 7.3 appliqué à (X,cp) entraîne alors

F iô^e A a11"1 < +• .
"x

Un calcul immédiat donne par ailleurs

iaie= ̂ fJÈll-.î l) , FWôTAiDe"2^ .
Vl+e^ (l+e^2 >'

et il s'ensuit

J e^-^F^iôTAiDAa11-^ ^ o o .

Par définition de a on a d'autre part a ;> F*uu . L'estimation 12.3 (d)

entra thé donc
ç

|F*uj^ ^ (|"|^)oF ^ C^(1+|F|2) 3 .

r i^e^-^20^ ^ c 2 ^ a" < .« .
'X a ^X

La propriété (b) résulte maintenant de la définition de h = ÔT "*"— et

de l'égalité

iFul-a" = n F*(iu AU) A a."" .

(c) L'inégalité triviale dd^gO+e^) s ^ dd0^ -••-e'^dcpAd0^

entralhe successivement ^

a"-1 ^ 2-ntp(ddce:p)n-l = 2-ne-n;pen-l .
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Ï-»(lhAS)Aa11"1 s 2-ne'ncp.n|?»h|2(3n .
P

Par définition de qp , on a d'autre part

< p « Loga+e^^LogiQtF)! + I^gd+^F)!^ ̂ (F)!2^!2)

^ cp- 2Log|Q(F)| + CçLog(l+|F|2) + C^ ,

où C ss 1 +deg(P) • L'inégalité (b) nous donne donc

; e^-^I^Dl^^^hl^lFl2)'0406^ < .. .
J\

et comme |F| ç L (X) , il s'ensuit
cp

exp(^ToF)|Q(F)| 4 |F*h |p6 L^(X) .

Par ailleurs, la fonction h. peut s'écrire sous la forme

h = f-1^"1 ^^l^-^j'^^n
J dz,A...Adz

On a donc
|iy?)| ^ |F<hlp|<tfllp•••l^lp•••|dfJpl^A...AdfJpl ,

et comme
|dfJ ,...,|df^| € L°(X) (lemme 11.3 (b)l

et |f ^ | | d f ,A. . .Adfr 1 € L°(X) tinégaitté 11.7 (a)l.

il vient
e^ToDiQCDl^lf^ll^.Fl ç L^X) .

Par hypothèse Q est divisible par z . i.e. Q 3S z^^11 •
La propriété (c) s'obtient alors en multipliant la fonction ci-dessus par

|R(F)| ç L°(X) ..

Afin de pouvoir travailler sur X plutôt que sur X . nous

aurons besoin du lemme élémentaire de prolongement ci-dessous.

LEMME 12.8. - Soit S = g" (0) une hypersurface de X ,

et 6 une fonction psh sur X\S telle que e6 ç 1̂  (X) .
9

Alors 6 + Log|g| se prolonge en une fonction psh sur X .
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Démonstration. - H suffit de montrer que e ^-loglg)2 est

majorée au voisinage de tout point régulier de S . On peut donc suppo-

ser que X est un ouvert de C" contenant le polydisque unité fermé

A .et que S= (z^=0) . ^inégalité de moyenne appliquée au polydisque

(z^+|zjA) x A""1 c X\S pour tout point z € A11 . 0 < |z [ < 1 .
implique '

e^.———^e9^.
n^l2^

€\

La fonction 6 + Logjz | est par suite majorée au voisinage de S ••

n
PROPOSITION 12.9. - La 1-forme h = Z h dz se prolonge

~" ——— j=l J J ——t-———ÉL-
en une 1-forme méromorphe rationnelle sur M .

Démonstration. Comme X = XN^F)"1^) . les lemmes 12.6 (c) et
12.8 montrent que

pIx)g[exp(^ToF)|Q(F)| 4 |h^(F)|] + Log|Q(F)|2

s^tend en une fonction psh sur X . Il existe donc un entier s > 0
assez grand et e > 0 assez petit tels que, si g désigne la fonction
holomorphe sur X définie par

g = QtF)^ (F) ,

alors la fonction -ToF + Ix)g|g[ est psh sur X , et

r expL^ToF + Log|g|) - Cœl B" < + œ .
' X L 2 ° J

En raisonnant comme dans le lemme 1 1 . 3 (a), on obtient par conséquent

lim sup -i-n f(^ToF+Log|g|) 1 ^ 8 n Vol(X) < +» .
r - ^ - œ 1 " 1 ' 1 " J e

Soit P ç (TlX^.X^...,X 1 un polynôme tel que deg P ^ k . e t
soit 6 la fonction définie par

ç = Log|P(gJ^...J^)| + k^ToF+C^Log|Q(F) |) .

D'après l'estimation (12.7) et les résultats ci-dessus, 6 est psh sur
X et vérifie une estimation
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ĵ!^1^1 ̂ oK^^l^S^l^ ^lO-

Grâce au corollaire 7.3. on obtient la majoration

J* dd^Ao"'1 ^ C k + Z k 6 ( f )
"X n ° j=i J J

avec une constante C ^ O . S i a ç X , il en résulte l'inégalité

or^P(g.^....,f^ ^ C^+k^...-^) . C^O.

Le raisonnement du théorème 8.5 montre alors que g est algébrique

sur €(f ....,£ ) , et il en est donc de même pour la fonction

h.(F) = QW^g . Par suite h, est algébrique sur C(z....,z ) . i.e.
J J I n

h. vérifie une équation

àW'-'2^ = ° • ^ € <c[zl••"•^nl • 'd^0 •

L'élément a,h. est donc entier algébrique sur C(z,,...,z 1 ; on ena j i n
déduit une majoration

C,4
|a^z)h^(z)| ^ C^(l+|z|)

Comme h. est holomorphe sur l'ouvert Q c M et que le complémen-

taire M\Q est pluripolaire, ah. se prolonge en un polynôme sur M

Par conséquent h = Z h.dz se prolonge en une 1-forme méromorphe

rationnelle sur M • •

PROPOSITION 12.10. - Soit Q le plus grand ouvert de

Zariski de M sur lequel h est bolomorphe. Alors 0 = 0

Démonstration. On a évidemment Oc 0 . Pour obtenir l'in-

clusion réciproque, montrons d'abord que T est de classe C00 sur

0 . On sait que l'équation (12.5)

Ô T - h - ^

a lieu sur 0 . et que v : = h - — ç C " ( 0 ) . puisque

u ç C ..(M) . Il vient v + v = di sur 0 , d'où d(v+v) = 0 sur 0
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par continuité. Soit (Q.). un recouvrement de 0 par des ouverts
J J€J 1

simplement connexes. Il existe des fonctions T. € €"(0.) telles que

d-r. = v +v sur Q. . La fonction T - T. est alors localement constante

sur 0. n Q , donc constante, car Q. n Q = Q.\(&\n) est connexe. Par

suite T ç C (QJ , et comme T = -œ sur là\Q , il s'ensuit que

0 \Q = 0 . •

COROLLAIRE 12.11. - F(X\f~ l (0)) est un ouvert de Zariskin+i ————————————————
de M .

Démonstration. Si x est un point quelconque de X\f (0) »

alors F(x) t M U (z =0} , donc il existe un polynôme Q divisi-

ble par z et s'annulant sur M , tel que Q (F(x)) ^ 0 . D'aprèsn ' i s x
le corollaire 12.10. Q = F(X\Q (F)"1^)) est un ouvert de Zariski de

M , donc aussi la réunion

U C l - F(X\f1 (0)) ..
xçXXf^(O) x

Comme X\f , (0) est de Stein ainsi que son image biholomor-
-1phe, on voit en fait que le complémentaire M\F(X\f (0)) est néces-

sairement une hypersurface algébrique de M .
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13. - Démonstration du critère d'algébricité (cas lisse).

D'après la proposition 11.7 <a), à tout point XQ € X on peut

associer un morphisme F<°> - (t .̂..̂ ) € [^(X)]^ et une fonc-

tion g = f^ tels que Rouvert X\g^(0) 3 Xç soit holomorphe par
F(o) à un ouvert de Zariski (Tune variété algébrique dans € ° . H
existe donc un recouvrement dénombrable de X par de tels ouverts
X^^ô) . associés à des morphismes F00 : X - C k . Considérons

le morphisme produit

^-F<o>xF< l )x. . .xP< k ) :x-<^N O +•••+ N k .
K.

D* après la proposition 8.5. Pimage F^(X) est contenue dans une variété
NA+.-.+N^

algébrique irréductible M^ c Œ K de dimension n , et le corol-

laire 12.11 montre que F^XXgP^O)) est un ouvert de Àariski de M^

si j À k . Posons

Y. - H g'̂ O) . \ - X\Y = U (X^^O)) .
k j^ j K K j^ J

Par construction F^ : X^ - F^(X^) c M^ est un isomorpnisme, et

F <X. ) est un ouvert de Zariski de M . On peut donc énoncer :

PROPOSITION 13.1. - Si X vérifie les hypothèses 9.1' (a^b^

alors X est réunion d'une suite croissante de variétés quasi-
affmes K , où chaque X. s'identifie à un ouvert de Zariski

de X^ avec la structure algébrique induite. •

En d'autres termes. X a bien une structure d'espace annelé

qui est "localement" celle d'une variété algébrique, mais la "topologie

de Zariski" peut ne pas être quasi-compacte. Signalons qu'il existe
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effectivement de telles variétés. Il suffit de prendre pour X la surface
0

(lisse) sin x = yz dans <C , et pour Y, la réunion des droites

(jn) x (0) x <T . K » . |j| >k . La variété X^ = X\Y^ ^identifie

alors à la variété algébrique

v^H-^)-
via Papplication V , — X définie par

—— / x2 \(x.y,z) —(x.y,z ' ) où z» = z | | 1 ——5- •|j|>kv jVy
Nous allons maintenant montrer que la suite (XJ est nécessai-

rement stationnaire si les espaces de cohomologie H - ( X ; IR) sont de

dimension finie [hypothèse S.l^c')!.

LEMME 13.2. - Soit X une variété analytique complexe de
dimension n , Y un ensemble analytique de dimension ^ p

dans X , et d = n - p = codim« Y . Alors l'espace de cobomo-
logie relative H^X.X^ ; IR) est nul si q < 2d et

H^X. X\Y ; IR) - 1^ .

où (Y.), est la famille des composantes irréductibles de
J j€J

dimension p de Y .

Démonstration. Nous renvoyons par exemple à E. Spanier ÏSpl

pour les arguments élémentaires de topologie algébrique qui vont être

utilisés. On raisonne par récurrence sur p , le résultat étant trivial

pour p = 0 . Si p î 1 . soit L la réunion du lieu singulier Y

et des composantes irréductibles de Y de dimension < p . de sorte

que dim Z ^ p -1 . La suite exacte du triplet s'écrit

H ^ X . X X Z ) — H^X. X\Y) — H^XV. X\Y) —H^^X.XYZ) .

Par hypothèse de récurrence H^X.XN^Z) = «^(X.XN^Z) = 0 pour

q ^ 2d . donc H^X. X\Y) - H^XVZ . X\Y) . quitte à remplacer (X. Y)

par (X\Z , Y \Z ) . on peut supposer Y lisse de dimension p .
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Y possède alors un voisinage tubulaire U homéomorphe au fibre nor-
mal NY . Grâce au théorème d'excision, on obtient donc

H^X.XYY) ^ H^U, U\Y) ^ H^NY.N'Y)

où N*Y est le complémentaire de la section nulle de NY . Comme

le fibre NY est de rang réel 2d , le théorème d^somorphisme de

Thom-Gysin implique

H^NY.N'Y) - H^^Y) ,

et pour q « 2d . H°(Y) - JR3 . •

Revenons maintenant à la situation de la proposition 13.1, où
X = X\Y . et posons dim Y^ = p^ . d^ = n-p^ . La suite exacte

de la paire (X. X\Y^) donne
2dfc-l 2di, 2di,

H K (X\Y^) —— H ^(X. X\Y^) —- H "(X) .
2d.-l

Puisque X\Y est isomorphe à une variété algébrique. H (X\Y^)
K

est de dimension finie, et il en est de même par hypothèse pour
€\J

H ^X) . Le lemme 13.2 montre donc que Y ^a qu*un nombre fini

de composantes irréductibles de dimension maximale p. . Comme Y^

est une suite décroissante d* intersection vide, on voit qu41 existe ^ > k

tel que dim Y < p . AU bout d'un nombre fini d'étapes on aura doncÇ k
Y = ^ . X = X . Posons

F = F = F^x.-x F^ . M = M^ , N = N ^ + . . . + N ^ .

Le morphisme F : X — M c € est alors un isomorphisme analytique
de X sur un ouvert de Zariski Q c M . (Quitte à remplacer M par
sa normalisation comme dans la démonstration 1 1 . 7 (b), on peut suppo-
ser M normale. Puisque Q est de Stein, le complémentaire
H = M\Q est nécessairement une hypersurface de M . Désignons par
K(n)=*- K(M) le corps des fonctions rationnelles sur 0 , et par H(0)
l'anneau des fonctions régulières sur 0 . Ecrivons

0 NF = (L,...,U ç I A ^ ( X ) ) . Le co-morphisme F* envoie K(Q) dans

le corps (T(L.....f )c K (X) . La proposition ci-dessous montre que les
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structures algébriques (X.K (X)nO<X)) et (0,R(C^) sont isomorphes.
<P

PROPOSITION 13.3. -

(a) F* : K(Q) •— K (X) est un isomorphisme.

(b) F*R(CÎ = K (X)nO<X) .

Démonstration.

(a) II suffit de démontrer la surjectivité de F* . Or. si g ç K (X)
CP

la fonction g est algébrique sur Œ(f ,...,f ) d'après 11.6. Par suite

goF" est méromorphe sur Q et algébrique sur K(Q . Il en résulte que

go F ç K(Q) = K(M) , en raisonnant par exemple comme à la fin de la dé-

monstration 12.9.

(b) se déduit aussitôt de (a) , à condition de vérifier l'égalité

B(Q) = K(Q)no ,(Q) . L'inclusion c est claire. Inversement, étant donné
g ç K(Q) et x ç. 0 . soit g = u/v , où u,v ç. 0 . une écriture irré-
ductible de g au point x (qui est lisse par hypothèse). Cette écriture est

aussi irréductible dans 0 , . Comme g ç 0 . , on a donc v(x) ^ 0,x,anal x, anal
par suite g ç o et g € R ( ^ . "x, aig

Pour achever la preuve du théorème 9.1', il reste maintenant à

montrer que G est algébriquement isomorphe à une variété algébrique

affine, autrement dit il faut prouver l'existence d'un plongement algébrique
N'propre Q = M\H — Œ . C'est facile si M est lisse, mais lorsque M

est singulière il se peut que l'hyper surf ace algébrique H ne soit pas lo-

calement intersection complète, et dans cette situation Goodman (Go) a

donné des exemples pour lesquels l'algèbre R(M\H) n'est pas de type

fini. Je remercie N. Mok de m'avoir signalé cette difficulté, qui rendait

caduque ma démonstration initiale. Le raisonnement de ÏMok 2 ) consiste

à observer que Q est rationnellement convexe dans le sens suivant :

pour tout compact K c C l'enveloppe

K= } x ç o ; |g(x)| ï sup^|g| pour tout gç R(Q){

est compacte. Ceci résulte en effet de 1 1 . 5 (d) et du fait que 0 ̂  X
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est de Stein. On applique alors la partie (b) du théorème ci-dessous.

THEOREME 13.4. - Soit Me 0^ une variété algébrique affine

(éventuellement singulière) de dimension pure n , et H une

hypersurface algébrique de M . Alors M^ est isomorphe à

une variété algébrique affine sous l'une Quelconque des deux

hypothèses suivantes :

(a) H est localement intersection complète dans M .

(b) M^î est rationnellement convexe ([Mok2)).

Démonstration sous l'hypothèse (a) . Pour tout x 6 H , il existe
par hypothèse un polynôme P ç. (T[z,,...,z-,,) et un voisinage de Zariski

iV(x) c M tels que HnV(x) = P^O^ V(x) . Soit H* la réunion des

composantes irréductibles de P" (0) non contenues dans H . Comme

x JE H1 , il existe un polynôme Q s'annulant sur H* , tel que Q(x) = 1 .

Le théorème des zéros de Hilbert entraîne l'existence d'un entier s ç IN

tel que Q /P € R(M\H) . Comme la topologie de Zariski est quasi-

compacte, on peut extraire un recouvrement fini V(x ),....V(x ) de H .
s< 1 m

et une famille finie de polynômes P. , Q. associés aux points x. .

Notre construction montre alors que le morphisme

(^......z-Q\P-..,Q8m/P) : M\H -Œ^"1

l M i l m m

est un plongement propre.

Démonstration sous l'hypothèse (b) . On construit d'abord par

récurrence descendante sur k une suite de sous-variétés algébriques

M e M fermées, de dimension pure k . telles que M FIH soit une

hypersurface de M . On pose M = M ; si M a été construite, on

choisit un polynôme P ç R(M) s'annulant sur H mais ne s'annulant

identiquement sur aucune composante irréductible de M ; on note
k .1

alors M. la réunion des composantes irréductibles de M n P. (0)
K— A K K

non contenues dans H .

On démontre maintenant par récurrence croissante sur k
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l'existence de fractions rationnelles g-....,g 6 R(M\H) telles que le
k

morphisme

^ : (z ,̂...z .̂....g )̂ ^^—(T^k

soit un plongement propre en restriction à ^NP (pour k = n le théorè-

me sera ainsi démontré). Si k = dim M = 1 . cette propriété est claire.

car l'hypothèse (b) et le principe du maximum entraînent Inexistence de

fractions rationnelles g,,—,g^ e R(M\H) dont les restrictions à M^

ont des pOles aux différents points ^•••••^ de M^H H . Supposons
N+mi, N

maintenant $. construit. Soit n : Œ K — Œ la projection. Mk K
N+m.- - - -i

l'adhérence de $ (M\H) dans Œ " e t H = Mm-r^ (H) . de sorte

que

$ : M\H -—M\H

est un isomorphisme (d'inverse $. = ^j^\«) • par hypothèse de ré-

currence M = $ (M \H) est une sous-variété algébrique fermée de
K K K i

M = $ (M —AH) . Comme M^H (P^« TTJ" (0) est la réunion dis-

jointe (M, -nH)UM . on voit que M ., n H est localement intersec-
k+l K K'""i

tion complète dans M, , (et y est localement définie par P.°TT.) .
K+l K K

Pour tout x ç M OH . il existe donc un polynôme Q ç B(M) tel que

Q(x) = 1 . qui s'annule sur toutes les composantes irréductibles de

(P on )~ (0) ne rencontrant pas M O H . On peut donc compléter $^

en un morphisme t comme dans le cas (a) . en adjoignant à ^

des fonctions g. = (Q. o^) } /P^ . m^ < j ^ m^ ; alors

$ : M, ,\H — Œ k+i est propre, car les fonctions g.°TT. = Q3/?.^.k+1 k+l J K j K K.
définissent un morphisme propre sur M \H .•

La propriété 13.3 (a) entraîne que K (X) est engendré par
0

f . f et donc que K (X) est aussi le corps des quotients de A (X) ,
l* ' N cp '•P

ce qui n'était nullement évident a priori. On peut en fait obtenir un ré-

sultat un peu plus précis.
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PROPOSITION 13.5. - Sous l'hypothèse 9.1» (b1} Iresp. 9.1 (b^L
K^(X) est engendré par A (X) . où b = -^ [resp. par
A^(X)1.

Démonstration. Pour le voir, il suffit grâce au raisonnement

précédent de construire un plongement injectif

G = (̂ ....gg) : X-C8 . g^ ç A^(X) .

La proposition 11.5 (c) permet de construire pour tous points x. ç X

et (x-,x_) ç XxX\A (où A = diagonale) des fonctions g,,..., g ,i z i n
g ç A^X) telles que dg A—Adg (xj ^ 0 et g(x ) ^ g(xj . Comme

les ouverts (x ; dg A...Adg (x) ^ 0) c X et

((^y); g(x) ^ g(y)} c: XXX\A sont des ouverts de Zariski,

il existe des recouvrements finis de X et XxX\A respectivement,

par de tels ouverts. Lia collection des fonctions g, g. ainsi obtenues

donne le morphisme 0 cherché. •

Remarque 13.6. - On a en toute généralité les inclusions

A^X) c A^X) c A°(X) c A ( X ) . 0 < b ^ 2 ,
cp çp cp cp

mais nous ne savons pas pour les deux dernières s'il y a toujours

égalité ou non. Le fait surprenant est que l'algèbre A (X) peut avoir
cp

un degré de transcendance < n . Choisissons par exemple X = C ,

avec la fonction strictement psh

cp(z) = E 2"JLog(c+|z-j|2) , 0 < c . ^ l . e.=l .
jç]N J • ' J v

Soit r ^ 3 donné. En découpant la somme pour les indices j s, Log r

d'une part. j > Log r d'autre part. on obtient aisément pour |z| = r

les estimations

(13.7) cp(z) « 2I^g(l+|z|2) + 0(1^-1-) si vj . 1 ^ - J | > ^ .

(13.8) cp(z) = 2Log(l+|z|2) + 2"'JI^g(e +|z-j|2) + 0(L^r)

si |z-j|^ .
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Choisissons c. de sorte que

(13.9) 2Log(l+j2) + 2'"JLogej = Ix)g(l+Ix>gj) . j ^ l .

i.e. c. = fll̂ f .
J t (l+j2)2 J

On a alors cp(j) ~ Log Logj quand j — + œ , de sorte que cp est

exhaustive. Les fonctions f ç A^C) sont à croissance polynomiale et
cp Oedoivent vérifier de plus |f(j)| <. (Logj) quand j — - » - œ . Par suite

A^Œ) se réduit aux constantes. Les conditions 9« 1 (a) et (b) sontcp
néanmoins vérifiées. Un calcul immédiat donne en effet

2-^.
dd°p = 2idzAdz £ ————'—— ,

^(e^lz-jl2)2

de sorte que F dd^ = STT . La majoration 9.1 (b) a lieu avec la fbnc-
C

tlon

f '"S ^^-S-<^)-
9

En considérant le seul terme j = 0 , on obtient ^ ^ 2Log(l+|z| ) .
1 /O 1

Pour c ^ |z-j| ^ - on a d'autre part grâce à (13.8) et (13.9) :

cp(z) s> 2Log(l+|z|2) + 2^. JLoge + 0(1)

ï JLog(l+|z|2) + 0(1) .

1/3tandis que pour |z-j| ^ e, il vient
9 r 2~^r. j , i-!j- = 2-j-2c-l/3

^T 4/3 ^
(Cj+|z-j| ) 4£^

de sorte que i' ^ 0 si j est assez grand. On voit donc qu'il existe

une constante B telle que ^ ^ 3îî) + B . •
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14. - Algébricité des espaces complexes singuliers.

Soit X un espace analytique de dimension n . Si X est un

ensemble algébrique dans C , les calculs du §10 montrent que les

conditions géométriques 9.1 (a,b,c) sont vérifiées.

Inversement, pour démontrer la suffisance des conditions géomé-

triques, on se heurte à deux difficultés principales, D'une part les esti-
0

mations L de Hormander ne sont a priori valables que sur un ouvert

de Stein lisse de la forme X\H , où H est une hypersurface de X
contenant le lieu singulier X . Pour pouvoir appliquer un lemme de

prolongement, on doit donc supposer que X est normal.

LEMME 14.1. - Soit f une fonction bolomorphe sur X\H telle

que t € L (X) . Alors, si X est normal, f se prolonge

en une fonction holomorphe sur X .

^
Démonstration. Sbus l'hypothèse f ç L (X) . il est classique

que f se prolonge de X \H à X , et toute fonction holomorphe sur

X se prolonge à X si X est normal (cf. (Nar l . prop. VI. 4). •

Une autre difficulté vient du fait que le poids e peut ne pas

être localement sommable en certains points. Considérons par exemple

le cas de la variété conique X d'équation z * + . . . + z = 0 dans <T .

p ç IN* . La courbure de Ricci de X est alors donnée grâce à la pro-

position 10.1 (a) par la formule

Ricci(B|^) = --dd^g^
rt r\ 'îv\ r) —A

avec ^ = Log(|z>[ +...+|z | ) . On voit donc que la fonction e

106



MESURES DE MONGE-AMPEBE

n'est localement sommable en 0 que si p ^ n . Dans le cas d'un es-

pace X pour lequel e • est non sommable au voisinage de tout point

d'une courbe» la proposition 11.5 (c) ne s'applique plus. On est donc

amené à supposer que les singularités de X sont isolées.

Démonstration du théorème 9.1' (Suffisance des conditions dans

le cas de singularités isolées). L'hypothèse (c') entraîne que les com-

posantes irréductibles de X sont en nombre fini. Soit

TT : X -— X

la normalisation de X . La fonction cp«»n n'est pas en général stric-

tement psh au voisinage de n (X ) , mais quitte à modifier epo-rr
s -i

et \ ( f o n au voisinage de l'ensemble fini n (X ) , on voit que les hy-

pothèses sont satisfaites par X . En définitive, on peut supposer X

normal et irréductible.

La démonstration est maintenant tout à fait semblable à celle
qui a été donnée au cours des §11, 12. 13, aussi nous contenterons-nous

d'indiquer les grandes lignes et les changements à apporter. Les lemmes

11.2 et 11.3 sont vrais sans aucune modification, ainsi que les propriétés

11.5 (a.b.d). L'énoncé 11.5 (c) reste valable si (x .....x ) c X , et si

certains des points x. sont singuliers, on a le résultat partiel suivant

(qui correspond au cas p = 0 ).

LEMME 14.2. - Soit un ensemble fini (x .....x ] c X . Alors———————""—————— 1 m ———b 2cil existe une fonction f ç A (X) , b = —— , ayant un jet

d'ordre s donné en chaque point x ,x ,...,x

Démonstration. On reprend les mêmes arguments que dans
1 1 . 5 (c), en remplaçant le système de coordonnées locales z par

un système générateur (z ,...,2') de l'idéal maximal 7T, de
\ 1 i » ^i

°X.x. - et p! par

J r m / ; x o l
P, = s(n+2)f Lx .^g l^ l 2 ^ c J .

1 l j=l J x J
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Au voisinage de x. , la construction donne alors f = P.(z ) - g avec

g holomorphe telle que

l^l.œi-^V*, i^x).
o

D'après les estimations L de H. ftoda [Sk4], ceci entralhe que

g € ̂  . •
x>x»

La proposition 11.7 reste donc applicable si x € X . e t en

reprenant les arguments des § 12, 13, on construit une variété algébri-
que normale M et un morphisme F = (£,...,£..) : X — M dont la
restriction à X est un isomorphisme de X sur un ouvert de
Zariski de M . Grâce au lemme 14.2, on peut (quitte à compléter F
par un nombre fini de fonctions f. ) supposer que F définit un plon-
gement de X au voisinage de chaque point singulier. Le morphisme
F est alors un isomorphisme de X sur Rouvert de Zariski
F(X) c M . La fin de la preuve est identique à celle donnée au § 13. •

Le raisonnement qui vient d'être esquissé donne d'autre part le

résultat intéressant ci-dessous.

THEOREME 14.3. - Soit X un espace analytique normal de
dimension n . vérifiant les hypothèses 9.1' (a' .b'^c'). Alors
X est analytiquement isomorphe à une variété algébrique

reg
quasi-affine. l'isomorphisme étant donné par un morpbisme

cp-polynomial F de X dans une variété algébrique affine

normale M c (T de dimension n . •
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15. - Appendice : courants et fonctions
plurisousharmoniques à croissance minimale
sur une variété algébrique affine.

NSoit M c C une sous-variété algébrique affine lisse de di-

mension n . On munit M des métriques kahlériennes

0 = dd°|z|2 . a) = dd°Log(l+|z|2)

induites respectivement par la métrique plate de € et par la métri-

que de Fubini-Study de l'espace projectif JP

DEFINITION 15.1. -

(a) Une fonction psh V sur M est dite à croissance mini-

male s'il existe des constantes C,.,C ^ 0 telles pue

V(z) ^ C^Logjz) + Cç .

(b) Un courant positif fermé T de bidegré (1.1) sur M

est dit à croissance minimale si
n - n-1
I TA(JU < + œ .

-M

Du corollaire 7.3 résulte aussitôt la

PROPOSITION 15.2. - Si V est psh de croissance minimale
p

sur M , alors T = dd V est à croissance minimale. •

Réciproquement, étant donné un courant T ^ 0 fermé à

croissance minimale, on ne pourra trouver de solution à l'équation

dd°V = T que si la classe de cobomologie de T est nulle. L'objectif

de ce paragraphe est de démontrer le résultat général suivant, qui est

une réciproque partielle de la proposition 15.2.

109



J.P. DEMAILLY

THEOREME 15.3. - Soit T un (1. D-courant positif fermé

sur M tel que

f TAu""1 <+« .
* M
Alors il existe une fonction psh V et une (1.0)-forme u de

classe 0e0 sur M avant les propriétés ci-dessous, où C ,

Cg.Cg sont des constantes ^ 0 .

(a) dd°V ï T ;

(b) V(z) ^ C^Ix)gjz| î

(c) dd°V - T = iu ;

(d) M^ ^ C^l+lzl)03 .

La démonstration se fera en plusieurs étapes. Observons

d'abord que la condition 15.1 (b) est équivalente à la suivante :

(15.4) o(r) = f T^Ap11"1 ^ Cr211"2 .
|£l<r

U n'est pas restrictif d'autre part de supposer n ̂  2 • Dans le cas

contraire» on peut appliquer le théorème 15.3 à la variété M' = MxC

et au courant image réciproque T' = TT*T . La fonction V(z) = V'(z,0)

et la forme u = u'. ,„, répondent alors à la question.
|MXfUJ

Etant donné un courant T ^ 0 de bidegré (1,1) sur M

vérifiant (15.4), on peut lui associer un potentiel V par les mêmes

formules que celles utilisées par P. Leiong [Le 3] dans € :

(15.5) V^,(z) = J T^Ae'^L^z.a
&i

avec

^•^ ''(n )̂5 1(1. |C I2)"-1 'Î^C?"^ '

LEMME 15.6. - La formule (15.5) définit une fonction

V-, ç L. (M) semi"continue supérieurement. Il existe des

constantes C,., C s 0 telles que

V^.(z) ^ C^Logjzj +C^ .
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Démonstration. Le noyau L vérifie clairement les estima-
tions suivantes :

IVz.Ol ^ C^|z| jel1-211 si | s | ^ 2 | z | ^ l .

V^0 ^ C3^\2~2XÏ si l ^ | c | ^ 2 | z | .

Pour |z| = r ^ 1 , on en déduit

V^(z) . C,[l ̂ ^dad) . .f^^da(t)] ;

Après intégration par parties, il vient, compte-tenu de (15.4) :

VI(" ' c<[•*|^&t<"<^*]2n-l)rC^d']
^ Cg(l-H^)gr) .

Les estimations précédentes montrent de plus que ^intégrale (15.5)

converge absolument sur Pensemble { £ Ç M ; | ç [>2 | z | ) , de manière

uniforme lorsque z décrit un compact de M . La propriété
v^ € Lloc(M) résulte alors P83" le théorème de Fubini du fait que
|L^(z.O| est. localement sur M x M . intégrable en z uniformément
par rapport à Q . »

LEMME 15.7. - Pour tout point z ç M , il existe des boules

^ c TzM 9 ^z. c ̂ z^ de centre ° et de rayon
—C

r(z) = Cg(l+|z |) 7 où Cg.C^ > 0 . et une application holo-

morphe g : B' — B" telles gué M n ( z + B ' + B " ) soit lez z z z z •
Kr^e de g^ . i.e. si C - z ^ ^ C " est l'écriture d'un

Po^t C € M suivant la décomposition 0^ = (T M) © (T M)'1z z
alors

M n < z + B ^ B ^ ) = [çç^ ï ^ = g ^ ) . C 'ÇB^} .

Démonstration. Soit (^..--.ï^) un système de polynômes

générateurs pour l'idéal de la variété M dans C(X ... X 1 .1 N
Puisque M est lisse, les jacobiens partiels J.. d'ordre N - nK, L
(cf. § 1 0 ) ne s'annulent pas tous simultanément sur M . D'après le
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théorème des zéros de HUbert. les polynômes J_ engendrentK,L
l'idéal unité sur M ; il existe donc des constantes C^.C. > 0

0 9

telles que

"̂ .J Î̂ I ^ ̂ N) 9 • ZÇM •

Le lemme résulte alors du théorème des fonctions implicites (dans sa
version quantitative). •

On observe maintenant que la formule (15.5) peut se récrire
sous la forme

(15.8) V^(z)«J T(C)A[K^z.O-H^(Ol

>w K<,;> "- KMT'°<••c) i.̂ lTîîn '
-i fi""1

H <n = ——î—— —!———
n (n-D^n)0 (l+ld2)11-1

Les propriétés du noyau K vont nous permettre de calculer aisément
dd V en fonction de T .

LEMME 15.9. - dd^ = I A I + R .n n
où ÏAl est le courant d* intégration sur la diagonale de
M x M et où R est un (n.n)-courant ^ 0 à coefficients

localement intégrables sur M x M . vérifiant l'estimation

.̂" -̂,̂ .̂̂ Êi].
Démonstration. En dehors de la diagonale A , un calcul

classique aisément vérifié donne

(ddc|z-e|2)n-n|z-£|-2d|z-î|2Adc|z-£|2A(ddc|z^l2)n'l
(15.10) dd K » ————————————————————————————————————

(4^)n|z-C|2n

«(^dd^glz-^l2)0 .
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•\
On a donc bien B » d^K ï 0 et ||R H ^ C|z-î |'211 . Pour obtenirn n " n'" '
la deuxième partie de la majoration, plaçons-nous en un point z € M

et utilisons le lemme 15.7. En restriction à M , on a au point z :

dz = dz' = composante de dz sur T M .

tandis qu*en un point voisin Ç ç z+ (B* +B") on a :z z
dÇ = d£' +d(g(0) .

Zi

D'après (15.10) il vient donc :

fdd^lz'-e'l^lg^Ol2)
\^Q = | ————2—————2

L l^l^lg^)!2

ddz'-C» l̂  I^K') I^Ad^lz^ l2^ |g (£•) I2)] n

(ICl^l^Ol2)2 J

où la différentiation de g (£*) porte uniquement sur Ç* . Le lemmez
15.7 donne par construction g (0) = D^ = 0 ; le lemme de Schwarz
implique alors les inégalités

1^(01 ^ le*! . £ * € » ;
llD^gji^co)^ . e*^^ . o < x < i .

On observe maintenant que R (z.Ç) s 0 si g s 0 . U s^nsuit pour
^ ç - B * l'inégalité

^Jel^z)'1 C,or(zr1

"^(^S)" ^ ——1————oT ^ 12 ,,, .(le'l^lg^1)!2)11 Iz-ci211-1

qui complète l'estimation du lemme 15.9. La formule classique de

Bochner-Martinelli dans € donne d^utre part

dd0!^.^) = tAl .

Par un calcul analogue à celui ci-dessus, on obtient l'inégalité
C.3r(zr1

l|K,(z.O-K^'.S')|| .————^ .
|z-c
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et pour chaque différentiation de K l'exposant de |z-ç| s'accroît

d'une unité. On voit donc que d ^ K - f A ] est à coefficients L.

sur M x M . la preuve est achevée. •

PROPOSITION 15.11. - Si T est fermé, alors

dd^ = T +®^. . où 0^,(z) = J B^(z.£)AT(a ^ 0 . En

particulier V— est psh .

Démonstration. Soit X : IR — [0,1] une fonction de classe

C00 telle que y(t) = 1 pour t < 1 , \(t) = 0 pour t > 2 , et soit

w une (n-l,n-l) forme C00 à support compact sur M . L'écriture

(15.8) nous donne

F V^dd^ = lim I(r) .
"M r r-+«

ï(r) = ! xf^l^OA^ (z,C)-H (C^Add^z) .
MxM v r /

Le théorème de Stokes et le lemme 15.9 impliquent

I(r) = J d^fx f1^1) T(£)AK (z.£)] Aw(z)"MxM L V r ; n J

= J*x[ i^ l-)T(OA([Al+R^(z.£))Aw(z)

+ P2d x(^) A T(£)Ad°K^(z.e)Aw(z)

+ rad0^——-)] A T ( C ) A K ^ ( Z . C ) A W ( Z )

car dT = dcT = 0 . Pour justifier ce calcul, on peut d'abord suppo-

ser que T est de classe C00 . quitte à régulariser ensuite T au

voisinage du support de \ [——] c [ | ^ |^2r ] . On utilise maintenant

(15.4) et les majorations évidentes

||̂ ) II.o^) . ||̂ (M)|, .o(^ .

"•''V.tili -°(—an-) • ^•^•.•°(——\ • •""
'\ ̂ ï» I / ^l2' ï» 1 /
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pour voir que les deux dernières intégrales dans le calcul de l(r) sont
.,0

0(r ) . On a donc la formule attendue

lim I(r) = f T(OAW(O + f T(Ç)AR (z.C)Aw(z) . •
r-+œ ^M M x M n

Démonstration du théorème 15.3. D'après la proposition 15.2

et le lemme 15.6, le courant ©-, est positif fermé à croissance mini-

male. On peut donc construire par récurrence sur k des fonctions

psh V. et des courants T positifs fermés à croissance minimale

tels que

T = T . V - V . T = ©
0 k "k-l k ^k-l

dd°V, = T, + T, .k k-1 k

Effectuons la somme alternée de ces identités. Pour les indices impairs

il vient :

dd^-V,.... - V^.V^) = T .T^ . 0 .

et le lemme 15.14 ci-dessous implique que la fonction psh

V = V - V +...+ V est à croissance minimale. D'après la propo-

sition 15 .11 , on a la relation de récurrence

W^LV2-0^0 •M

On exploite maintenant le fait que H est un noyau régularisant de

type convolution.

LEMME 15 .12 . -

(a) Pour tout entier k , l^k<2n , il existe des constantes

A. , B s 0 telles que pour tout e € 10» l t on ait^ j^ ________

-'T^ll.^l.l.lAlc-2^ ^^""l
[ l:^l<cr(z) )^]2n-k j •

-C7
où r(z) = C ( l+ | z | ) (cf. lemme 15.71.
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(b) Pour k ^ 3 le courant T, est à coefficients continus et

||T^(z)|| .CXd+lzl)1^) .

Démonstration.

(a) On raisonne par récurrence sur k • Posons

a,(z,r) = f T (C)A0(011"1 .
k |£-z|<r k

9 9Tt
On sait que la fonction r^-r o,(z,r) est croissante et qu'elle
admet pour limite [ T.Ao11" < +» quand k — + « . Ecrivons
T^(z) =I^2)+I^(z) où

I,(z) = ,f R (Z.OAT (S) ,
|£-2|aer<z) n

^ "J' R(z .C )AT(£ ) .
2 |Ç-z|<er(z) n k

On utilise maintenant le lemme 15.9 pour estimer 1 (z) et 1 (z) .
La norme ||I. (z)|| est majorée à une constante près par

»+. dofc(z.r) ^ ^ .+- gk(̂ ) dr

er(z) r^ ''er^) r211-1-1

'^tjV^'1'^6'2^121^7)-e-r(z) M

» tandis que
C,, HT^Oll^C)11

(15 .13 ) |̂ z)|| . C^l.|z|) 11; ————2n3r •
|Ç-z|<€r(z) |£-z|

Lorsque k = 0 , ceci démontre l'estimation (a) pour ||T (z)|| . Dans

le cas général, l'estimation à l'ordre k combinée à (15.13) entraîhe
R +• (^

\\W\\ & C^(l+|z|) k n(e-I3(z)+I^(z))

avec

i (z) » r 6(0"
3 ' l - l < > l. |2"-1 '|:-z|<er(z) |;-z[

I (;) » r gg)" p T^)ABW"'1 _
4 |£-z|<er(z) |C-z|2""1 '|w-î|<er(£) [w-îl2""11 '
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Pour e assez petit, les inégalités |Ç-z| < er(z) et |w-S| < er(Ç)
impliquent |w-z| < 3cr(z) . Avec les notations du lemme 15.7, les

intégrales Uz) et L(z) admettent donc les majorations
0 f

g^,vû

1 (z) ^ C f -—o-— ^ ^fi^2) »
3 "Vl^z) IC.I211-1 16

1 (Z) ^ C J ^WÎA^W)11"1; ———g- f^———^-T-
4 ^(w-zlOc^z) \^ \^l\^^\2^

Par homogénéité, on obtient

r ^a °18 , c19

^ ^\2a~l\^\2a~ti ~ Iw'l20-11-1 Iw-zl2'1-1'-1 '

et l'estimation (a) s'en déduit à l'ordre k+1 .

(b) Utilisons l'inégaUté (a) pour ks3 . U vient

p T(£)Ae(e)n"l _ per(z)do<z,r)
\i-z\<^) Iz-Cl^ '• 'O r^

=-21z^+<--k)Jer(2)^^=o<"<^(er(z)l 0 r

L'estimation (b) en résulte. On observe de plus que l'intégrale précé-

dente converge uniformément vers 0 quand e — 0 . Cette intégrale

correspond dans l'estimation (a) à l'itération du noyau R sur les

boules 10-21 < er(z) . Tous les autres termes apportant une contri-

bution dans T. font intervenir au moins une intégration sur le com-

plémentaire {|^-z| ^€r(z)) , et sont par suite continus en z . Donc

T. est continu dès que k 2 3 . •

Démonstration du théorème 15.3. (suite). A ce point, on a

donc construit une fonction psh V de croissance minimale et un

courant @ positif fermé à coefficients continus tels que

C -90
dd V = T +© . lle(z)|| = 0((l+|z|) "u) .
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On va commencer par montrer qu'on peut supposer © de

classe C" . Sbit (^••g.)^^ un atlas localement fini de M , où
Q. ce M , où g : Q. —• C11 est une application biholomorphe de 0.
sur la boule untté de Œ^ . et soit (*.).^ une partition C00 de
l'unité subordonnée à M . Il existe des fonctions psh T sur 0.
telles que dd°T. = © . Désignons par T? = T. » p une famille de ré-
gularisées C00 de T. relativement à la carte g. , et posons

w = E ^.h-T61) . € , > o .
JÇ]N Ju J ; J

Sûr l'ouvert 0. il vient

dd^-e = dd°(w^) = dd0^^^^-^)] .

et puisque T.-T^ € C^O.nO^) . on voit que dd^ - ® ç C^° ^(M) .
Comme le courant @ est à coefficients continus, T. et les 1-formes
dr. , d0-:. sont continues. Lorsque les c. sont choisis assez petits,

^ ^ c ^ c 2on obtient donc |W| ^ 1 et - u u ^ d d W ^ u ) . avec a) = dd Log(l+|z| ) .
0

La fonction V1 = V - W + log(l+|z| ) est alors psh à croissance

minimale, et vérifie dd^ = T+© ' où

@* = @ -dd°w + œ

œ f {C20\est un courant positif fermé de classe C . tel que He^z))) =0[(l+|z|)

On suppose donc désormais que © est de classe C • On
t\

applique alors les estimations L de Honnander-Nakano-Skoda (Naki,

ÏSk4) au courant @ , considéré comme une (n,l)-forme fermée à

valeurs dans le fibre E = T*M <» A^M . Le fibre cotangent T*M est

semi-positif au sens de Griffiths pour la métrique 0 (c'est un quotient

du fibre plat T*^»^ ). donc d'après ÏDSl le fibre T*M ® AnT*M

est semi-positif au sens de Nakano. La proposition 10.1 (b) montre que

le fibre E est lui-même semi-positif au sens de Nakano pour la mé-
—2ilf / 2 \

trique Be~ .où ^ = Log| Z |J_ - | ) . D'après les estimations
VK.L K•L /

0

de (Sk4l appliquées au fibre hermitien l£.Bexp(-2^ - C lûg(l-«-[z| ))] .
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on obtient l'existence d'une forme u ç C ,.(M) telle que au = © et

J luI^lzlV022?^.-.
M p

Pour achever la preuve du théorème 15.3 et en particulier de 15.3 (d),
r\

il suffit de convertir cette estimation L en une estimation L00

Hp s Vl2!^24 •
Compte-tenu que ou = @ admet une majoration en norme L°° . il

suffit d'utiliser l'inégalité ci-dessous, en se plaçant dans les boules

J £ - z | < -r(z) du lemme 15.7. •

LEMME 15.13. - Soit v une fonction de classe C1 dans

la boule B(r) c (S^ . Alors

"""•[^•B»,"12]1^-"^"'"-

Démonstration. Appliquons la formule de Cauchy avec reste

à la fonction t — v(tz) . z 6 B(r) . t ç C . |t| < 1 . Il vient

.̂̂ ..A^ îaa- ,̂,.

l^l ^J^Me^lde ^ 2|z|sup^|iv| .

Après calcul de la valeur moyenne (VM) pour z ç B(r) , on obtient

|v(0)| ^ VM(|v|;B(r)ï +•2^^.supg^|iv| .

et VM(|v| ;B(r) î s (VM( |v|2 ; B(r)l)^

grâce à l'inégalité de Cauchy-Schwarz. •

U ne nous reste plus qu'à vérifier le résultat élémentaire

suivant, qui a été utilisé au cours de la démonstration.
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LEMME 15.14. - Soient V^.V^ deux fonctions psh à

croissance minimale sur M . On suppose que V s V - V
est psh . Alors V est à croissance minimale.

Démonstration. D'après le théorème de normalisation de
Noether. il existe des fonctions polynomiales f,,...,f sur M tellesl n
que Œtz .....z ]/I(M) soit une algèbre entière sur C(f ,...,f 1 . Le

n i n
morphisme F = (f^....,f ) : M — Œ^ est donc propre et fini, et on a
un encadrement

Cofi Coo

C^(l+|z|) ^ |F(z)| ^ C^|z|) 28

avec ^g.—.C^g > 0 . Grâce à l* inégalité évidente

V ^ V^ „ F*(F,V^) .

il suffit de montrer que F^V est à croissance minimale dans C11 .
Comme V^ ^ (V^ + (V^)^ - V^ . on en déduit pour la valeur moyenne
de F^V^ sur la boule B(r) c €" la majoration

VM(F^ ; B(r)I ^ VM[F^)^-t-F^(V^)^ ; B(r)l - VMtF^ ; B(r)î

I^s fonctions F^(V^ . ^(Vg)^ sont psh à croissance minimale,
tandis que la fonction r*-VM(F^ ; B(r)l est croissante. On obtient
par conséquent une majoration

VM[F^;B(r)l ^ C^I^r.C^.

et le lemme se déduit des inégalités de moyenne

F^V^(z) ^ VMfF^;B(z,r)l ^ 2211 VM 1 F^ ; B(0.2r)] ,

avec |z| = r ••
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