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STRUCTURE DES SURFACES DE KATO

DLOUSSKY Georges

On étudie certaines surfaces de la classe VII, de K. KODAIRA construi-
tes par Ma. KATO.
Dans la premiére partie, on attache a toute surface de KATO des invariants de na-
tures diverses : des germes d'endomorphisme de surfaces, un nombre complexe "la
trace", une famille d'entiers "la famille des opposés des self-intersections des
courbes rationnelles du revétement universel"”, et on donne certaines de leurs
propriétés.
Dans la seconde partie, on étudie les surfaces de Kato "de trace non nulle" au
moyen des germes d'application associés. On introduit la courbe formelle et les
champs de vecteurs formels invariants par ces germes, et on constate sur des
exemples que ces objets ne sont pas convergents en général. On étudie enfin les
courbes de ces surfaces en décrivant toutes les matrices d'intersection et on

montre que lorsque "la trace" est nulle, la matrice est définie négative.

Some surfaces of the VIIOth class of KODAIRA, constructed by Ma. KATO
are studied.
In the first part, different kinds of invariants are attached to KATO's surfaces :
germs of mappings between surfaces, a complex number "the trace”, a family of inte-
gers "the family of the opposite of self-intersections of rational curves of the
universal covering space"”, and some properties are given.
In the second part, KATO's surfaces with "non vanishing trace" are studied by
mean of germs of mappings. A formal curve and formal vector fields invariant by
these germs are introduced and it can be checked on examples that these objects are
not convergent in general. All intersection matrices of rational curves are des-

cribed and it is shown that when "trace" vanishes the matrix is negative Jdefinite.
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INTRODUCTION

La classification des surfaces analytiques complexes compactes die a
K. KODAIRA [13][14] est incompléte pour les surfaces S pour lesquelles le
premier nombre de Betti bl(S) vérifie bl(S) =1 (c'est la classe VII dans la
terminologie de Kodaira) et dont les seules fonctions méromorphes sont les cons-
tantes.

Dans [1] BOGOMOLOV affirme que lorsque le deuxiéme nombre de Betti
bz(S) vérifie bz(s) = 0 , les seules surfaces vérifiant cette propriété sont

les surfaces de Hopf non elliptiques et certaines surfaces d'Inoue [9].

Reste le cas bz(s) > 0 : M. INOUE a construit deux types d'exemples
[10][11] et M. KATO [12] a démontré que ces surfaces contenaient une coquille
sphérique globale (C.S.G.) . On n'a actuellement aucun exemple de surface pour

laquelle b2(s) > 0 ne contenant pas de C.S.G.

L'objet de ce travail est l'étude des surfaces contenant une C.S.G.
On montre en reprenant une idée de M. Kato qu'on peut associer & ces surfaces des
germes d'applications contractantes F : (CZ.O) - (¢2,0) qui permettent de recons-
tituer la surface. L'étude de ces germes permet une étude "fine" de ces surfaces,
et en traduisant les problémes géométriques en terme de germes d'application, on

a un outil parfaitement adapté, qu'on se propose de développer.

Dans la premiére partie, on définit des invariants associés aux surfaces conte-
nant une C.S.G. et on étudie toutes les configurations possibles des courbes de
revétement universel. Dans la seconde partie, on donne un début de classement du
cas générique (i.e. tr(S) # 0) et on étudie les matrices d'intersection des cour-

bes de S .

Tous les résultats ont &té annoncés dans deux notes [2][3] . Je remercie
I. NAKAMURA de m'avoir signalé une erreur : dans le thm 2 [3] il faut garder
1'hypothése tr(S) # 0 .

La classification des surfaces lorsque bz(S) = 1 annoncée dans [2] a
été trouvée indépendamment et par d'autres méthodes par I. NAKAMURA [17] . En
outre :

1) I. ENOKI [5] a classé les surfaces pour lesquelles bl(S) =1, bz(s) >0 pour
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lesquelles il existe un diviseur D # O pour lequel Dz = 0 : c'est exactement
le cas tr(S) # 0 (ou on(s) =2n) ; 2) I. NAKAMURA [16][17] a caractérisé
les surfaces d'Inoue sw et éw [11] par l'existence de respectivement 2 ou 1

cycle de courbes rationnelles et sans supposer l'existence d'une C.S.G.

Je remercie André HIRSCHOWITZ pour son aide au cours de ce travail.
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Notations

Pour z = (zl,zz) € ¢2 et € > 0 assez petit, on note :

hzll= (12,12 + 12,1312

B i= (z€cllzl<1+el , B := z€a’ llzI<i-e} , B =B
L=z €c® [1-e<Nzl< 14¢)

I lzed 1<l < e} I s {zed® I1-e<lzl<1})

g ={zea’|lzh=1}.

On appellera : surface une variété analytique complexe de dimension 2 ,

courbe un espace analytique irréductible de dimension 1
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§ 0.- Introduction.

0.1 - La classification des surfaces complexes compactes minimales diie &
K. KODAIRA est incompléte en ce qui concerne les surfaces de la classe VII° pour

lesquelles les nombres de Betti bl(S) et b2(s) vérifient :
b (S) =1 et by(s) >1.

Ma. INOUE en a exhibé des exemples dans [10] et [11] et Ma. KATO a montré
que les surfaces Sa [10] et Sw [11] contiennent une "coquille sphérique
globale".

L'objet de cet article est 1l'étude des surfaces compactes contenant une "coquille

sphérique globale'

0.2 - Définition : Soit S une surface compacte et

£ : (EZ,Z) + S
un germe d'isomorphisme. On dit que f est une coquille sphérique globale - ce

qu'on abrégera C.S.G. - si S N\ f(I) est connexe.

Le point de départ est une observation dde & Ma. KATO [12]: toutes les
surfaces compactes contenant une C.S.G. sont isomorphes & une surface S(II,0)

(Proposition 1.7) , qui est obtenue de la fagon suivante :

Définition : Soit I : BII + B une succession finie d'éclatements au-dessus d'un

nombre fini de points de la boule unité B de ¢2 et

G: BB
une application biholomorphe sur son image. En recollant holomorphiquement par
oIl des voisinages isomorphes des deux bords de Bn ~ O(E) , on obtient une sur-

face compacte, notée S(II,0) qui est canoniquement munie d'une C.S.G.

Dans le cas oi S(II,0) est minimale on montre (théoréme 2.13) que II
et O peuvent étre choisis de sorte que :

- les éclatements composant [l aient lieu au-dessus de O ,

- I (0) ne contiennent qu'une seule courbe exceptionnelle de premiére espéce I-

- 0(0) appartiennent & T .

0.3 - Définition : On appellera surface de Kato une surface compacte minimale
contenant une C.S.G. et pour laquelle bZ(S) 21 .
A une surface de Kato S on associe une famille de germes d'applications

{Fc} indexée par 1l'ensemble Q(E) des courbes rationnelles du revétement

c €e@d)
universel S de S . Ces germes sont isomorphes a des germes de la forme
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F = Jl0 et & chacun d'eux on peut associer une surface isomorphe & S (Proposi-
tion 3.16) , ce qui permet de montrer (§ 3.11) que la recherche des classes d'iso-
morphisme des surfaces de Kato est équivalente a celle des classes 4'isomorphisme
des germes de la forme F = Ilo.

L'invariant analytique {FC} étant d'un emploi malaisé, on in-

c € &(s)
troduit d'autres invariants associés & S plus grossiers :

1) bz(s) qui correspond au nombre d'éclatements qui composent chaque germe FC H

2) la famille des self-intersections des courbes rationnelles du revétement uni-

versel S de S noté a(S) := (Ci.Ci)

i €e®
On montre que (%) est principal homogéne sous Z (Corollaire 3.7) et on décrit

toutes les configurations possibles des courbes compactes de s (Théoréme 3.27);
3) la trace de S , notée tr(S) et définie pour tout germe F = Jl0 associée a
S par
tr(s) := tr DF(0)

On montre que tr{S) ne dépend pas du choix de F et on a :

Théoréme : Soit S une surface de Kato. Alors :
i) o< Jtr(s)l <1

ii) tr(S) # 0 si et seulement si Ci'ci = -2 pour tout i € e .

Les invariants analytiques a(S) et tr(S) déterminent le graphe des éclatements

de tout germe F = Ilo associés & S .

0.4 - On montrera dans un travail ultérieur que, dans certains cas, notamment

lorsque bz(s) = 1 les invariants bZ(S) ,a(S) et tr(S) permettent de recons-

tit F ~
uer { C}C ced

sification des surfaces de Kato, leur déformation semi-universelle et leur groupe

et donc la surface S . On en déduira dans ces cas la clas-

d'automorphismes.

Je remercie André HIRSCHOWITZ pour toute l'aide apportée au cours de

ce travail.
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§ 1 . Surfaces contenant une coquille sphérique globale.

Définition 1.1 [12]
Soit S une surface analytique complexe compacte, U un voisinage ouvert de la
sphére unité I dans ¢2 et

£f:U0=+S8
une application analytique biholomorphe sur son image. On appellera le germe d'ap-
plication

f : (Ez,Z)“’S
une coquille sphérique de S , et on dira que f est une coquille sphériqué glo-
bale - ce qu'on abrégera par C.S.G. - si

s~ £(I)
est connexe.
Les surface de Hopf primaires contiennent des C.S.G. ; par exemple si
6 : o2~ {0} » FEEN {0} est 1l'homothétie de rapport o € € avec lal< 1, G
est le groupe d'automorphismes de ¢2 ~ { 0} engendré par 6 et
I e?~ {0} » s:= e~ {0}/ G est l'application canonique, alors

£ : (u:z,Z)-»s
induit par Il est une C.S.G. de la surface de Hopf S .

1.2 Données de Kato et surfaces S(I[,0) associées.

Définition 1.3
Soit
2

T:w->¢C
une succession finie d'éclatements au-dessus d'un nombre fini de points de la
boule unité B de ¢2 et

o: B8 =N (m)
une application analytique définie sur un voisinage ouvert de E et biholomorphe

i

sur son image dans B .
On appellera (II,0) une donnée de Kato, et on dira qu'elle est centrée si 0 est
un point fixe de F :=1ll0 , c'est-a-dire

F(0) = Ilo(0) = 0 .
Dans [12] Ma. Kato donne un procédé de construction de surfaces contenant une
C.S.G. :

Notons pour € > 0 petit

Bg :=1 "(B)),

L'application
I it
oll : BE d BE

i
envoie biholomorphiquement un voisinage du bord BBH de Bn dans BE , sur un
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voisinage du bord 09(0(B)) de O(B); en recollant par Oll ces voisinages isomor-

phes, on obtient une surface analytique complexe compacte notée

s(Il,0)
S(ll,0) est canoniquement munie d'un plongement ouvert
1
i:n = ann(ll,0) := B ~ o(B) » s(Il,0)
=1
de plus, pour €>0 assez petit pour que sur ZE , I existe, les applications
+ + ‘
£ ZE -+ s(l,o)
+> io(z)
£ : I » s(o

z > i ]'[1 (z)
se recollent par construction sur I pour donner une C.S.G.

£=£,0) : (€5, ~» sd,0)

Définition 1.4.

Oon dira que S(II,0) (resp. ann(ll,0) , £(II,0)) est la surface (resp. l'anneau,
la C.S.G.) associée & la donnée de Kato (IT,0)
Dans la suite Ann(ll,0) sera identifié & son image par i .

On va maintenant construire & partir d'une donnée de Kato quelconque (II,0)
une donnée de Kato centrée (II',0') de sorte que S(II,0) et S(II',0') soient

isomorphes. Plus précisément on a :

Lemme 1.5. : Soit (II,0) une donnée de Kato et F =10 .
Alors : Il existe une donnée de Kato centrée (II',0') , un automorphisme de
la boule ¢ et un isomorphisme
Y : s(',o") =+ s(,0)
pour lesquels le diagramme suivant

(]
@, > @5

£(I',0') + £(I1,0)
s(',o') » s(l,o0)
Y
soit commutatif.
De plus, si F' :=1'c' on a:
F = oF' @

O D¥monstration :
D'aprés le théoréme du point fixe de Brouwer, F admet un point fixe z, € B;
d'autre part les automorphismes de la boule opérent transitivement et se prolongent

analytiquement & un voisinage de B [21 ] . Soit alors un automorphisme
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¢ : BB

tel que
() =z
et considérons le diagramme cartésien
1]
Bn := Bx Bn X B
- B
My v
B Q@ B
En posant
- -— )
o' :=‘V1010:B+Br[

on obtient une donnée de Kato centrée (II',0') et ¥ induit l'isomorphisme VY

cherché. O

1.6. Une caractérisation des surfaces contenant une C.S.G.

On va voir que toute surface contenant une C.S.G. est isomorphe & une sur-

face s(Il,o) .

Proposition 1.7. (Kato [12])
Soit S une surface compacte contenant une C.S.G. Pour toute C.S.G.
f: (GZ,Z) +> S
il existe une unique donnée de Kato K(f) = (I[,0) et un unique isomorphisme
a : s(l,o) » s

tel que le diagramme suivant

s(I,o0)
£(I1,0),
e $o
’
f\. s
soit commutatif.
O monstration.
1. Soit €> 0 assez petit pour que f soit biholomorphe sur ZE . Notons
X := 8N f(I) .
Les ouverts
Z; <~ B et f(Z;) ~ X d'une part

Z; <~ Lo et f(Z;) &~ X d'autre part,

sont isomorphes par f et disjoints deux & deux. Soit

Z:=B€l.|. +X

4
€
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la variété obtenue en recollant Be et X le long de EZ par f et

1= i
28 Ze z_Z
E -
la variété obtenue en recollant Ze avec Z le long de ZE par f . Les deux
variétés sont obtenues en "rebouchant" X , et z€ est un ouvert strictement pseu-
doconvexe de ze qui ne dépend que de f . D'aprés [7] (p. 337) , Z est une
modification d'un espace de Stein normal Y .

Notons
p:2 >Y

cette modification.

2. Il existe un unique isomorphisme.
a:B—+Y

qut fasse commuter le diagramme

En effet :
pf : L > Y

étant & valeurs dans un espace de Stein se prolonge & B d'aprés un théoréme de
Hartogs en une application analytique
a:B*Y

L'application a est propre, surjective puisque a(B) gqui est un sous-ensemble
analytique de Y , contient un ouvert, et & fibres finies puisque B ne contient
pas de courbes compactes; de plus, en dehors du lieu de ramification R qui est
composé d'un nombre fini de points de Y , la restriction

alB\a—l(R):B\a_l(R) +¥YNR
est un revétement qui est nécessairement trivial. On en déduit d'aprés [8] que
(B,a) est une normalisation de Y . Comme Y est normal, a est un isomorphisme.

3. Construction de K(f) = (I,o0)

Soit (BH,H) définis par le diagramme cartésien

M.exz > 2
Y a
v Yp
B 3y
a
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Comme O est une succession d'éclatements ([15] p. &) , I aussi .
De plus le plongement ouvert canonique
. -+

i BE 2z
permet de définir

o=a'i: B > B"

€

qui est biholomorphe sur son image.
L'assertion résulte alors du fait que A induit des isomorphismes

A = Ann(Il,0) > X et
a : S(I,o) > s
qui, par construction, fait commuter le diagramme

s(I, o)
Yo

(EZ’Z) \\\\?“\\~9
S m]

Définition 1.8 On dira qu'une C.S.G. est centrée si sa donnée de Kato associée

£(Il,o

(II,0) est centrée.
D'aprés la proposition 1.7 1l'étude des surfaces contenant une C.S.G. est ramenée
1'étude des surfaces S(II,0) ; d'aprés le lemme 1.5 on pourra supposer que les

C.S.G. ainsi que les données de Kato sont centrées.

1.9 Revétement universel des surfaces S(Il,0)

Notons Anne(H,o) le voisinage d'ordre ¢ de
Ann (I, 0)
_1 ——
AnnE(H,c) := 10 (Be) ~ O(B—e)

g = 0l envoie biholomorphiquement un voisi-
nage du bord strictement pseudoconvexe "exté-

rieur" de Ann(ll,0) sur un voisinage du bord

strictement pseudoconcave "intérieur" de

Ann(Il,0)

Si (Ai)' €z est une famille d'exemplaires de AnnE(H,O) , soit S la variété
i
obtenue en recollant le bord pseudoconcave de Ai avec le bord pseudoconvexe de

A, par g . En notant (z,) la famille des exemplaires d'un méme point
i+1 i'i €z
de Anne(H,o) ’ S est muni de 1'automorphisme
3 :8-F

10
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défini sur Ai par

g(zi) =2z,

De plus, l'application canonique
w:% +5/{3 liez} =~so)
fait de S un revétement de S(II,0) .

Lemme 1.10 Soit (II,0) wune donnée de Kato ou

II=II1 ...Hn

est une succession de n éclatements

i Hn Hn-l nl
B =B — B —+ ..~ B, — B_=
n n-1 1 0
Alors : i) Hl(Ann(H,O)) =0 et
n
Hz(Ann(H,O)) =® Z

ii) (Ehw) est le revétement universel de S(II,0)
n
iii) Hl(S(H,O)) ~Z et HZ(S(H,O)) ~® Z .

En particulier

]
—

bl(S) et b2(s) =n .

O Démonstration :
i) Il est bien connu que
n
HI(BH) =0 et HZ(BH) =® Z

2 i .
Considérons alors le recouvrement de B formé des deux ouverts

U = Ann(Il,0) et vV = O(BE)

la suite exacte de Mayer-Vietoris
.—’H2(UnV) - HZ(U)®H2(V) - HZ(UUV) nd
* B (UNV) > H(U) ©H (V) > H@UUV) -

HO(U nv)y - HO(U) ® HO(V) - HO(U uv)y -0

HZ(UnV) o Hl(UnV) ~ 0
H2(V) o~ Hl(v) ~ 0

HO(U NvV) ~H (U) = HO(V) o~ HO(U Uv) >~z

0
donne d'une part
I n
H2(Ann(l'[,c)) o HZ(B ) ® Z

11
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et d'autre part

Hl(Ann(nlo)) =0
ii) est immédiat d'aprés le théoréme de Van Kampen et i) .

iii) S(II,0) est recouvert par
U = Ann(ll,0) et V= f(ZE)

Comme U N V est formé de deux composantes connexes homéomorphes & ZE , on a
Hl(U n v NBZ(U nv) «0
HO(U NV) 2 0% .
D'aprés la suite exacte (*) précédente et i) , on obtient d'une part
n
Hz(s) ~® Z

et d'autre part la suite exacte
0 -Hl(s) +Z ®% +Z OX T -0
Le résultat découle alors du fait que le noyau d'un morphisme surjectif de

X ®2 sur Z est isomorphe & ZT .

Proposition 1.11 Les courbes compactes du revétement universel (g,m) d'une sur-

face S contenant une C.S.G. sont toutes rationnelles non singuliéres.

O Démonstration. Soit C une telle courbe de S . Une C.S.G. de S étant choi-

sie, on recouvre s par les anneaux ouverts (Ai) iex ° Par compacité, il exis-:
i
te o,BE€EZ tels que C < u A,
a<i<§B
I . 1
Comme ABC—) Be , on peut recoller U Ai non pas avec AB mais avec lE!e le
a<i<B-1

long des mémes ouverts. On obtient une variété isomorphe a la boule éclatée un

nombre fini de fois, ce qui donne le résultat. O

1.12 Bouts du revétement universel d'une surface contenant une C.S.G.

Considérons une surface de Hopf S ; par définition, son revétement
universel est isomorphe a o ~ {0} qui peut &tre compactifié en lui rajoutant
ses deux bouts [6] :

L'un 0 a un systéme fondamental de voisinages strictement pseudocon-

vexes et © avec un systéme fondamental de voisinages pseudoconcaves.
La proposition suivante montre que cette propriété est indépendante du choix de

la C.5.G. , c'’est-a-dire qu'on peut distinguer les deux bouts :

12
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1'automorphisme
3:5-5%
va vers le bout "pseudoconcave" 0 tandis que 3-1 va vers le bout "pseudocon-

vexe" o .,

Proposition 1.13
Soit S wune surface compacte contenant une C.S.G.

1) Le revétement universel ('g.w) de S a deux bouts notés 0 et o .
En notant
S=5u {0} U {=}
ces bouts sont distingués par la propriété suivante :
0 (resp®) a un systéme fondamental de voisinages ouverts strictement pseu-
doconvexes (resp. pseudoconcaves) .
De plus, pour tout relévement ¢ : (GZ,Z) +% d'une c.5.6 £ de S, o
(resp. ) est dans la composante strictement pseudoconvexe (resp. pseudocon-

cave) de S~ E(I) .

2) '5 ne dépend pas du choix de la C.S.G. f et 'se prolonge continuement en
g:8-8

De plus E vérifie :

1) g0) =0 , Gl = o

ii) g est contractant en 0 au sens suivant :
Pour tout voisinage V de 0 relativement compact dans S U {0}
on a

n W = fo};
iZ 0

Si V est la composante pseudoconvexe du complémentaire de f(I) dans

E pour une C.S.G £ quelconque, alors

Jwy cev .

O Démonstration.

1) Il s'agit de voir que les bouts définis en choisissant une C.S.G. £ , n'en dé-
pendent pas. Soit pour cela f' une auf_re C.S.G. et soit
~ o~ 2 ~
£,£f' : (@€ ,L) » S
deux relévements de f et £' respectivement.
Notons Eo(resp. gé) la composante de SN T (resp S ™ £'(Z)) & bord stric-

tement pseudoconvexe, et g@(resp Sc'o) celle a bord strictement pseudoconcave.

13
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Il suffit de montrer que

soﬂ 5§ et S“ n S; sont non relativement compacts tandis que

L) L i :
S, n S, et So n S, sont relativement compacts.
En changeant au besoin de relévement de f, on peut supposer que

S' 5
) <)

et il suffit de montrer que

5 n§ =8
o o e}
est non relativement compact, ce qui découle du Lemme 1.14 qui suit.

2) résulte immédiatement de 1) et de la construction des bouts. O

Lemme 1.14. Soit 2 un domaine relativement compact et strictement pseudoconvexe
dans une variété complexe de dimension =2 . Aiors le bord 3Q de Q est

connexe et Q n'a qu'un bout.

O Démonstration :

Supposons 32 non connexe. On peut alors écrire

= Ur
EI9) F‘1 5
ou Fl et F2 sont deux compacts disjoints non vides, et trouver deux voisinages
ouverts w1 et w2 de F1 et F2 disjoints et ne rencontrant aucun sous-ensemble

analytique compact de @ . Notons
p: R ~>2
la réduction de Remmert de Q, oi E est un espace de Stein normal [7] .
D'une part, la restriction de p & (W1 U w2) NQ est un isomorphisme,
et d'autre part
K=a\(w Uw)
est compact dans Q.

Notons Ui=p(wiﬂﬂ) i =1,2, : ce sont des ouverts disjoints de Z et
L =2\ (u, uu,)

est un compact de 2 dont le complémentaire a au moins deux composantes connexes
non relativement compactes.

Cette propriété est conservée pour tout compact L' DL en particulier pour un
polyédre analytique contenant L([20] thm 6.2).

On obtient alors une contradiction en vertu du fait que le bord d'un polyédre
analytique est connexe ([20] thm 6.3). Comme 32 est connexe Q n'a qu'un bout

d'aprés la définition [6].
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§ 2. - Surfaces minimales contenant une C.S.G.

2.1 Introduction.

Définition 2.2. Soit X une surface. Une courbe rationnelle non singuliére C
contenue dans X est dite exceptionnelle de premiére espéce si
C.C = -1

On dira que X est minimale si X ne contient aucune courbe exceptionnelle de
premiére espéce.

On sait que si S est une surface compacte, il existe une surface minimale
S' telle que S soit obtenue a partir de S' par un nombre fini d'éclatements.
Dans le cas ol S contient une C.S.G., on va chercher & déterminer dans ce para-
graphe ces surfaces minimales S'. Commengons par le cas le plus simple, & savoir
celui, ou s'étant fixé une C.S.G., la surface S =~ S(Il,0) contient une courbe excep-

tionnelle de premiére espéce C vérifiant :
C < Ann(I,o0)
on a le
Lemme 2.3 Soit (II,0) une donnée de Kato centrée et C une courbe exceptionnelle
de premiére espéce vérifiant
C < ann(l,o)

Décomposons Il en

ol Ho est la contraction de C en un point
z' =1 _(C)
[}
Hl
Soit ¢' : = Hoo :B > B

Alors : i) (II',0') est une donnée de Kato centrée
ii) Il existe une unique application
pO: S(Il,o) » s(II',c")
faisant commuter les diagrammes

I
ann(l,0) © =+ Ann(I',0') £(1,0) s(I,0)

(czls) / lp
o
Po \ [ [
s(Il,o) > s(n',o") £(0',0") s(n',o")

et cette application est 1l'éclatement de S(II',0') au point z' € Ann(m',0')

15
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O Démonstration: immédiate O

cependant,‘si Ann(ll,0) ne contient pas C, le couple (II',0') défini précédemment
n'est plus une donnée de Kato, puisque 0' n'est plus biholomorphe sur son image.
On va donc dans la suite s'attacher & définir une donnée de Kato (II",c") pour

laquelle existe un éclatement
s(l,o) =~ s(n",oc").

L'idée consiste & bouger la C.S.G. de fagon & se ramener & la situation du Lemme
2.3.

2.4 Contraction des courbes exceptionnelles.

Montrons avant de continuer le

Lemme 2.5

Soit F:B - B une application analytique vérifiant
F(0O)= 0 et F(B) €cB
Alors :

1) Il existe une constante O0<k <1 telle que pour tout z€B

ezl <k Il zll
En particulier, toute valeur propre A de DF(0) vérifie [)\l < 1.

2) O est le seul point fixe de F.

O Démonstration.

1) Comme F(B) €cB, il existe O0<k <1 tel que F(B) soit contenu dans la boule de
rayon k.
Soit z # O fixé. On peut supposer F(z)# 0, sinon il n'y a rien & montrer.
Notons A(resp Al) le disque obtenu en prenant 1l'intersection de la droite
passant par 0 et z (resp F(z)) avec B. Soit
P : B~ Al

la projection de B sur A R: B~>B

1'
une rotation amenant A1 sur A et
H s A(k) > A
1/
1l'homothétie de rapport 1/k du disque de rayon k sur A. L'application

f=:H1/kRPF:A->A

a 0 comme point fixe. D'aprés le lemme de Schwarz

16
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HEM <zl
Par conséquent

Irz)l=lIR P F(2)ll <kliz

2) si 2 est un point fixe de F on a
I z°|l=||F(z°)l| <k Ilzo Il

c'est a dire z°=0. O

Soit
2
£(€7,Z) + s
une C.S.G. centrée et € > 0 assez petit pour que f soit définie sur Ee .

Remarquons tout d'abord qu'on peut faire bouger f dans S, par exemple en mettant

f dans la famille holomorphe (f}\))‘ de C.S.G.

@2 x {1-e<|r|<1+e} » s

(z,\) ~ f)‘(z): =fh )‘(z)
ou hA est 1'homothétie de rapport A.

Si S égale S(Il,0), la donnée de Kato (]'[)‘,c)‘) associée a f)\ est donnée

par le diagramme cartésien

B )‘:=B X BII —?‘ BH
€ €
(%) I[)‘ * lﬁ
B - B
h)\ €
avec
-1
c)‘ : = H)‘ ch)‘

qui est bien définie puisque H, est biholomorphe sur son image et F est contrac-

A
tante d'aprés le lemme 2.5.
Le lemme suivant montre qu'on peut étendre la famille précédente de

C.S.G.

Lemme 2.6

i) Notons par p = 0 al,...,a les points modifiés de B. Alors, avec les notations
précédentes : la famille holomorphe (f)\))‘ de C.S.G. centrées de S se prolonge &
toute la couronne

max {lla i} < |x|<1
1€i<p .

et il existe une unique immersion

p:{z|Max {la,l}<lizl<1}~+s
1<i<p

17
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pour laquelle
fA =¢ h

A
De plus la donnée de Kato centrée associée a f)\ est :
K(f)‘) = (HA,O)‘)
ii) Soit 0<k <1 une constante pour laquelle
Irz)ll <k izl
et posons
FA = ]'[AOA
Alors :
-1
F, =h" Fh et hF, () <k izl

O Démonstration.

1) Commengons par la seconde assertion :

2)

Pour tout A tel que 0< |)\| <1, (H)\,ox) peut étre défini et c'est une donnée
de Kato centrée puisque

_ _ -1
F)\ (0) = HAU)‘ (0) = ]'[)‘H

N Uh)\(O) =0
De plus,
= = = = i [ s
hAFA h)‘H)‘o)‘ HH)\OA IIoh)‘ F‘hA , ce qui donne 1'inégalité.
On va d'abord montrer que la famille (fx)x se prolonge d la couronne :
Max{lla1 Hyouss llaP I, x}<|A]<1.

En effet, h)‘(E) ne rencontre aucune courbe compacte, et vu la condition imposée

H-lh)\ (Z) < Ann(l,0)

donc
f :=] "h : (T Z) -+ S(Il,o0)
A P 4 !

est une C.S.G de S(II,0), et

¢=n‘1: {z| Ma\x{lla1 || RPN Ilap I,k}<llzll<1} > s
est 1'immersion qui a la propriété voulue.
De plus, le diagramme (%) précédent induit H)‘[Ann(ﬂ)‘,c)‘)]
)
Ann(r.'A,o)‘)
-1
V 9
@, ") X
\ Ann(Il,0)
T "n, Ann (I, o)V H)‘[Ann(nx,o)‘)]

18
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ol H)\ est biholomorphe sur son image. Comme, par ailleurs
on 4 =0 hA et
oll est biholomorphe de Ann(ll,o)\ HA[Ann(H)\,on)]
sur HA[Ann(HA’OA)]\ Ann(Il,o)
on en déduit le diagramme commutatif

S(]'[A,G)‘)

f(HA,UA)
(¢2,E) (4 a
\ A
£ s(n,o0)

A

oﬁ.u)\ est un isomorphisme, ce qui d'aprés la proposition 1.7 montre
K(f)‘) = (HA’GA)
3) Soit §>0 qu'on introduit au cas od p=0 et N le plus petit entier vérifiant
N
Kk < Max(llalll,...,llapll, s}

Pour obtenir i) il suffit de montrer par récurrence sur 1< n<N que l'asser-

tion est vraie pour tout A vérifiant
n
M := Max {llalll,...,uapll L kMY < Al <1

Or, pour n=1 cela a déja été vérifié; si l'assertion est vraie pour un entier

1<n<N-1, et u vérifie M, < |u] <1, il suffit d'écrire

u=)\°>\

avec M1 < l)\ l <1 et Mn< !Al <1 et d'appliquer 1l'hypothése de récurrence a

S(l'l)‘,c)‘) qui est isomorphe a S(I,0), et ou les points modifiés sont

a a
b =~Xl— s ee1b =—>‘E , ce qui est possible puisque

1 P

Max {Ilblll,...,llbpll,k}< A <1 O

Lemme 2.7

Soit (II,0) une donnée de Kato centrée. On suppose qu'il existe des points

a,,...,a_dans B \{0} tels que l'(-l(al),...,l'[_l(a ) soient des courbes compactes.

1
Alors : il existe une donnée de Kato centrée (II',0') telle que

m: 8\ 17%0) » B\ {0}

soit biholomorphe, et pour laquelle existe une modification.

p: s(ll,o) = s(',o")
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0O Démonstration.

On fait une démonstration par récurrence sur p, le cas p=0 étant trivial. On peut

supposer que |l apll > Ilai|| pour i=1,...,p-1.
Soit A vérifiant
kAl <lla_l<|r] <1
b
ol 0<k<1 est tel que IF(z)IS kx |z Il sur la boule. Soit (H)‘,GA) la donnée de Kato

2p Y
modifie le point bp= et comme bPE F(B),

obtenue par le lemme 2.6. 1 3

X
1" (b ) cann(,,0,)
X Up AT

D'aprés le lemme 2.3 il existe une donnée de Kato centrée (II",0") oG II" ne modifie

que p-1 points de B\ {0} et §(I,,0,) est obtenue par modification de s(a",o").

On conclut en utilisant 1l'hypothése de récurrence. O

Exemple 2.8 : La situation ol deux courbes compactes H_l(’O) et H_l(a), a#0 de B,

rencontrent toutes deux o (B) peut effectivement se produire. Par exemple, soit
I:B + B

obtenu en éclatant les points 0 et a= (0, %) de B.

n
Recouvrons B par les cartes dont les ouverts sont

{w | v+ ul? ] v—%|2) <th v ] v Putve- %|2+ lut]?< 1)

et {(u',v")| lv'|2+|u'v'+i- %<1}

recollés par les conditions :
u = 1/u' , sur u # 0, u' #0 u = I/U'(U'V'+ %) pour U'#0 U'V' # - %
v =u'v' v=U'V'+% uv # 0

et sur lesquels Il s'écrit
T(u,v)=(av (v =3),9), ut v ) =(a'vi= PV ,utv') (U, V) = (V' UtV + D)

Par conséquent H-l (0) = {v=0}U{v'=0}

l'[-l(a) = {v=%) Ufu'v' =:11-} U{v'=0}
En choisissant
0:B *Bn 2 z
z + (u.V)=(—21-, 72)

0 (B) rencontre aussi bien H-l(O) que Il-1 (a) .
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2.9. Données de Kato minimales.

Définition 2.10. Soit (II,0) une donnée de Kato centrée. On dira que (I,0)est
minimale, si
i) BH ne contient qu'une seule courbe exceptionnelle de premiére espéce
c,
ii) o(0) €c.

Remarques 2.11 Si II est une succession de n éclatements

s hig iy
'-35 Bs a2y Lo
n n-1 1
en des points 0k€Bk et Ck : = H;l (Ok-l) , la condition précédente signifie que :

i) 0k€ck pour tout 1<k<n-1

ii) o(0) €c_.
n

Lemme 2.12 Soit (II,0) une donnée de Kato centrée telle que O soit le seul point
modifié par II. Si (II,0) n'est pas minimale, il existe une donnée de Kato minimale
(II',0') pour laquelle existe une modification non triviale

p:S(l,o) + s(',c")

0O Démonstration : Notons Tl,...rp les courbes irréductibles de Bl‘[ auxquelles 0 (0)

n'appartient pas. Soit A >0 assez petit pour que l'image par o de la boule fermée

B()A) centrée en 0 et de rayon A, ne rencontre pas I"l, . ..T‘p .
¢4 D'aprés le lemme 2.6 1’ homothétie h)‘ de rapport A
90 B induit une C.S.G. f, qui ne passe pas par I ,...,T_.
n A 1 P

En appliquant alors le lemme 2.3 on contracte toutes
les courbes exceptionnelles de premiére espéce, ce

n

qui permet d'obtenir la donnée de Kato minimale

6
@ B cherchée O

Théoréme 2.13

Soit S une surface compacte contenant une C.S.G.
Alors : 1) il existe une donnée de Kato minimale (II,0) telle que S s'obtienne par
un nombre fini d'éclatements de S(II,0).
2) S est minimale si et seulement si toute donnée de Kato (II,0) centrée de

S est minimale.

O Démonstration :

1) D'aprés la Proposition 1.7 et le lemme 1.5, S est isomorphe & une

surface S(I',0') ou (II',0') est centrée. On conclut par les lemmes
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2.7 et 2.12,
2) La condition est nécessaire d'aprés le lemme 2.12. La condition est
suffisante puisque le revétement universel de S(Il,0) ne contient

aucune courbe exceptionnelle de premiére espéce. O

Proposition 2.14 (Kato [12])

Soit (II,0) une donnée de Kato et A la réunion des courbes compactes de Bn. Si
0(0) €A, alors S(Il,0) est obtenue & partir d'une surface de Hopf primaire par un

nombre fini d'éclatements.

O Démonstration :

On peut supposer (II,0) centrée. En prenant A >0 assez petit, 1'image de la boule
fermée de rayon A par o ne rencontre pas A. On conclut & nouveau par les lemmes
2.7 et 2.12, et par le fait qu'un automorphisme contractant de (0:2,0) définit

une surface de Hopf primaire. O

Remarque 2.15.

Si (II,0) est une donnée de Kato minimale, O est le seul point modifié.
Le lemme 2.6 i) signifie alors que S(II,0) ne dépend que du germe en 0 de F=1Ilo .
On en déduit qu'a tout germe

F=(@,0 > (@,0
de la forme F=1Ilo on peut associer une surface de Kato S=S(F) qui est canoniquement
munie d'un germe d'immersion

¢+ (@ \1{0},0) » s

induit par H—l .

§ 3. - Surfaces de Kato.
Définition 3.1. On appelle surface de Kato une surface analytique complexe mini-
male S, contenant une C.S.G. et dont le deuxiéme nombre de Betti b2(s) vérifie

b2(5)> 1.

D'aprés le §2.9, les surfaces compactes minimales contenant une C.S.G. se répar-
tissent en deux groupes :

- les surfaces de Hopf primaires, pour lesquelles b2=0.
- les surfaces de Kato, pour lesquelles b2 > 1,

Vu le lemme 1.10 bz(s) est précisément le nombre d'éclatements composant toute
donnée de Kato (Il,0) de S. De plus en appliquant le lemme 2.6, on pourra toujours

supposer que 0(B) ne rencontre que les courbes passant par ¢(0).
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3.2 Effondrement du revétement universel sur une courbe.

Définition 3.3 Soit S une surface de Kato,(g,;) son revétement universel et C une
courbe compacte de S. on appelle effondrement de S sur la courbe C, la donnée de
(éc,pc) ol :

1) SC est une surface n'ayant qu'un bout, noté « .

2) P 1S » éc est une application analytique envoyant isomorphiquement

un voisinage du bout « dans S sur un voisinage du bout « dans §C .
3) C: = pC(C) est une courbe exceptionnelle de premiére espéce de éC'
On va montrer la

Proposition 3.4.

1) Pour toute courbe compacte C de g, il existe un effondrement (§c,§c)
de § sur C, unique isomorphisme unique prés.

a
De plus, il existe 6C€é = pc(C) tel que
~ -1 - - -
pc.S\pC (0o ->sc\ {OC}
soit un isomorphisme.
2) Pour deux courbes compactes C et C' de S la relation Cc < C' si et

seulement si il existe une application

c N -
HC' : Scl -> SC

faisant commuter le diagramme

5
pc/ \PC
Ser —> S

C
HC'

est une relation d'ordre total sur l'ensemble ‘E('g) des courbes
compactes de S. De plus l'applicaticon Hg, est unique.

3) Si C < C', il existe des courbes de '5, uniquement déterminées par C et

c',
= = ot
CO—C, CI'CZ""'CI""'CP-I' Cp C
telles que Hg, se factorise en
I _1 l'[r ~ 1'[1 R
§ B 5 P35 5 ...+ 5 —»35 ,
c' Cp_1 c, C1 ¢

od I est 1'éclatement d'un point GC €¢C et,
r-1
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La démonstration de la proposition 3.4 se déduira des deux lemmes
suivants : le lemme 3.5 qui montre que si on " rebouche " par une
boule un ouvert de S délimité par deux relévements d'une C.S.G., on
obtient une modification de la boule, et le lemme 3.6 qui permet de
contracter une infinité de courbes du revétement universel S. L'idée
de la démonstration de 2) est la suivante : Etant donné une donnée de
Kato (I,0) de S, on a une relation d'ordre naturelle sur l'ensemble
des courbes compactes de BII correspondant & l'ordre des éclatements.
Il s'agit de prolonger cette relation & l'ensemble !3(§)de toutes les

~
courbes compactes de S.

Lemme 3.5.

Soit ?1,?2 :(EZ,E)-+ S deux relévements d'une méme C.S.G. centrée f de S, et soit
V le domaine relativement compact de S dont le bord est ?l(E)U ?}(E). On suppose

que ?2(2) est son bord strictement pseudoconcave.

Notons ¥V la variété obtenue en recollant V

et BE par ?2 le long des ouverts
~ ot +

f (Z)cvetZ cB_ . Alors

2 ¢ € €

f:l: ?I(E;)* B se prolonge en une applica-

tion
ﬁ:\}*B

qui se factorise en une suite d'éclatements

au-dessus de O :

hi¢ it it

Y-8 B —>..+8-3...+5 —»3
k k-1 r 1

ol pour tout 2 € r €k, Hr est l'éclatement d'un point

-1
0‘.‘:_1 ECr_l = Hr_l(o

r—2)

et si n==b2(S) alors n divise k.

O Démonstration.
Soit K(£f)=(Il,0) la donnée de Kato associée & la C.S.G. f. D'aprés le §1.91le revé-

tement universel S de S peut étre recouvert par des ouverts (Ai)i ol Ao est

€z
isomorphe & Ann(Il,0), et pour i# 0 les Ai sont isomorphes & l'anneau AnnE(H,o)
(e >0 petit pour faire les recollements). En changeant au besoin la numérotation,

on peut supposer que
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V=V := u A,
P y<igp t
On va montrer que k=np et que f a la factorisation voulue par récurrence sur
p21.
Cas p=1: &.I=B]-I et le lemme résulte immédiatement du fait que S étant minimale,

(l,0) l'est aussi d'aprés le théoréme 2.13.

Soit p=2: D'aprés l'hypothése de récurrence ?1

se prolonge a u A, , puis
1<i<p-1

a tout V d'aprés le cas p=1 et puisque toute application analytique définie sur

un voisinage du bord d'une boule modifiée B', & valeurs dans B, se prolonge & tout

B'.

Par ailleurs, d'aprés le cas p=1, Gp est obtenue par n=b2(S) éclatements du type

au dessus d'un point noté 0

voulu de la variété Vp_ . D'aprés l'hypothése de

1 n(p-1)
récurrence Op-l n'a qu'une seule courbe exceptionnelle de premiére espéce, On(p—l)
lui appartient vu la définition 2.10 et donc i est composé de np éclatements du

type voulu. 0O

Lemme 3.6.
Soit T: ((tz,z) + S un relévement d'une C.S.G. centrée f de S, et U la composante
strictement pseudoconvexe de '5\ ?(2) . Alors le germe d'isomorphisme
1.3 » @y
se prolonge en une application analytique
'ﬁ‘ : —J > E

surjective et inversible en dehors de l'origine.

O Démonstration :

a) Ona U= U Ai en choisissant ‘bien la numérotation des anneaux Ai.
i20
D'aprés le lemme 3.5, f_1 se prolonge a4 V_: = U A, pour tout p, ce qui
. : 0<i<p
donne 1l'application
T:0-+8

b) Notons :

* ’5 : S-S 1'automorphisme de 5 qui est contractant en 0 (Cf. §1.12) et par

lequel '§/~ est isomorphe & S.
(3" mez}

* 'ﬁ’P : U > flp le prolongement de l'identité id : A, Ao grace a a) ol Gp est la

variété " rebouchée " définie au lemme 3.5.

* §: Vp i Vp_"1 le prolongement de g : Vp - Vp+1 .

* f[p : Op - B l'application donnée par le lemme 3.5.
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* F=Jlo , oa (II,0) est la donnée de Kato associée & f.

Dans ces conditions les diagrammes suivants sont commutatifs pour tout p=0.

bl l l'ﬁ' U
p p+1 ~ ~
= 8., 5 his I
Vp Vp+1 P
Hp 1 HP+1
B-L»B \}P__——)B
i
p

Il suffit pour le voir, de restreindre les diagrammes & ?(2;)

c) Remarquons d'abord que si uEEk(Ao), alors d'aprés les diagrammes précédents,
Twe F ).
Soit alors z€B \ {0} et p=sup{k IzEFk(B)} ;
p existe d'aprés le lemme 2.5. D'aprés la remarque que nous venons de faire il
s'agit de trouver\1€vp unique pour lequel ﬁ(u)=z , ou encore, d'aprés les
diagrammes précédents vEZGp unique tel que ﬁp(v)=z ... mais ceci résulte du
lemme 3.5. 0O

0O Démonstration de la proposition 3.4.

a) Existence.

Soit f une C.S.G quelconque de S; il existe d'une part un reldvement

'E'l : (@%,5) »

de f tel que C soit contenu dans la composante U strictement pseudoconvexe de
S\ ?I(E), et d'autre part il existe un reldvement

~ 2 ~
f2 : (€°,2)» S

de f tel que C soit contenu dans la composante W strictement pseudoconcave de
S\ T @.

\ 2( )
Le germe d'isomorphisme

%, @?,2) » (5, m

permet alors de recoller analytiquement W avec B€ , ce qui donne une variété s
munie d'aprés le lemme 3.6, d'une application
p : S8
qui vérifie 1) et 2) de la Définition 3.3.
Comme, d'aprés le lemme 3.5 la variété V qui se déduit de

V=UNWw
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est une modification de la boule et

Vecs
il suffit de contracter un nombre fini de courbes de § uniquement déterminées
pour obtenir la variété §c cherchée.
On va maintenant construire la relation d'ordre sur ig(g) de laquelle se dédui-
ra le reste de la proposition. Nous allons la construire en plusieurs étapes:
soit T : (¢2,2) -+ S un relévement de f, une C.S.G quelconque de S, et W(resp.
U) la composante strictement pseudoconcave (resp. pseudoconvexe) de S\ F@.
On peut choisir f de sorte que

Pe ¢ 5 - SC
Soit un isomorphisme sur W. Posons

OC :=pc(U)

VC est un domaine strictement pseudoconvexe de S_ et par un raisonnement ana-

C
logue & celui de la proposition 1.7 on montre que le germe d'isomorphisme
~=-1

-1 s .- 2
£ pg o (SL,0V,) ~ (€ ,Z)

se prolonge en une application

HC H Vc -+ B

qui : i) fait commuter le diagramme

U
Pc/ \ﬂ
GC ———> B

l.[C

ol T est le prolongement de ?.4 :(E,BU) - (¢2,2) donné par le lemme 3.6.

ii) fait de B la réduction de Remmert de VC'
Par conséquent ﬁC est composé d'un nombre fini d'éclatements au-dessus de 0.

Soit C une courbe compacte fixée de S et f une C.S.G. de S.
On choisit : - un relévement ?1 de f de sorte que C soit contenue dans la

composante strictement pseudoconvexe U, de A ?1(2), et pcsoit

1

un isomorphisme sur le complémentaire de Ul.
- un relévement ?2 de f de sorte que C soit contenu dans la compo-
sante strictement pseudoconcave W2 de §\ ?5(2).
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On note V := U1 n W2 . D'aprés les lem-

mes 3.5, 3.6 et b) , on a le diagramme

commutatif :
4]
~ 1
it
C
v\ hif Ve
i K
B C
Soit R Hp ! -
V=B — B ,~—.,.— B — B .
P p-1 1

la factorisation de [l donnée par le lemme 3.5 et q < p. tel que Cq = ‘I\'['V(C) .

On va montrer que 170 est isomorphe A Bq :

On montre tout d'abord par récurrence sur k , 1 S k € g qu'il existe une modi-

fication x -
: V> B
1-[C C k
qui fait commuter le diagramme
V=8B

Pour k =1 , c'est évident; si le résultat est établi pour un entier 1 < k < g-1

Y

v (’c

Hk+1"]§‘/:[)c<
By

montre d'une part que les éclatements ]'[k+1.. .]'[p et f[}é ont lieu au-dessus d'un

méme point, et d'autre part que ﬁC n'est pas l'éclatement trivial. On en déduit

la commutativité du diagramme

la factorisation a travers Bk+1 .

Maintenant, vu la commutativité du diagramme
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Yy

~
HV \\gf :
v VC
3 bl
Hq+1' .Hp\ / ITC
B .
q

pC(C).pC(C) = -1

et puisque

ﬁg est un isomorphisme.

~

d) Soient C et C' deux courbes compactes de S . on choisit des relé&vements f
et f2 de f de sorte que C et C' soient contenus dans V . D'aprés c)
il existe un entier q < p (resp q' < p) tel que QC (resp. GC') soit isomor-
he & B_ (resp. B ,),
b q P q'

Supposons q 2 q' ; puisque on a le diagramme commutatif

AU
Z\

<
0
=1
[o) al
e D€ W <re—C

c! -1 - - -
I, :=pg, o Pg 5o > { oc} > Sa

se prolonge en une modification

' - -
C : S, *>S

HC T e c'

Comme elle ne dépend pas du choix des relevements ?1 et f2 on obtient la
relation d'ordre cherchée. Dans le cas oi C = C' on obtient la premiére asser-

tion; enfin l'unicité et le diagramme précédent donnent le théoréme. O

Corollaire 3.7 Soit %ﬁg) l'ensemble des courbes compactes ‘de 5.

Pour tout C 6‘6(‘5) il existe C' et C" Ef(g) uniques tels que

s C a 2 - -
. -> q 3 V& A
i) HC' : S, * S, existe et soit l'éclatement de S, en O
w - - - -
ii) Hg H SC i SC" existe et soit la contraction de C sur OC" .
En posant C' = C+1 , on fait de €(s) un espace principal homogéne sous Z .

Lemme et Définition 3.8.

1) Soit V une surface et O € V . On appellera boule centrée en O 1'image
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par une carte (GZ,O) + (V,0) d'une boule centrée en O € ¢2 .

2) Soit F : (V,0) » (V,0) wun germe d'applicat;on et U un voisinage ouvert de O
sur lequel F soit défini. On a équivalence des propriétés suivantes :
i) Il existe une boule B S U centrée en O telle que F(B)CcCB.

ii) Toute valeur propre A de DF(0) vérifie I\l <1 .

Si 1'une des conditions précédentes est vérifiée, on dira que F est contrac-
tant .

O Démonstration : i) »ii) d'aprés le lemme 2.5; la réciproque est évidente. D

Proposition 3.9

Soit S wune surface de Kato et n = bz(S) . Pour toute courbe C du revétement

universel § de S , il existe un unique isomorphisme

C+n a a
% ) sC - SC+n
faisant commuter le diagramme
~ 9 o
s =+ s
P ¥ ¥ Pen
sC ;+n SC+n
oC
C+n » H
De plus, pour tout C , OC ,(oc) = OC+n '

C C+n PR PR
. . ->
Fc = HC+n0C : (SC,OC) (SC,OC) est contractant et les diagrammes
C+n+1 ~
g g9
- C+i - ~ ~
Sc+1 Sc+n+1 s > s
c } 4 e pe ¥ v P
I I
C+1 C+n+1 R > é
C C
C+n F
X OC i C
sC SC+n
sont commutatifs.
0O Démonstration :
L'unicité de Gg+n est assurée par le premier diagramme.
Pour prouver l'existence, il suffit de considérer la construction de §C a
~
l'aide d'anneaux : si S = UA , 11 existe un indice p tel que Cc U Ai .
i€z i<p
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On a alors C+tn €U A et

i
i < pt+1
g UAi g UAi
i<p i < p+1
se prolonge en
C'+n a a
%' Scr 7 Sgrin
od c'>c et 05,75, =5 i gy =a,_, ;1 i
o c) = Ociin puisque g i i+1 ¢ es contractions de
' ' C'+n-1
C' et C'+n permettent de définir dc,_1
C'+n
OC'
SC' sC'+n
C'=n C'+n-1
HC' HC'+n
C'+n-1
o %
—
sc'-l SC'—1+n

Au bout d'un nombre fini de contractions, on a l'application voulue.
Montrons maintenant que Fg : (SC,OC) -+ (Sc,bc) est contractant :

Soit pour cela une boule B centrée en éc . Comme pEIFB) est un voisinage

de O relativement compact dans S {Q), d'aprés le lemme 1.13

~ -1 -1
g(p, (B) €< p." (B)
et donc

~ -1
Pogd(p, (B)) =< B

Par ailleurs, d'aprés le premier diagramme, sur SC'\ {6C}
~ -1 _ HC ~ -1=HC C+n
Pc9 Pc c+n Pern 9 Pc = Ycan %
Par conséquent

FC(B) cCc B

et FC est contractante.

Le dernier diagramme est commutatif d'aprés les Propositions 3.4.2) et 3.9. O

Les propositions 3.4 et 3.9 donnent immédiatement :

Proposition 3.10

- '
1) {SC,Hg } forme un systéme projectif et les applications et

e )
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o+
{og n} cE ‘e(g) induisent des applications continues.

p:S =~ lg_m Sc avec p(z) = {pc(z)}C c e
. oA & = (&t
g & lim §, > lim §, gdz.b = {oc (zC)}C
C C
qui font commuter le diagramme
o 9
S = s
p ¥ v p
: a — : 3
l‘J:m SC 3 lim sc

2) S est homéomorphe & l'ouvert p(S) et son complémentaire dans lim éC est
P
la famille cohérente

o = {tSC}C

3.11 Germes d'applications associés & une surface de Kato.

Définition 3.12 Soit F : (V,0) > (V,0) et F' : (V',0') > (V',0') deux germes

d'applications. On dit que F et F' sont isomorphes s'il existe un germe d'iso-

morphisme
© : (v,0) » (v',0")
tel que
v,0 5 w0
¢ ¥ v
F'
(v',0") > (V',0'")

soit commutatif.

Définition 3.13 Soit S wune surface de Kato avec b2(S) =n . On appellera ger-

mes d'applications associés & S la famille de germes {FC} o~
a c E¥s)
o

F := HC Gc+n
C C+n C

Proposition 3. 14 Soit S une surface de Kato et n = bz(S) . Pour tout C E‘G(g)

les diagrammes suivants sont commutatifs :

Fo Few
Sc - Sc C+1 sc+1
C+n C+n C C
(o] v v (o] C+1 ¥ ¥ nc+1
5 5 S s
SC+n - sC-f»n sC baand [¢)
l:‘C+n FC
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En particulier FC et Fc+n sont des germes isomorphes.

0O Démonstration :

Ces deux diagrammes résultent de l'utilisation itérée du second diagramme de la
I . c _ ,C C+1 C+n-1
Proposition 3.9 puisque HC+n = HC+1 HC+2 e HC+n .0

Remarque 3.15 Si on itére n fois la seconde relation de la proposition 3.14 on

récupére la premiére : on a en effet

C C
cenTcHn = FCHc+n

c'est-a-dire en simplifiant & gauche par Hg+

n
C+n .C
F =
cn - % IIC+n !
. R . C+n .
puis en composant & droite par OC on obtient
C+n C+n
F = .
C+n oC OC l:‘C
A une surface de Kato pour laquelle b2(S) = n on vient d'associer des germes
~ i i i '
{FC}C ceRd tels que FC et FC+n soient isomorphes. Si S et S sont deux

surfaces isomorphes il existe par fonctorialité de toutes les constructions un
isomorphisme d'ensembles ordonnés
1:e% - edH
c =+ I(C) =CcC'
tel que FC et F'C, soient isomorphes.
D'aprés la proposition 3.9 ces germes sont contractants.

Réciproquement on a :

Proposition 3.16 Soit
F : (v,0) > (v,0)
un germe contractant qui se factorise en
F = llo
ol : I : Vhp >V est une succession de n éclatements au-dessus de O avec une

seule courbe exceptionnelle de premiére espéce I .
o: (vVv,0) > (Vn,G(O)) est un germe d'isomorphisme avec 0(0) €T ,

Alors : il existe : - une surface de Kato S telle que b2(S) = n , unique a iso-
morphisme prés.
- une courbe C de €5 ,

telles que pour tout k €%, F soit isomorphe a F .

C+kn

Remarque 3.17 On n'a pas, en général, unicité du germe d'isomorphisme

cka Rrp . Cf II. Exemple 1.22 .

C+kn ~ Pk
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O Démonstration :
a) Existence : Soit B €V une boule centrée en O € V telle que
F(B) cc B
Par le procédé décrit au §1.2, on construit une surface S = S(F) contenant
une C.S.G., qui est minimale d'aprés le thm. 2.13 et ne dépend pas de B d'a-

prés la Remarque 2.15 .

Notons Cl"' "Cn les courbes rationnelles de vn numérotées dans 1l'ordre

des éclatements et recouvrons § par les anneaux A, , i € X associés a

i
(I,0) ; soit C 1'une des courbes de S induites par Cn . Si io est le
plus petit indice pour lequel

C c VUa

i
i»1
o
s (resp. § ) est obtenu en recollant holomorphiquement Ua avec un
C C+n i< ii
voisinage de B (resp. I-Il (B)) par O(resp. oll) le long de ° voisinages

isomorphes de leur bord.

Par construction, on a le diagramme doublement commutatif

=1 ‘91 -
I"(B)e—e > SC'l'n
C C+n
o Hl HCJ'"l} %
Q -
BeO_p SC
ou &Po et wl sont les inclusions canoniques. On en déduit que (DOF = FC&DO .
Comme d'aprés la proposition 3.14 l=‘C et Fc+kn sont isomorphes, on a
le résultat.
b) Unicité : des deux diagrammes commutatifs
F F
(v,0) -+ (v,0) (v,0) hd (v,0)
(24 v e @'+ Ve
F F
& A Y & A 2, c' pod at
8.,,0,) ¥ (5,,00) (sé,,o(':,) ¥ (844405)
on déduit, en posant VY : =£p'£o4 , la commutativité de
(SC,OC) F-’ (SC.OC)
Yoo+ ¢ vy
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ce qui, par récurrence sur k # O , permet de montrer que pour tout k 2 0 , ¥
se reléve au-dessus d'un voisinage de 6C en un isomorphisme ‘l’k qui fait com-

muter le diagramme

o v
. ‘
SeakOcs! 7 SorkrOcrax!
c c
Tewk 4 v Toix
Coa Y
(8,0 > (8L,.0L)

Par conséquent, vu la Proposition 3.10 , ¥ induit un germe d'isomorphisme

~

Y (slg) (5'19')
qui envoie biholomorphiquement un voisinage du bout O dans un voisinage de
o' .

Comme enfin, d'aprés la Proposition 3.9., le diagramme

o -1 o2 g . -
Sz, By — Gip

1 4
+k (Oc+k))

Poyx l 1 Pesx

FC+k

(Sesx Ok’ (ScexOcek

)

est lui aussi commutatif, Y est compatible avec g , ce qui s'écrit :

.0 9+ &0
Y v Y
('5' ,9-0) > ('5' ,0')

Ceci montre que "l\" induit un isomorphisme

Y:8 + s a

Remarque 3.18 En conclusion du § 3.11, la recherche des classes d'isomorphisme
de surfaces de Kato est équivalente & celle des classes d'isomorphisme des germes

contractants F : (cz,O) -+ (a:z,o) de la forme Ilo .

3.19 Configuration des courbes compactes du revétement universel.

Soit S wune surface de Kato et n = bz(S) . On note (g,’t;) son revétement univer-
sel et ¥©(S) 1'ensemble des courbes compactes de S . On sait d'aprés la propo-
sition 1.11 que toutes ces courbes sont rationnelles non singuliéres et que ’e('é')

est principal homogéne sous Z d'aprés le corollaire 3.7 . On note maintenant
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(ci)i € e(s) la famille des courbes compactes.de S .
Lemme 3.20
Pour toutes courbes compactes Ci'cj de S

[o] .Cj = Ci+n'cj+n
O Démonstration :

3:5-5
est un automorphisme du revétement pour lequel
g(Ci) = ci+n pour tout i €€(s)

ce qui donne le résultat. O

D'aprés le lemme précédent, l'application
a:e(3 - w

est périodique, de période n .

On introduit un nouvel invariant analytique associé & S

Définition 3.21 On appellera famille des self-intersections des courbes du revé-

tement universel g d'une surface de Kato S , la famille périodique de période

n = b2(S)
aw)ﬁ(%Mecg) ol %=_%£i
et on notera on(S) l'entier indépendant de i € Eﬂg) défini par :
i+n-1
Un(S) t= X a,
j=1

On va déterminer quelles sont les familles d'entiers qui sont les familles de

self-intersections. Il nous faut auparavant démontrer les lemmes suivants :

Lemme 3.22
Soit C € B(E) . Alors il existe une C.S.G. f et un relévement
T: @y -5

tels que, en notant U la composante connexe strictement pseudoconvexe de

E‘\?(Z) , C soit la premiére courbe contenue dans U
0O Démonstration : Le germe
. (8 0 - (§.-1,0_ )
Foor # (Seog0cay) 2 (87110
est contractant, ce qui permet de choisir une boule centrée en éc-l qu'on iden-

tifie a B telle que
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FC-l(B) cc B.

Comme
Pe-y s - Sc-1
est inversible en dehors de 6C—1 d'aprés la Proposition 3.4 ,
T .= (pc__l)—1 : (¢2,Z) -3  est une coquille sphérique de 5 .
Comme ?(Z) n ; ?(Z) =g , ?I passe au quotient pour donner une coquille sphéri-

que f de S qui est globale et a la propriété voulue puisque la composante

pseudoconvexe de 5‘\?(2) contient toutes les courbes C' vérifiant C' =>cC . 0O

Lemme 3.23

Soit (Il,0) wune donnée de Kato minimale, C ,...,Cn ses courbes exceptionnelles

1
numérotées dans l'ordre des éclatements et jo le plus petitentier 2 < j < n-1

ol n 2 3 pour lequel

Alors : i) Cj.Cj =-2 pour j<3j_ -2
C. .C. <-3
jo 173 -1
ii) aucune composante irréductible de la transformée stricte de

) par T .

-1
o 1

L@t o) ~ foh

ne passe par O, .

0O Démonstration :
i) est clair.
ii) 61<ﬁ1<0)) comporte une ou deux composantes irréductibles passant par 1l'o-
rigine. Il y a au plus une composante, disons I , dont la transformée stricte

q par H1
-1
I, := L

) (T~ {oh

passe par O, . On conclut alors en remarquant que si pour 1 <k < jo—l

1

-1 -1
e= ~N
L o:=T ... (T~ Db
passe par ok ’ & est transverse a ck et donc Ik+1 ne passera pas par
. 0O

Crar M S
Définition 3.24 Soit a = (ai)i €y une famille d'entiers, périodique de pério-
de n=1.
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1) Pour 1 € p<n , on appelle p-séquence de a un p-uplet

)

(ai""'ai+p-1

2) On dira que la p-séquence (ai,...a ) est singuliére si

i+p-1

(ajreeag oy) = (42,2, 2) .
3) On dira que la p-séquence (ai""ai+p-1) est réguliére si
a = 2 pour tout 0 €< k € p-1 et
(ai, . .,ai+p_1) n'a aucun terme commun avec une p-séquence singuliére.

Lemme et Définition 3.25

Notons pour tout entier n > 1 , An l'ensemble des familles d'entiers

a = (ai) , périodiques de période n qui vérifient

i €x
i) pour tout i €=

2 < a, < n+2
ii) si ai=2 2> 4 , on a pour tout i+l € j € iH-3

a, = 2
J

Alors : Si a € An , 11 existe une unique partition de a en séquences singulié-
res ou réguliéres; plus précisément, il existe une famille d'entiers relatifs
strictement croissante (ik)

keEx , sk=(a

xk €z unique au numérotage prés telle que pour tout

i’ ...,ai _1) soit une séquence singuliére ou réguliére.
k k+1
O Démonstration :

évidente. O

Lemme 3.26

Pour tout n-uple d'entiers (al,...,an) vérifiant les deux conditions :

1)2<ai<n pour 1 < i < n-2
an-l=2
a = 1
n

ii) si a, =2 avec 4<% <n alors :

i
it-1< n et a = =2,

i1 cee = A0
Il existe une succession de n éclatements au-dessus de l'origine
n
nm:8B8B =+ B

en des points 0j € Cj := H;I(Oj_l) , telle que poui‘ tout 1 < 3j<n
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.

O Démonstration

Pour n =1,2,3

. S'il existe a

i

c'est évident. Supposons le résultat vrai pour

tel que a, =n, c'est nécessairement a

n-1 23 .

et (n,2,2,...,2,1)

1

est obtenu en éclatant & chaque fois le point d'intersection de Ci avec la

transformée stricte de C1

. Sinon ai < n-1 pour tout i et on est dans l'une des deux situations suivan-

tes

* I1 existe a, = % avec

4 €4 < n-1__et

i -1 =n

D'aprés 1l'hypothése de récurrence, il existe une succession de ,n-1

ments donnant le (n-1)-uple

éclate-

(al,...,ai-l,l-I,Z,...,Z,l) = (a1,...,ai_l,n-i,2,...,2,1)

C

i.C

Dans cette suite d'éclatements

c.Nc , on obtient le
i n-1

n-

=1

1 . En éclatant a nouveau le point

n-uple cherxché

(@reeiag 10,2,000,2,1)

* 5'il existe a, =% , avec__ 4 <_2< n-1, alors__i¥l-1< n-1 .
Dans ces conditions l'un des deux (n-1)-uples
(al,...,an_z,an_l-l) ou
(al,...,an_z-l,an_l-l)
peut étre obtenu par n-1 éclatements. Pour obtenir (al,...,an) il suffit

alors d'éclater un point distinct de Cn-l n Cn dans le premier cas, et

C

N C_ dans le second. O
n- n

1

Théoréme 3.27.

1) Soit S une surface de Kato, n = bzis) et (Ci)i € g@) les courbes com-

pactes de son revétement universel S .
Les self-intersections des courbes Ci ont les propriétés suivantes :
i) pour tout i € %)

-(n+2) < Ci.Ci < -2 et Ci+n'ci+n = Ci.Ci
ii) Si n 2 2 et s'il existe un indice i € E(E) pour lequel

Ci'ci = -2 avec 4 <2 < n+2
alors Cj'cj = -2 pour tout i+l € j < i#k-3 .

2) Réciproquement, pour toute famille périodique de période

vérifiant les deux conditions
i) pour tout i €% ,

2 < ai< n+2
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ii) Si n > 2 et s'il existe un indice i € Z pour lequel
ai=i, avec 4 < g < n+2

alors aj =2 pour tout i+l < j 'S i+g-3

il existe une surface de Kato S pour laquelle, en identifiant é(?s') a

Z ,on ait

Ci.C. =-a, pour tout i € ‘e('E)

3) Les self-intersections Ci'ci déterminent compldtement la configuration des
courbes compactes du revétement universel. Plus précisément, on a :

i) Pour tous i et 3 €b('§)

€ = Citn-Cy4n

ii) si C;-Cy =-12 avec 2 < ¢ <n+2 alors :

i
Ci.cj =0 pour J > i , J # i+l-1 et

C..Co,, =1.

O Démonstration :
Si n=1 on a soit Ci.Ci = -2 pour tout i € €e(s) , soit Ci'ci = - 3 pour
tout i € Q(E) . La configuration des courbes est décrite a l'exemple 3.34.

On supposera désormais que n 2 2 et on va démontrer simultanément les parties
1) et 3) du théoréme.

@ a) Soit C une courbe compacte de S . D'aprés le lemme 3.22, il existe une
donnée de Kato minimale (II,0) de S telle que C soit induite par la
courbe C de BH , ou C

1
BH . On a

ys00.C sont les n courbes compactes de
1 n

- < -
n < C1'C1 2

et les cas suivants peuvent se produire :

1. ¢ Nc =¢ ou c Nc # {coy} .

Dans ces conditions, quitte a modifier (II,0) , Cl est contenu dans
A = ann(Il,0) < T et
-n (C.C=C1.Cl<—2

2. ¢, nc_={co} .
1 n

On a donc C1.C1 = -n; de plus :

-1 = :
* 2.1 si la_transformée stricte I (5% (c,)~ {0}) ne_contient pas_ 0 .
C n'est pas contenu dans l'anneau Ao , mais est contenu dans
la réunion des deux anneaux Ao V] Al . D'aprés l'hypothése

C.C = - (n+l) et C.(C+n) =1
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* 2.2 si_la_transformée strictg-_ljzl(al(cl)\{O}_)_

passe par O . Alors,

------------

H;IHII((—JI(CI)\{O}) ne passe pas par O, € C,

si n >3 d'aprés le lemme 3.23, et pas par

‘ ﬂ’-...n“ T
0(0) si n =2 puisque I, (0 (Cl)\{O}) est

transverse a C1 . Par conséquent

I P B
n,(e (AN C.(C+n+1) = 1 et C.C = —(n+2)

Compte-tenu du lemme 3.20, ce qui précéde prouve les

g"(C,) assertions 1)i) et 3)i) .

-
6 (Cn)
b) Si C.C = -2 on est dans le cas 1. de l'alinéa a) par conséquent

C.(C+1) =1 et C.C' =0 pour C' > C+l .

c) Si C.C=-3 on est dans lecas 1. de a) si n>2 et dars le cas

2.1 de a) si n =2 . Quoi qu'il en soit :
C.(C+1) =0, C.(C+2) =1 et C.C' =0 si C' > C+2

d) Si C.C=-2 ot 4< L S<n. Pour tout 2 <k €2-1 ona

Par conséquent Cj.C = -2 pour tout 2 < j < -2 d'aprés le lemme 3.23.

.

Cl'cj =0 pour tout 2 < j < &-1
et Cl.Cl =1
Comme on est dans le cas 1. de a) , C, < Ann(l[,0) et on a les intersec-

1
tions voulues pour C

e) Si C.C=-(n+t1) ou -(n+2) . Pour tout 2 <k <n-1 on a
Ok = C1 n Ck
Par conséquent, dans la réunion de deux anneaux A1 u A2 on a :
Cj.Cj=—2 pour 2 < j S n-1 et Cl.Cj=0 pour tout 2 < j <n .
i = .C. = i j >
De plus dans le premier cas Cl'cn+1 1 et C1 CJ 0 si 3j n+1

puisque on est dans la situation 2.1 de a); dans le second

= . = . = i § > n+2 i
Cl'cn+1 o , C1 Cn+2 1 et C1 Cj 0 si j n puisque
on est dans la situation 2.2 de a) ; enfin Cn.Cn = -2 puisque
1 : PY Py
Cn n Cn+1 n'est pas le point éclaté.

... ce qui achéve la démonstration de 1)ii) et 3)ii) .
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Soit a = (ai) € An . Il s'agit de montrer qu'il existe une surface S(II,0)

pour laquelle a(S) =a . Le cas n =1 étant traité en exemple au § 3.34,

on supposera n 2 2 . On va considérer les différents cas suivants :

a, = 2 ou 3 pour tout i €% .

D'aprés le lemme 2.11 il existe un éclatement Il = Hl”'nn dont le n-uplet

des self-intersections est
(al,...,an_z,z,l)

Il suffit alors de choisir ¢ de sorte que :

= = } i =
. {c(0)} Cn-l n Cn si a 3, {0(0)} # Cn_1 n Cn si a 2

n;‘(al(cn_l>\ {0}) ne passe pas par 0l

H;I(E‘(cn)-\{o}) passe par 01 si et seulement si a = 3.

Il existe a, # 4. On peut supposer par un choix adapté de la numérotation
£y

> =
que a, 3 et a, 2

2.1 Si__f(ay,:::03)) = (al,....an_z.gig)

On choisit I dont le n-uplet de self-intersections est

(al,...,an_2,2,1)
puis on choisit O de sorte que :

< do@} =c , nc

. H;1(5‘<c1) ~{0}) ne passe pas par 0, pour i = n-1,n

1

Si__(a,...03) = ( precaadn geor®i2ieen2) 0B 4SS n2 .

On choisit I dont le n-uplet de self-intersections est

(@) reeray g0 82,2,00.,2,1)

Dans cet éclatement C =1 . On choisit alors O tel que

n—2+3'cn
o} =c g..nc et

la transformée stricte H;I(EI(C ) ~{0}) passe par ©

n-2+3 1

2.3 si_ (a,;...,a )-f-ial’iliian-2+l'£’2'""2) ou_ 4 S & S ntl .

On choisit II dont le n-uplet de self-intersections est

(@yseeray o 10871,2,2,...,2,1)

Dans cet éclatement 1 . On choisit alors o tel que

Cn-£+2'cn =
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o} = cn-2+2 n Cn

mais aucune des transformées strictes de 51( et 51(Cn) ne

Cn—£+2)

passe par 01 .

2.4 Si (al,...,an) = (al,...,ai,ﬁ,z,...,Z) od_ i < n-f+1_ et 4S2S<n.
On choisit I pour lequel on a

(al,.,.,ai,l,Z,...,Z,l)

et 0 tel que 0(0) soit générique dans cn et la transformée stricte

-1
de © (Cn) par Il ne passe pas par 0,., O

1 1°
Avec le thm. 3.27.1) on obtient immédiatement le

Corollaire 3.28
Soit S wune surface de Kato et n = bz(S) . Pour tout i € €3) on a
i+n-1
2n< 0 (S) :=- I cC,.C;,S<3n.
n —— 3773
J
Corollaire 3.29
Soit S wune surface de Kato et n = bz(s) . Notons C la réunion de toutes les
courbes compactes de S . Alors :
i) € aau plus deux composantes connexes.

~

ii) C a deux composantes connexes si et seulement si cn(S) = 3n .

0O Démonstration :

a) Si_ 0 (S) = 3n alors C a deux composantes connexes. En effet, af(Ss)

<==="n

n'est formé que de séquences singuliéres

§ = (ai 13y ) , k€Z

k k+1
D'aprés le théoréme 3.27.3)
- La réunion des courbes de self-intersection -2 d'une séquence s, avec

la premiére courbe de la séquence suivante ) est connexe.

- La premiére courbe d'une séquence g ne rencontre pas les autres cour-

bes de cette séquence, mais par contrekrencontre la deuxiéme courbe de
Sp1 si elle existe (i.e. si Sie1 # (3)) et la premiére courbe de $x42
sinon ... ce qui donne le résultat.
En représentant par * la premiére courbe d'une séquence singuliére

et par e les autres, la situation précédente peut étre

représentée de la fagon suivante :
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R L G R

—_—
2 Sp+1 | k43 S+

Syp =3)

b) §i_-0n(s) < 3n__alors_ C_ n'a_gu'une_composante connexe.

En effet : il existe une séquence réguliére r . Si a(S) n'est formé
que de n-séquences réguliéres, le résultat est clair. Sinon r se trouve

entre deux séquences singuliéres. Notons

la succession des séquences ou $r8; sont des séquences singuliéres et
r' est réguliére. Il suffit de montrer que la réunion des courbas asso-
ciées a §yr--o1g T avec la premiére associée & g est connexe, ce

qui est clair. O

3.30 Trace d'une surface de Kato.

On va introduire dans ce § un troisiéme invariant analytique associé aux surfaces

de Kato.

Lemme 3.31
Soit pour tout C € ¥(5)
FC s (SC,OC) - (SC,OC)

les germes d'application associés & une surface de Kato.

Alors : la trace tr'DFC(GC) ne dépend pas de C € ¥©(5) .

0O Démonstration :
On a, d'aprés la proposition 3.9

C+n-1 C+n, =

tr DFL(8) = tr DUIG, oC M (0g) = tr DIg, Mo, oo™ (8
= tr D(H(C:+n_1 ogf?_l Hg_l) ()
= tr 1:»(]Ig+n_1 crgi?_l) ©Og_p)e Dng'l(éc)
= e oS B, DG, | oS 6
= e oSTH @, ) = troF_ (6, . D

44



STRUCTURE DES SURFACES DE KATO

Définition 3.32

Soit S une surface de Kato. On appelle trace de S et on note
t = tr(s)

le nombre complexe
tr DFC(OC)

qui ne dépend pas de C .

Théoréme 3.33
Soit S wune surface de Kato. Alors :
i) 0 < jtr(s)l < 1

ii) tr(S) # 0 si et seulement si a(S) = ( vérifie a, = 2

2 35 e e i
pour tout i € ¥©(S)

O Démonstration :

Soit (II,0) une donnée de Kato de S et n = b2(S)

On va considérer les deux cas suivants :

1) On est en situation "générique', c'est-d-dire pour tout 3 < i <n, I,
est un éclatement en wn point 0, , #C. ,NC. , et O =gdlo) £C NC _, .
a) Soit Ao la droite passant par l'origine dont la direction soit le point
Ol € C1 . On a

Im D]'[l(Ol) = Ao
Comme DII{(0(0)) est de rang 1 on en déduit

Im DF(O) = A

]

Par ailleurs

Ker DII(0(0)) = , donc

Ts(0) €n

A, : = Ker DF(0) = po (o)~

T C
a(0) n)
Par conséquent

tr(S) = tr DF(0) = O si et seulement si A = A

o 1
b) D'autre part a; = 2 pour tout i € E(E) si et seulement si la transfor-
mée stricte de al(cn) par H1 ne passe pas par 01 ce qui s'écrit :
-1
Do (0) '(TO(O) Cn) # Im DH](OI) .

D'aprés a) on a donc :
tr(S) # 0 si et seulement si a;, = 2 pour tout i € €3). La condi-
tion Jtr(s)| < 1 résulte immédiatement du Lemme 2.5 .

2) Il existe 2<i<n telque 0,=C.NC., .Onaalors :
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D(I,_, ) (0,) = O

En particulier DF (0) = DII(0(0))D0(0) = O et tr DF(0) = O .

Exemples 3.34

Cas b2<S) =1.
Etant donnée qu'une surface de Kato ne dépend que du germe en O de F = Ilo

on est dans l'une des deux situations suivantes :

. La_transformée stricte_de 0_1(C) Qag__g ne_passe _pas_par__J(0) .

~
Dans S une courbe Ci est contenue dans

la réunion de deux anneaux. On a donc

Ci'ci+1 =1 Ci'cj =0 si j > i+l )

et en calculant la self-intersection dans

1
B :
A U on a :

~
Dans S une courbe Ci est contenue dans

la réunion de trois anneaux et

. - Cc = P4 >
Ci Ci+2 1 Ci Cj 0 si J i et
j # i+2
c,.c, = -3
A i
o () , , .
15 Les configurations des courbes rationnelles

f‘[ﬁ‘(&"((;)v\o)ﬂ sont résumées dans le tableau suivant :

t(S) a(s) Configuration dans g §:2§1ggratlon
_ Cieg Civa C;-C.=1 si li-j1 =1 c.c=0
#0 (%) J
c..c, = =2
Ci Cim Cing i c
(& Cve
c;.Cy=1 si li-31 =
0 3 J c.c=-1
€L Civg Cieg c;.c; =-3
C, C;
C
Cieg Cles  Cies
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(S)

=2 .

Las 0,13) = .

Le théoréme

STRUCTURE DES SURFACES DE KATO

3.27 donne la configuration de courbes rationnelles suivantes :

t(S) a(s) Configuration dans S Configuration dans S
Cieg  Ciwy Cy
A0 | (32 C . =
(2,2) <, cj C,-C, =2
. . C .C.= =~
G CGa s LR e R
Civax-Cisax = 72 ¢,
53 c,.c, =1
(2,3) Cirok+1-Civaker =73 12
c,.c, = -1
CivoxCironer™ ! !
c,.C, = -2
Citok+1Ci2k+3 = 1 Cy 22
Cita Cus
Ci+2k'ci+2k+1 =1 ¢
A
(78 | Cug Cisake1 Civokeg =1 >O( C1:Cp = 2
G iy c c = -2 c,.c, = -2
v 142k Ti+2k Cy 1771
0 Civok+1-Cieoker =74 CprCp =t
Gy Cue
Cin Cive
—_— C
(3,3 M c,.c,.. =1 2
C. G« e
A 4 .
o St c,.c, = -3 _
Ge i3 Gy c,.C, =0
Cl.C1 =C2.C2 = -1
Ciyr  Cus
3.35 Formes différentielles et champs de vecteurs globaux.
Définition et lemme 3.36 :
Soit F = FC un germe d'application associé & une surface de Kato S .
1) on note <ﬂ', le faisceau des germes de sections de
- N ,
AT"s (p=1,2)
ou un produit tensoriel ou un produit symétrique de ces fibrés; soit ()q, F le
C-espace vectoriel des germes de sections s du fibré analogue sur (022,0)

47




G. DLOUSSKY
pour lesquelles
F* s =58
: o A) :
Alors les (€-espaces vectoriels H (S et F sont isomorphes.

2) On note & le faisceau des germes de sections de

X P
ATs (p=1,2)

ou un produit tensoriel ou un produit symétrique de ces fibrés; soit $F
le (C-espace vectoriel des germes de sections _6 du fibré analogue sur
(¢2,O) pour lesquelles

DF(z) .6(z) = 6(F(z)) (pour p=1) , det DF(z).6(z) = 6(F(z)) (pour p=2)

Alors les (C-espaces vectoriels HO(S,$) et ‘%F sont isomorphes.

O pémonstration.

1) On définit une application linéaire
a : HO(S,A) -.AF

(0}
de la fagon suivante : si s € H (S,&)
*

]
N
=X

s
vérifie
~ X~ ~
g s=-=s.
D'aprés la Proposition 3.9 le diagramme
~ 9
S —

o
a

0 ¢——
!
)

F
C
§ ——
C C
. -1 -
est commutatif. Comme Pc est un isomorphisme en dehors de P (OC) , sur
§o~ 1o}
s=( —1)*';
Sg ¢ P
vérifie
* -
Fc sC = sc .
D'aprés le thm de prolongement de Riemann, S, se prolonge en 6C ce qui
permet de définir
a(s) : = S¢ -

L'applicatioh est évidemment injective. Réciproquement, soit s(': E‘Ar :
s(': admet un représentant sur un voisinage U de 0C i
~ -1
alors s' = p; s(': est défini sur P ) ,
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vérifie ;* s = ;' et donc se prolonge a tout s , ce qui définit &I(Sé).
2) En remarquant que toute section 6 € HO(S:$) induit sur s une section

B qui vérifie
;; =73
une démonstration analogue donne le résultat. O

3.37 1Invariants cohomologiques.

Soit S une surface compacte minimale sans fonctions méromorphes pour laquelle
le premier nombre de Betti bl(S) vérifie
bl(S) =1
D'aprés [14]I p. 790, on a :
By := hcl’(s,e(x)) =0
q:=h(sO =1.
D'aprés la formule de Noether :

2
12(pg -q+l) = c, +c, ,

1 2
ol ci est la i-iéme classe de Chern de S , on a
2
¢, =-¢
enfin la formule de Gauss-Bonnet donne, en notant
X(S) = I (—1)lbi = b,
0<is<4

la caractéristique d'Euler de la surface :

c, = X(8)
ce qui donne finalement les relations :
c2 = ~-b
(%) 1~ 72
€ =P

qui vont permettre de préciser la dimension de la base de la déformation semi-

universelle des surfaces de Kato. Le résultat suivant est bien connu :

Lemme 3.38

Soit S une surface compacte, V wun fibré de rang 2 sur S et 9 1le fais-

ceau des sections de V . Notons :
X(S,V) := I =0 nts or  n'(sH := aim (s
012
la caractéristique d'Euler-Poincaré de V . Alors

=12 1 2 _
X(s,v) = 3 (c1 + c2) + Z(CI(V) 2c2(V) + cl.cl(V))

En particulier si V= TS est le fibré tangent
7 2
c

X(S,TS) = =

5.
6 1 6 2 °
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Démonstration :
D'aprés le Théoréme de Atiyah-Singer , x(S,V) s'exprime comme un polyndme en
°1'°2’°1(V)’°2(V) , dont il suffit de calculer les coefficients. Choisissons

pour cela un fibré V qui scinde en V = L1 QLZ , o L, (i=1,2) est un fibré

i
en droites. La formule de Riemann-Roch nous donne pour tout fibré en droites :

1 2 1 2
x(s,L) = 12 (C1+C2) + > (cl(L) + cl.cl(L) ) .

Vu l'additivité de la caractéristique d'Euler-Poincaré, on obtient :
- -1 1 2 2
X(s,v) = X(S’Ll) +X(S,L2) % (c1+ cz) *+3 (CI(LI) +C1(L2) + - (Cl(Ll) +c1(L2)) ) .

ce qui donne le résultat puisque
cl(V) = Cl(Ll) + cl(LZ)
cz(V) = CI(LI)' c(Lz) .0

Lemme 3.39
Soit S une surface de Kato. Notons @ le faisceau des champs de vecteurs sur
S . Alors :

HZ(S,G?) =0

En particulier la base de la déformation semi-universelle de S est lisse.

[0 Démonstration :
Si Qp désigne le faisceau des p-formes différentielles holomorphes sur S , on
a d'aprés la dualité de Serre

2 0 1 2

h“(s,® =h'(s,Q° ® Q") .
Soit F un germe d'application associé & S ; d'aprés le lemme 3.36 il suffit
de montrer que si wp est un germe de p-forme différentielle sur (CZ,O)
(p=1,2) pour lequel

. - .

F (w1 @wz) = w ®w,
alors wy ®w2 =0 .

Remarquons pour cela que det DF(z) est d'ordre au moins 1 ; comme pour tout

m=2 1

*
W ® wy(2) = (FI* (W @ w,)(2) = (F) w (2) @ (det DF"(2))w, (F" (2))
cela signifie que wy ® w, s'annule & l'ordre au moins m en O , et donc
Wy ® Wy, = o

La derniére assertion est un théoréme de Kodaira-Spencer. O

Proposition 3.40

Soit S une surface de Kato. Alors en notant @ le faisceau des champs de vec-
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teurs on a :
W@ =2 b, (S) + 10 (s ©

O Démonstration :

D'aprés les lemmes 3.38, 3.39 et les relations (*) précédentes

hl(S,B) ho(s,®) + hz(s,®) - X(8,Ts) = ho(s,e) -1 c2 + 5

61 76"

n’(s,0 + 2 b(s) O
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STRUCTURE DES SURFACES DE KATO II

SURFACES DE TRACE NON NULLE ET COURBES

INTRODUCTION

REFERENCES

SURFACES DE KATO DE TRACE NON NULLE

l.1. Courbes formelles invariantes

l.14.Classification formelle des germes génériques.

l1.24.Champs de vecteurs invariants

l1.29.Champs de vecteurs globaux et voisinage formel des
courbes rationnelles d'une surface de Kato de trace

non nulle.

DIVISEURS D'UNE SURFACE DE KATO.
2.1. Courbes elliptiques
2.5, Quelques matrices écrites sur un tcre

2.24.Configuration des courbes rationnelles.

2.32.Arbres et cycles d'une surface de Kato.
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§ O. INTRODUCTION.

O0.1. LES RESULTATS.

On appelle surface de Kato une surface compacte minimale S contenant une co-
quille sphérique globale pour laguelle le deuxiéme nombre de Betti n = bz(s) est
strictement positif. Toutes ces surfaces sont dans la classe VIIo de Kodaira.

On a vu dans I,qu'a de telles surfaces on sait associer des germes d'applications
de la forme F = Ilo,ou 1T = Hl... Hn : BH-——-B est une succession de n éclatements

de la boule de Cz avec une seule courbe exceptionnelle de premiére espéce Cn et

2 I : : N .
0: (€7,0) —= (B ,On) est un germe d'isomorphisme ou onE Cn’ et réciproquement
a un tel germe F = Il0 on sait associer une surface de Kato S(F), de sorte que
1l'isomorphisme de deux surfaces de Kato se traduise par 1'isomorphisme de certains

germes associés.

Dans cette deuxiéme partie on continu le "dictionnaire", commencé en I, qui

peut étre résumé de la fagon suivante :

S surface de Kato Référence F =llogerme d'application
. deuxiéme nombre de Betti bz(s) I.1l.10 nombre n d'éclatements
composant Il
. champ de vecteur global I.3.36 champ invariant par F
. courbe elliptique dans S I1.2.3 et courbe invariante par F
2.4.
. les voisinages formels II1.1.32 F est formellement isomorphe
(&) arF',

des courbes rationnel-

les de S et S' sont isomor-

phes

Ce "dictionnaire" permet de remplacer certains problémes sur les surfaces

de Kato par des problémes équivalents sur des germes d'application.

Le résultat clé sur les germes d'application est le suivant

THEOREME : Soit F = Hoicz,o) ——-—(CZ,O) un germe d'application ou Il est composé
de n éclatement et t = tr DF(0) vérifie O < itl <1
Alors
1) F est formellement isomorphe a N, ol
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N(z): = (" z, 20

1 %o tz

2)
2) On a l'équivalence des propriétés suivantes :
i) F est isomorphe a N
ii) La courbe formelle invariante associée & F (Déf. 1.2) est conver-
gente.
iii) tout champ de vecteurs formel invarignt par F (Déf. 1.24) est con-

vergent.

Ceci nous permettra de montrer :

- S8i S et S' sont deux surfaces de Kato pour lesquelles
bz(S) = b2(S') et tr(S) = tr(s') # O (Déf. I.3.32)
alors les voisinages formels de la réunion des courbes rationnelles de S et S'

sont isomorphes (thm. 1.33).

- S5i S est une surface de Kato, 1'espace HO(S,G) des champs de vecteurs

globaux de S vérifie
0 < dimg #%(s,© <1
et dim¢ HO(S,E» = 1 si et seulement si S est isomorphe & la surface d'Inoue

s: (thm. 1.31).

s . 1 . . .
Par la formule de Noether on en déduit dim H (S, , qui est la dimension
de la base de la déformation semi-universelle de S : on généralise ainsi

(el thm 3.1] .

- Si S est une surface de Kato et I'C S est une courbe de S non rationnelle,
alors T est elliptique et S est isomorphe & la surface d'Inoue S: ; en particu-
lier S ne peut contenir qu'une seule courbe non rationnelle (thm.2.4). On obtient
dans le cas des surfaces contenant une C.S.G. un résultat di aKato etNakamura[ 16 ]

I

On s'intéresse ensuite a la matrice d'intersection M(S) des n=b2(S) courbes
rationnelles de S. On définit explicitement toutes les matrices qui sont matrice
d'intersection M(s) (thm.2.25) ceci permet de montrer que le matrice M(S) est né-
gative, et méme définie négative si tr(S)=0 (c'est & dire dans le revétement uni-
versel é de S, il existe des courbes rationnelles de self-intersection <-3); la dé
monstration,délicate, utilise la forme explicite de M(S) -

De plus, si tr(s) # O (c'est a dire toutes les courbes rationnelles de g ont
pour self-intersection -2) et D est un diviseur de S, DZ=0 si et seulement si D
est de la forme

= eoot
D = m(D_+ D )

1

ol mE€3 et Dgse++rDp-y sont les n courbes rationnelles de S.
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Ce dernier résultat permet de situer la classification due i Enoki
([41] et [52] ) par rapport au présent travail : les surfaces classées sont
exactement celles pour lesquelles tr (S) # O.

0.2. PLAN DE L'ARTICLE.

Au § 1 on commence par introduire la notion de courbe formelle ' invariante
par un germe F = Jlo" (Déf. 1.2). La raison pour laquelle on introduit des courbes
"formelles" et non pas seulement des courbes "convergentes" est que, méme lorsque

0 est linéaire,l peut ne pas &tre "convergente" (Exemple 1.11). L'existence d'une
telle courbe n'est pas claire a priori - lorsque Il n'est pas une succession d'écla-
tements "génériques’ une telle courbe formelle n'existe pas - si bien que lorsque
I est "génériques"on montre l'existence de I' en méme temps que l'existence d'un
"redressage"” c'est a dire un changement de coordonnées formel qui permet d'obtenir
I' sous la forme I' = {zl = 0} (lemme 1.8). Les changements de coordonnées formels
nous aménent naturellement a considérer des endomorphismes formels F =llood o©
est un isomorphisme formel avec comme relation d'équivalence l'isomorphisme formel
(Def. 1.14).

Au § 1.13 on montre (Prop. 1.19) qu'il existe un changement de coordonnées
formel, dont 1l'un des axes de coordonnées est précisément I' , dans lequel F

devient

_ n
N(z) = (z1 z2,

ce résultat montre que tous les germes F = Jlo ou Il est composé de n éclatements

tzz)

"génériques" sont formellement équivalents a N. Ce résultat est d'une grande im-

portance car il permet de se ramener a un cas dans lequel les calculs sont simples.

On étudie au § 1.23 les champs de vecteurs formels 6 invariants par F ; le fait
que la courbe formelle I' invariante par F est le lien d'annulation de 0 permet de
montrer au § 1.23 grace au "dictionnaire" que les surfaces d'Inoue sont les seules

surfaces de trace non nulle qui ont un champ de vecteurs global. (thm. 1.32).

Au § 2, on montre que les courbes invariantes "convergentes" correspondent
a des courbes elliptiques, et on étudie les configurations des courbes rationnel-
les. Ssi Do""'Dn-l sont les n courbes rationnelles, la connexité de Dou"'UDn-l’ la
présence d'une composante irréductibles singuliére, le calcul de la self intersec-
tion 02 de D = D°+...+Dn_lseramenenté 1'étude de la matrice d'intersection M(S).
On étudie en détail ces matrices "écrites sur un tore". Dans le cas ol tr (S)=O,
ces matrices sont définies négatives (thm 2.27), ce qui signifie que la réunion
des courbes rationnelles est exceptionnelle et qu'a une telle surface de Kato on

peut canoniquement associer une ou deux singularités normales.
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§ 1. SURFACES DE KATO DE TRACE NON NULLE.

1.1. COURBES FORMELLES INVARIANTES.

PREMIERES PROPRIETES.

DEFINITION 1.2.

Soit IIi : B, — Bi (i 2 1) une suite d'éclatements au dessus de l'origine

de B_ = Cz, ol :
o
(l.2.1) Pour tout i > 2 Hi est 1'éclatement d'un point

-1
0j.19eCyy ¢ =1 105 5.

On appellera (O une suite de points infiniment proches de O, et on

iz

dira qu'elle est générique si Ci = -2 pour tout i > 1.

On va s'intéresser dans la suite a des suites de points infiniment proches
de O particuliéres :
Soit

nN=0..n :8 — C2
1 P 14

une succession de p éclatements au dessus de l'origine de Cz qui vérifie (1.2.1).

Si 1 < m < p on note

.,mlp

le faisceau des germes de fonctions qui s'annulent sur

-1
Cp UeeelU Cp = (ML) (O )

et on désigne par

v C, lim O/gk ) Vot =V,
mp’ = (Cm U...U o’ :PI /g 't Vp! 1,p
K mep
le voisinage formel du sous-ensemble analytique Cm U...U Cp.

Notons
ci: = (0,C [[zl,zz]] )

le voisinage formel de l'origine de c2 et soit

2 2
F=lo: ¢, —— €

Iy

un endomorphisme de Ci ou

= Hl...ﬂn est une succession de n éclatements comme précédemment

et
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2 -
g: e, — (On' [ [[u,v]] ), avec on € Cn/est un isomorphisme.

Pour tout p 2 1, les relévements successifs de 0 = 00

o] 0
Op 1 V. — Vv

P n,n+p
définissent une suite d'éclatements

0
.

HIA"
Hn+P n,n+p - Vn,n+p—l

aux points O = op_l(Op_l) sur la courbe

p-1

cn+p—1: = Hn+p-1

(o )

n+p-2
DEFINITION 1.3.
Soit
F=H0:C2—'C2
© o
. 2 ; . .
1) On dira qu'une courbe formelle I de €, est invariante par F si
FiF induit un automorphisme de I' .

2) On appellera la suite (Op) la suite des points infiniment proches de O
associée a4 F (ou plus briévement la suite de points proches associée

arF.

3) On appellera lieu critique de F la courbe

F o)

LEMME 1.4.
Soit
F = llo: ¢2 — CZ
(o] (o]

2 PR fed ;
et [ une courbe de €. On a équivalence des conditions suivantes :

i) T est invariante par F

ii) o(I') est égale & la transformée stricte H—l(F\ {0}) de ' par I .

iii) Pour tout p > O la transformée stricte Tp de T par Hl...Hp passe par

0_ et Fp est invariante par Fo=T . ... T o ;

P pt+1 n+p

S'il existe une courbe [ possédant ces propriétés, elle est irréduc-

tible et unique.
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{J DEMONSTRATION.

i) & 1ii) clair
iii) = i) évident
ii) = iii) o(T) passe par 0, = o(0). Comme o(I) = Pn: = I ~('\{o})
toutes les transformées strictes Fp et T par ﬂl...ﬂp passent par 0p pour tout
l1<p<n.
De plus pour tout 1 < p < n
H...IIFI‘\o =FIL...T (T \oh =rI\{
o FpTpNogh 1o T, (FNoJ) (' {oh
=N\(o} = 1I,...I_ (I \{o
(o} 1 p(p{p})
d F_(T \o =T 0 tT t i iant F .
onc p( p\{ p}) p'\{ p} et T est invariante par o

En particulier 21 est invariante par Fn : comme on se trouve a nouveau dans la

situation précédente, on montre facilement le résultat par récurrence.[]

EXISTENCE ET- REDRESSAGE DES COURBES FORMELLES INVARIANTES.

DEFINITION 1.5.
Soient (Op) et (Oé) deux suites de points infiniment proches de O et

2 2
Y Qe — QT

un endomorphisme de Cz. On dira que Y envoie (O ) sur (o ) si pour tout p > O

] admet un relévement wp qui fait commuter le dlagramme

p 1]
t 0) = (0
elb(p) (p)

On munit Gi du systéme de coordonnées canonique (zl,zz) et on construit
par récurrence une suite de points proches (Gp) de la fagon suivante : Soit AO
la droite définie par 1'idéal (z]) et Al la transformée stricte par Hl de B,
61:= Aliﬁ H;l(o) c'est & dire un point; supposons 6p défini et soit Hp+l 1'écla-
tement de V* au po;nt 6 ; si A est la transformée stricte de Ap par Hp+l,

p+l
6p~1-1:= Ap+1 p+1(0 ).

Le lemme suivant donne les endomorphismes F=llo : ci-—*—»mi,pour lesquels

AO est une courbe invariante.
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LEMME 1.6.
2 2
soit ¥ = (¥),¥,) : €, — C_ un endomorphisme de ci tel que Y(A) # {o}.
on a équivalence des conditions suivantes :
i)

zl divise ‘”1 et wz(o,zz) est d'ordre 1

ii) wlA est un automorphisme de Ao.
o

iii) ¢y envoie (Gp) sur (ép).

[ODEMONSTRATION.

i) = 1ii) puisque wz(o,zz) est d'ordre 1

ii) = iii) résulte immédiatement du fait que pour tout p >0 wpIAp est un
automorphisme de Ap.

x %!

: ) et DY(0)4, = {22=0}

iii)= i) si wz(o,zz) est d'ordre > 2 on a Dy(0) = (* o

ou Dy (0) Al = {0} ; ¥,(0,z,) est donc d'ordre 1.
‘D'autre part, on peut écrire

o, z

Yy(2) = z) ) (2) + i %2

I
i>1
On va montrer par récurrence sur k > 1 que

: < s K .
= 0 si et seulement si le relévement §y de |y existe et

%
k =
7} (Gk) = Gk.
Pour k=1 on a
yi(0) o
Dy(0) = 1 !
% # 0

donc also si et seulement si DY (O) (Ao) = Ao.

Soit k > 2 ; d'aprés l'hypothése de récurrence,
@) == ) =0

Remarquons alors qu'on peut choisir un systéme de coordonnées (uk,vk) dans lequel
L...I (u,v.) = (u vi,v)
17k Yk Yk Uk Yk Vk

et

§ = (0,0)

k
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Dans ce systéme de coordonnées la relation de commutativité

k
YU = T Y

k
s'écrit
\Pk(ulv)=—l—(u Y 0oL VT (u v ) 4 Zavi_k)
1k’ 'k k k 71 717k Tk Tk . ik
O ,v ) i>k
k" 'k -
k N
wz(uk,vk) = v B(uk,vk) ou 6(0) #¥0
ce qui donne 1le résultat. [
EXEMPLE 1.7.
Soit N(z) : = (tnz1 zg,tz2), ou t#0 ; la courbe I = (zl) est invariante

par N et la suite de points proches associée a N est (6p).

Le groupe Aut Ci des automorphismes de ci opére sur l'ensemble des suites
génériques de points infiniment proches de O. On va voir que Aut Ci opére tran-
sitivement et, plus précisément on va exhiber un groupe G(2) 1ié au systéme de
coordonnées qui opére transitivement sur 1l'ensemble des suites génériques (Op)

ne corresponde pas a {z, = O}.

de points infiniment proches de O tellesque O 2

1

DEFINITION 1.8.

. . 2
Oon note G(2) le groupe commutatif des automorphismes y de € de la forme
o

_ i
Y(2) = (wl(z), Wz(z)) = (z1 + izl Gy Zor 22)
avec la composition.

LEMME 1.9.

Soient (Op) et (O;) deux suites génériques de points infiniment proches

de 0. On suppose que O, et O] ne sont pas la direction de {22=o} alors :

1) Il existe un unique YEG(2) qui envoie (Op) sur (Oé).

2) si (0;) = (Gp). un automorphisme

2 2
Vo= el g, — €

envoie (0_) sur (8§ ) si et seulement si wa(o,zz) est d'ordre 1 et il

existe 6 €C I:Lzl, z, ] tel que

8(0) # 0 et ¥' = (Y,6)y?)
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[JDEMONSTRATION.
1) I1 suffit de montrer l'existence et l'unicité lorsque (Oé) = (Gp).

Dans ce cas, si J, ' € G(2) envoient (Op) sur (8§ ), z, divise la premiére compo-

- -1 P 1
sante de Y' 1 d'aprés le lemme 1.6 donc y' Y 1. id ce qui prouve 1l'unicité.
D'autre part, d'apres l'hypothése,op (resp 6p) se trouve dans le domaine du sys-

téme de coordonnées (up,vp) (resp. (wp,tp» de Vp,m (resp Vé,m) dans lequel

o = (ap,o) (resp. 6p=(0,0» et

P
Mu_,v.) = (u_v_+ a v resp. I'(w_,t ) = (w_t_,t)).
( o’ P) ( b 'p p-1 P) ( P P( p’ p) ( b p’ P))
On montre alors facilement par récurrence sur p > O que si
o
i
Y(z): = (z1 - 'Z a; z, zz)
i=1
p

Y~ existe pour tout p > O et que wp(op) = GP.

Ceci prouve l'existence,

2) Posons
o(z): = v v ()

¢ envoie (6p) sur (ép), donc d'aprés le lemme 1.6

b(z) = (2, w(z), 9,(2))

ol H(0) # O et ¢2(0,zz) est d'ordre 1.
Par conséquent

Y'(z) = ¥, (z) WY (z)), ¢2(W(Z))
ce qui donne le résultat,
Réciproguement, si

V' (z) = (w, (2), B(z), Wé(z))
et

9z): = (z) 8O (2)), Yy (@)

v'o= gy

et ' envoie (Op) sur (GP) d'aprés le lemme 1.6. [0
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PROPOSITION 1.10.
Soit F = Il : ¢ — ¢?

-] -]
Alors : 1) F admet une courbe formelle invariante ' si et seulement si
t = tr DF(O) # O
2) Si t = tr DF(O) # O, et si
(¢¢)-¢2—~¢2 t t hi de €2 tel
109y ¢ € » €St un automorphisme de € tel que
I =
() Ao

on a

= (o)

En particulier I' est irréductible et non singuliére.

[J DEMONSTRATION.

En faisant au besoin une rotation, on peut supposer que O, n'est pas la

1
direction de tz2=0}.

8i tr DF(0) # O et (0 ) est la suite de points proches de F, il exlste un
automorphisme ¢ qui env01e (o ) sur (6 ) d'aprés le lemme 1.9;F': = ¢F ¢ envoie
alors (6 ) sur (5 ) et d'apres le 1emme 1.6, la courbe A est invariante par F',
on en deduit que F = ¢ (A ) est invariante par F.

Commme Ao = (zl) la deuxiéme assertion est évidente.

Si tr DF(0) = 0, soit T une courbe formelle de Ci . D'aprés le theoreme
de désingularisation des courbes formelles, il existe un entier N tel que si les
transformées strictes Fp de T par Hl"'np passent par 0p pourl < p < N-1, FN soit

non singuliére et transverse a CN'

Cependant comme tr DF(0) = O, il existe vu la périodicité des éclatements

N' > N tel que ON' = C F\C comme toutes les transformées strictes

N' S B
rN""’rN'-l sont toutes transverses respectivement & Cyy.../Cyy_y» Ty ne passe

pas par O_.,, ce qui montre, d'aprés le lemme 1.4 qu'il n'existe aucune courbe in-

N
variante par F.[J

COROLLAIRE 1l.1ll.
2 2
Soit F =llo : ¢ — C_ tel que
t = tr DF(O) # O

alors, la courbe I' invariante par F et le lieu critique de F sont transverses
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[JDEMONSTRATION.
La transformée stricte Fn de T par Il est transverse a H—l(o) ; Comme

I‘n = g(I') d'aprés le lemme 1.4, I = o-l(I‘n) et cf_l(I["l (0)) sont transverses.[]

EXEMPLE 1.12.
Soit F(z) = ((zl+al) tzz,t 22)’ ,
Les automorphismes Yy pour lesquels Y ~ Fy(z) = N(z) = (zl tzz, tzz) sont

exactement les automorphismes

—k (k-1) /2 .
Y(z) = (az, +'a I zk_t ktk-1)/ ,2.), ou afO.
1 1 2
k> 1
Pour a=l, YEG(2) et I'= (z, -a g 2N kD2
1 1k>12

Lorsque |t| < 1 la série est divergente pour tout ul#O donc F et N sont non
isomorphes ainsi que les surfaces de Kato S(F) et S(N) associées. Cependant

les voisinages formels de la courbe rationnelle de S(F) et S(N) sont isomor-

phes.

REMARQUE 1.13.
Soient F = Jlo et F' =7'0' des germes d'applications associés a deux surfaces

de Kato S et S' vérifiant
a(s) = a(s') et
= ' =
Un(S) On(S ) 3n
si II et I' ont méme graphe d'éclatement, les suites des points proches sont iso-

morphes.

1.14. CLASSIFICATION FORMELLE DES GERMES GENERIQUES.

DEFINITION 1.15.
2 . .
Soit F : Cz - Ci et F' : € — Ci deux endomorphismes de Ci. On dit

3

que F et F' sont formellement isomorphes s'il existe un automorphisme
2 2
¢ = c, — C

pour lequel le diagramme
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PERE AN
6| I
SRR

soit commutatif.

Si F, F' et ¢ sont convergents on dira seulement qu'ils sont isomorphes.

Les conditions necessaires pour que F=[lg et F'=[['g' soient formellement

isomorphes sont

i) I et II' sont composés du méme nombre n d'éclatements.
ii) si (OP) et (Oé)sontles suites de points proches de O associéesa F et F',
la suite (Hp) et (Hé) des éclatements aux points (Op) et (Oé) respective-

ment ont méme graphe.
iii) tr DF(0) = tr DF'(0)

Nous allons voir dans ce § que lorsque la trace est non nulle ces conditions

sont aussi suffisantes.

PROPOSITION 1.16.

Soient F=Ilo et F'=I'0' dont les suites de points proches sont (op)p>0 et
(Oé)p>o respectivement. Désignons par FP et F'P les pxemes itérés de F et F'.

si 0p = Oé pour tout p > O

Alors : 1) Pour tout p > O existe un unique isomorphisme

2 2
Gp €, — C

pour lequel
P =rPFPg
P

De plus si 0 et ¢' sont convergents, Gp est convergent
2) Ssi (Gp) converge vers un automorphisme formel

2 2
G:C, 6 — C_

alors F et F' sont formellement isomorphes.
Si F et F' sont convergents et (Gp) converge uniformément dans un voisinage

de O vers un automorphisme

G : (¢2,0) - (¢2,0)
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alors F et F' sont isomorphes.

[ DEMONSTRATION.
Pour tout p 2 0, le diagramme commutatif

v = 1
n,pn n,pn
c(p—li:;q 1’ l, R\\f'(p_l)n
0 0 0 0
A% = ' ]
n, (p-1)n vn,(p-l)n Vn,(p-l)n vn(P'l)n

N

3

/;Yn,(p-Z)n 5 :

. > = (a4
¢ n vn,2n Vn,2n
o/ °/ l
2 2 2 =

2 2 F 2 F 2 2 F' 2 F'
C.— ———)%—H cm _>ceo = coo € G:un <
montre que si

6, (' ®n gy o®bIn gy
on a
P =FrPgc
P

2) Pour tout p > 1
FPrc . =l -fPr=FPcr
p+l p

donc

ce qui donne le résultat si (Gp) converge. []

LEMME 1.17.

. _n: n n
Soit F(z) =(t'z, z, (1+91(Z)) (146, (2)) tz, (146, (2)))

ol 6,/ 6,€¢ [[ﬁl,zé]] sont d'ordre > 1 et 0 < [t] <1

Alors :
+1
2 pn

- " T
1) (z) = (t z1 22

p-1 i -
T (146
i=0 ¢ 1(F " iEO
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2) Si les séries ej sont convergentes pour j=1,2, les produits
o

T (146, (Fl))
i=o J

sont uniformément convergents sur un voisinage de zéro par j=1,2.

(JDEMONSTRATION.

1) est clair par récurrence sur p > 1.

2) Il suffit de montrer que les séries
© .

I.6.(F'(2) 3=1,2

i=o

sont normalement convergentes sur un voisinage de O.

Choisissons pour cela O < r < |t| assez petit pour que sur le polydisque
A(r)

(i) I1 existe une constante M > O vérifiant :
6y |-<m [lzll, 3=1.2, ov [lzll, =Max {|z].]2,[} .
(ii) |t] (1emr) <1

Nous allons montrer, par récurrence sur p 2 1 que dans ces conditions
HEP@ [l < []P [zl wun®P

ce qui donne immédiatement la convergence normale des séries

I e, (Fi(z))
i2o0

d'aprés (i).

Pour p=1 : On a d'aprés (i) et (ii)

lr (2] < e™ {lall, £° )™ < 1™ ] 2f ], (1eMp)
<lel lall, o

eyl <lel Ilzll, o,
Supposons 1'inégalité vérifiée pourp-1 2 1 ; alors

+1 n p-1 i p-1 i n(p-i)
1¥8(21] < Bis: lzll, & m awm |[Fr@ ]y I, A [[FR@ )]

i=0
1 (p+1)

N 2 ' pn p np 2
< el Hzil, £ (1+4Mr)° (1+Mr) v
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d'aprés 1'hypothése de récurrence et (ii). En utilisant & nouveau (ii) et r < ‘tl
on en déduit
€2 < [eP" [z]], an® < [e[P []z]], (14n)P,

De plus

-1

p .
PRl < 1elP Jlall, (B, an e @1y < 6P 1zl omoP

ce qui achéve la démonstration.[]

LEMME 1.18.
Soi = To: ¢2 2 _ (ies
oit F = : €, — C_ , tel que t = tr DF(0) vérifie
t#o
Alors F est formellement isomorphe & un endomorphisme F' = Il'o' : Ci — C

qui admet la droite Ao d'idéal (zl) comme courbe invariante,

[J DEMONSTRATION.
Si (Op) est la suite de points proches de F, il existe V¥ qui envoie (Op)

sur(Gp)d'aprés le lemme 1.9.1) ; F' = Y F liJ”l est 1l'endomorphisme cherché.[]

LEMME 1.19.
Soit f(z) = tz+k(z) un générateur de 1'idéal maximald, de C[[zj] ou
k est d'ordre > 2. On suppose que t#O et t n'est pas une racine de l'unité.

Alors pour tout a € ¢* il existe un unique générateur s deM tel que

(%) s(f(2)) = t s(2) et %(0) = a

De plus, si f est une série convergente et O < ]tl < 1, s est convergente.

[JDEMONSTRATION.
Posons s(z): = a z + 0B(z) ol af0O et B est d'ordre 2 2, 1'équation (%) est
équivalente a
(xx) ak(z) +0(@E(z)) =t 6(2).
i i . X .
Si on note k(z) = I ki zb, 8(z) = z ei z", une démonstration par ré-
i>2 i>2
currence sur i > 2 montre que les coefficients Bi existent et sont uniques.
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En eftet la comparaison des termes d'ordre 2 donne :
2
ak, + 62 t% =t 92

ce gui détermine 92. Si Gi est définipour i < p, la comparaison des termes de degré

p+l donnera :

Pt e

a k + P(SZ,...,Sp,t,kz,...,kp) + 6P+1 o+l

p+l

et ainsi Gp sera déterminé de fagon unique,

+1
Supposons maintenant que f soit une série convergente ; si

k(fi(z)[

i>o tt

v M

N § i s c s L ; s ;
ou £ est la i-éme itérée de f, est une série convergente, une simple vérification
montre que

i
X k(f (2))
> -

o t1

B(z): =

ol

i
vérifie (%xx). Pour cela :
soit r > D, C > O, et M > O des constantes qui vérifient
i) el <c<1

i) <2< |t}

i) k(2] <M|z|? silz) <r

iv) |t]+mMr <c
Dans ces conditions :

pour tout i 21 ]fi(z)[ s_cilz[ si|z| <«

et donc

Le corollaire 1.1l montrait que la courbe invariante de F et son lieu critique
étaient transverses. On va maintenant montrer qu'il existe un systéme de coordon-

. . P n_ .n
nées ayant précisément ces courbes pour axes dans lequel F s'écrit (t zlzz,t 22)

PROPOSITION 1.20.
Soit
F = llo: Ci hand Ci
un endomorphisme de Ci.
On suppose que t = tr DF(0) vérifie
o< |t] <1
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et que la droite A° d'idéal (zl) est invariante par F. Alors :
1) Il existe un automorphisme

¢ Gi — Ci
qui vérifie
() ¢F = No , ob N(z): = (t"z, 2", t z.)

172 20

De plus, ¢ est convergent si O est convergent.
2) Si ¢ ' cz —_ 62 sont d t hi érifiant iéte

v @0 © o SOn eux automorphismes verifiant 1la propriete (x),

. X . .
il existe a, b € ¢ uniques tels que

n L -
b=l et ¢' =h_ ¢,

ou h

a,b(z)’ = (azl, bz,)

[J DEMONSTRATION.

l.a) Un endomorphisme F qu1 se factor1se en FJ ou Il est générique, peut s'écrire

sous la forme F(z) = (o U (z) + Z a; 0, (z) ’ a (2)) ou o €eC 04 (0) =0, (0)=0,
=1

det DO (0)#0. Comme 1'idéal de la courbe invariante est (z 2z, ne divise pas 02

L

mais doit diviser le premier membre de F ; par conséguent

al-...-an=o et zy divise 01 et on a

n Iy
F(z) = (z; u,(2) 0,(2), 0,(2)) ol ul(o)#o

b) Comme la transformee stricte A de A par [l est transverse a n (0),

(H (O)) et o (A ) = AO sont aussi transverses ; donc il existe un automorphisg-
me ¢ qui envoie {zz-o} sur 0-1(H_l(0)) en conservant Ao. Dans ce systéme de coor-
données F se lit

F'(z) = ¢"1 Fo(z) = (z, u'(z) zo pih(z), z., u,(2))
171 2 72 2 "2
ol uiwo)#o et ué(o) =t # 0.

En remplagant au besoin F' par ¢ F' ¢_1 ol

¥P(z): = (z;, B 2,) ol g" = uy (0)
on peut supposer que ui(O) = 1. On peut finalement supposer que
n

F(z) = (tn Z1 z, (1+91(z))(l+62(z))n, tzz(l+92(z)))
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ou 91 et 92 sont d'ordre > 1.

Si 0 est convergent, on peut remarquer que ¢ aussi et donc que 61 et 62 sont

convergents . Les endomorphismes F et N ont maintenant méme courbe invariante Ao

et méme lieu critique {zz=0}.

c) Restreignons F a Ao. on a :

F(0,z,) = (0,tz,(1+8,(0,2,)))
D'aprés le lemme 1.19 avec

f(z) = tzz(1+92(0,zz))

il existe s(zz)=z (mod (zg)) tel que

2
(%) s(f(zz)) = ts(22)2

Si
p(z) = (ZIIS(ZZH

¢ conserve la courbe invariante et le lieu critique de F, et vu la condition (%x=%)
(x%)
-1 n n n
' = = e ! ' + !
F'(z) = y9F ¢ " (2) (t7 z) 2z, (140] (2)) (1+z) 6)(2)) tz, (1+z, 8} (2))
ou ei(o) = 0, c'est a dire F' induit l'homothétie de rapport t sur la courbe inva-
riante.

De plus si 92 est convergente, Si et 95 le sont aussi.

d) Soit F(z)=(Fl(z),Fz(z))=(tnzlz;(l+el(z))(l+2192(z))n, tz,(l+2)6,(2))) et

notons Fl(z): = (F;(z),F;(z)). Puisque, F;(z) est d'ordre ni+l d'aprés le lemme

1.17.1) la suite (¢p) ol

. = T @srb ) 6 (rlz)))
¢p(2). (zr 2, i=o( 12 8,
converge vers un automorphisme

En posant
148 (9"t (2)

@ i =1. i -1
iglrlwi(‘*’ oy o @)

Q}z): =

une simple vérification montre que

¢F = F'¢
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ol F'(z): = (" 2, 2, (146} (2)), tz,)

En outre d'aprés le lemme 1.17.2), ei est convergent si F est convergent.

e) Il s'agit maintenant de montrer que si
n n
F(z) = (t 2z, 2,(1+8/(2)), tz)),
F est formellement isomorphe a

N(z) = (t" tz

z Zn
1 %20 t2))

et méme isomorphe & N si F est convergent. Remarquons pour cela que si on cherche
un automorphisme de conjugaison ¢ qui conserve courbe invariante et fibre, sous

la forme
d(z) = (z, (1+a(z2)),2,)
la condition
¢F = N¢
est équivalente a
(%x%x) (1+el(z)) (1+a(F)) = l+a(z) .

Vula forme de F, une démonstration par récurrence sur le degré permet de détermi-
ner les coefficients de o de fagon unique.
D'autre part, en itérant la relation (x%xx), on obtient pour tout p >0
p-1 i
T (148, (F (2))) (1+a(FP)) = l+a(z) .
i=0
Comme la suite (u(Fp)) converge vers O, en tant que série formelle, on en déduit

que le produit infini converge et que
© :
Lta(z) = I (146, (F (2)))
i=0
c'est a dire
o .
0(z) = (z, T (148, (F (2))),2,) +
1, 1 2
i=0
Dans le cas ou 81 est convergent, ¢ aussi d'aprés le lemme 1.17.
2) Si ¢F = N¢ et ¢'F = N¢' on a
o TN =N o o7

le résultat est alors une conséquence de 1l'exemple 1.22, ci dessous.]
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REMARQUE 1.21. D'aprés la proposition 1.16, il existe un automorphisme Gp tel

que

P =n G
P
Avec F(z) = (tn z, z;(l+el(z)), tzz), un calcul direct montre précisément que
G (2) = PN P(z) = Pt a0 rii2))) .
p i=o 1

La démonstration de la Prop. 1.20 consiste i prouver que la suite (Gp) converge.

EXEMPLE 1.22.

Soit N(z) = (tn z1 z;, tzz) et ¢(z) un automorphisme de Ci. Si
(=) ¢N = N¢I

¢ conserve la courbe invariante de N, ainsi que son lieu critique ; par consé-
quent
d(z) = (821(1+¢i(z)), b22(1+¢é(z)) ol af0, b#0O la comparaison des secondes
coordonnées de (%) donne
btz2(1+¢5(n(z))) = tbz, (1+0} (2))
donc ¢a = 0. En reportant dans les premiéres coordonnées de (%) on obtient

at" z, z;(1+¢'l(N(z))) = t" az, (14} (2)) b" z‘z‘

c'est a dire
p"=1 et ¢! Z 0.
1
Finalement

¢(z) = (az,bz,) ol af0 et b"=1.

COROLLAIRE 1.23.
Soient F =llg et F'=[I'0' ou Il et II' sont composés de n éclatements et
0< |tr DF(O)| <1, 0< |tr DF'(0)] < 1

Alors : F est formellement isomorphe a F' si et seulement si

tr DF(0) = tr DF'(0).
] DEMONSTRATION.

Si ¢F=F'¢ on a DP(0) DF(0O) = DF'(0) D$(0), ce qui prouve que tr DF(0)=tr DF' (O)

puisque la trace est invariante par changement de base.
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Réciproquement, si tr DF(O) = tr DF'(0), F et F' sont formellement isomorphes

d'aprés le lemme 1.18 et la proposition 1.20.[]

1l.24. CHAMPS DE VECTEURS INVARIANTS.

DEFINITION 1.25.

On dira qu'un champ de vecteurs (resp. champ de vecteurs formels) 8 défini
sur (Cz,o) (resp Ci) est invariant par
2 2 2 2
F = Ilo: (¢“,0) — (€°,0) (resp. F = [lo: € — c.)
si
0 (F(z)) = DF(z).8(2)
EXEMPLE 1.26.
Soit N(z): = (tnzlzn, tzz) ou O < it| <1, n2> 1, et posons
] 3
6(z): = a(z) — + b(z) =—
azl 322
ou a,b € ¢[[zl,22]].
Comme
tn zn ntn z zn—1
2 172
DN(z) =
0] t

1'équation 6 (N(z)) = DN(z).€(z) est équivalente aux conditions :
n-1
z

i) a(N(z)) = t" z;a(z) + nt" 2, 2

b(z)
ii) b(N(z)) = tb(z)

D'aprés ii), par un calcul élémentaire on a
b(z) = Bz, ou BEC.

En remplagant dans i) on obtient :

151) aiN(z) = " 2Da(z) + Bnt" 2 2)

I1 est clair gue a(0) = O. Posons

a(z) =L a_ z .

Il est immédiat que

aol="'= aon= 0.

De plus, la comparaison des termes de degré n+1 donne

B=0 et 3 n+l o

celle des termes de degré n+2 donne

a. =0 si |I| =2eta o

I on+2
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On montre alors par récurrence sur p 2 3 que

a_ =0 pour tout I # (1,0) et 2 £ |I| < p-1 et

I
aoi = 0 pour tout 1 < i < n+p-1.
Finalement
a(z) = azl
b(z) =0 et
B(z) = azl 5;1 ol OEC

Les champs 6 sont convergents, s'annulent sur la courbe invariante associée

a N, et forment un espace vectoriel de dimension 1.

LEMME 1.27.
. 2 [ .
Soit F = llo: c , — ci. On suppose que Il est composé de n éclatements et

t = tr DF(0) vérifie

o< |t} <1
Alors : 1) le C-espace vectoriel des champs de vecteurs formels invariants
par F est de dimension 1, et tout champ formel s'annule sur la courbe formella
invariante par F.
2) Si F est convergent, les champs de vecteurs sont convergents si et seule-
ment si F est isomorphe a

n n
N(z) = (t 2122' tzz)

[0 DEMONSTRATION.

1) D'aprés le corollaire 1.23, il existe un automorphisme

2 2
0 = (0,0, & C— €

pour lequel
OF = NO.
Dans ces conditions, si 6 est un champ invariant par N, le champ formel
-1
(x) u(z): = D¢ ($(2)).6(d(2)
est invariant par F puisque

U(F(z)) = Dtp_l(tbF(z)).B((PF(z)) = D¢_1(N¢(z)).9(N¢‘(Z))
Do~ L (N6 (2)) .DN (0 (2)) . 8(0(2))
D0 IN) ($(2)) . 8(0(2)) = D(ES D) (B(2)).8(6(2))

"

DF (z) .U (2).
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D'aprés l'exemple 1.26 les champs invariants par N sont donnés par

6(z) = a z, %;— et forment un espace vectoriel de dimension 1, il en est donc
1
de méme pour F et les champs U s'annulent sur la courbe invariante
T = (o)
2) Supposons F convergent

. Si F est conjugué a N, les champs U sont convergents d'aprés (%)

. D'aprés la Proposition 1.10, il existe ¥ = (wl,wz)e G(2) tel que I = (wl).

Supposons maintenant F non isomorphe a N. D'aprés la Proposition 1.20, y est di-
vergente, donc wl est divergente ainsi que T' . Comme tout champ de vecteurs for-

mel s'annule sur I' , on en déduit que tout champ non nul est divergent.[]

1HEOREME 1. 28.
Soit F = HU:(¢2,O) - (CZ,O) un germe d'application ol Il est composé de n

éclatements et t = tr DF(0) vérifie
o< |t] <1

Alors : 1) F est formellement isomorphe a N, ou

tzz)

n n
N(z) = (t zl Z,

2) On a équivalence des propriétés suivantes :
i) F est isomorphe a N.
ii) la courbe formelle invariante associée a F est convergente.

iii) tout champ de vecteurs formel invariant par F est convergent.

[0 DEMONSTRATION.
1) est un cas particulier du corollaire 1.23.

2) i) ¢ iii) d'aprés le lemme 1.27.2).
iii) = 1ii) d'aprés le lemme 1.27.1)

ii) = i) d'aprés les Propositions 1.10 et 1.20. O

1.29 CHAMPS DE VECTEURS GLOBAUX ET VOISINAGE FORMEL DES COURBES RATIONNELLES

D'UNE SURFACE DE KATO DE TRACE NON NULLE.

Oon va traduire en termes de surface les résultats obtenus précédemments sur

les champs de vecteurs.
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DEFINITION 1.30.
on appellera surface d'Inoue de trace t#0 et de deuxiéme nombre de Betti

bz(S) = n, la surface associée au germe d'application

n n
N(z): = (t'z,z),tz)) 0< lt] < 1.
On notera
n
St

cette surface.

Nous étudierons en détail ces surfaces a l'Exemple 2.2. Nous allons cependant

montrer un résultat dd a Enoki ([?i] thm 3.1).

THEOREME 1.31.

Soit S une surface de Kato pour laquelle bz(S) =net t=tr(S) # 0. On note

© le faisceau des champs de vecteurs sur S. Alors

1) on a 0 < dim H°(5,0) < 1 et
2n < dim Hl(s,@) < 2n+l.
2) On a équivalence des propriétés suivantes :

n

i) S est isomorphe a Sy

ii) dim B°(s,@ =1
iii) dim HY(S,@ = 2n+l.

0 DEMONSTRATION.
C'est une conséquence immédiate du lemme 1.27, du théoréme 1.28 et de la

Proposition 1.3.40.0

LEMME 1.32.

Soient S et S' deux surfaces de Kato, FC et Fé, deux germes d'applications
respectivement associés a S et S'. ° °
on désigne par D~ et D'® les voisinages formels de la réunion des courbes
rationnelles de S et S'.

Si F et F', sont formellement isomorphes alors p” et D'” sont isomorphes.
o o
[0 DEMONSTRATION.
L o0
On désigne par V (resp V' ) le voisinage formel de la réunion des courbes
n n N n n N
de S (resp. S), les automorphismes g et g' de S et S' induisent canoniquement des

: 0 ©o
automorphismes de Vv et V' .
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maintenant ¢ est un automorphisme de Ci pour lequel

¢F, =F ¢
% %

¢ induit un isomorphisme

qui

¢N L 'N
$ V0 Viu
o (e}
entre les voisinages formels de UC et UC' respectivement dans g et 3"
C>C Cr>Cr
o o
vérifie
-]
voo ¢ @
C +1 > Vc “+1

Enfin comme

p.g=F, p. etp',g =F', P
c c e c!
o o

o o

on en déduit que

PL.0 §=0p. g=0F p. =F,0p.  =F,p' ¢ =p', §¢"
c c c “c c't e c' ¢! c!
o o o o o o o o o
ce qui prouve que
0 Ny n,
¢ g=49g'¢

-] 0 -]
et que ¢ induit un isomorphisme ¥ entre D et D'*.0

THEOREME 1.33.

Soient S et S' deux surfaces de Kato pour lesquelles
n= bz(S) = bz(S') et t = tr(S) = tr(s') #0

Notons D _,...,D (resp. D',...,D' ) les n courbes rationnelles de
o n- o n-1

1

S(resp S') et soit Dc° (resp D'®) le voisinage formel de DoU"'UDn—l
L} 1

(resp DoU...UDn_l) .

Alors : pour tout O < p < n-1 et tout O < p' < n-1, il existe un isomorphisme

0 o
¢ :D — D'®
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pour lequel
=]
¢ (D = D'
( p) o'
De plus, pour tout 0 < q < n-1
o
D = D'
(2 q) q'

de sorte que gq-p = q'-p' (mod n).

0 DEMONSTRATION.
] n ~ N iy
Soit C (resp C') une courbe de S (resp S') telle que W(C) = Dp(resp w'(C )—Dp.)
et Fc(resp F!,) le germe d'application associé a C (resp C'). D'aprés le corollaire
1.23, il existe un automorphisme ¢ : ¢°20——) Ci tel que q>FC = F(':,¢ . On conclut
par le lemme 1.32 et en remarquant que 1l'isomorphisme ¢ induit par ¢ est compati-

n o
ble avec les relations d'ordre sur %(S) et €(sy.00]
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§ 2. DIVISEURS D'UNE SURFACE DE KATO.

2.1. Courbes elliptiques.

n
On commence par étudier les surfaces d'Inoue st ,qui nous donnent des exemples
de surfaces de Kato contenant une courbe elliptique. Nous verrons que cette

propriété caractérise les surfaces S: .

Exemple 2.2 Surface d'Inoue S: :

a) Courbes :

Les n éclatements qui composent N(2z) = (tnzlzg,tzz) donnent n courbes
rationnelles Do' ...,Dn__1 non singuliéresqui vérifient les conditions suivan-
tes :

. pour tout O < i € n-1 D]._.Dj =1 si et seulement si j-i E'L'l(mod n).
. pour tout O < i € n-1 D? = -2

1

D'autre part, la courbe invariante { z1 =0} par N induit une courbe E ,
qui est elliptique puisque par construction

*
E=C/Plpexm).

D'aprés le lemme 1.4

E.D, = O pour tout O < i < n-1

Dans ce qui suit, nous reproduisons la démonstration de [0 ] (donnée dans le

Remarquons pour cela que

N:Cxc' - €xc*

(z,,2,) = (t"z z‘:‘,tz )
1°72 12 2

donne par passage au quotient un fibré en droites sur E .

* =
Cx e/ Plez) O/ (Plpez) T F

n-1
ol l'espace total est isomorphe & S~ U D

i=0 i
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Comme N se prolonge en N a IP (€) x € notons

R := P, (¢) x c* /{NPIPGZ}

et E_ le diviseur {(x, zz)}/{ﬁp} - On identifie S\UD, et RNE_, et E
avec la section nulle.

Considérons la section holomorphe sur c*

*® nk(k-1)/2 n(k-1
£(z,) := & toxk=D z’z‘(')
2 k=~
On a :
f(z,)
2 *
(*) f(tz,) = , etsur € xC
n
t z2

zl-f(zz) est invariante par N : on en déduit que
zl.f(zz)
est une fonction méromorphe sur R .
Soit CI""'Cn les n racines niémes ge -1 /~ on a pour tout

1<i< n, en regroupant deux & deux les termes d'indices k et =(k-1)

f(Ci) o .
On en déduit d'aprés (*¥) que f a n 2zéros sur les cercles de rayons lt:lp

pour p €Z . Comme de plus pour a > O on a d'aprés (¥)

£! £'(z) -
f f( z - f T 92 = 2m
lzl= a lzl=Itla

f n'a, d'aprés le théoréme des résidus que les zéros indiqués précédemment.

En notant L une fibre de R , on en déduit que

E - E, +nL = (z1 f(zz)) est homologue & 0 .
Comme
L.E =1
on a
2
E = E.(Ej -nL) = -n

D'aprés le Lemme 1I.3.20 la recherche d'une 2-forme différentielle méro-
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morphe sur Sz est équivalente & la recherche d'un germe de deux-forme diffé-

rentielle méromorphe

a(z)
b(z) dzlA d22

w(z) =

invariant par N c'est-a-dire qui vérifie

* a(N(z)) _ a(z)
STETETT-det DN(z) dz1 Adz2 = b(2) dz1 Ad22 .
Comme det DN(z) = tn+1 zg , a(z) et b(z) doivent vérifier
a(N(z)) .n n _a(z)
b(N(z) © %1%2 %2 T p(z) %1%2 -

Mais ceci signifie précisément que

est une fonction méromorphe invariante par N . Comme les seules fonctions

méromorphes sur S: sont les constantes, il existe C € € tel que

a(z) - C
b(z) zlz2
c'est-a-dire
C
w(z) = dz A dz .
zlz2 1 2

Par conséquent, si K désigne le fibré canonique

dim u°(s’t‘,‘mo Kl =1 et

K=[-(D +...+D__,) - E]
En particulier
2 2 2
= . cee +
K (D°+... +Dn_1) + 2E (Do+ +Dn_1) E
=-n

LEMME 2.3
Soit S une surface de Kato. Alors
S contient une courbe non rationnelle E si et seulement si tout germe

d'application F associé & S admet une courbe invariante T
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[0 DEMONSTRATION.
1) Supposons que E soit une courbe non rationnelle de S
Soit (E,E)') le revétement universel de S et E = 5_1 (E) .
Comme '5 est contractant en O d'aprés la Proposition I.1.13 E rencontre
tout voisinage du bout O . Soit C une courbe compacte de S et B ‘S5 éC
1'effondrement de S sur §C . Comme d'aprés la proposition I.3.4 pc_1 (GC) con-

tient exactement les courbes rationnelles C' de S telles que C' > C et

P, sur un isomorphisme en dehors de p(-.:l (6C) ' Pg (E) est une courbe de

5.~ 6C dont 6C est un point adhérent. Donc [ = Pe (E) est une courbe passant

C [¢]
par 6C .
~ g ~
Comme 3 3 3
pc M C+n f p<i‘+n
s. % s
C - C+n

est commutatif d'aprés la proposition I.3.9 on en déduit avec la proposition

1.3.4.2)
que - - C c+n <0 _ € c+n ~
B (BN0g) =M, 0 (N0 = T, 9o B (E)
=7C p T® =1C p. ®=p ® = I~0
C+n “C+n c+n “C+n [} c C

c'est-a-dire I'c est invariante par F .

2) Soit F = FC un germe associé & S et I une courbe invariante par F .
D'aprés la proposition 1.10 I est non singulidre; alors d'aprés le lemme
1.4,
~ -1
E=p.(I'~{oh
est une courbe irréductible non singuliére non compacte de s , invariante par

E et donc induit une courbe E sur S . Cette courbe est non rationnelle,

~ @
puisque E - E est un revétement. O

THEOREME 2.4

Soit S une surface de Kato pour laquelle b2(s) =n=>1.
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Alors : 1) S contient exactement n courbes rationnelles DO’DI""’Dn-I .
2) S contient une courbe non rationnelle E si et seulement si
S est isomorphe & la surface d'Inoue S: .
Dans ce cas E est unique, elliptique et vérifie
E =-n , E.D, =0 (0<i<n-1) .
3) Les seules fonctions méromorphes sur S sont les constantes et

S est dans la classe VII, de Kodaira.

O DEMONSTRATION :
1) Soit (5‘,5) le revétement universel de S et B(E) 1l'’ensemble des courbes
compactes de S . on sait qu'elles sont toutes rationnelles (Prop. I.11)

et que S(ci) = ZB'(c ) , ce qui donne n courbes rationnelles dans S .

i+n

Comme pour toute courbe rationnelle C de S G_l(c) est réunion d'une famille

’

de courbes rationnelles de 5 i1 n'y en a pas d'autres.

2) L'assertion résulte immédiatement du lemme 3.3, du Théoréme 1.28 et de l'e-
xemple 2.2 .

Enfin 3) résulte du fait que S ne contient qu'un nombre fini de courbes. O

2.5. QUELQUES MATRICES ECRITES SUR UN TORE :

Les matrices que nous allons introduire se revéleront au §2.24 les opposées
des matrices d'intersection des courbes rationnelles d'une surface de Kato.
Nous allons voir que ces matrices sont positives et voir dans quels cas elles
sont définies positives. Commengons cependant par rappeler et raffiner les

Définitions I.3.26 et I.3.27.

DEFINITION 2.6.:
1) On note pour tout entier n 21 , An l'ensemble des familles d'entiers
a = (ai)i€ z ' périodiques de période n qui vérifient
i) pour tout i€ ® , 2 <ai < n+2
ii) si a, =% 24, on a pour tout i+l € j < i# - 3

aj=2
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2) On dira que la p-séquence (ai,.. ) est singuliére si

o a:i.'-l-p-l

(ai,...,a 1) = (p+2,2,...,2)

i+p-

On notera sp cette p-séquence.

3) On dira que la p-séquence (ai,...,a ) est réguliére si

i+p-1

ik = 2 pour tout O< k € p-1 )et

(@, 7e0er ) n'a aucun terme commun avec une séquence singuliére.

i ai+p-1
On notera rp cette p-séquence.
4) On appellera séquence caractéristique de a € An une n-séquence
(ai, ""ai+n-1) qui commence par une séquence singuliére ou réguliére.
On notera Kn une telle n-séquence.
Si la décomposition de Kn en séquences réguliédres ou singuliéres est
K = 01 .o .02’

on notera suivant les besoins

a= (ai""'ai+n-1) = ((71...0'2).
i+n-1
5) On notera : 0_(a) 1l'entier T aj ;
n j=1
v (a) le nombre d'indices j €1 < j+n-1 pour les-
quels a; =n +1

on(a) et vn(a) sont indépendants de j €% .

LEMME 2.7.
si n=2 \)n(a) =0,1 ou 2

si n=>3 \)n(a)=oou1.

0 DEMONSTRATION :

Comme 2n < Gn(a) <3n , \)n(a) doit vérifier

\)n(a) (n-1) <n 0O
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DEFINITION 2.8 :

On note pour tout entier n = 2 (}[n 1l'ensemble des matrices symétriques
de type (n,n) définies de la fagon suivante :

A tout a = (ai). € An on associe une matrice
i

€z

M(a)= (m, )

m, .
ij’Jo<1i,j <n-1

définie par :

i) m o= a si a, # n+1
m,, =n-1 si a, = n+l
ii i
ii) Soient 0 < i < 3j <n-1 et posons a; = X , aj =4
.m,, =m,, =-2 si k+2% = 2(mod n) et i+k-1 = j(mod n)
ij ji
. mij = mji = -1 si k+ 2 # 2(mod n) et (i+k~1 = j ou jH# -1 = i(mod n))
.Mm,,=m,, =0 dans les autres cas.
ij ji
DEFINITION 2.9.
Soit M = (mij) une matrice de type (n,n) .

1) On dira que M est irréductible si pour tout couple (i,j) d'indices,
il existe des indices

o< kl""’kp < n-1

tels que

m #0 ,m

ik # O ,oee

1 k1k2

ym,
kj#0
pJ

On appellera une telle suite d'indices une chaine.

On dira que M est réductible si M n'est pas irréductible.

2) On dira que M est & diagonale dominante, si pour tout O < i < n-1

* - >
on a (*) Imii' ; z . lmijl ¢}

et s'il existe au moins un indice j pour lequel l'inégalité (*) est stricte.

Le critére de positivité suivant est bien connu :
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LEMME 2.10
Soit M = (mij) une matrice de type (n,n) symétrique irréductible et a
diagonale dominante. On suppose que pour tout O < i < n-1

>
myy O

Alors M est définie positive.

O DEMONSTRATION : 1) Posons A, := X Im |
2EONSTRANION i ) 1§
j AL
On a pour tout x € r"
z m XX, = z miixf + 2 z i5%%
i,5 P i<y 13
2L (X InE.J) xf -2 I |m,.l |xi| Ix.1
io9#41 M i<y M J
= X Iml x5+ z Iml.l x, - 22X Im1 | Ix, 1 x|
i<3j J i< 3 i <3 J
= I Im IO -lxh? >0
i<3 J

On en déduit que M est positive.
Pour voir que M est définie positive, il suffit de montrer que O n'est

pas valeur propre.
2) Supposons que O soit valeur propre et soit x € Ker M tel que lIxll_=1 ;

comme pour tout O < i € n-1 I m, x, =0 , pour tout indice i tel que

14
3 373
lxil =1 on a d'aprés (¥%)
*x - < <
) Ay Sy =g il Tomg gl <oy
j#L
Par conséquent si myy #0 on a Ile =1.

3) Fixons un indice O < k < n-1 et soit O < i < n-1 tel que Ixi|= 1.
Comme M est irréductible, il existe des indices jl""'jp pour lesquels

m, £0, mj . # O,.,.,mj X #0

i3y 132 o
Une utilisation itérée de 2) montre alors que kal =1 . D'aprés (**) cela
signifie que
M = Ay

1'indice k ayant été choisi arbitrairement cela contredit 1'hypothése suivant
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laquelle M est & diagonale dominante.D

LEMME 2.11
Soit M(a) = (mij) E(A’n . Alors
1) Tr(M(a)) = o_(a) = 2v_(a)
n n

2) M(a) est réductible si et seulement si toute séquence caractéristique de
a est formée d'un nombre pair de séquences singuliéres.

En particulier, si M(a) est réductible, on(a) = 3n , et il existe une
unique partition de {O,...,n-1} en deux parties I et J de sorte que

les matrices

(mij)i,jel et (mij)i,jEJ
soient irréductibles, et (mij)i €1 3€q =0 (mij)iEJ jer =
n-1 n-1
3) iio (mii - jii Imijl) = iio (mii +j§imij) = On(a) -2n .

0 DEMONSTRATION :
1) Résulte immédiatement de la Déf, 2.8 .

2) D'aprés la Déf. 2.8 , si m,, =k et m, =2,
ii i3

mij # 0 e (i+k-1 = j(modn) ou 3j+2-1 = i(modn)) .

En particulier, lorsque m, = 2 et j =i+l (mod n), on a mij #0 .

- Lorsque a = (2,2,:..,2) 1l est clair que
2-1 -1
—1'.@‘ ‘.
M(a) = A NN

. ., ‘.
u". “a -1

». »
-1 fo1'v2

est irréductible.

. Lorsque a_ _contient au moins une séquence réguliére r et une séquence

singuliére, une séquence caractéristique de a peut s'écrire :

YSeeeesoeooee S, 8,...85

172 k
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ou Sr8y1Syr-erBy sont des séquences singuliéres, avec éventuellement
k=1 ou s =s1 . Il est immédiat de voir que tout élément de la séquence
caractéristique est relié & un élément de s, ou r ; dans ces conditions,
pour voir que M(a) est irréductible, il suffit de montrer que tout indice

i de r ou de Sy peut étre relié au premier indice j de s par une

chaine (j1""'jg)' ce qui est clair.

. Lorsque a ne contient que des séquences singuliéres, c'est-a-dire

on(a) =3n , on peut écrire

a = (sl,...,sp)

Comme : . le premier indice de s, est relié par une chaine au premier
indice de sj si j = i+2(mod n)

. tous les indices‘ i' de si pour lesquels ai,= 2 sont reliés par
une chaine au premier indice de s si j = i+l(modn) ,

b
on en déduit que M(a) est réductible si et seulement si p est pair et

dans ce cas on a la partition voulue.
3) a) si__a_ne contient pas n+l :

Soit 0<€<i<n-1 , et J 1+ai-1 (modn) .
Puisque a ne contient pas n+l , i n'est pas congru & j(modn) , donc
3 tout indice O € i € n-1 , on associe un indice j # i pour lequel

mij#o et mji#o B

c'est-a-dire & tout O € i S n-1 on associe deux coefficients de M(a)
non nuls . Comme tout coefficient non nul de M(a) est obtenu de cette
fagon, il s'agit de voir dans quels cas il existe deux indices i' et i"
auxquels on associe la méme paire de coefficients de M(a) , c’est-a-dire

des indices i' et i" pour lesquels :

(L',3" = (3*,i") , ou j' =14i' ta -1 et j"=1i"+a., -1
Or :
it o= ita -1 it = itag,-1
(i*',3') = (3",i") o= -
" o= 3 - =
i i +ai, 1 ai,+ai,, 2(mod n)

D'aprés la Déf. 2.8 on en déduit que
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n-1
I (m,,+ I m ) =Tr(M(a)) -2n=o0_(a) -2n .
im0 gy 13 n

b) Si_ a contient n+l1 : on peut supposer que a, =n+l1 ; alors les matri-

ces correspondantes sont :

24 21 -1

_1'... -1 ..

M(n+1,2,...,2) = PRI M(n+1,2,...,2,3) = L
ERY e
-1 -12 -1 -1 3

avec, dans le cas n=2 la matrice supplémentaire

. 1 0
M(3,3) =

o 1

On vérifie facilement dans tous ces cas, d'aprés 1), que :
n-1
I (m,,+ £ m,,) = Tr(M(a)) -2n+2v_(a) =0 _(a) -2n DO
joo i1 341 ij n n
LEMME 2.12.

Soit M(a) GJtn . Si M(a) est a diagonale dominante, alors M(a) est

définie positive.

O DEMONSTRATION :
Si M(a) est irréductible, c'est un cas particulier du Lemme 2.10 .
Si M(a) est réductible, alors d'aprés le Lemme 2.11.2) M(a) se décompose
en deux blocs irréductibles; comme on(a) = 3n chaque bloc est & diagonale
dominante; on conclut & nouveau par le Lemme 2.10. O
On va voir que lorsque On(a) > 2n , M(a) est définie positive. Si M(a) est
a4 diagonale dominante, nous venons de le voir; la difficulté provient des ma-

trices qui ne sont pas & diagonale dominante, par exemple

3 0 =2
M(3,2,2) ={ 0 2 -1
-2 -1 2
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Cependant, ces matrices sont & diagonales "globalement dominantes" d'aprés le
Lemme 2.11.3) , ce qui va permettre de "compenser" certaines lignes par 4'au-

tres comme le montre l'exemple 2.14 . On donne auparavant :

DEFINITION ET LEMME 2.13.

Pour tout réel £> O on note
P ,R) =
aB( ) (pij)
la matrice de type (n,n) dont les seuls coefficients non nuls sont :

P =t !

oo » Pgg =+ Pyg = Pgy = -1

af Ba
Alors : la forme quadratique QaB(SL) associée a PaB(l) vérifie :
pour tout x € r®

X, 2
-t I _ "B
(L) (x) := xP R)x = (V2 Xy \/.4—2-

QaB oB

En particulier () est positive.

B

0 DEMONSTRATION :

« 6 :
' x .
u( L...-1 ‘ :© !L:.(a-xe xg
(% eeerx ) . { . =X eee X ) xg | = xa(lxa—xs)i»xB(T-xa)
p\-- -1 T | R

[}

b3
n-1 . 2
: _xB
(\/Ixa VE) = 0.0

Exemple 2.14

Soit p un entier vérifiant

1 €p <n-2
p+2 -1 -1
24
-4,
M(s r_ ) = T, 24 -1
p n-p ~12+4 Pp
-1 -1 2 . p+l
' ."_1
-1 =12 n-1
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La (p+l)-iéme ligne (ou colonne) n'est pas & diagonale dominante; on va com-

penser cette déficience par l'excédent des deux premiéres lignes. On a :

st )= 3 B ptl
(ST )= P (D R (4D 4R, (2) +Rp (D ety (B (B
\
+ T -1 A 1
- +
O -1, 2", P
2
~14/n-1
r
= pti,
Pont (1) ¥Ry (PHUAP (204 B (SN (D e (D)

c'est-a-dire M=M(sprn_P) est la somme de n matrices positives; par consé-
quent M est positive; de plus si
tx Mx =0 ,

cela se traduit d'aprés le lemme 3.13 par les équations

X X
-prt -2 . =\/x>+_1 _\/_P_
\lﬁxo — \/:Z-xl 7 e o xp o+l xp+1
= xp+1 -xp+2 e T X2 T ¥ T T T °

qui prouvent
x =0

c'est-a-dire, les formes linéaires

x >V tx PGB(JL)x

sont toutes linéairement indépendantes, et M est définie positive.

. cependant si on considére

30-1-1
— 03 0 -1
MG33222s|_; 0 51

-1-1 -1 2

La ligne d'indice 2 n'est plus excédentaire, ce qui empéche d'appliquer direc-
tement le procédé de l'Exemple 2.14 . Nous allons donc préciser dans quelles

conditions les matrices M(a) ne sont pas & diagonale dominante et raffiner
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le procédé précédent.

LEMME 2.15
Soit M(a) = (mij) €(ﬁ¢n . Alors :

1) Pour tout 0 < i < n-1

-1<m,, + I m, .,
ii Jéi ij
De plus
m,, + I m = -1
ii 4. 1
i#d 3

si et seulement si il existe k 2 1 tel que

(ai-k-l""'ai) = (sk,rz) = (k+2,2,...,2)

2) Soit 0 < i € n-1 pour lequel a, =2 2 4 .Alors, si j = i+1(mod n)

0S€<m,, + I m,
33 p#j P

.

De plus

+

m, Im =0
33 p#3 jp

si et seulement si il existe k 2 1 tel que

(ai-k""’ai’aiﬂ) = (sk'ai'aiﬂ) = (k+2,2,...,2,2,2).

0O DEMONSTRATION :

claire d'aprés les Définitions 2.6.1) et 2.8. 0

Le procédé de l'exemple 2.14 ne peut pas étre appliqué a sprq (@ # 2) lorsque :
1) La ligne (ou colonne) correspondant au premier indice de sp n'est pas suf-
fisamment excédentaire, c'est-a-dire lorsque a contient la (k+p+q+l)-

séquence

Skl'1 Spl’q

2) La ligne (ou colonne) correspondant au deuxiéme indice de sp (s'il existe !)
n'est pas suffisamment excédentaire, c'est-a-dire, d'aprés le Lemme 2.15.2)
lorsque a contient la (k+p+q)-séquence

s, s

r
k'pa
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remarque justifie la

ITION 2.16

DEFIN

Soit a € An . On appelle séquence compléte de a toute ségquence

c = 01...O'N sprq

telle que :
i) q=22

ii) Pour tout 1 < i €N oi est soit une séquence singuliére S+ soit

une séquence sk 1:1 .

. V>
iii) a contient la séquence rq' 04«0y sprq o gq 2.

LEMME 2.17
Soit a € An . On suppose que a contient une (p+q)-séquence sprq , ol
q 2 2 . Alors : il existe une unique partition de a en séquences complétes.

a = “e
0 DEMONSTRATION. (CI CN)
évidente. O

DEFINITION 2.18

Soit M(a) = (mij) eeﬂ;n et ¢ = (aa,...,aB) ;une séquence compléte de a .

On appelle bloc complet de M(a) associé & c , la sous-matrice
B := (m,.)
1Ja<i,j<8B

2.19

LEMME

Soit M(a) = (mij) E(ﬁ,n . On suppose que M(a) n'est pas & diagonale domi-
nante. Alors modulo une permutation circulaire des coordonnées, il existe
N = 1 et des indices

o =°<°‘z<"'<°‘N+1 = n

1

tels que les sous-matrices

B.:= ( 1<k<S<N

m, ) s
k ij ak< i,j < %11 1

soient des blocs complets de M(a) , et les seuls coefficients non nuls
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n'appartenant pas & ces blocs soient

-1 pour 2<kS<N

L L

= -1

®0,n-1 = ®n-1,0

c'est-a-dire

O DEMONSTRATION.

évidente. O

Le Lemme 2.19 permettra de ramener la démonstration de la positivité de M(a) a

celle des blocs complets; c'est ce que nous faisons dans les deux lemmes suivants :

LEMME 2.20
1) Soit ¢ : B= R
1
Bro2- 8
Alors, pour tout p = 1 et tout B > 1, 1'itérée p-iéme ¢P de o
vérifie :
_ (p+1)B-p
1 < ¢P(B) ooy < 2
2) Soit
Y] -1\ o
P4
194,
A0
N, = v o,
k ,2-4 k-1
4a2b | x
4 b cs2] x+1
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une matrice de type (k+2,k+2) od k>»2 , 022 , 1 <B<K2

N = 1 k-2 ,
Alors : N =Py, . (a) + P (B) +P (@ (B +...+P L (@ “(B) + N

.| Q0

"ok
O L efxa

ol

et a' =a+ &pk-l (B) ,c' = c+p(a)

a 0 -1 0 0 O
3) Ona: N={ O0a+2 b = Poz(a) +10a+2 b} oi a2, et c'=ctp(a)
-1 b c+2 0 b cY

00 DEMONSTRATION :
1) On montre par récurrence sur p 2 1 que wp(B) = ;—(7%:—-1)(%%) . En effet,
c'est clair pour p =1 et
1 = =9 - pB - (p-1)_ (p+2)B - (p+1)
FB) mowP@) =2 - BB BT

o (x+1)B-x _ x(B-1) +B . 5.1 _
Comme Y(x) = XB - (x=1) X(B-1) +1 vérifie : Y(1) = 2 B ,)];:I_.’mwlb(x) =1

2
(B-1) <

et P (x) = - 3
(x(B-1)+1)

0

on a le résultat.
2) et 3) sont clairs. O

LEMME 2.21

Soit M(a) = (mij) €¢7tn . On suppose que a = () , od c est une n-sé-
quence compléte.

Alors la matrice M(a) admet une décomposition en n matrices de la forme

Pas(z) parmi lesquelles Po (1) ; de sorte que les formes linéaires
’

n-1
x -+ \/ x‘PaB(Q,) x

soient linéairement indépendantes. En particulier M(a) est définie positive.

O DEMONSTRATION :

1) On_suppose que ¢ = s ol N=21 et gq22.

eeeS b o
LR

a) on définit par récurrence o et éventuellement Bi de la fagon sui-
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vante pour | € i < N :

1 1
o,=k,+1
1"
o = 2 Bl— 2
ii=21 =11 > i =
P=20 k=1 Kk >2 i>2 K,y =1 ki, > 2
ko=1] a =3 |a=1+¢1"12) k=1| a=1+¢, )| o =1+i-1718, )
2 2 2 i i i-2 i i-1
~ - k, -1 ~ _ k, -1
k> 2 0,=k,*+2 | o=k +@71 (2) ki> o | o=k Re(a, o)) ask+@ri-1 0B, )
B,=0(2) | B,= 0k +1) B, =00, ;) Bi=w(a; )

. _ (p+1)B-p fme si ke = .
ot ¢F(B) S araak de plus méme si ky =1, on pose BN (D(OtN_l)

b) On montre par récurrence sur i 2 2 que :

1

1
si k, =1 —_—+ —— = 1
t oy @loy_y)
1 1
si k, 22 —_—+t =1
i (xi q)ki 1(B )
Cas 1=2
. o 1 1 _1 1
. si k1‘k2"1 _ + @) 3 + 1 1
2 1 2- =
2
. si kl > 2,k2=1 , —1—+ ! = k1-1 + 1 = 11<+1 11 =1
a, w(otl) 1+#p1 " (2) w(k1+1) 1+ 1 2-k 1
k 1
1
csiok=l k32 i+—k%-—-=1 +k1 -1
o, 92 (82) k2+2 ©2(2)
. 1 1 _ 1 1 _
S RO A gy x T o2k et .
a, © 2 34 ® 1 )
Cas i > 2 : On a d'aprés l'hypothése de récurrence :
1 1 1 1 1 1 =1
. si k,=k,_.=1 ,—+ = + = +
i i1 oy w(ai_i) 1+tp(ai_2) z'al 1+p(a, ) 1+Té )
i-1 AT
Ssiokg=t,k_ P2, e —t—o—— L + — -1
i e, ) 1xpi-l T(B. L) 1+
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csi ok P2k =, Lt ! + 5 =
o OLTB)  kyelay o) @i(ay )
o1 Rt s i
kjoloy p) - (ky+hlay -k
. " . 14k, -1) /ooy _,) )
kyto(a 5y - ¥k /0ty 5)
1 1 1 1
-si k22, k22, = +

-1 k-_1_1 k
i 91 T(By) kot (B,_y) @il )

. 1 . o SY e S .
kot — (ke g -k
& T

c) Grace au Lemme 3.20 , on va montrer que, en posant ko- o,

N
M(c)=P___ (1) + L )P (a,)
( on-1 o1 | Kpteeetky_pakgdes otk T
k,-1
i % -1
(%) +I P @
B))
< g=1 Kgteeot ki gkt otk 41 {
k -1 n-2
+P (@'N “(BL)) + z P, (1)
L I T e N jint

l SRS w3

(Si Bi n'a pas été défini, les termes correspondants sont nuls).

Pour N=1 c'est 1l'exemple 3.14 et si N > 1 , on montre par récurrence sur

1 <y <N-l grace au lemme 2.20 que

O| ©O
- r T
M(c) = P (1) + I {oeeg + Npapt kytoootk
on-1 X H
i=1 () ..... o
st
n-1
H * = =
ou : mey ur+1 si (s,t) (k1+...+kr,k1+...+kr)
1] = = > 2
m, Boyg St (s/B) (Kt otk 1,k 4o vk +1) et k|
[ = = = 1
mst ur+2 si (s,t) (k1+"'+kr+1’k1+"'+kr+1) et kr+l
A - -
M™=1 n=1 = ™n=1,n~1 s

Mey = Mgy dans les autres cas si k1+"+kr< s €n-1 et kf..+k;< t € n-1
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Pour r = N-1 on a : O O

N-1
_ r U
M(c) =P My + = { } + oy 1 Ret o alyyy

Ol R sl

D'aprés b) pour i = N on obtient le résultat.

Maintenant, d'aprés (*) , M(c) est décomposé en

N

1+ T k, + (q-1) =n
. i
i=1

matrices positives, comme par construction les formes linéaires

t
x=> xPaB(i) X

sont toutes linéairement indépendantes, M(z) est bien définie positive.
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2) c¢__est maintenant une séquence compléte guelconque :

c = 01...GN sprq

On démontre le résultat par récurrence sur N = O .
Si N =0 c'est l'exemple 2.14. Supposons le résultat démontré pour un
entier N 2 0 et soit
c = 01"'0N+1 sprq .
Si toutes les séquences oi sont singuliéres, on a le résultat d'aprés 1) .

Sinons notons 1 € N' € N+1 1le plus petit entier tel que

N' kN' 1
On peut construire les entiers aj et Bj comme dans 1) a); comme
1 1
—_— —— =] k,, =1
oy ey, ) =
(%)
T
Oyt o (Byr)
On a comme dans (¥)
_ N'-1
M(c) = Pon-l(l) + .Z soe B 4
i=1
k
N' -1
+P -
K, +...+k K 4o ..tk #2100 (s
177 TN -1 N'TT N P P(B )
,O o . L=1 k1+..+kN-_I+2,,k]+..+kN._]ﬂL+l N'
+ O M’ k1+...+kN,+1
n-1

Grdce a (**) et l'hypothése de récurrence la matrice de type
(n-kl-. . .-kN,—l ,n-kl. . .—kN,-l)

L
Mo+ Pk1+...+kN,+1,n—l(l)

est définie positive et se décompose en une somme de n-(k1+...+kN,+l)

matrices positives PaB(l) .
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Par conséquent M(c) est la somme de

N'-1
1+ ( 121 ki) + (kN,+1) + n—(kl+...+kN,+1) -1 =n

matrices positives de la forme Pas(l) .

De plus, les formes linéaires

x +V txpms(ll,) X

sont toutes linéairement indépendantes. En effet : vu la définition d'une
séquence compléte, il existe des indices il""'ip et des réels
1.°>0,...,2,p>0 tels que

. zo...lp > 1

. les matrices P (lo),P

011 soient dans la dé-

(L,)re0esP (R)
1112 1 :Lpnl P
composition de M.

t
Si xMx =0 , on en déduit que

x = Xn-1 .
o & ...
° P
Comme par ailleurs Pon-l (1) est aussi dans la décomposition de M on a
&galement
¥o = *nq
on en déduit que xo = xn_1 =0 ,

ce qui permet de montrer facilement que x =0 .

Ceci achéve la démonstration. O

EXEMPLE 2,22

4 0 0 -1 -1
0 2 -10 O O O

M(s,5 ) = 0 -1 3 0 1] = Py, (1)+Py; (3)+P,,(D)+ 5 0 -1
-1 0 0 2 -1 O 054 -1
10 -1-1 2 -1 -1+

Pog (1)+P03 (3)+p,, (2)+P24(5/2 )+P34(5/3)
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On a
a, =3 _ _ 5 _
t- a=1+0@ =3 , 8, =003 =3 , et
B, =2
1
1 1 2 1
—t+ —— = T+ =1 .
a, '»D(al) 5 2_1_
3
THEOREME 2.23.
engendre

Soit a € An . Alors
1) si on(a) = 2n,M(a) est positive et le vecteur (1,1,...,1)

l'espace isotrope.
2) si On(a) > 2n, M(a) est définie positive.

O DEMONSTRATION :
1) si On(a) =2n , a= (2,...,2) et
2 =2
M(a) = 2 2 si n=2
2 -1 -1
4 24
i S
M(a) = oLt si n>2
‘1724
4 12
on a :
M(a) = P n-1 (1) +P01(1) +...+Pn_2 n-1 (1)
donc M(a) est positive.
De plus par le lemme 2.13
t = = - =
xM(a) x = 0 o= Xg=X g T XKy T oo =X =X,y 0
tel que x = A(1,...,1) .

e~ 1] existe AER
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2) supposons ¢ (a) > 2n .

Si M(a) est & diagonale dominante, c'est le lemme 2.12 . Supposons donc
que M(a) ne soit pas & diagonale dominante : d'aprés les lemmes 2.11.3) et
2.15.1) , a contient une séquence spr:q (p21, g2 2); on applique alors
le lemme 2.17 qui nous donne une décomposition de a en séquences complétes :

a= (m)
et donc une décomposition de M(a) = (mij) a'vec des blocs complets (lemme
2.19)
(1 <xk<N)

)
ij _
0‘k< i< %41 !

Notons

! °x

1 Pyyqtt

la matrice diagonale de type (ak+1 -ak ' ak+1 —ak) dont les seuls coefficients

diagonaux non nuls sont le premier et le dernier, égaux a 1

Soient
1 ]

Bk (resp C k)
la matrice de type (n,n) obtenue en complétant le bloc Bk (resp Ck) par
des zéros
Comme

Bk - Ck = M(ck) - P“k'“kﬂ‘l (1)
on a :

M(a) = (Bl‘ -CI') +...+(B"‘-Cl'1) +Pa

(1) +p (1 +...
1%+ 71 aymtey
+ P

aN-l,aN(l)

= M(c,)' -P AN+ +M(c) - P _,
R N Oy

+P (1) +p_ _ (1) +...+P_ _ (1)
alaﬂﬂ—l Ctz 1, 0.2 O.N l,G.N
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ol M(Ei)' signifie qu'on a complété la matrice M(Ei) par des 0 pour en
faire une matrice de type (n,n) .
D'aprés le lemme 2.21 M(a) est ainsi une somme de n matrices positives de
la forme PaB(R,) telles que les formes linéaires associées soient linéaire-

ment indépendantes. En particulier M(a) est définie positive. O

2.24. CONFIGURATION DES COURBES RATIONNELLES.

Dans l'exemple I.3.36 nous avons vu qu'une surface de Kato S pour laquelle
b2(S) = 1 contient une courbe rationnelle singuliére de self-intersection 0
ou -1 . Lorsque bz(s) 2 2 , et en identifiant l'ensemble ‘€(§) des cour-

~ o~
bes rationnelles du revétement universel (S,w) de S avec Z nous avons le

THEOREME 2.25.
Soient S une surface de Kato pour laquelle b2(S) > 2
(C,) . les courbes rationnelles de (g,'(:)')
i€z
a(s) la famille des self-intersections des courbes (Ci)
i€z
Di = U(Ci) (0 €i<n-1) les n courbes rationnelles de S .

Alors : 1) la matrice d'intersection M(S) des courbes rationnelles de S

vérifie
M(S) = -M(a(s))

2) Di est non singuliére si et seulement si a, # n+l ; dans ce cas

Di a une singularité qui est un point double ordinaire si et seu-

lement’ si a, = n+l ; dans ce cas Di = -n+1

En particulier : si n=2 , S a deux courbes singuliéres si a(s) =(3,3),
une seule si a(S) = (3,2) et aucune dans les autres cas.

si n2 3 S a au plus une courbe singuliére.

3) D0 U...u Dn-l a au plus deux composantes connexes et
DOU...U Dn-l a deux composantes connexes si et seulement si dn(s) = 3n

et toute séquence caractéristique de a est formée d'un nombre pair de sé-
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quences singuliéres.

00 DEMONSTRATION.

a) D'aprés le théoréme I.3.27 et comme n 2 2 , D, a une singularité qui est

i

un point double ordinaire e= Ci'ci+n =1 e i +ai-1 =1i+n
=n+
- a, =n 1

Dans ce cas

Notons m: s' =» s 1'éclatement de S au point double de Di
e '§' -+ S l'éclatement de S en tous les points d'intersection
Ci+kn n c1+():+1)n (k € Z)
Il existe une application analytique
W:S »s
qui fait commuter le diagramme
o
S' e—p s
i In
35 —r® s
w

et fait de S' le revétement universel de S' .
Notons D,!_ et Ci les transformées strictes de Di et c-.1 ; comme W' est
un isomorphisme entre des voisinages de Di et Ci , on a, en notant A la
courbe exceptionnelle de premiére espéce dans S'

D,.D; = T¥D,.T¥D, = (D} +2A). (D} +2A) = D-i2 +4=c;%+4

= (cf-z) +4 = ci+2 = =(n+1) +2 = =(n-1)-

D'autre part, si ai # n+l I est un isomorphisme entre des voisinages de
2

Ci et Di et donc Di = -ai.

Enfin, si n=2 , les suites a(S) possibles sont (2,2),(3,2),(4,2) et

(3,3) , et

si n 2 3, on ne peut avoir deux indices i,j tels que

i # 3 (mod n) et ai=aj=n+1.
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Ceci démontre d'une part que la diagonale de M(a(S)) est bien formée des

opposés des self intersections des courbes Di , et d’autre part l'assertion 2).

b) Remarquons d'abord que si kH = 2 (mod n)
i+k-1 = j (mod n) e 3j#¥-1 = i (mod n)
De plus, d'aprés le théoréme I.3.27
Di'Dj # 0 e il existe k €2Z tel que Ci- cj+kn =1

- {i +a, -1 =3 (mod n) ou j+aj—1 = i (mod n)}

Enfin le seul cas ol Di'Dj = 2 est précisément le cas ou
i+a; -1 =j (mod n) et j+aj-1 =i (mod n)

c'est-a-dire

a, +a, = 2 (mod n)
1 J
ce qui achéve de montrer 1) .
c) D'aprés le Corollaire I.3.31 D0 u...u Dn-l a au plus deux composantes

connexes et D0 u...u Dn 1 @ deux composantes connexes si et seulement si

M(a(S)) est réductible; on conclut donc par le lemme 2.11.2) O

EXEMPLE 2.26

Si n=3 et a(sS) = (423) , D0 UD1U D2 a deux composantes connexes, D0 est

singuliére et la matrice d'intersection est

-2 o 0
0 -2 +2
0 +2 -3

La configuration des courbes est
'S (D ©)
DO 5 1
2,
THEOREME 2.27.
Soit S une surface de Kato pour laquelle bz(s) =n=1 et M(S) la matri-

ce d'intersection des courbes rationnelles DO' ...,Dn_1 de S .
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Alors : 1) Si On(S) = 2n, M(S) est négative et le vecteur (1,...1) en-
gendre l'espace isotrope.

2) Ssi On(S) > 2n , M(S) est définie négative.

0 DEMONSTRATION.

Immédiat d'aprés le théoréme 2.23 et 2.25. O

COROLLAIRE 2 .28

Soit S wune surface de Kato pour laquelle b2(S) =n=21, DO""'Dn-I
les courbes rationnelles de S et soit D un diviseur quelconque de S .
Alors : 1) si On(S) = 2n D2 <0 et D2 = 0 si et seulement si il existe

m€2Z tel que

D = m(DO +...+D )

n-1

2) si 0 (S) > 2n
n

et (D, +...+D )

O DEMONSTRATION.

D'aprés le théoréme 2.4 S contient n courbes rationnelles D .+D

0"

et éventuellement une courbe elliptique E lorsque S est isomorphe & la sur-

n-1

face d'Inoue S: . Comme dans ce cas
2
E.D, =0 et E = -n
i
on peut supposer que
n-1
D = I mD,
1=0 ii .

le résultat est alors une conséquence immédiate du théoréme 2 .27 et du lemme

2.11.3) .0

EXEMPLES 2 .29

1) si bz(S) =n et a(s) = (n+1,2,...,2,3) , la matrice d'intersection est
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-n+1
-2 +1 4
+1.°' *.
-M(a(s)) = o
. . .,
. " .
.24
“ “-3
Pour D=D,+...+D on a
1 n-1
D2 = -1
2) si bZ(S) =n et a(s) = (3,2,...,2), la matrice d'intersection est
-3 +1 +
-2 +1
-M(a(s)) = [ +1 +1 =2 41
+10 ...“
e
#H + -2
et pour D = D0 +...+ Dn_1 on a
p? = -1

2
Ces deux exemples montrent que lorsque Un(s) > 2n , 1l'inégalité D° < -1 est

la meilleure possible.

REMARQUE 2.30.

1) On savait & priori que Dzé, 0 d'aprés un théoréme de Kodaira [14]I.
2) Le Corollaire 2.28 montre que les surfaces classées par Enoki [4] ou [5]

sont exactement les surfaces de Kato pour lesquelles On(S) = 2n .

COROLLAIRE 2.31. .

Soit S une surface de Kato pour laquelle bz(S)= n21 et On(S) > 2n .
Alors la réunion D0 u...u Dn-l des courbes rationnelles de S est un sous-
ensemble analytique exceptionnel de S . Plus précisément il existe :

. un espace analytique compact S' normal, de dimension 2, sans courbe analy-

tique,

. une application analytique propre
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6 :s~>s
tels que
i) e(D0 U..yD

n-l) soit le lieu singulier de S' , contienne deux points si

toute séquence caractéristique de a(S) contient un nombre pair de séquences

singuliéres et un point dans les autres cas.

ii) (S,0,S') soit une modification.

O DEMONSTRATION.

C'est une conséquence immédiate d'un théoréme de GRAUERT [ 7] p. 367.

2.32 ARBRES ET CYCLES D'UNE SURFACE DE KATO.

DEFINITION 2,33

Soient D ,...,D n
o n

-1

courbes compactes irréductibles dans une surface S
et D=D +...+D
© - To n

-1 *

1) On appelle-sommet de D une courbe réguliére D_, 0 < s < n-1 telle que

2) On appelle arbre de D un diviseur

AL := b D, , Ic {o,...,n-1}
i€1

qui vérifie les propriétés suivantes :

(A0) Di est réguliére pour tout i € I

(Al) Il existe un unique s € I tel que Ds soit un sommet.

(A2) Pour tout j €I , j#s

D,. = et D,.D, S 1 our tout 0 < k < n-1
3 L D 2 5Dk p
0<k <n-1
k #3

(A3) AI est connexe.

(A4) AI est maximal pour les propriétés (AO) , (Al) , (A2) et (A3)

Ar

————— e —

3) On appelle racine de D une courbe D_  pour laquelle il existe un arbre
AI vérifiant :

rg€I1I et Dr.A = Dr Lz Di =1
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4) On appelle cycle de D wun diviseur 2Z = Di + ...+ Di tel que :
1 P

. Z est une courbe avec un point double ordinaire si p =1 .

.D, .D, =2 si p=2.
12
1 si j-k =%1 (mod p)
- D, .Di _ si p=3
3j k 0 sinon

LEMME ET DEFINITION 2.34

i) Tout arbre AI admet un unique sommet DS

ii) Tout sommet Ds est le sommet d'un unique arbre

On dira que DS est le sommet de AI .

0 DEMONSTRATION : i) est la condition (Al) de la définition 2.33; ii) est évidente

puisque un sommet vérifie les conditions (AO),(Al),(A2) et (A3). O
LEMME 2.35
Soit S une surface de Kato pour laquelle bz(s) =n, ?(53 = (Ci)i €z est
la famille des courbes rationnelles du revétement universel (Eﬁﬂb de S
et a(s) := - (C?)‘ .
1'i €%

Alors : toute courbe Ci rencontre au plus trois autres courbes rationnelles

et Ci rencontre 3 courbes si et seulement si a(S) contient la (k+2)-séquence

= v > = ..
(@ yqre-erdy_ora;_qeay) (sk2 ai) oi k=1 et s (k+2,2,...,2),
Dans ce cas, en posant £ = a; k-1
Ciok-1"%1 = Ci17€5 = CChp = 1

O DEMONSTRATION.

Une courbe C, ne peut rencontrer qu'au plus trois autres courbes car ces cour-
i

bes sont obtenues par éclatements successifs (Définition I.2.10 et thm. I.2.13)

Le reste du lemme résulte du théoréme I.3.27 3). O

LEMME 2.36
Soit S une surface de Kato telle que b2(S) = n . On note Do""'Dn—l
ses n courbes rationnelles.

Pour tout O < r < n-1 fixé, on a équivalence des conditions suivantes

i) Dr est une racine.

ii) D . z D, =3 si D est réguliére
r i r
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D=1 si Dr a un point double ordinaire.
-1

o
[\
o™

S<n
r
iii) Il existe k = 1 tel que pour tout p € Z tel que Dr = G(CD) , la famil-

le a(S) contient la (k+2)-séquence

2
(sk ap)
Dans cette situation il existe des entiers 2 =1 ,p =1 kg > 1,...,kp =1
tels que a(S) contienne la séquence
(a yee.ga ) = (r, s ...s 2a)
-2-k,-...-k_-1 k k
P-4 k1 kp o) 2 1 o o)
et Dr est la racine de l'unique arbre AI dont le sommet DS est :
D_ = w(C )
-k, - .-
s [} 1 kp
0 DEMONSTRATION.
1) Si .a(S) contient l'entier n+! , a(S) = (n+1,2...2,3) ou (n+1,2...2,2)

ce qui donne des configurations du type

¥
£ -

sur lesquelles on vérifie directement le résultat.

2) Supposons que a(S) ne contienne pas l'entier n+l : dans ce cas toutes les
courbes sont réguliéres, d'aprés le thm. 2.25.
i) = ii)

Soit AI un arbre tel que AI.Dr =1 . On peut numéroter les indices de I de

sorte que
D = Di ' Di .Di = Di .Di = ... = Di .Di =1 , ot p=_CardI
S 1 1 h2 2 '3 p-1 'p
et D, .D_ =1
i r
p
Choisissons maintenant une courbe Cj dans le revétement universel (E:a) de
~ 1
S pour laquelle w(C., ) = D,
j i
1 1
D'aprés le théoréme I.3.27.3) , toute courbe rationnelle C de S rencontre

une et une seule courbe C' telle que C' > C ; il existe donc des courbes

uniquement déterminées par le choix de C,

3
c, <c, ...<c, <c,
3 3y I Ip41
telles que
D, = ®(C. ) 1<k<p
i j
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D =w(C. )
r ]p+1

De plus C, rencontre encore une courbe C' > C, dont l'image D' = G(cw
p+l p+l

est distincte des courbes D, (1 <k <p) vu la définition d'un arbre et de

2 k
D puisque C| #=(n+1)
p+1
On en déduit que
Dr. z D, =2
0<i<n-1"
i#r
Comme AI est maximal
D_ . z Di>3
0<i<n-1
i#r

On conclut grace au lemme 2.35

i) iii) d'aprés le lemme 2.35

On va maintenant montrer iii) = i) et le reste du lemme :

Il existe 221 ,p =1 v ky =1,... ,kp > 1 tels que a(S) contienne la sé-
quence
(@ o v _ o _qre-e0a) = (xr;s ...s_  2a)
p-L k1 A kp 1 o) 2 k1 kp o)
la premiére courbe C qui suit Cp'kl""'kp-l , telle que
2
C = -(k,+2), est la seule courbe qui vérifie
D-kl-...—kFrl 1
c'r<c=pCc'.C=0;
B(C) = 'L:)'(Cp_k _ X ) est donc le sommet d'un arbre, et comme toute courbe
1Tk
c' < Cp—l est liée par une chaine a Co v Dp est bien une racine. L'unicité

de l'arbre résulte du fait que la "deuxiéme courbe" de «r si 222, oula

L

"premiére courbe" de Sy si £ =1 est une racine et que toute courbe qui lui

est inférieure est liée % elle par une chaine. O

LEMME ET DEFINITION 2.37.

Soit S une surface de Kato , n = b2(S) et D = D0 +... +Dn_1 . On a égali-

té entre les entiers suivants :

i) le nombre de séquences réguliéres de toute séquence caractéristique de a(S)
ii) le nombre de racines de D .

iii) le nombre d'arbres de D .

iv) le nombre de sommets de D .
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On notera pP(S) cet entier,

0 DEMONSTRATION :

Résulte immédiatement des lemmes 2.34 et 2.36 .

NOTATIONS 2.38
Soit S une surface de Kato et n = b2(S) . D'aprés I.3.7 1l'ensemble des
courbes de S est principal homogéne sous Z , donc l'ensemble des courbes
de S est principal homogéne sous Z/”z .

Pour tout diviseur

Z =D + ... + D,
i i
1 p
ou Di ’Di ,...,Di sont donnés dans un ordre compatible avec l'action de
1 2 P
z/ on choisit pour 1<k <p C, tel que
nXk Jk
w(c, ) = D,
Ik k
On notera
. 2 2
Selfint(z) = (-C, ,...,-C, )
i i
1 P

On déduit du lemme 2.36 le théoréme suivant, annoncé dans [ 18]

THEOREME 2.39
Soit S wune surface de Kato , n = b2(S) ,DQ,...Dn_1 ses n courbes ration-

nelles et D=D +...+D .
o n-1

2n , alors p(S)

1) si On(S) O et D est un cycle tel que

Di = -2 pour O < i < n-1
2) si 2n < On(S) < 3n alors p(S) =1 et
p(s)
D=L (a_+T)
s s
s =1
ol : i) A est un arbre pour tout 1 < s < p(S)
p(s)
ii) T'= L Fs est un cycle
s=1

iii) A et Fs sont définis de la fagon suivante :

Pour chaque séquence

(a s 2at)

yeee s A + ) = (r,s .
t+1 t+£+k1+...+kp X 2 k1 kp

ot £21,p=21, k1 Z21,... ,kp 21, a 2 2 , contenue dans a(S) ,




G. DLOUSSKY

Selfint(A ) = (2,...,2 , k,+2 ,2,...,2 ,...,k +202,...,2,2)
s — 2 — p-1 -
k,-1 k_ -1 kp-l

si p=1(mod.2)
Selfint(l"s) = (2,...,2, k1+2,2,...,2,...,k

+2,2,...,2,k +2)
—_— — p-2 ~—— P
2-1 k,-1 k -1
2 P-1
Selfint(A ) = (2,...,2,k.42,2,..42..3k +2,2,.0.,2,k_+2)
s — 2 ——— R -T ~——~—— P
k, -1 k-1 k -1
1 3 p-1
si p=0 (mod.2)
Selfint(l' ) = (2,...,2 ,k,42:2,...42,...,k +2,2,...,2,2)
s 1 ——— p-1 ——

2-1 k2-1 kp-l

iv) le sommet de l'arbre As est sa premiére courbe; la racine de As
est la premiére courbe de Ft ou
t = s+1 (mod p(S))
3) si On(s) = 3n alors p(S) =0 et

i) si toute séquence caractéristique de a(S) est formée d'un nombre pair

de séquences singuliéres i.e.
a(s) = (s «es S )

alors
D=T+1

' et I'' étant deux cycles dont les courbes sont déterminées par :

Selfint(l) = (k,+2,2,...,2 ,k,+2,2,...,2,...,k +2,2,...,2)
1 N— 3 —— 2p-1 -
ky-1 k,-1 kzp—l
Selfint(l'') =(2,...,2 ,k2+2,2,...,2,k4+2,...,2,...,2,k +2)
— — —— 2p
k,-1 - -
1 ky-1 kzp_1 1

ii) si toute séquence caractéristique de a(S) est formée d'un nombre impair

de séquences singuliéres, i.e.

)

a(s) = (s ee. S

ky k2p+1
alors D est un cycle dont les courbes sont déterminées par :
Selfint(D) =
(k1+2,2,.m,2 ,k3+2,2,".,2,.“,k2p+1+2,2,n.,2 ,k2+2,2 .2, ,k2p+2,2, ,2)
k=1 k,-1 k-1 ky-1 k2p+l-l
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REMARQUE 2.40

pans [ 18] (3.2),5), l'auteur donne une description légérement différente du cas
général, elle ne respecte pas la relation d'ordre canonique sur les courbes du
revétement universel de la surface. La correspondance est la suivante

Notons respectivement (N1) et (N2) les conditions

Zykel (Ck) = (p1,2,...,2,p2,2,..-,2,-..,pn_1,2,---,2,pn)
-3 ap-3 qp-y 73

Zykel (Dk) = (2,...,2,qn_1,2,...,2,qn_2,...,ql,%:;;;;?)
Py-2 P73 py-3

pour des entiers n =1 , P, =2, pj,qj 23 (1 <3j<n-1)

et
Zykel (Ck) = (p1,2,...,2 ,p2,2,...,2 PRI ,pn_1,2,...,2,pn)
q1“3 q2—3 qn_1-3
Zykel (Dk) =(2,...,2,qn_1,2,...,2,qn_2,...,q2,2,...,2)
pn—2 pn-i_3 P2—3

pour des entiers n = 2 , p, = 2, 9 >3, p.,qj 23 (2<3j<n-1),

p_=2 ' et P, > 3 si n=2.

0 (mod 2),% =1} du théoréme

Le cas {(Nl),pn =2} correspond au cas {p

" {(Nl),pn>3} " " {p=1 (mod 2),% =1} "
" {(NZ),pn=2} " " {p =0 (mod 2) 2> 2} "
" {(NZ),pn >3} " " {p =1 (mod 2) &> 2} "

NOTATION 2.41
Si Z est un diviseur de S on note
@)
le nombre de composantes irréductibles du support de 2 .
Le corollaire suivant généralise un théoréme de "dualité" de [ 19] dans le cadre

des surfaces contenant une C.S.G.

COROLLAIRE 2.42

Soit S wune surface de Kato , n = b2(S) ’ Do""’Dn-l ses n courbes ra-
n-1

tionnelles , D= I D
. i
i=0
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1) si 2n < on(S) < 3n D contient un et un seul cycle T

De plus si A est la somme des arbres de D on a
2
- ¥ =t
2) Si On(S) = 3n on est dans l'une des deux situations suivantes :

- D est formé de deux cycles I et [I' c'est-a-dire
D=T+T"
on a alors

-2 =y et -t =D

. D est un cycle; on a alors

- p? =)

0O DEMONSTRATION :
1) a) Si p(S) = 1. Supposons p impair, le cas p pair étant analogue;
2
on a : #(1") = l+k2+...+kp_1,-r‘ = k1+k3+""+kp =a)
b) Si_p(S) > 1, on a, pour tout 1 < s < p(s) ,

T =Lk +oivk
Si p est impair et p 2 2 P

2
—I‘s = k1 +k3 +... +kp+2 —t(AS)+2
_ _ 3#@‘5) =Rt kytk, +o..+ ko
Si p est pair 2
STg =kt kgt k42 =Ha) +2
2 p(s) P
On en déduit : -IT“=-(z FS+20(S)) =#(A)
s=1

2) On a par exemple si D contient deux cycles

=gtk AT =k
2

et =T 2(k1-1)+(k2+2)+. ..+2(kzp_l—1)+(k2p+2)-2(k1+. .otk
=m

si D est un cycle, c'est immédiat O

2p-1)

COROLLAIRE 2.43
Soit S une surface de Kato et [ un cycle contenu dans S . S'il existe

une courbe rationnelle de S non contenu dans le support de I , alors :
2
by(s) =4I - T

O DEMONSTRATION :
2
D'aprés le corollaire 2.42 : si 2n<0_(S) <3n, b,(S) =t +3a) =tkn-r
si Gn(s) =3n, S contient deux cycles O

le théoréme suivant constitue une réciproque du théoréme 2.39 , il montre que la
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donnée d'un cycle (avec"sens de rotation") et des racines détermine toutes les
Yy

courbes.

THEOREME 2.44

Soit Y 2= 1 un entier et 0 = (aO""'aY-i) une Y-séquence ol
a; 2> 2 pour tout 0 < i < y-1 et il existe au moins un indice j tel que
aj >3 .
Alors :pour tout partage (moduloy) de O en p = 1 séquences OS de la
forme
s s s ; . :
(2,00.,2,k, +2,2...2,...,k +2,2,...,2,k_ +2) si p impair
-1 N— Ps‘z — Ps S
5 =) 251 k-1 kS -1
s P§1
s s ; .
(2,...,2,k1+2,2,...,2,...,k _1+2,2,...,2,2) si p_  pair ,
— — e — pS \— s
25-1 x5-1 xS -1
Py
oll pour tout 1 < s < p(S)
2521 ,p°21,%x5>1,....x° =1,
1 ps
il existe une surface de Kato S telle que :
p
i) n=b(s) = & 28+kS+xS+... 4k
2 1752 P
s=1 s
ii) p(s) =p .
Notons Do""’Dn-—l les n courbes rationnelles de S et
D = z D,
0<i<n-1
on a de plus :
p(s) p(s)
iii) D=L (A +T) od A estunarbreet = I I‘s est un cycle
s=1 ° s s s=1
pour lesquels
Selfint (' ) =0
s s
s s
(2,..,2,k2+2,2,..,2,..,k 1+2,2,..,2,2) si p est impair
— —— Ps™ -~ S,
- - k -1
k1 1 k3 1 o
Selfint(As) = s
s s s . .
(2,..,2,k,+2,2,..,2,..,k 2+2,2,..,2,k +2) si p_ pair
- = %7 = :
k1-1 k3-1 kps_l-l

Selfint (I') =0
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En particulier la matrice d'intersection M(S) de S est uniquement détermi-

née par le cycle I et la donnée de la décomposition g = (01,...,0p) .

O DEMONSTRATION :
Il est clair que toute Y-séquence U peut étre partagée (modulo Y) en séquences
0% du type voulu.

Toute surface S pour laquelle a(S) contient successivement les ségquences

(Bgmtyyr ey it k42! = (FpaSia - Ska )
1 D 1 P
& o

pour 1 < O < p vérifie les conditions voulues d'aprés le lemme 2.36 ; a(S) et

M(S) sont uniquement déterminées par cette condition. O

EXEMPLES 2.45. -3
Soit 0 = (3,4) c'est-a~dire on a le cycle ><::>( . Dans tout les cas
-4
n = bz(s) = 5 . On donne toutes les configurations possibles suivant le partage
de o0 .

ler cas : p(S) =1

Selfint(l) L k1 k2 k3 Selfint (A) cn(s) a(s) Configuration
(3,4) 1 1 1 2 (3,2,2) 14 (23342)
(4,3) 1 2 1 1 (2,3,2) 14 (24233)
2éme cas : p(S) = 2 . On a alors :
1 1 2

Selfint(Fl) =(3), 2

2 :
k1 =2, Selflnt(Az)

[}
-
ta

—

]

-

Selfint(Al) =2, Selfint(rz) =4 ,488 =1,

, a(s) = (23242)
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