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SINGULARITÉS NON DÉGÉNÉRÉES DES SYSTÈMES

DE GAUSS-MANIN RÉTICULÉS

§ 0 - INTRODUCTION

Soit X un germe de variété analytique complexe muni d'un diviseur à
croisements normaux à r composantes X , X - , . . . , X
Pour tout o C i = { 1 , 2 , . . . , r } , on posera X = 0 X. (en particulier

r i€<y 1X , = X ) . On notera X̂  la famille (X ) ç_ ̂  . . , que l'on appellera
(germe de) variété r-réticulée.

Soit x , , x ^ , . . . , x un système de coordonnées locales sur X tel que
x. soit 1 ' équation de X . pour i = l , 2 , . . . , r .i i / »
Pour tout multi-indice a=(a a , . . . , ci ) on notera 0 le ^-module ài z r x x
gauche, quotient de l'anneau Q des germes d'opérateurs différentiels
analytiques par l'idéal à gauche engendré par x, D - c< , . . . , x D - a ,i x , i r x r
D , . . . , D (D désigne l'opérateur de dérivation par rapport à x . ) .
\+1 ^ ̂
Ce Q) -module Q ne dépend pas du système de coordonnées choisi, etX X
c'est évidemment un système holonome , dont la variété caractéristique

est l'union des 23" composantes lisses T*X (fibres conormaux dans X aux sous-
\

variétés X^) .

Le but de cet article est d'étudier ce que nous appellerons les
"systèmes de Gauss-Manin réticulés", images directes microiocales du

^-module (9^° par des germes d'applications F : X-> Y» sous une hypothèseX X
de "non dégénérescence" de F par rapport à la variété réticulée X̂  qui,

garantit notamment que l'image directe est non caractéristique.

N . B . L'essentiel de ce travail a été fait lors d'un séjour de 10 mois
du dernier auteur à 1'Institut de Mathématiques de Hanoi, dans le ca-
dre de la Coopération Scientifique Franco-Vietnamienne.
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Deux cas particuliers importants sont le cas (r = o) des systèmes de Gauss-

Manin "ordinaires" (0 = (9 ) , qui donnent tous les systèmes microdif-

férentiels holonomes à caractéristique simple, et le cas ( r = l ) des

"systèmes de Gauss-Manin d'applications à bord" qui donnent toutes les

"interactions analytiques régulières" [8] [ 1 1 ] de composantes holonomes simples

(cf.§ 8 ) . Les résultats du présent article englobent ainsi les résultats

démontrés ou annoncés dans [3] [4] [5] [ 1 6 ] [17] . On pourrait s'en servir pour

étudier les singularités d'une classe assez large d'intégrales de classe de

Niisson, englobant comme cas très particulier les intégrales étudiées dans

[ 1 5 ] (Chap. VI notamment).

On pourrait aussi s'en servir pour étendre à certains cas de caractéristiques

multiples les résultats bien connus sur la propagation des singularités des

solutions d'équations aux dérivées partielles à caractéristique simple ; un

travail de ce genre est fait dans un article de Meirose et Uhimann [ 1 4 ] , dont

nous avons pris connaissance après l'achèvement de [3] [4] [5] ; pour autant

que nous le comprenions, cet article donne une version «opérateurs intégraux

de Fourier» de nos résultats dans les cas r = 1 et r=2 (sans aborder

toutefois le problème de la stabilité).

Les cinq premiers paragraphes du présent travail sont purement géomé-

triques .

Le § 1 définit la condition de "non dégénérescence", ainsi que la

"variété caractéristique" d'une application réticulée de co-rang 1 (ce

sera la variété caractéristique, au sens usuel, du système holonome qu'est

le système de Gauss-Manin réticulé). Comme celle de (9 , cette variété

caractéristique est formée de 22" ( r ' ̂ r) composantes lisses, formant une

configuration que nous appellerons "r'-cubique régulière" ( n ° 1 . 0 )

( r ' = r - | ( T o | , où GQ désigne le plus grand des o pour lequels r|x est une

submers ion) .
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Le § 2 exhibe toutes les façons de modifier un germe d'application réticulée

non dégénérée sans changer sa configuration caractéristique, et construit

une "forme réduite" d'un tel germe.

Le § 3 construit un germe d'application réticulée non dégénérée ayant pour
configuration caractéristique une configuration r-cubique régulière donnée

à l'avance ; les deux clefs de la construction sont une construction bien
connue de Hôrmander (qui répond entièrement à la question dans le cas-r=o)

et la notion de « modèle distingué» ( n ° 3 . 4 ) , dont l'existence pour toutes

les valeurs de r sera établie au §5, à l'aide des Appendices Al et A2.

Le § 4 montre que les configurations stables sont exactement les configura-
tions caractéristiques des germes d'applications réticulées stables^ ; dans

le cas particulier r = o , ce résultat n'est qu'une version du résultat

connu sur la classification locale des variétés lagrangiennes stables par
les déploiements stables de fonctions de la théorie de Thom-Mather [1 ] [6] [2]] ;

dans le cas r = l , on trouve un résultat qui nous avait été suggéré par

NcTUvîn sT Minh , à savoir que les "interactions géométriques stables" de
deux variétés lagrangiennes sont classifiées localement par les déploiements
stables de fonctions sur une variété 1-réticulée ("variété à b o r d " ) , déploie-

ments qui ont été étudiés en détail par Arnold [2] .

Le § 5 étudie en détail un cas particulier, celui des Déploiements de fonction

de Morse réticulées» , auquel le problème général du § 3 se ramène par trans-

formation de contact ; on y construit un «modèle universel pour les fonctions

de Morse réticulées» , ce qui permet - grâce à une construction très techni-

que faite dans l'Appendice A2 - d'établir l'existence pour tout r des

«modèles distingués universels » annoncés au n°3.4.



N . TIEN DAI, N . H U U DUC et F . ' P H A M

Le § 6 décrit quelques transformations générales auxquelles on peut soumet-

tre les systèmes de Gauss-Manin réticulés : comment on peut les"réduire" à

des systèmes de Gauss-Manin d'applications plus simples, comment dans le

cas non dégénéré ils sont tous équivalents entre eux (une fois donné a ,

ou plus exactement la collection des (os . ) ) à une transformation de1 i^C a g ——————————————————
contact quantifiée près.

Le § 7 introduit la notion générale de déploiement d'un germe de système

microdifférentiel, et montre en s'appuyant sur un théorème général de

Nguyên tu Cuong (Appendice C) que le problème de la stabilité des systèmes

de Gauss-Manin réticulés ̂  se réduit, pour un choix générique de a , au

problème géométrique de la stabilité de leur configuration caractéristique,
résolu au § 4 ; la condition générique sur « est a. ^ - - Vie a g , et on a

des contre-exemples à la stabilité dès que cette condition n'est pas véri-

fiée.

Enfin le § 8 caractérise microlocalement les systèmes holonomes qui sont

des systèmes de Gauss-Manin d'applications réticulées non dégénérées :

aux conditions géométriques déjà étudiées dans les premiers paragraphes

(avoir pour variété caractéristique une configuration r-cubique régulière),

il suffit d'ajouter la condition d'être à caractéristique simple aux points

génériques de chaque composante V^ , et d'être une interaction analytique

(au sens de [ 8 ] ) aux points génériques de chaque ^'^Y/ri pour tout couple

( 7 , 0 ' joints par une arête du cube. Grâce aux résultats des premiers para-

graphes on peut se ramener au cas où la variété caractéristique est la confi-

guration conormale aux strates d'une variété réticulée, et la démonstration

est un exercice d'illustration des résultats généraux de Kashiwara et a l . [ 9 ]

[10] [12] sur les « systèmes holonomes à singularités régulières » .
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§ 1 - CARACTÉRISTIQUES DES GERMES D'APPLICATIONS NON DÉGÉNÉRÉES

1.0 Configurations r-cubiques régulières

Considérons, dans un germe de variété W de dimension ^ n + r, un

germe de sous-ensemble V donné par n équations

(*) u, v., = ... = u v = v , = . . . = v =°1 1 r r r+1 n

ou u- ,... ,u , v, ,... ,v sont des germes de fonctions analytiques

à différentielles linéairement indépendantes à l'origine.

V est alors l'union des 2 composantes lisses V , o £^(l ), définies

par les équations

V : u. = o pour i G o , v. == o pour j € { l , 2 , . . . , n } -o
1

II sera commode d'identifier ^(1 ) au cube à r dimensions {o,l}

(en identifiant chaque o C i à sa fonction caractéristique). Une face

du cube est une partie J2de^(I ) définie en assignant une valeur fixée

(o ou 1 ) , à un certain nombre de coordonnées du cube (le nombre des coor-

données laissées libres est la dimension de la face).

Explicitement, ^= â{a,d) = {a e^(l ) | a C a C a } .

Toute partie P du cube est incluse dans une face minimale que nous noterons

^(P) :

^(P) = â(a ,o) avec 0 = ^ 0 , 0 = ^ a .
. ~ " o r G p C T £ p

(**) On remarque que les V = Ç\ V sont des sous-variétés qui ne dépen-
Œ £ p

dent que de j2(P) , et de codimension n + dim Si .

La famille de sous-variétés (V^ ) ainsi construite, indexée par l'ensemble

des faces du r-cube, sera appelée configuration r-cubique régulière de

codimension n. On dira que cette configuration est engendrée par les V ,

o e^(i ) .
L'espace V = — V sera appelé support de la configuration.



N . TIEN D A I , N . H U U DUC et F . PHAM

II est muni d'une stratification évidente dont les strates sont les

Vg = V^ - U Vg. :
-^ ^' D^ -

o ( u. =0 si i^O , u. ^ o sinon
v - • J 1 x

^(0,0) • ) .
( v . = o si j)Ea , v. ^ o sinon.

Remarquons que la donnée du support de la configuration ne détermine

celle-ci que module le groupe des rotations et symétries du r-cùbe.
0

Remarquons enfin qu'au voisinage d'un point de la strate V^ .la

configuration est en fait (r - dimj2 ) -cubique régulière.

Cas particulier important : r = 1 .

Il s'agit de deux sous-variétés V , et V de codimension n , se coupant

"régulièrement" le long d'une sous-variété de codimension n +1 . Cette

situation sera appelée "interaction régulière" de deux sous-variétés. Cette

terminologie est inspirée par Kashiwara [8] , qui le premier a «-emarqué l'im-

portance de la notion d' "interaction" (régulière ou non) entre composan-

tes holonomes de systèmes microdifférentiels.

Remarque. La notion de "configuration r-cubique régulière" peut être

caractérisée par la propriété (**•) , jointe à la propriété de

"régularité" : V x 6= v_ , T̂  Vp = Ç} T V .
(TG P

Comme cette affirmation ne nous servira pas explicitement dans la suite,

nous laissons sa démonstration à la sagacité du lecteur (il s'agit de mon-

trer que les deux propriétés indiquées impliquent l'existence d'un système

d'équations locales ( * ) , ce qui peut se faire par une double récurrence

assez compliquée sur ( r , n ) , à l'aide du théorème des fonctions implicites).
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1.1 Configuration de l'espace des jets de corang 1
( « à la manière de" THOM »[20] )

Avec les notations de l'introduction, désignons par J (X ,Y) ,

0 e ,̂ (i ) , le fibre des jets d'ordre 1 de X dans Y : c'est un fibre de

base X^ x Y, et pour. tout 0 E ^(i ) l'application tangente à l'inclusion

î  : X x Y- c—»- X x Y permet de définir une application canonique de

"restriction des jets" :

PO •• ^^x Y ————^ ^V^ •

Désignons par S (X ,Y) C J(x ,Y) le sous-ensemble des jets de corang au

but exactement égal à K , et par S C J ( X , Y ) son image réciproque par p :

^0 'V^'^O'^» •

Désignons enfin par J(X,Y) l'ouvert de J(X,Y) défini par

J(X,Y) 1 = J(X,Y) - U s (ouvert des jets "de corang < 1 sur X " ) '
•^1

Proposition. Restreinte à l'ouvert J ( X , Y ) 1 la_famille^ (s1\
t " ^ e ̂ d )

engendre une configuration r-cubique régulière de codimension

n = dim X - dim Y + 1

(on suppose n ̂  o, et r ̂  n) .

Preuve. Posons X=Œn+p 9(x,, . . . ,x ) , X. : x. =o (i = 1 , 1 , . . . ,r) ,————— l n+p i i

Y = Œ^1 9(y, ,y^ . . . ,yp) .

La fibre de J ( X , Y ) est l'ensemble L(n+p , p+1) des matrices

(J2. .) , et l'application p consiste à oublier
13 i=o,l,...,p ; j = 1,2, . . .,n+p

les colonnes d'indice j G a . Dire que le point ( x = o , y = o , £ „ ) est dans

J ( X , Y ) , c'est donc dire que la matrice £ g contient un mineur non singulier



N . TIEN DAI, N . H U U DUC et F . PHAM

d'ordre p n'ayant que des colonnes d'indices j > r ; dire que ce point

est dans Ŝ  , c'est dire que tous les mineurs d'ordre p+1 ne comportant

pas de colonnes d'indice jGo sont singuliers.

Soit 0 = 0 ^ la plus petite partie de^I pour laquelle ceci est vrai. Par un

changement linéaire des coordonnées x , . . . , x d'une part, y,, ,y , . . . ,y

d'autre part, on peut ramener la matrice fi „ à la forme

n+p

Alors pour tout a D a^ , s est donnée localement au voisinage de fi y
par les équations

(k)Sy : x -o , j e a ; 5^= o k <= { l , 2 , . . . , n } - ( 7 ,

où ô = dét fi , fi désignant la sous-matrice carrée d'ordre p+1

déduite de fi G L(n+p , p+1) en ne gardant que la k-ième colonne ainsi que

les p dernières.
/) i^\ { 1 si (i,j) = (o,k)

De plus on a -̂ ~ ô^fi,) =
ij ( o sinon

II en résulte que les différentielles en fi,, des fonctions x , . . . ,x , ô ( 1 ) , . . . , ô (n)

sont linéairement indépendantes, de sorte que la famille considérée engendre

bien, localement au voisinage de fi^, une configuration s-cubique régulière

( s=r - |o j ) de support

u^- u ^
a o^a.

x. 5 '= o pour i G l - a

^ = 0

s^Lo
pour j G . 0 ̂

pour k = r + 1 , . . . , n
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1 . 2 Germes d'applications non dégénérées

Soit }î un germe de variétés r-réticulées, et F : X "*' Y un germe

d'application analytique sur X = X , ( o n suppose dim X > dim Y + r - 1 ) . La

collection des applications (F -F[x ) sera notée F : X -> Y et
0 î a oe^(i ) - -

appelée germe d'application r-réticulée. Son ensemble critique

S(F^) est par définition l'union dans X des sous-ensembles

S(F^) = L <= Xjrg T̂  < dim yl .

On dira que F_ est de corang 1 si l'application tangente à chacune des F

est de corang au but ̂  1 , autrement dit si pour tout o le noyau de l'appli-

cation cotangente à F en tout point de ^(F,,) ®st de dimension exactement
égale à 1 . Remarquons que pour tout x G S(F^) il existe un 0 £^(I ) tel

que x € S(F ) •^a'Do , et que les noyaux des applications cotangentes aux

F sont ordonnés par inclusion. Il en résulte dans le cas du corang 1 que

l'espace vectoriel à une dimension Ker T* F ne dépend pas de 0 ~ ^ o ,

ce qui permet de définir une application

Xp î ^(F) ———'- P*Y

de l'ensemble critique dans le fibre projectif cotangent à Y (à tout point

critique on associe la direction du noyau de l'application cotangente).

Cette application sera appelée application caractéristique de F_ .

Définition : F est dite non dégénérée si elle est de corang 1 , et si

la section j (F) : X ——-»-J(X,Y) du fibre des jets définie par F

est transverse à la stratification r-cubique régulière définie

au n° 1 . 1 .

Proposition. S_̂  F_ est non dégénérée, alors l'ensemble critique 2(F)

est le support d'une configuration (r - \0g|)-cubique régulière

de codimension n = dim X - dim Y+l.



N . TIEN DAI, N . H U U DUC et F. PHAM

Cette affirmation est une conséquence immédiate de 1 . 1 et de la définition

de S(F) = j ( F f 1 ( J Ŝ  ) .
a

1 - 3 - Modèle local d'une application de corang 1

Avec les notation 1 .2 , munissons Y de coordonnées locales

Y o ' Y ^ ' - ^ y telles que dy ,...,dy soient linéairement indépendantes

module le noyau de l'application cotangente. Alors

i) X peut être munie de coordonnées locales x , , . . . , x
1 n+p

telles que X. : x . = o (i=l,...,r) et

— Y o - ̂ ) / yr^i-'-yp^n+p

ii) 0 e 2( F^) o o3a^ = Ji G i | -^f- (o) + o\

iii) F est non déiii) F est non dégénérée si et seulement si la matrice
a-f . A(̂  -M)(o) j

i€ {1 ,2 , . . . , n } - C T Q ; j =r+l,. . * ,n+p

est de rancr n- o'i .

Pour démontrer i) , il suffit de poser x - y o F , k=l , . . . ,p , et de

compléter en un système de coordonnées de X.

ii) est évidente.

Pour démontrer iii) on remarque que la sous-variété S^n correspondant
-̂ 0

à la strate minimale ^g= {ojaDo^} a pour équations locales (x.= o pour

i G I , 0 ^ = 0 pour k G {l,2,...,n}-(^) . Soit s : J(X,Y) ——- Œ"" oro'r

la submersion définie par ces équations locales. Dire que j(F) est traris-

verse à S g> = s (o) équivaut à dire que s o j(F) est une submersion.
0

Mais s o j(F) est l'application qui à x associe (x,,...,x ) ; -.— ,
\

10
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k €= { 1 , 2 , . . . , T } . } - 0 ^ ) . En calculant la matrice jacobienne de cette

app3 icfition on obtient immédiatement iii) .

1 . 4 Caractéristiques

Proposition. Si F̂  est non dégénérée, alors l'application caractéristique

est un plongement, dont l'image notée V est appelée variété
~ r-lo 1caractéristique de F̂  : c'est une union de 2 ° composantes

holonomes (v (F)) qui engendrent une configuration (r-1a g\)-cubique0 ~ o^o
régulière, la "configuration caractéristique" de F_ .

Preuve. Dans les coordonnées locales 1 . 3 i), X (B^) est l'application
————— P
qui à x £ S associe la direction du covecteur dy,,- V^ î?^ dy^ tel

- . i=l
/ p \ P

que / ^-^ \ ^
T; ̂  dYo- 2^ ^i î = ° / c•à•d• ^l^ - 2- ^i ^n+i = 0v i=l L

(oDg^) , c.à.d. î î .= -g———— (x) (i=l,2, . . . ,p) .
^+1

Autrement.dit X(F^) est la restriction à S de 1,'application de X w Œ

dans P*Y w Œ p+ définie par

(*) Y o = f ( x ) , y, =x^. . 7?, = -a^—( x ) ( i = l , . . . , p ) .
n+i- ^-n+i

D'autre part S est donné dans X par les équations

x^ -^-= o pour i € 1^-0^
i

x = o pour j e °o ^ "^—= ° P0111" k = r + l , . . . , n
j dxk

et son espace conormal de Zariski est engendré par les différentielles

des équations de la 2 ligne.

Dire que X(F^) est un plongement, c'est dire que l'application cotangente

à (*) est transverse à l'espace conormal de Zariski de 2 , c'est-à-dire

1 1
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que les différentielles df, dx , ,...,dx , d ) » — — ^ 1 , . . . , d|0^—1 ,n+1 n+p idx « I lôx |" \ n+17 \ n+p/
/ v / V

combinées aux différentielles dx . ( j C a ^ ) , d(^ 8 f \,..., d( 8 ^-^3 v ^ v v x n /
doivent engendrer tout T*X. Il est clair que cette condition est impliquée

par 1 .3 iii).

Quant à 1'holonomie de V , on peut la vérifier par calcul direct sur

l'expression (*) de X r l'image réciproque par (*) de la 1-forme fondamentale

P
dVg - ^^ 17. dy. étant nulle par construction.

i=l 1 x

1 . 5 . Applications non caractéristiques. Lieux discriminants

La notion de "variété caractéristique" peut être définie, plus géné-
ralement, pour toute application réticulée de corang 1 dont l'application ca-
ractéristique est un morphisme fini : une telle application réticulée sera
dite "non caractéristique", pour une raison expliquée au début du §6.
Comme exemples d'applications non caractéristiques (non réticulées), citons
les applications "de type singulier fini" (applications t . s . f . ) de corang 1 ,
bien connues des géomètres. Mais une application non caractéristique, et
même non dégénérée, peut fort bien ne pas être t . s . f . (cf. [ 1 6 ] n ° 6 . 0 ) .

Une autre notion importante pour les applications non caractéristiques
est celle de "lieu discriminant" , qu'on peut définir comme image de la va-
riété caractéristique par la projection ÏT : p*Y -> Y. Plus précisément,
à chaque composante irréductible V de la variété caractéristique nous
associerons un "lieu discriminant" A , image de celle-ci par "TT . Etant
holonome, V est caractérisée par la donnée de son lieu discriminant Â
(dont elle est le fibre conormal). Contrairement à ce qui se passe dans le
cas t . s . f . (de corang 1 ) , le lieu discriminant n'est pas nécessairement une
hypersurface. Il peut même arriver que certains des A soient inclus les
uns dans les autres.

1 2
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§ 2 - THÉORÈMES D'ÉQUIVALENCE ET DE REDUCTION

2.1 ^ - équivalence

Deux germes d'applications réticulées F_, F^_ : X_ ———». Y sont

dits ^- équivalents s'il existe un germe "d'automorphisme réticulé"

G : X^^ (c.à.d. G : X"*3 et G J X : X^*D ) tel que F'= F o G.

Théorème. Supposons que F_ et_ F_' : X̂  Y soient non dégénérés.
Alors ils ont même configuration caractéristique si et seulement si
s'ils sont ^- équivalents.

Preuve. (généralisation immédiate de [l8l , version géométrique d'un résultat
bien connu de Hôrmander M ) .

Seule la partie "seulement si" du théorème nécessite une démonstration.
Si F et F' ont même configuration caractéristique leurs ensembles criti-
ques sont isomorphes par 1'isomorphisme

2=2(p) ————- V = V -———— S ( F ' ) = 2'Xp F f_ Xp.

qui est évidemment "réticulé" (il met en correspondance 2 n X -2(F^)

et 2' n X^= 2 ( F ^ ) ) .

Je dis que cet isomorphisme réticulé entre 2 et̂  2' peut s'étendre en un
germe d'automorphisme-réticulé Ĝ  : X -J .

En effet, comme F est non dégénérée, la paire (2Î,2) admet une stratification
évidente, dont les strates sont définis par toutes les conditions possibles

8f ôfde nullité ou non-nullité des fonctions x , . . . , x , ^—— , . . . , g-̂ — , qui peu-
vent être considérées comme les r+n premières coordonnées d'un système de
coordonnées locales de X (condition 1 . 3 iii) ) . Il en est de même de la
paire ( X , 2 « ) .
L'affirmation résulte alors du

Lemme i) : Soit 2 une union fermée de strates de l'espace Œ stratifié
par ses r+n premières coordonnées. Alors tout germe d'automorphisme analy-
tique stratifié de 2 s'étend en un germe d'automorphisme analytique strati-
fié de 0^.

13
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Preuve du lerome i) : On utilise la structure vectorielle de la stratification.

Soient A et B deux sous-espaces vectoriels, adhérences de strates. Etant donnés

deux automorphismes analytiques stratifiés G : A _ D , G : B — 3 tels que
^ A B

G l A ^ > B = G | A ^ B ( = G ... : A ̂  B-D ), on peut définir un automorphisme ana-
A B A • ' B

lytique G^g = A+B-3 par la formule G^ = SA "'A + ̂  " "B - "A na ° "A HB

où TT , TT , ir - sont les projections linéaires évidentes de A+B sur

A,B,AÏ ÏB .

On applique ce procédé à deux quelconques des composantes de S , puis on recom-

mence avec le "nouveau" 2 obtenu par cette extension, etc..., jusqu'à ce que

S soit tout Œ .

Soit donc G_ : X^—) un germe d ' automorphisme réticulé envoyant S(F^) sur S(F^ ' ) ,

En remplaçant F_1 par F" = F' o G on obtient un germe ^ - équivalent à F_1

et ayant même ensemble critique que _F, et même application caractéristique

X = X p = X p , . :S ———- P*Y .

La structure vectorielle de Y (identifié à Œ ) permet de construire une

famille à paramètre de germes d'applications

F = (l-t)F + t F" telles que Fg = F , F - F " ,

qui ont tous même application caractéristique X » et qui sont tous non dégé-

nérés sauf pour un ensemble discret de valeurs de t , excluant les points 0

et 1 . Le complémentaire de cet ensemble dans le plan complexe des t est

donc un ouvert connexe îî comprenant les points 0 et 1 . Pour montrer la

.̂ - équivalence de F, et F, il suffit de montrer que la famille ( F ^ )
~1 - t€ Î2

est localement ^-triviale. Par une généralisation immédiate de la théorie

de Mather aux applications réticulées - généralisation que nous laissons en

exercice au lecteur, en lui conseillant de lire la version locale particuliè-

rement simple de la théorie de Mather que donne [13] ; cette version a l'avan-

tage de se transposer immédiatement du cas ^ au cas analytique - on est

ramené à montrer la ^? -'trivialité des déformations infinitésimales

F + e $ , $ = (QF_ /9t)| ,pour tout t^^î.
-to -to -to t |^^

Or l'hypothèse selon laquelle les lieux discriminants A - F (2 ) (cf. n°1.5)

sont indépendants de t implique que pour tout x € S le vecteur $ (x) est
^o

"tangent"à A au point F (x) , et appartient donc à l'image de

/ \
l'application tangente T (F|x ] (c'est évident pour tout x dont l'image

V '/t,
14
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est un point lisse de A ; c'est donc vrai partout par passage à l'adhéren-
ce) . x

Pour montrer la ̂  -trivialité infinitésimale il suffit donc de démontrer le

Lemme ii) : Soit F : X = (Œ11"1'^) ———^ (Œ^.O) un germe d'application

r-réticulée (par les r premières coordonnées) non dégénérée, d'ensemble

critique S . Soit $€ Ô^ tel que pour tout x^S assez proche de 0 le

vecteur ^(x) soit dans l'image de T ( F J X ) . Alors il existe sur X un germe
x

de champ de vecteurs ^ , tangent à la structure réticulée , tel que

<Î>=T F o ̂  ; autrement dit la déformation infinitésimale F + e <!> est

^-trivialisée par 11 +e ̂  , déformation infinitésimale réticulée de 11
A ———————————— X

Preuve. On peut supposer que F est de la forme 1.3 .

Son ensemble critique S est alors défini par l'idéal réduit

f ( 9f ôf ôf ôf \s^i 3x- -•- ^ô-x- - a——-— ^r) - et x image de
Y 1 r r+1 n /

P
T (F|x^ ) est formée des vecteurs (Vo,v ,...,v ) € ̂ p+ tels que v<,= 7 ^———(x) v..

x -^ j=l ^n+~) ^

L'hypothèse du lemme signifie donc que pour tout x € S ,

P

^o^) - S^ T-^—— (x) </?. (x) = o ,
j=l ^j D

où (<p- ,<P, , . . . ,<^ ) sont les composantes de ^G (9
1 p X. p

Comme l'idéal X, est réduit, cette hypothèse entraîne que <^o- 7 . g——— ^ . G ̂  ,
j=l ^j 3 /

c'est-à-dire :
p r n

V ^ 9 f V^ 9 f V ôf
^o - 1. ^——- ^j = 1- w! x! 3^- + .1- w, ̂ - -

3=1 n+3 J i=l i 3=r+l 3

avec w , . . . , w ^ (9 . La conclusion du lemme en résulte en prenant pourl n x

^ le champ de vecteurs de composantes (v^ -x w. , ... ,^ =x w , ̂  -w , , ... ,^ = w ) .

2 . 2 . Théorème d'équivalence avec changement de dimension de
1'espace source

Soit F : Œ x Œ -——»• Œ x Œ un germe d ' application réticulée par les r
x.Y Y o = f ( x , y ) , y

15
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premières coordonnées, et non dégénérées.
En remplaçant l'espace réticulé Œ x Œ par un Œ m x Œ^ 9 ( x , x ' , y ) , et
la fonction f ( x , y ) par

m
f ' ( x , x ' , y) = f ( x , y ) + ̂  x' 2 ,

i=l 1

on obtient un germe d'application r-réticulée

F' : ^+m x Œ13 ———- Œ x ̂

qui est non dégénérée, et a même configuration caractéristique que F .
Ce procédé, que nous appellerons "ajout d'une fonction de Morse parasite",
permet de varier à volonté la dimension de l'espace source sans changer
la configuration caractéristique. Du théorème 2.1 nous déduisons par ce
procédé le théorème suivant :

Théorème. Deux germes d'applications r-réticulées non dégénérées

- F_ : X ——- Y , F/ : X/ ——-Y

(avec dim X' > dim X)

ont même configuration caractéristique si et seulement si F_1 est

^-équivalente à un germe déduit de F_ par ajout d'une fonction de

Morse parasite.

2.3 Lemme de réduction :
32 -F

Soit f G Œ{x,, . . . ,x } un germe de fonction tel que f(o) =o, df(o) =o , -—,"•(0) ^o.
I N ° yi\

Alors f peut s'écrire sous la forme

f(x^,...,x^) = f^,...,x^) + x 2 ,^où f ^ e ( E { x ^ , . . . , x ^ } , x^Œ{x^, . . . ,x^} , -̂ - (o) ^ o .

Preuve. Posons x = (x,,x') , x ' = (x ,...,x ).

D'après le théorème des fonctions implicites l'équation -^— (x x') = o

admet une solution unique x =w(x ' ) . On pose f (x') = f (w(x ' ) ,x') , et on
9f! 9fremarque que -^—, = K—r (w(x ' ) . x ' ) , de sorte que la fonction f"~fi ^ toutes

16
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ôfses dérivées s'annule sur l'hypersurface lisse réduite g—— = o . On a

donc bien f-f. Sx2 , où x est un générateur convenable de l'idéal (-5^- ) .

N . B . Le lemme ci-dessus est essentiellement un cas particulier du
« lemme de Morse avec paramètres » ou «lemme de Gromoll-Meyer» , qui s'en déduit
par une récurrence triviale.

2.4 Forme réduite d'un germe d'application non dégénérée
Soit f € Œ {x , . . . , x } un germe de fonction définissant le modèle1 n+p

local 1 . 3 d'un germe d'application r-réticulée non dégénérée. On supposera
pour simplifier que Oy =0 , c . à . d . df(o) =o .
La "réduction" de f va se faire en trois étapes :

l^6 étape: rendre n > p+r : on y arrive en ajoutant à f
une "fonction de Morse parasite".

2eme étape : rendre n = p+r : on y arrive par une succession
de réductions 2 . 3 . Si n > p+r , on a en particulier n > p de sorte que

/ 9f \d'après 1 . 3 iii) -la matrice jacobienne 1̂ —̂ — (o ) j a au moins un
\ i j / i , j = l , 2 , . . . , n

mineur d'ordre n-p non nul dans la bande verticale j > r. Comme n-p > r
ce mineur contient au moins un élément non nul a dans une ligne d'indice
1 > r. Alors la forme quadratique Hess f sera non nulle sur l'espace àt -\
2 dimensions engendré par -̂ , ^- , et un changement linéaire de coordon-

nées dans cet espace permet de se ramener au cas où _—;- ( o ) ^ o ce qui

permet d'appliquer la réduction 2 . 3 .

3eme étape: réduction des r variables distinguées :
on suppose que n=p+r, et il est commode de changer le nom des variables :

g;n+P ̂  a^xa^xo:^ ( z , x , y ) .

L'hypothèse 1 . 3 iii) de non dégénérescence peut se décomposer en deux
conditions de rang maximum des matrices rectangulaires A et B figurées
ci-dessous :

17
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r

P

P P

^(0)

a'f
3x 3x

9'f
5-z-^05

a^f
9x 9y

rg A = r

rg B = p

La condition rg B = p signifie- que parmi les vecteurs

\ alf ' - • • ' \ ~^1~ ' \ -H- • • • • ' \ -If- il e" est P «ï"1 sont linéaire-

ment indépendants, et l'on peut toujours supposer que ce sont les p derniers

(quitte à faire un changement de variable linéaire du type x. 1——»»x. + ^ ^ c . . Y .

y. 1——^y. i q^ change 8f
-y-^0
oy. ^

9f
^ • ̂  -ij ̂ ).

Alors les fonctions z . , . . . ,z , -as-——,...,-15,—— £ Œ {z.x.y} peuvent êtrei r oy^ oy^

prises comme coordonnées locales des fibres de la projection

fl^ xa^xO^ 3 (z,x,y) 1———- yGa^ .

En notant toujours (z,x,y) les nouvelles coordonnées ainsi choisies on a
3f 3f .

x, = 5—— , . . . , x = 5—— ce qui veut dire que f est de la forme1 ôy^ / p ôvp
P~ v^ ~

f ( z , x ,y ) = h ( z , x ) + ^^ x. y. , avec h indépendant de y.
i=l 1 x

Récrivons dans ces coordonnées les matrices A,B :

r

P

P P

9^ / ^
5z 5x (0)

u
0

^

et prenons en compte l'hypothèse rg A = r .
Elle implique que la 1ère ligne de la matrice A a au moins un élément -non nul,

9h , , ,disons par exemple sç——as—(o) ^ .° •
z! x!

Par un changement de coordonnées (z ,x.) (z, ,x + c z , ) on peut se ramener

au cas où ——s- (o) ^ o , ce qui permet d'appliquer le lemme de réduction 3.3
ô z,
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et d'écrire ^
h ( z , x ) = z_ + h ( z ' , x ) ,

où ẑ  G Œ { z , x } , î/̂  ̂  o , et z ' = (z , . . . , z ) .

On vérifie que la fonction h vérifie les mêmes hypothèses que h avec ( r , n )
remplacé par ( r - l , n ) , ce qui permet de continuer la réduction et d'aboutir à
la formule

h ( z , x ) = g ( z , x ) + h ( x )
r
V 2°û 9 = / - _z. est une somme de carrés de fonctions z £ Œ { z , x ) pouvant être
i=l 1 ~1

considérées comme coordonnées locales des fibres de la projection
Œ xŒ'â ( z , x ) 1———»- x € Ô  . Autrement dit g est un germe de déformation,
paramétré par x , d'une fonction de Morse des variables z , , . . . , z (fonction
de Morse "réticulée" au sens du n ° 5 . 1 ) .

Conclusion : Tout germe d'application r-réticulée non dégénérée est équiva-
lent, au sens 2 . 2 , à un germe de la forme

G^xa^xa^ ———^ a: x â
z x y yo= f( z^ x»y)^y

avec f ( z , x , y ) = g ( z , x ) + h ( x ) + J ^ x . y.
i=l z 1

où h vérifie dh.(o) = o , et où g est une déformation de fonction de Morse
réticulée (cf. §5) .

Cette forme sera appelée "forme réduite" du germe d'application
étudié.
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§ 3 - CONSTRUCTION D'UN GERME D'APPLICATION DE CONFIGURATION CARACTÉRISTIQUE
DONNÉE

Le but de ce paragraphe est de construire un germe d'application
réticulée non dégénérée ayant pour configuration caractéristique une confi-
guration r-cubique régulière donnée à l'avance.

3 . 1 Fonction génératrice d'un germe de variété holonome
(d'après Hôrmander, [7] ) .

Lemme : Soit V C T Y , Y w Œ^ un germe, en dehors de la section nulle,
de variété holonome conique. Alors pour un choix générique des coordonnées
locales Yo,y , . . . , y dans Y, les coordonnées cotangentes correspondantes
i?o , f ] . , . . . ,i? forment un système de coordonnées locales de V .

Si le germe est considéré au point (O.dy,,) il s'agit de s'arranger

pour que la section constante y 1———»- dy,, du fibre cotangent soit tràns-

verse à V .

On y arrive par un changement de coordonnées

/ P \

(Yo.yi.....yp)—- ^=yo+ JL^ l ^ j ^y j - y^yi-'-yp^p)

pour un choix générique de la matrice symétrique (a . . ) .

Ayant choisi les coordonnées comme dans le lemme ci-dessus,
P

considérons sur ^ la forme différentielle 7 .V. dï?.. C'est une forme
i=o

fermée (puisque V est isotrope), donc une forme exacte (lemme de Poincaré),

Donc il existe sur V un germe de fonction h(î?g ,r] , . .. ,7? ) , homogène de

ôh
degré 1 , tel que y. = -^— , i=o,l,...,p.

Y

On l'appellera fonction génératrice de V.

Soit maintenant V C p*y le germe de variété projective associée à V .
î?! 71?on munira V des coordonnées locales x - ——,. . . , x = —— , et on appellera

fonction génératrice de V la fonction h(x,,...,x ) =h(l,x,,...,x ).———————————————— 1 p 1 p
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ôh V^Sur V on a y^ = ̂ - , i=l,2,...,p, et y,= h(x) - ̂  x^ y,
i i=l

3 . 2 Une transformation de contact

Soit h la fonction génératrice d'un germe de variété holonome V C p*y.
P

La fonction k ( x , y ) = h ( x ) - 7 . x . y. vérifie les hypothèses de l'Appendice
i=l x x

B 0, et définit donc une transformation de contact dont les équations sont
.f

Yo =x<, + h ( x ) - ^ x^ y^
Pr^

îS.

^=-^-^ ± = 1

" " ^

î î o = ^

^i/^o = ^ i=l,...,p.

L'image réciproque de la variété V par cette transformation de contact est

la variété d'équations ( X o = o , ^/^=o) .

Plus généralement, l'image réciproque de toute variété holonome vérifiant

les conditions du lemme 3 . 1 , de fonction génératrice h ' , est la variété

holonome d'équations x < , = h ' - h , ^/^t^- ^—(h'-h) , autrement dit le fibre

conormal à l'hypersurface lisse d'équation x^, = ( h ' - h ) ( x ) .

Le lecteur pourra,s'il le désire, faire mentalement une telle transformation.
de contact avant de lire les constructions qui vont suivre.

3 . 3 Relations entre les fonctions génératrices d'une configuration
r-cubique régulière

Soit (v ) une famille de sous-variétés holonomes de P*Y
a ae^(i )

engendrant une configuration r-cubique régulière, et choisissons dans Y

des coordonnées locales y ; , , . . . , y telles que les conditions du lemme 3.1

soient vérifiées pour chacune des variétés V . Notons h les fonctions

génératrices des V .
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Propriétés des fonctions génératrices.

i) Pour toute arête a , d'origine 0 et d'extrémité a 1 , il existe
un germe de fonction x G Œ { x , , . . . , x } , à différentielle non nulle,

2 a 1 Ptelle que h^,- ĥ  = x̂  .

ii) Pour tout sous-graphe connexe A du 1-squelette du cube, les
x ,d € A engendrent un idéal qui ne dépend que de 2, ( A ) , plus
petite face du cube contenant A , et qui définit une sous-variété
lisse de V ? , de codimension égale à dim Q, ( A ) . En particulier,
si A ne contient aucun couple d'arêtes parallèles, les dx (a G A)
sont linéairement indépendantes.

Preuve. Exprimons la condition "d' interaction régulière" de deux variétés

V , V , dont les indices sont deux sommets "contigus" (origine et extrémi-

té d'une même arête os ) : elle revient à écrire que dans V l'intersection

V n V est un germe d'hypersurface lisse réduite.(7 0 ——————

En munissant V des coordonnées locales x , , . . . , x définies en 3.1 , eto i p
en posant h : = h , - h , on voit immédiatement que V H v , est définie

y811» ^a \dans V par l'idéal | ?—/ . . . , 5—i h | , c'est-à-dire l'idéal jacobien dea J- i 9x, 9x a ) ——————————————
\ 1 P /

h . Dire que cet idéal est un diviseur lisse réduit équivaut à dire que
9

(h ) = (x ) , x étant n'importe quelle équation réduite de ce diviseur

(comme la notion "d'idéal jacobien" est invariante par changement de coor-

données on peut se ramener à démontrer l'affirmation lorsque x est l'une

des coordonnées 7 le calcul est alors immédiat). Quitte à multiplier x par

un élément inversible on a donc bien h - x , ce qui démontre i) .
^

L'affirmation ii) se déduit immédiatement de la définition d'une "configuration

cubique régulière" , compte tenu du lemme suivant :

Lemme : Notons A [resp.S] l'ensemble des arêtes [resp. sommets] d 'un

sous-graphe connexe du cube.

Alors la projection x : P*Y —————»- Œp ^
(y'1" i——- ^-^'•••'^'^

envoie Ç^\ V isomorphiquement sur le sous-espace analytique de Œ
a e s

défini par l'idéal 7^ (x ) .
aCh a
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Nous venons de démontrer ce lemme dans le cas où A n'a qu'un élément.
Le cas général s'en déduit par une récurrence immédiate sur le nombre
d'éléments de A.

Remarque. Compte tenu de la remarque 1 . 0 , il est facile de voir que les
propriétés i) ii) suffisent à caractériser
une configuration r-cubique régulière : autrement dit si les fonctions géné-
ratrices h d'une famille de variétés holonomes V vérifient ces proprié-
tés, (V ) engendre une configuration r-cubique régulière.

3.4 Familles r-cubiques régulières de fonctions
II sera commode de convenir désormais que le 1-squelette du cube est

un graphe orienté, dont les arêtes sont les couples a = ( C T . C T ' ) tels que
l'ensemble o ' ait un élément de plus que a (et non l'inverse). Avec
cette convention un "chemin orienté" sur ce graphe n'aura jamais deux
arêtes parallèles.
Soit donc (Ci , a , . . . , c: ) un tel chemin orienté partant du sommet 0
pour aboutir à un sommet o .
Alors en posant g (x ) = h ( x ) - h . ( x ) on a évidemment

s
^)=FY

ce qui donne une décomposition de g du type "fonction de Morse de s variables"
II est remarquable que cette formule donne pour la même fonction g autant de
"décompositions de Morse" (en général distinctes) qu'il existe de chemins
orientés joignant 0 à a. Ce phénomène sera étudié plus en détail au §5.

Une telle famille (g ) sera appelée "famille r-cubique régulière de
0 oe^(i^)

fonctions" : autrement dit, il s'agit d'une famille de fonctions vérifiant
les propriétés 3. 3 i) ii) avec la condition supplémentaire g , = o. Remarquons
que d'après la propriété 3 . 3 i i ) , les fonctions z, = x , , z = x , ^ , . . .

z = x , (associées aux r "arêtes de base" du cube) peuvent êtrer 0,r
prises comme r premières coordonnées d'un système de coordonnées locales. Si
les coordonnées sont ainsi choisies, et si ĝ  ne dépend pas des z pour
lesquels j G i - a , nous dirons que la famille r-cubique régulière de
fonctions (g ) est "distinguée".

Soit donc (7 G Œ { z , , . . . , z , u , u , . . . } ) une telle famille distinguée.0 1 r i z oe^(i^)
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Nous dirons qu'une famille r-cubique régulière de fonctions

(g G Œ { x , . . . ,x )) admet (7 ) comme modèle distingué si par une0 1 p o-e^i ) ——— ° ——————————————

substitution convenable z €E Œ{x.. ,. . . ,x }, u € Œ { x , , . . . , x }
i l P 3 1 P

on a
g^(x) = 7^(z(x) , u(x) ) .

Question 1 : Toute famille r-cubique régulière admet-elle un modèle
distingué ?

Question 2 : Existe-t-il un «modèle distingué universel ?»
- Nous entendons par là. une famille r-cubique régulière distinguée

(7 ) , analytique pour (z , . . . , z ) dans un voisinage de l'origine de Œ et
pour u G U , variété analytique complexe, telle que toute famille r-cubique
régulière de fonctions admette comme modèle distingué le germe de la famille
(7 ) en un point convenable Ug € U.

Nous verrons plus tard que la réponse à ces deux questions est affirmative :
les cas r = o , l sont triviaux (pour r=l on prend U = { 1 point}, 7 , = = o , 7 , = z ) ;
un modèle distingué universel pour le cas r=2 est construit dans l'Appendice Al
les cas r > 3 sont beaucoup plus difficiles, et nous aurons besoin pour les
résoudre de toutes les considérations géométriques du §5, ainsi que d'une cons-
truction très technique effectué dans l'Appendice A2.

3 . 5 Construction d'un germe d'application réticulée à partir
d'un modèle distingué

Soit (g = h - h . ) la famille r-cubique régulière de

fonctions définie par les fonctions génératrices h d'une configuration

r-cubique régulière.
Supposons que (g ) admette un modèle distingué (7 G Œ { z , , . . . , z , u ^ , . . . , u ^ } )

g^(x) = 7^(z(x) , u ( x ) ) .

Pour tout CT G^(l ) , considérons la décomposition de la fonction 7 :
r r-lal r

7 ( z , u ) = 7 ^ ( z , u ) + Z ^ ẑ  ( z , u ) 2 ,
r î  i

où (a , a , . . . , a . . ) est un chemin orienté joignant or à I
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En faisant dans cette décomposition la substitution z I-—»-z+z(x) ,u 1——•»• u(x)

on obtient pour la fonction 7 (z+z(x) ,u(x)), que nous noterons désormais
••-r

g(z,x) , une décomposition analogue dont nous allons regarder la restriction

à z x o^ = { (z ,x) e Œ^O^IV i e a , z. =o}.
Comme 7 ne dépend pas des z. (j Ç? 0) , on a

7^(z+z(x) ,u (x ) ) | z^x O^^^ztx) , u(x) ) = g^ (x) .

Par conséquent, la restriction de g(z,x) admet la décomposition

g(z,x) |z x Œ? = g,,(x) + fonction de Morse parasite.

Conclusion : L'application réticulée

G : O^ x ^P ——————- Œ x <sP
Z X Xg X

g(z,x)

est non dégénérée, et pour tout o G ̂ (l ) sa restriction G|Z x Œ"

a pour lieu discriminant A l'hyper sur face d'équation x^ = g (x) .

Compte tenu de 3.2, nous savons ainsi construire un germe d'application

réticulée non dégénérée ayant pour configuration caractéristique une configu-

ration donnée (pourvu que celle-ci admette un modèle distingué) : ce sera

l'application composée

( a ^ x Œ P î x Œ P Gx Œp———- ( Œ X Œ ^ X Œ P ————F———- ŒxffiP
z x y - Xp x y Yo Y

" il P
g(z/x) ^h.(x)-Çx^y,

i=l
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§ 4 - DÉPLOIEMENTS ET STABILITÉ : point de vue géométrique

4.0 Déploiements d'applications réticulées
On appelle déploiement d'un germe d'application réticulée F un

diagramme commutatif d'applications réticulées

n D
X xS -- Y X S

^ „ ̂pr

Le germe de variété analytique S est appelé base du déploiement; Pour tout
germe d'application X : S' ——- S , on définit le déploiement X " 1 ? par le
diagramme cartésien x-1?

X X S ' Y X S '

H xXx
V

X xs

^1 x\
Y

Y X S

On dit que X ^ est le déploiement déduit de F_ par le changement de base X .

Deux déploiements F' et F^' de même base S sont dits ̂  -équivalents s'il
existe un germe G_ de "déploiement réticulé de 1'automorphisme identique
^X " tel que ^'= ̂ °^ : P̂  l'expression entre guillements, nous entendons
un Ĝ  qui rend commutatif le diagramme

^

avec G(X ) =X V a .

De même, F_ et F/ sont dits ^-équivalents si F^'= H o F' o G , où G est comme

ci-dessus tandis que H est un déploiement (non réticulé) de "H
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Un déploiement est dit ^ -trivial [resp. ^ -trivial] s'il est ^-équivalent

[resp. ^/-équivalent] au "déploiement constant" (déduit de F par le change-
ment de base constant S "̂  *) .

4.1 Déploiements d'ensembles analytiques holonomes
On se propose de définir une notion de "déploiement" d'un germe

d'ensemble analytique holonome donné en un point 0 de P*Y
Soit S= ( S , s < , ) un germe de variété analytique, posons ? = Y X S , et notons
'P*? l'ouvert de P*? formé des codirections "non parallèles à S" (c'est-à-
dire non images réciproques de codirections de S ) . On a une application cano-
nique de "restriction des covecteurs"

P : 'P*Ï ————»- P*Y x S

Soit 0 G 'p*Y une codirection telle que P ( 6 ) = Q , et soit V' un germe en 6

d'ensemble analytique holonome vérifiant la condition suivante :

i) l'application p [ v ' est un morphisme fini ;
cette condition équivaut à la suivante :

i ' ) 1 ' inclusion Y x s y c=-—*- Y x S = ? est non caractéristique pour V'.
Notons V l'ensemble analytique image de V' par ce morphisme fini. On peut
le considérer comme ensemble analytique relatif de base S, et ses fibres sont
holonomes. Sa fibre au-dessus de s y sera notée V , et nous dirons que :

« V' est un déploiement de V »
« V est la déformation de V associée au déploiement V' ».

Cette définition purement ensembliste nous suffira pour le moment, en attendant
le §7 où les ensembles V , V , V seront porteurs de faisceaux de modules
analytiques cohérents.

Lemme :
i) Si ̂ /re est lisse au-dessus de S ( c . à . d . si la projection ̂ re -> S est

une submersion de variétés), V' l'est aussi et l'application p\^7 : V^ v^9
est un isomorphisme.

ii) La donnée de ̂ re détermine sans ambiguïté le point 0 et le germe
d'ensemble analytique holonome V', qui au-dessus de la partie lisse de
~ relV en est un revêtement de degré 1.
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Preuve. Il sera commode de remplacer les ensembles projectifs V'yV' ,V

par les cônes correspondants V' , v^9 ,V (considérés en dehors de la section

nulle des fibres cotangents).

Si ̂ rel est lisse au-dessus de S, on peut choisir sur Y des coordonnées

locales Y o , ' . - , Y telles que les coordonnées cotangentes correspondantes

î?g,...,i? , jointes à un système de coordonnées t,,...,t de S, forment

un système de coordonnées locales de V^91 (il suffit pour cela que Tî<,,.. . , î î
v

forme un système de coordonnées locales de V , ce qui est possible d'après le

lemme de Hôrmander cité au n°3.1).

P q

Or la forme différentielle ^ î^ dy^ + ̂  T dt s'annule en restriction

v

à l'ensemble holonome conique qu'est V' (car cette forme est le produit inté-
P q

Y-^ ô V^ 3
rieur de la 2-forme fondamentale par le champ de vecteurs ^ l?^ ^-+ ̂  ^. -^f- i

i=o i j=l - j

qui est tangent à tout ensemble conique ) . Si donc on désigne par
^rel

T.Cn,t) (j=l»...»q) les "fonctions multiformes" définies au-dessus de V

par le morphisme fini 'P: ^ ——«- V^61 , ces fonctions doivent vérifier l'équation

V- V-^ îî. dy^(î?,t) = - 2^ r (T?,t) dtj ,
i=o - j=l J

et sont donc en fait des fonctions holomorphes données par les formules

^ 9y_(^t)
T.(îî.t) = - l^îî ——TÎ-

3 i=o :L j

ce qui démontre les deux affirmations i) et ii) dans le cas où V^0 est

lisse au-dessus de S.

L'affirmation ii) dans le cas général en résulte immédiatement par passage

à l'adhérence à partir de l'image réciproque de la partie lisse de V

Remarque : Sous l'hypothèse où ̂ ïel est lisse au-dessus de S, il existe

localement une fonction h(i?,t) , homogène de degré 1 par rapport à î? te]^e_

^^^ ôh 9h
yi^'a^ - r^'^ = -^

II suffit pour le voir de remarquer que sur 7 la 1-forme différentielle.

P ^
^ v dî? - Y-. T dt. est fermée, donc exacte d'après le lerame de Poincaré.
f=o i i ^1 j 's
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Changements de base.

Soit V un déploiement de V, de base S, et soit X : S' ——»-S un germe

d'application analytique.

Considérons la paire ( ^P*Y,V) comme paire d'espaces projetés sur î.

Par le changement de base 'H xX : Y ' = Y X S ' ——»-Y = Y X S on la transforme

en une paire d'espaces projetés sur Y' que nous noterons (^P^YJ^i ,v[~i ) . Or

l'application cotangente à H x X définit une application P^/P*? 1^—»"'?*?''^

et l'on vérifie que restreinte à V'|-y, cette application est un morphisme fini.

On pose ~ , î .
v -/\ (v|y.)

On vérifie que V'' est un déploiement de V, que l'on dira déduit du déploiement V'

par le changement de base X .

Déploiements triviaux.
Deux déploiements V et V de même base S sont dits isomorphes s'il existe
un germe d'automorphisme de Y = Y X S , déploiement de ̂  , tel que l'automor-
phisme cotangent transforme V' en V ' ' .
Un déploiement est dit trivial s'il est isomorphe au "déploiement constant"
(déduit de V par le changement de base constant S -> *) .

4.2 Déploiements de configurations holonomes r-cubiques régulières
En plus des hypothèses 4 . 1 , supposons que V' soit le support d'une

configuration r-cubique régulière V . Supposons de plus que chacune des strates
de la configuration soit lisse au-dessus de S ( c . à . d . que la projection sur S,
restreinte à chaque strate, soit une submersion).
Sous ces hypothèses V est le support d'une configuration r-cubique régulière V ,
fibre de V au-dessus du point So. Nous résumerons cette situation en disant
que la configuration v[ est un déploiement de la configuration V^ .
On définit comme en 4.1 les changements de base, déploiements isomorphes,
déploiements triviaux (isomorphes au déploiement constant)...

Exemple : Soit V_ la configuration caractéristique d'un germe d'application
réticulée non dégénérée F_ : ^_ ——»• Y . Alors tout déploiement F_ de F a
pour configuration caractéristique un déploiement V^ de V_, et la correspondance
F̂  WL^.——». ŷ  est un foncteur de la catégorie des déploiements de F dans la
catégorie des déploiements de V (munies des morphismes de changement de base).
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Proposition. Deux déploiements F_ , F_1 de_ F_ , de même base S, sont

.^-équivalents si et seulement s'ils ont même configuration caractéris-

tique .

Ils sont «^-équivalents si et seulement si leurs configurations carac-

téristiques sont isomorphes (en tant que déploiements).

Preuve. Pour prouver la première affirmation (d'où la seconde découlera
immédiatement), il suffit d'appliquer le théorème 2 . 1 , en remarquant que
la condition pour G_ de commuter aux projections sur S est automatique dès
lors que F_ et F_1 commutent à ces projections.
Quant à la condition GJ5Î x s 3 = 11,, , on la réalise en multipliant G par
le déploiement constant de G_ jîî x s y .

Corollaire. Un déploiement F_ de F_ est ^? -trivial [ resp. J^-trivial] si^

et seulement si sa configuration caractéristique V^ est un déploiement

constant [ resp. déploiement trivial] de celle V_ (îe_ F_.

4.3 Caractéristiques des configurations stables

Théorème. Soit F_ un germe d'application r-réticulée non dégénérée, de
configuration caractéristique V_. Alors pour que V soit stable
(c'est-à-dire n'admette que des déploiements triviaux au sens 4 . 2 )
il faut et il suffit que F soit stable (c'est-à-dire n'admette que
des déploiements J2/-triviaux) .

Preuve. La nécessité de la condition est une conséquence immédiate du
corollaire 4 . 2 .
Inversement, supposons F_ stable. Quitte à restreindre F_ à X^ = (x ) ^
on peut supposer que r'=r (^0= 0 ) . On réduit ensuite les "fonctions de
Morse parasites" ( n ° 2 . 2 ) , en remarquant que cette réduction n'affecte
pas la stabilité de F_ (résultat de la théorie de Mather bien connu pour
les applications usuelles, facile à généraliser pour les applications
réticulées). On est ainsi ramené au cas où F est de la forme réduite 2 . 4 ,
donc ^-équivalent au germe construit au n ° 3 . 5 . Soit ̂  un déploiement
de Y^. Si l'on sait démontrer que V^ est configuration caractéristique d'un
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déploiement F̂  de F_ on a terminé, car T[_ est censée n'avoir que des déploie-
ments j2/-triviaux. Le théorème sera donc démontré quand nous aurons démon-
tré le

Lemme : Tout déploiement V^ d'une configuration holonome r-cubique régulière
V_ peut être considéré comme configuration caractéristique d'un germe d'appli-
cation non dégénérée F_ , qui est un déploiement du germe F_ construit au n ° 3 . 5 .

Preuve du lemme : La remarque 4 . 1 permet d'associer à chaque composante V
de V' une "fonction génératrice" h ( x , t ) , analogue "relatif" de la fonc-
tion génératrice du n ° 3 . 1 .
En posant g ( x , t ) =h ( x , t ) - h , ( x , t ) on obtient une famille r-cubique régu-
lière de fonctions, à laquelle la construction 3.5 s'applique sans changement.
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§ 5 - FONCTIONS DE MORSE RETICULEES
Soit Z_ le germe d'espace Œ réticulé par ses r coordonnées z , . . . , z .

Une fonction de Morse réticulée est un germe de fonction g € <c{z , . . . , z }
dont la restriction à chaque Z (or e^(i ) ) est de Morse. Autrement dit
pour tout o e^(l ) les r fonctions z. (i € (7) , -̂̂  ( j ̂  (7) forment un
système de coordonnées locales à l'origine de Œ 1".

5 . l Famille r-cubique régulière de fonctions engendrée par une fonction
de Morse réticulée

Pour tout (7 e^(I^) , notons z= (z^ . , Zç ̂  ) , ẑ = (z^) , Zg y = (z^)

L'hypothèse sur g entraîne, grâce au théorème des fonctions implicites, que
le système d'équations

^a'^^ = ° , J ^ a

admet une solution unique Zg = w_(z ) , et l'on pose

9(7 ̂  = ̂V ̂ O^'

II est facile de voir que chaque g est encore une fonction de Morse
réticulée de loi variables, de plus le lemme de réduction 2.3 montre que
pour toute arête a = ( ( 7 , 0 ' ) du cube, avec 0 " ' = o U { i } , on a
g , (z , ) =g (z ) +z2 , où z est un élément d'ordre 1 de l'anneau Œ ( z ^ , }

/ o1 \générateur de 1 ' idéal (sç—— ) •

«
En résumé, la famille (g )• est une famille r-cubique régulière

de fonctions, et cette famille est "distinguée" ( n ° 3 . 4 ) .

Exemple : Supposons que g soit une forme quadratique des variables
z , . . . , z . La condition pour cette forme d'être non dégénérée en restriction
à chacun des Z sera appelée condition de "complète non dégénérescence".
En remplaçant le théorème des fonctions implicites par le théorème de résolu-
bilité des systèmes linéaires on obtient par la construction précédente un résultat
curieux d'algèbre linéaire, qui précise la décomposition de Gauss d'une forme quadrati-
que non dégénérée :
A toute forme quadratique g complètement non dégénérée de r variables est
associée une famille (g ) de formes quadratiques complètement non

0 o€^(I )
dégénérées des variables z. , r iGo , et une famille de formes linéaires
(z ) indexées par l'ensemble des arêtes du r-cube, telles que
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i) pour tout arbre A ne contenant aucun couple d'arêtes parallèles,
les (z^) sont linéairement indépendantes ;

s
ii) pour tout chemin orienté oc a , . . . ,OL joignant 0 à a , on a g = ̂  z2

0 i=l a±

Remarque. On prendra bien garde au fait que la construction 5 . 1 dépend
des coordonnées choisies : il faut la considérer comme une construction
sur un espace vectoriel réticulé, non pas sur une variété réticulée.
Une version plus intrinsèque de cette construction sera donnée au n ° 5 . 3 .

5.2 Un modèle universel pour les fonctions de Morse réticulées

Nous nous proposons de classifier, à ^-équivalence près (n°2.1) ,

les germes à l'origine de fonctions de Morse réticulées. Pour cela,

imitant les techniques standard de la théorie de Mather, introduisons la

notion de ^- trivialité infinitésimale d'une déformation : une déformation

infinitésimale g + e <p G Œ {z^, . . . ,z^} [e ] / (e 2 ) est dite 9t- triviale s'il

existe une déformation infinitésimale de H , tangente à z ...z =o , qui
Œ r

transforme g + e ^ en la déformation constante 7 explicitement, cela
r

signifie qu'il existe sur Œ un champ de vecteurs de la forme / . a z -w—
jS i 1 î

( r \
(a^£ Œ {z ,...,z }) tel que g+6<p = H +e ̂  a. z. -»—jg , c'est-à-dire

^ e L ^ . . . ,z ̂  = ^ .
\ 1 ôz! ^\] g

Lemme : Pour tout germe g de fonction de Morse réticulée,

i) ^ D ̂ r+l , où ̂ désigne l'idéal maximal de Œ{z ,...,z } .

ii) L'espace quotient E^ (g) = Œ{z ,...,z }/ ^ est un espace vectorielyt i r g

de dimension 2 , et admet une base formée par les monômes

z° = 1 1 z. , a G ^(l ) (avec la convention z '= 1 .
iea x r
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Preuve. Posons, pour alléger les notations

z=(^z.) , z-=(z,,...^) . (z.^)=(z^,...,^).

Comme Z1~5~~ "'est pas diviseur de zéro dans Œ { z } / ( z ' T-^-) on a une suite

exacte courte

o -. Œ{z}/(^ , z' ^L ) -!—— Œ{z} / (z^ ̂  , z. ^-) -. Œ{z) / (z^ , z. ̂ )- o

\\ II 1 "
Œ{z'}/ j î Œ{z}/ J? Œ{z ' } / ^

-î g '^T

où g. resp. g_ est la fonction de Morse réticulée des r-1 variables z '

définie en restreignant g à (g-9- = o) resp. (z - o) . Grâce à cette suite

exacte, les deux affirmations du lemme se démontrent par une récurrence

facile sur r.

De la partie i) du lemme on déduit le

Corollaire i) : Pour r > 2 tout germe de fonction de Morse réticulée est

i ^ -déterminé par son jet à l'ordre r.

En effet soit g un germe de fonction de Morse réticulée de r variables (r ^ 2 ) ,

et soit <P € M . pour montrer que g +<P est ^ -équivalente à g on considère

la déformation à un paramètre g = g + t < ^ . Comme r ^ 2, g est encore une

fonction de Morse réticulée (propriété qui ne dépend que du jet d'ordre 2).
9g

Donc -.r— = <p € ̂ r C ^ d'après le lemme i) , ce qui veut dire que la

déformation (g ) est infinitésimalement .̂ ? -triviale pour tout t , donc

^î-triviale d'après un argument standard d'intégration de champ de vecteurs

(cf. par exemple [ 13] ).

D'après le lemme ci-dessus, un candidat plausible au titre de "famille

universelle de fonctions de Morse réticulées" est la famille

r

Y (z) = S^ z2 + 2 S^ u z °
u i=l x ae é^d )

lai > 2

paramétrée par u = ( u )
^ae^d ) ,\o\ > 2

La restriction 1 o\ > 2 assure que l'origine est un point critique de 7
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La propriété d'être "de Morse réticulée" est garantie en imposant
aux coefficients ( ^ y ) . i de la partie quadratique des inéquations

polynomiales 1 - u . . ^ o,

1-u. . -u - u +2u. . u u ^ o , etc . . . (non dégénérescence de tous3-3 3-K Kl 1] ^K Kl
les mineurs diagonaux de la forme quadratique). On notera U l'ouvert de

Œ , ensemble des valeurs de u pour lesquelles ces conditions sont
vérifiées.

Théorème.
i) Pour tout germe à l'origine de fonction de Morse réticulée g , il

existe un u € U et un seul tel que g soit Si -équivalente à 7 .

ii) Pour toute famille analytique (g ) de germes de fonctions dex x€X
Morse réticulées, l'application x 1——»-u(x) définie par i) est
analytique. De plus la ^? -équivalence entre g et 7 / x peut être— X UyX/
choisie localement sur X de façon à dépendre analytiquement de x
(ce choix peut être fait globalement dans le cas où X est de Stein^ .

La démonstration du théorème (évident pour r = 1) va se faire par
récurrence sur r ̂  2. La clef de la récurrence sera le lemme suivant, qui
complète le corollaire i) :

Lemme iii) : Soit g un germe à l'origine de fonction de Morse réticulée
(avec r > 2) , et soit ̂  € z . . . z ^ . Alors la ̂  -équivalence entre
g et g + ̂  peut être choisie de façon que sa restriction à tous les
hyperplans z . = o soit égale à l'identité.

La preuve est analogue à celle du corollaire i ) , en remarquant que mainte-
3 g 3 g 3 g

nant ——= ̂  e z . . .z M = z . . . z ( g — î - , . . . ,^—— ) (car, g est de Morse) ;

pour tout t la déformation infinitésimale g + e (p est donc ^? -trivialisée
par un champ de vecteurs nul sur 1'hypersurface z . . . z =o , et dont
l'intégration définit donc un automorphisme égal à l'identité sur cette
hypersurface.
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Pour exploiter ce lemme, considérons la filtration évidente de

Z^ : Z = Z^ z^D ... , où Z^ = U Z, .
la l=s °

Appelons«^ ^-équivalence» entre deux fonctions g s et 7 s définies

sur Z^ la donnée d'un germe d'automorphisme G de Z s (restriction d'un

automorphisme réticulé de Z) tel que ' y ^ g ^ ' o G 3 .

Remarquons que la restriction 7 [z^ du « modèle universel» 7^ ne dépend que

des u pour lesquels lol^ s.

Corollaire iii) : Toute ^ -équivalence entre g|z et 7^ |Z

peut s'étendre, pour un choix convenable des (^î j j^ g i en une

^(s)-équivalence entre q\Z(s) e^Jz^.

Preuve du corollaire iii) : Commençons par supposer s = r.

Soit G^"^ une ^ (r-l)-équivalence entre gjz^'^ et ^ \7.{r~l) , restriction

d'un automorphisme réticulé G de Z.

Des relations (g oG) | _ = ^ z . + 2 _^ u^ z , i = 1 , . .. , ri-i—Ç^^-i)"0

\a\> 2
j.

on tire g o G = \^ z2 + 2 ^L u ZCT mod- ( Z r - . z ^ ) -z^2 1.
i=l 1 oe^(i^)

a ^ i

,' —i 1 rs ^(9l-r \

D'après le lemme i i i ) , un changement de variable égal à l'identité sur Z
permet de se ramener au cas où le terme correctif est de la forme u^ z ^ . . . z ^
(u G Œ ) , ce qui démontre le corollaire iii) dans le cas s = r.
En remarquant que la donnée d'un automorphisme G ( s ) de Z s équivaut à la donnée
d'une collection d • automorphismes Ĝ  de Zy ( l o r l = r-s) dont les restrictions aux
Z ( l o ' l = r-s+1) coïncident, le cas général se ramène au cas précédent, avec Z
remplacé par Z ( l o r l = r-s).

Le corollaire iii) appliqué de proche en proche démontre la partie i) du
théorème (à l'exception peut-être de l'unicité de u qui découlera de la proposi-
tion ci-dessous). Dans le cas où g varie dans une famille analytique (g^) /
la construction du corollaire iii) peut être rendue analytique en x dans
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la mesure où la ^ -équivalence du lemme iii) peut être choisie dépendant

analytiquement de x ; il suffit pour cela que l'appartenance de <ft au faisceau

9g. 9g..
d'idéaux z . . . .z ( . — — , . . . , .——) Q (z ,....z } implique l'existence de1 r 3z^ 9z^ X 1 r ^

sections globales a.€ (9(X) {z ,. . . ,z } telles que ^ = ̂  a z ...z .—— ,
1 i L . -L •*• - -"3-

ce qui est toujours vrai si X est de Stein.

En particulier, on peut prendre pour famille (g^) la famille de tous les poly-

nômes de degré < r qui sont des fonctions de Morse réticulées, et l'on obtient

ainsi une application analytique

^ : °£ = U x 0^ ———- U (N = C^1- 2^

de l'espace °£ des jets d'ordre r de fonctions de Morse réticulées sur le

sous espace U = U x {0} des jets de la forme particulière (7^).

Proposition. L'application Cx; : 9C———^ U fait de U l'espace analytique quotient

de^ SC par l'action du groupe ^? .

En effet, pour tout u G U ^"^u) est un sous-ensemble analytique de X, de

codimension au plus égale à dim U, inclus dans l'orbite de u qui est une sous-

variété ^ (u) de codimension exactement égale à dim U (lemme ii) ) .

Comme cette orbite est connexe (car ^ agit sur âT comme un groupe algébrique

connexe), on a l'égalité ^~ 1 (u) = ̂  (u).

L'application OJ est donc une « projection parallèle aux orbites» de °K sur une

sous variété U transverse aux orbites (lemme ii)), et coupant chaque orbite en

un point et un seul. -
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5.3 Famille r-cubique régulière de fonctions engendrée par un
déploiement de fonction de Morse réticulée

Soit G : O^x Œ11 -————^ Œ x Œ"
z , x ' Xo=g\z,x) ,x

un déploiement d'une fonction de Morse réticulée g(z) = g ( z , o ) .

En restriction à chacune des variétés Z x Œ , G est un déploiement de

fonction de Morse ordinaire, donc un déploiement trivial, dont le lieu

discriminant A est donc la forme

^ : ^'v^ ^ ̂ v...^}.
Supposons que l'application réticulée G soit non dégénérée (d'après 1.3 iii) ,

cela signifie que la matrice jacobienne -—-2- (o) est de rang r ) .
dz dx

Alors la famille (g^ = h - h, ) - est une famille r-cubique régulière

de fonctions : en effet la variété caractéristique V =P*(Œ x Œ ) est
o

donnée par les équations X o = h (x) , ^ . / ^ 0 = 9h / 9 x . , i = 1,.. . ,n , et

l'on peut répéter les raisonnements de 3.3 avec les "fonctions génératrices"

\ -

Exemple : Le ^ÉPiS^î^îrJP^.ÏE^113!3^3:01}"

Œ1' x (^ —————„ Œ x Œ1'
z x Xg ~x_

g(z +x)

est évidemment non dégénéré (pour toute fonction de Morse réticulée g ) , et l'on

vérffie aisément que les g' définis par ce déploiement particulier sont les g construites au
0 1 o c l

La remarque, faite en 5.1, que la construction des g dépend des coordonnées ————'

choisies correspond au fait que la notion de la "translation" dépend des

coordonnées !

• Caractère fonctoriel de la construction précédente :

II est clair que la construction 5.3 est fonctorielle par rapport aux

changements de base : si X" 1ç : ï^x Œ" ———*- Œ x Œ" est un déploiement

non dégénéré, déduit de G : Œ3" x Œ" ——»- Œ x Q:" par un changement de base

X : Œ ——*- Œ , la famille r-cubique régulière associée à X~ 1G est déduite

de (g (x) ) par le changement de base x ' = X ( x ) (cf. n°4.2) .
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Autrement dit la construction 5.3 définit un Joncteur ^ de la
catégorie des déploiements non dégénérés de fonctions de Morse réticulées
dans celle des familles r-cubiques régulières de fonctions. Ce foncteur a
la propriété suivante :
deux objets de la catégorie de départ ont même image dans la catégorie
d'arrivée si et seulement s'ils sont ^? -équivalents (cf. Proposition 4 . 2 ) .
De plus si le déploiement G «contient les translations» , c'est-à-dire
s'il est de la forme

G : ̂  x (E "̂ ——————————>- Œ x Œ^"

Z X , X X- X , X

g(z+3î,x)

la famille r-cubique régulière ^G est distinguée (n°3.4).

Corollaire. Soit F : Œ3" x O^ x U ———— Œ x Œ1' x U

z x u x x u

(7^(z+x)

le déploiement «contenant les translations » associé au modèle
universel 7 du n ° 5 . 2 (on considère rcomme germe d'application le
long du sous-ensemble Q x Q x U C Œ x Œ x\j) .
Alors ̂ F est une famille r-cubique régulière distinguée par rapport
aux coordonnées se , qui a la propriété d'«universalité» suivante :
Pour tout déploiement G de fonction de Morse réticulée il existe une
application analytique X : Œ11 ———^ Œ1' x u unique telle que
^G = (^F) oX .
Autrement dit, 3^ F peut servir de modèle distingué universel à toutes
les familles r-cubiques régulières de fonctions qui sont dans l'image
du foncteur «^.

Preuve. La relation cherchée ^G = (.̂ T) o X équivaut à dire que G est

^-équivalente à X" ̂  . L'existence et l'unicité d'une telle application X

est garantie par le théorème 5.2 .

Remarque. Inversement, la construction 3.5 montre que toute famille r-cubique

régulière qui admet un modèle distingué est dans l'image du foncteur ^ . Répon-

dre affirmativement à la question 1 du n°3.4 équivaut donc à montrer que le
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foncteur ̂  est surjectif sur les objets. D'après le corollaire ci-dessus
on a donc équivalence entre les questions suivantes (auxquelles le n°5.4 va
répondre affirmativement) :

Question 1 Question 2 ^ P̂ est-il un modèle distingué
du n° 3 . 4 du n° 3 . 4 universel pour toutes les familles

r-cubiques régulières de fonctions"?

5.4 Réponse aux questions du n°3.4

On sait déjà que la réponse est affirmative pour r^ 2 (cf. Appendice Al
pour le cas r = 2 ) . Supposons donc r^ 3 , et soit (g ) une famille r-cubiquea ae^(i )
régulière de fonctions, ï"

Pour construire un modèle distingué de (g»)» on va partir d'un «modèle distingué
défectueux » , c'est-à-dire une famille r-cubique régulière distinguée
(7 ( z , u ' ) ) telle que pour tout o ^ 1 on ait g (x) =7 (z (x) ,u ' (x ) ) (on
verra que l'existence d'un tel modèle défectueux découle facilement de l'hypothèse
de récurrence). On cherchera ensuite à «corriger le défaut» en ajoutant à
7 ( z , u ' ) un terme correctif convenable ^(z.u'.v) (dépendant d'un paramètre

r
supplémentaire v) .
Comme on a affaire à des familles r-cubiques régulières, on peut écrire pour tout
i=l,2,. . . ,r

g (x) = glx) +x. , x. =x (x)'
r

7 (z,u') =7.(z,u ' )+z. , z -z (z,u')
r

où l'indice î dénote tantôt le sommet 1 -{i}, tantôt l'arête joignant ce

Sommet au sommet 1 . Compte tenu la relation g.(x) =7 ( z ( x ) , u ' ( x ) ) , le «défaut»
du modèle peut s'écrire

<^(x) = g^ ( x ) - 7 ^ ( z ( x ) , u ' ( x ) ) = x ^ - z ^ ( x ) (i=l ,2,... ,r) ,
r r où z^(x) =z^(z(x) ,u ' (x)) .

Comme (7 ( z ( x ) , u ' ( x ) ) ) ^ est une famille r-cubique régulière, les fonctionsy a e y (î }
z (x) (i=l ,2,... ,r) sont à différentielles linéairement indépendantes, et quitte
à choisir convenablement les coordonnées locales x on peut supposer que x = (x^x ' ) ,

où se = (^ ,... ,x_ ) , ^. = z (x) . Le «défaut» peut alors s'écrire

(*) </?(x) =< /? (x , x ' ) = x2 - x^ (i=l,2/...,r) , où x G Œ{x,x ' } .
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Lemme-clef: (démontré dans l'Appendice A 2) :

Pour r > 3, il existe ^ : (Œ r xŒ , {0} XŒ) ———»- (ŒyO) , germe de fonction

analytique au voisinage de {0} x(E vérifiant :

i) V i =- l,...,r, 3 s. î «l̂ x Œ , { o } x Œ ) —». (Œ,o) telles que

^(x.v) = s^-x^ î

ii) V <p : (Œ^o) ——»• (Œ,o) vérifiant (*) , il existe un germe de fonction

analytique unique v : (Œ ,o) ——»-Œ tel que

<^(x) = ^x^vîx)) .

Corollaire. La famille (7*(z,u',v)) définie par

^ = ̂  ° ^ \

7^(z,u',v) =7^ (z,u')+^(z,v) ,
r r -où z = (z (z,u*))1 i=l,...,r

est un modèle distingué pour la famille (g-)
————————————————————£——————————— a ore^d^) -

Preuve. Pour voir que (7*) est une famille r-cubique régulière (évidemment

distinguée) il suffit d'écrire

7* ( z , u ' , p ) - 7 . ( z , u ' ) = 7 (z ,u ' ) - 7.(z ,u ' )+ 1 î ^(z ,v)

2 r 2= z.(z,u') + ^(z,v) = s^(z,v).

Cette famille distinguée est bien un modèle pour la famille (g ), car

7* (z(x),u- (x),v(x))=7 (z(x),u'(x)) + ^(x,v(x)) = 7 (z(x) ,u* (x) )+<^(x) = g^ (x) .
r r r r

Le corollaire ainsi démontré donne une réponse affirmative aux question du n°3.4,

à condition de savoir fabriquer un «modèle distingué défectueux ». Si (^)^ ^ ̂  ^

désigne la famille r-cubique régulière distinguée ^F du n°5.3, on remarque que

pour toute partie J de 1^, distincte de 1^, la famille (^^e^J) est de la

forme ^ F (où F est construit de la même façon que F avec Z remplacé par Zgj).

On peut donc supposer, par hypothèse de récurrence, que cette famille ̂ T^ est

un modèle distingué universel pour les familles |j|-cubiques régulières de fonctions.

Soit alors (g (x)) une famille r-cubique régulière. Pour tout J l'hypothèse
G € <y ( I ) T

de récurrence nous donne r une application analytique unique Xj: X ——"- Œ x u telle
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que g = 7 o X pour tout (7 C j , et étant uniques ces applications Xa o j , j
commutent nécessairement à toutes les projections Œ x U —-»• Œ x U induites

par les inclusions J ' C j .

On a donc bien pour tout 0 G (^J ^(J) = ^(1 ) -I une relation
J r r

g^(x) = 7^(z(x) , u ' ( x ) )

où z(x) = (z (x), . . . ,z (x) ) , u'(x) = (u (x) ) sont les fonctions
1 r a ae^d^) -^

définies par la collection des X .
j

Autrement dit on peut prendre comme «modèle distingué défectueux» n'importe

quelle famille r-cubique régulière coïncidant pour 0 ^ 1 avec la famille ^F

du n°5.3 (par exemple ^T elle-même, ou bien la famille qui s'en déduit en

remplaçant l'indéterminée u dans 7 par une constante arbitraire).
r r

Bien entendu la re.marque finale du n°5.3 implique que la famille ^F est un

modèle distingué «non défectueux» , mais nous n'avons pas réussi à le démontrer

directement.

5.5 Exemples de configurations stables

Les configurations caractéristiques des déploiements stables de fonctions

de Morse réticulées nous fourniront les exemples les plus simples de configurations

stables (cf. théorème 4 .3 ) .

La théorie de Mather [l3], facilement généralisée aux applications réticulées,

permet de caractériser simplement les déploiements de fonctions qui sont des

applications stables : : ce sont les déploiements qui sont des déformations verselles

de leur fibre g (o) , c'est-à-dire -dans te cas réticulé- les déploiements définis

par des déformations g'(z.x) telles que l'espace vectoriel quotient

E^(g)= œ^,...^}/(g,^...,z^)
— 1 r

9g 9g
soit engendré sur Œ par les classes des fonctions 1, -.v— ,..., ^ .

1 n
Cet espace E Jg) est un quotient de l'espace E.,(g) du lemme 5.2 ii) (et lui est

jC, •y1

égal si g est homogène).

Par conséquent si g(z,,...,z ) est une fonction de Morse r-réticulée quelconque,

son déploiement ^? -universel
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•^ •̂

Œ1^ x Œ ~ —————————»• Œ x Œ

g(z+2î,x)

1 1 V^ 0g(z+_x) + ^ x • (z+_x)
l(7l>2

sera une déformation verselle (réticulée) de sa fibre g (o), de dimension

minimale si g est quadratique.

Nous disposons ainsi d'un procédé systématique pour construire des exemples

de.configurations stables.

Exemple 1 : r = 1 , g = z

Le déploiement s'écrit

(C x Œ —————————-»• Œ x Œ

Z 2C Xg _X

(z+x)2

son ensemble critique a. deux composantes 2J,: z =-x^ et 2 : z = o , et sa variété

caractéristique est l'union des fibres conormaux aux deux courbes lisses tangen-

tes A^: x,= o , A^: x, =x2.

Exemple 2 : r = 2 , g = z + z

Le déploiement s'écrit

Œ2 x Œ3 ——————————— Œ x Œ3

^2 ^l^^ xo ^l^^

2 2
(z^+x^) +(z^+x^) +2x^(z^+^) (z^+x^)

Ecrivons ci-dessous les équations des ensembles critiques et des lieux discriminants

correspondants

^ : ̂ i-^^'0 V x o = o

s! = z! - (y^^ 1̂ -0 Y 3î°=(l-XS^2)^

^ : 22=<zl+iil' + X 12 ^2=0 ^ ̂ ^-^ ^2

2 1 2 ! Z 1 ° Z 2 = 0 ^2= xo=^+^+2Xl2^ ^
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§ 6. QUANTIFICATION.

Nous allons maintenant "quantifier" au sens de S.K.K. [l9] les résultats des paragra-

phes précédents, c.à.d. considérer les objets géométriques qui précèdent comme supports

de Modules sur l'Anneau des opérateurs microdifférentiels.

Rappelons les notations de l'introduction : X est un germe de variété r-réticulée

de dimension N = n+p, on considère sur X = X le germe de système différentiel

holonome

^ -W^\-^-^\-^'\ --^ )1 r r+1 n+p

dont la variété caractéristique sera notée A = U A
ae^d ) a

^a '' xi:=o pour iea ' ^•=0 P0^ 3 ^ o -

On se donne un germe d'application réticulée

F : X ——> Y = Cx(i:P 9 (y ,y , . . . ,y )

que l'on suppose non caractéristique pour ^(a) en dehors de la section nulle de
2L ~———————————————————————

T Y (cf. [_16] 4^, § 5) ; si F est de corang 1 cela revient à exiger que l'application

caractéristique ̂  soit un morphisme fini, ce qui est le cas notamment si F est non
dégénérée (Prop. 1 . 4 ) .

L'hypothèse "non caractéristique" implique la cohérence du ^.-Module "image

directe microlocale" de (9 , qui sera noté
^ (^W ^ ff(a)
F 4 5L

et appelé "système de Gauss-Manin" de _F.

[ N . B . : la notion S désigne l'Anneau des opérateurs microdifférentiels d'ordre fini ;

toutes nos notations sont celles de \}.€\ , empruntées aux papiers récents de l'école

japonaise] .

Comme tous les systèmes (micro)-différentiels que nous allons étudier, le système

de Gauss-Manin est "filtré", c . à . d . muni canoniquement d'une bonne filtration (image

de celle, évidente, de 0 ) . On peut vérifier que le symbole de cette filtration a pour

support V ( F ) , qui est donc la variété caractéristique de ̂  .
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Dans l'étude qui suit, l'hypothèse de non dégénérescence n'interviendra qu'à

partir du n° 6 . 3 .

6.0. Réduction microlocale de 0 .———————————————————————— ^

Notons y"^ ê & ^(a) le microlocalisé du système différentiel ^ a ) .
2i ^ ". —

x ^(a)Nous nous proposons d'étudier micro-localement la restriction de 0 à une strate
o —

quelconque de sa variété caractéristique. Une telle strate YL, indexée par une

face du cube

â-âW,G) ={06^(1 ) | C T C o C o }

a pour équations

o f x. =0 <=> i £ 0f x =- L -^ : l ^=o <=> J ^ o

Soit X ' l'ouvert de X défini par les inégalités x. ̂ 0 Vi ^0 .

Il est clair que X ' a une structure r'-réticulée (avec r' = |o | ) définie
(c0-

par X ' = ( X ' ) _- , et que (9 | x ' = ^ , ° où l'on a noté (a)- le r'-uple
— (7 CJ s— CJ ".

(a )
i(=0

Soit enfin j ' = X ' c-»- X ' le plongement évident, et munissons X . de la structure

(r'-|a|)-réticulée

^ = ^^ CT C a C o"

o
Lemme : En restriction à la strate A^ . — on a
———— .2(0,0)

v (a)- ""i"^ ^^ 1(*) ^ . a = n D " ^1 ̂ -Q
x ieo "i '^ ^

-a -1
où les D désignent les puissances d'ordre (-a.-l) S Œ des opérateurs D

"i 1 i

(inversibles sur la strate considérée).

Preuve : facile, laissée en exercice au lecteur.

o
Remarque : Soit 6 un point de la strate y\ ^ , et soit (x^, . . . ,x^. ) (—> (x^ , . . . ,x^ )

un changement de coordonnées linéaire tel que la codirection 6 soit donnée par
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Alors il est clair que chacun des D , i ça , peut s'écrire comme le produit de
"i

D^. par un opérateur microelliptique au point 6 . La formule (*) peut donc se

récrire comme suit :

^-\3^ fc"0-^^u x! 1 ^o 6

^
où À^= - £ (0^+1), et j désigne le plongement de X dans X.

o
Cas particulier : strate A.. , ouvert dense de A .

La formule précédente se lit

•^-;.K^,..^,,
^a

où 6 est la couche de Dirac portée par la sous-variété X
vx / a ' • °

Définition : Rappelons que si A( est un germe de système microdifférentiel filtré

à caractéristique simple, porté par le fibre conormal à une sous-variété lisse S,

yM peut être engendré par une dérivée d'ordre À ( À G ( C ) de la couche de Dirac portée

par S. Nous dirons alors que ^ï est "d'ordre À " (cette définition diffère quelque

peu de celle de S.K.K. []l9j déf. 4 . 2 . 3 . ) .

Nous venons ainsi de démontrer qu'en un point générique de chaque composante A ,

(9 est à caractéristique simple d'ordre À = - £ (a.+l).
"- a i£o 1

6.1. Réduction des variables non critiques.

Pour tout point critique x £ E ( F ) d'une application r-réticulée de corang 1,

on a défini (au n°1.2) a comme "le plus petit" des (76^(1 ) pour lesquels x € Z ( F ) .

La collection des (X ) définit sur X une structure de variété (r - |oJ)-réti-
x x

culée que nous noterons X , et à laquelle on peut "restreindre" F_, définissant ainsi
x

un germe d'application (r - |a |)-réticulée :

46



GAUSS-MANIN RÉTICULÉS

F : X ——> Y.
-a ~ox x

Proposition : Soit 6 G P Y un point dont l'image réciproque par l'application

caractéristique Y consiste en un seul point x G Z { F ) . Alors au voisinage de 6 on a

,;«.,,;. ̂
— -o —0x

où (o0/' désigne la collection des ( a . ) . ^ , tandis que À désigne l'ordre,
x 1 1 r x x

calculé au n° 6.0, de la composante A de 0 .

Preuve : On suppose a ^ ^ sinon l'affirmation est vide.————— x

Alors 6 ^ Ker T*F, de sorte que (T*F)(9 ) définit une codirection de T*X, queY x x y x

nous noterons 9 .

Par définition de 0 , 9 est conormale à X mais n'est pas conormale aux X , pour
x o a

0' ~^> a . Autrement dit 9 est un point de la strate A^ , . L a formule annoncée

résulte alors de la formule (*) n du n° 6.0, en remarquant•que l'image directe micro-

locale en 9 ne dépend que du comportement de 1'intégrand 0 au voisinage duy /• /• >£
point 9 , et que 1 D ,... = D ... (parce que

JF x! ^ jf

'S^-fix^)) adxd^ \ = ̂  VS.-ftx.y)).8^^' ^Hy10' ^ °
par hypothèse).

6.2. Réduction des fonctions de Morse parasites.

Proposition : Soient F_ et F_' deux germes d'applications r-réticulées de corang 1,

telles que F_1 se déduise de F_ par ajout d'une fonction de Morse parasite de m

variables (cf. n° 2 . 2 ) .

Alors ^"^D^V"'.
— -0 —

Preuve : En écrivant F et F' comme des applications composées
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F : x •= c" x (sP r^

C x C" x Œ15 ———> (C x (S^

G ^ x o x y ^ y

/ 1 1 II" m 11

F' : X ' = S"1 x C" x Gp Z x ' 2 x + f ( x , y )
x' x y i=l

on obtient la formule annoncée par composition des images directes, compte tenu

des formules

f - m f
) ^(a) = D 2 ) Û/00 (lemme ci-dessous)

^G x "o ^ x

r ' • r

et | D . . . = D |h ^ yo JF
La seconde formule est immédiate, car

(ô , B dx dx dy) D = D ô , -/ B dx dx dy
^o-^^ ° "o yo (Yo-v-f^y))

La première est un cas particulier du lemme ci-dessous :

Lemme : On se donne un diagramme

c" ^— cV -^ c x c" ^ œ11

x z, x x , x (x =0)
0 0

II
m ^
^z-

Alors pour tout système différentiel ̂  sur C on a l'égalité des images directes

microlocales (non caractéristiques en dehors de la section nulle de T (CxŒ ) ) :

! - m (
(*) -^M = D 2 1 M .

4 ° j

Preuve : II suffit de la démontrer lorsque M= Q , ce qui se fait par calcul
(C

explicite :

V'3^~-Q^/3^\••-\ '
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| 7T* ^ = (^ ô 8 dz dx)/ même chose x (D , . . . , D ) ,
JG ^ (ExAo^ (x -Z z2) z! ^o i

dont le calcul montre que c'est égal à

- m r

°x 2 ^= ^ N 7 ^ N ^"x - t " 1 ) -
o ;. C Cx(C ŒxC o

Remarque : Dans le cas particulier m=l, les images directes ci-dessus sont non

caractéristiques même sur la section nulle (car G est un morphisme fini), et l'éga-

lité (*) peut s'écrire comme une égalité de systèmes différentiels :

/• - 1
7T*^ = S. 2 B M

JG : ^N

_ J_

où S. 2 est le ( Q) ^ • Q ^~ bimodule défini par
^ (Cx(E C

J_

'J 2 = ^ N/ ̂  ( X O D X + ^ '-' (ExS Œx(C o

6 . 3 . Construction d'une transformation de contact quantifiée associée à

une F sous la forme réduite 2 . 4 .

Soit F un germe d'application réticulée non dégénérée.

Par des réductions 6 . 1 . , 6 . 2 . , l'étude de y se ramène au cas où F_ est de la

forme réduite 2 . 4 . Remarquons que la forme 2.4 peut s'écrire comme une application

composée

(ŒV) x ̂  G5̂  «Cxd^) x ̂  ———> Œ x O?
z x y x^ x y Y^ Y

II \\
g ( z , x ) x^+k(x,y)

P
où k ( x , y ) = h ( x ) - Z x . y . vérifie les hypothèses de l'Appendice B . O . (avec

i=l 1
n = p ) , et définit donc une transformation de contact quantifiée J^. D'autre part
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G est non dégénérée en tant qu'application r-réticulée, ce qui veut dire que la
g2

matrice ——~— est de rang r, et l'on peut donc décomposer les coordonnées x en
3z 9x ^

r\Z

x = (x,x ' ) ç C^ x C1 (q = p-r) de façon que det —^—2— ^ Q ; autrement dit g

vérifie les hypothèses de l'Appendice Bl avec n=r, q=q, et définit donc une transfor-

mation de contact quantifiée ^ .

Proposition : La transformation de contact quantifiée ^ î transforme le

système ^ en le système

|. ^) q = S p / < ? p ^ o ' ^ ^ - ^ ' - - - ' \ \ - ^ • \ ' • • • ' \ ' ) •
J 3 C x€ CxC CxŒ- 1 r 1 q

image directe microlocale de (9 par le plongement
ŒrxŒq

(x^=0)

j = (Î xd^ <———> C x Cr x Cq

Preuve : Plus généralement, on va regarder comment la transformation de contact

\ ^ agit sur un système différentiel quelconque ^St sur Œ x(E . L'affirmation annoncée

correspondra au cas particulier ./M = Q
(l^xŒ-

Considérons le diagramme commutatif

(Cxa^xO^ <-̂ — ŒxŒrx(l;rx(l:q -G—> ŒxŒ^a^
z z x' z z x x' x x x '
0 0 — 0 —

Aï ^
^^ ^_ ^^

où G est défini par x =z +g(z,x) ; les projections TT consistent à oublier x, et les
0 0 X_

plongements j a faire z =0.

L'appendice Bl nous montre que

^ ( (^) = 7T* ^= )7r*^

^ j ^G ^ ^ ^G x

Notons ̂ le système microdifférentiel défini par les égalités précédentes, et consi-

dérons le diagramme
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exo-P ^y- cxcPxcP -£-> cxcP
^ x y y^ y

D'après l'appendice B.O on a ^,iV} = \ ÎT J^',
•K

de sorte que

w ^ ̂  ( 1^ = U i ̂  ^ - 1 1 <^< ,-' Y j /K Y ^G - ./K ^Gx^ - ^F ï-'y

ce qui donne bien la formule annoncée (on a noté ir la projection z, x, x ' , y i _ _ ^ z , x ' )
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§ 7 DÉPLOIEMENTS ET STABILITE DES SYSTÈMES DE GAUSS-MANIN RÉTICULES.

7.0. Nous nous proposons de définir une notion générale de déploiement

d'un germe de système microdifférentiel filtré sur P Y.

Soit ( S , s ) un germe de variété lisse, et soit^un germe de système microdifféren-

tiel filtré sur P*(YxS) remplissant les conditions suivantes :

i) 1'inclusion Yx{s } <—> YxS est non caractéristique pour ^ ',

ii) le "symbole" de la filtratio^, 0 {M =J?(0)/^<~1) (^^ /^a-l) , est plat sur (^.

En appliquant le foncteur <£. S (où (E est le corps résiduel du point s^) à
so ^ soS

la suite d'inclusions

...C^-" C Ĵ  C . . . (lin,, ind. =JT)

on trouve encore, grâce à i i ) , une suite d'inclusions

(E 8 ̂ "^C Œ B ̂  . . . (lim. ind. = Œ 0^)
-o ̂  -o ̂  ^ ̂

que nous noterons

. . . C J^'^Cj^ C . . . (lim. ind. = ^ ) .

La condition i) garantit que M est un germe de système microdifférentiel sur

P*Y, et il est filtré par la suite ci-dessus.

Nous dirons que M est un déploiement de ^', de base S. La notion de "changement

de base" d'un déploiement se définit de façon évidente (avec conservation évidente

des conditions i) i i ) ) .

Remarque : La définition purement ponctuelle que nous venons de donner peut aisément

être "mise en faisceaux" moyennant quelques précautions d'écriture. En reprenant les

notations du n° 4 . 1 . , il convient de distinguer :

0{J% , qui est un faisceau cohérent de Ç) -modules, de support V' ;
'P (YxS)

Ol^61 (faisceau image directe du précédent par la projection p ) , qui est un
~relfaisceau cohérent de 0 -modules, de support V ;

'P YxS
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0 i^t> i faisceau cohérent de 0 -modules, de support V. Le trio (^7 ,^ ^ v) est
P*Y

évidemment du type étudié au n ° 4 . 1 .

7 . 1 . Proposition : Soit J : XxS ——> YxS un déploiement d'un germe d'application

réticulée F_ : X_ ——> Y. Si F est non caractéristique pour 0 , F' est aussi non

caractéristique pour 0^ , et le système de Gauss-Manin ^est un déploie-XXib F
ment du système de Gauss-Manin ^

La preuve facile est laissée au lecteur. On remarquera que le symbole de ̂ L est

défini par une suite régulière, ce qui rend la condition de platitude 7.0 ii) facile

à vérifier.

Corollaire : Ŝ L V_ est instable, ^ est aussi instable, c . à . d . admet des déploie-

ments non triviaux.

7 . 2 . Proposition : Ŝ . F est stable, mais si l'un des a. vaut - — (avec i ̂  0 ) ,

^ "est encore instable.

Preuve : Après "réduction des variables non critiques" ( n ° 6 . 1 ) , on peut supposer

Supposons alors que a = - —, posons a = (- y , a ' ) , a' = ( a^ , . . . , a ) , et munissons

X de la structure (r-1)-réticulée définie par X, = (X ) ^ ,. D'après la remarque

6.2. on a évidemment

^-i^ = s ' ^ . ^}- 1 ̂  ,
L ^ Qj ^i JQ x

x!
où G est l'application "pli"

G : X' ———> X

x^,...,x^»———> x^,...,x^

sur l'espace X' = X muni de la structure (r-1)-réticulée

X' = (X ) , - (on a "effacé" la composante X . ) .— 0 CT f 1 1
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Par conséquent,

(- ?a')
^•)

IFOG x

(a - )
'FoG

où FoG est considérée comme application (r-1)-réticulée sur X ' . Cette application

est certainement dégénérée, car l'image de son application caractéristique coïncide

avec celle de F_ et a donc 2 composantes, ce qui est beaucoup trop pour une applica-

tion (r-1)-réticulée !

Etant dégénérée elle est instable (car toute application dégénérée admet des déploie-

ments non dégénérés). L'instabilité du système de Gauss-Manin en résulte par le

Corollaire 7 . 1 .

2Exemple : Sur Œ - 3 ( z , x ) , 1-réticulé par la coordonnée z, considérons l'application

stable (n° 5.5, ex. 1 )

F : Œ 3 (z,x) (x^îz+x)2^) ê Œ2.

Composée avec un "pli" de l'espace source

G : C 3 ( x ' , x ) ^ > (z=x'2 ,x) 6 (t2

elle donne l'application (non réticulée) instable

FoG : (C 3 (x' ,x) (x ^x^+x)2^) C Œ2

o

dont les déformations £ont bien connues des géomètres.

La Fig. 1 . représente dans 3R le lieu discriminant (contour apparent) d'une petite

déformation générique de FoG : 1R ——> ]R (la zone hachurée est l'image de l'applica-

tion réelle, où l'on reconnaît une "f r o n c e " ) .

Fig.l.

avant déformation après déformation
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1 . 3 Théorème : ̂  est stable si et seulement si les deux conditions suivantes sont

remplies : JF est stable ; Vi i 0 , a. ^ - , .

Preuve : II s'agit de montrer que les cas envisagés par le corollaire 7 . 1 . et la

proposition 7 . 2 . sont les seuls cas d'instabilité.

Supposons donc remplies les deux conditions du théorème, et soient M un déploiement

de^= ̂ °^ , v le support de ^/ , V^ son image par p . Grâce au résultat de

NGUYEN TL? Cl/dsiG démontré dans l'Appendice C, le problème de la trivialité du déploie-

ment^ se ramène au problème purement géométrique de montrer que ̂  est une défor-

mation triviale de V = V ( F ) .

Pour cela on fait les remarques suivantes.

Remarque i) : o[Mi = 0 , faisceau structural de la variété caractéristique réduite.

Comme o 3̂̂ 1 est une déformation plate de a^) , il en résulte que aiS?) e = Ç^el'

faisceau structural d'un l'espace analytique relatif réduit, à fibre spéciale

réduite.

Remarque ii) : En un point générique de chaque composante V^ , celle-ci est le fibre

conormal à une hypersurface lisse. Au voisinage d'un tel pointa est à caractéristi-

que simple et ne peut se déployer que de façon triviale. L'ordre \ . de M en un tel

point générique de V est donné par

(*) \̂  = X - —^~^\ ° ' où dim Y = P 7̂ dim X = n+p, À^ = - £ (0^+1)

(pour le voir, on applique les réductions 6 . 1 et 6 . 2 ) .

Remarque iii) : Etant le support d'une configuration r-cubique régulière, V est défi-

nie par une suite régulière
(u y u v , w , . . . , w ) , où les u . , v . , w . sont des éléments d'ordre 1 de' 1 1 ' • " ' r r r+1 p 1 1 3
l'anneau local de P*Y. Comme'^rel est une déformation plate de V, elle peut aussi

être définie par une suite régulière
^ ^ <\i ^ .( w ^ , . . . , w ^ w ^ , . . . , W p ) ,

déformation de la suite précédente.
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Deux possibilités sont alors à envisager :
<̂  ^ ̂1er possibilité : Tous les w. (i .̂ r) sont réductibles y donc de la forme u^ v^,

où u . [resp. v.J est une déformation.de u. [resp. v^j . Cela signifie que V est

le support d'une configuration r-cubique régulière, déploiement au sens 4 . 2 . de la

configuration de V. La trivialité de ce déploiement est alors assurée par le théorème

4 . 3 .

2ême possibilité : L'un des ï. (i <_ r) est irréductible. Cela entraîne que pour.

toute arête ( 0 , 0 ' ) du cube, de direction i, les deux composantes V^, V^. se défor-

ment en_jine_seu^e_composan_te_de v^1. D'après la remarque ii) cela n'est possible que

si V = \> . (= ordre de la composante irréductible de V^ qui contient V^ et V ^ , ) .

D'après la formule (*) cette égalité équivaut à a^ = - ? ce qui est contraire à

l'hypothèse.

Le théorème est ainsi entièrement démontré.
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§ 8. COMMENT RECONNAITRE UN SYSTÈME DE GAUSS-MANIN RÉTICULÉ NON DÉGÉNÉRÉ ?

On sait déjà d'après le § 6 que pour un germe de système microdifférentiel M

la première des deux propriétés suivantes implique la seconde :

i)^ est isomorphe au système de Gauss-Manin d'un germe d'application

réticulée non dégénérée.

ii) ̂  est équivalent, par une transformation de contact quantifiée, à un systè-

me de la forme

^(a) = f ^(a)
°X|CXX ] . X̂ /

image directe microlocale de Q par le plongement canonique

j : X (-——> CxX = X'
x x =0, xo

Pour démontrer l'implication réciproque ii) => i) il nous suffira de résoudre le

problème suivant :

Problème : Caractériser ^ï, de façon unique par des propriétés manifestement

invariantes de contact (jointes à sa propriété de support).

En effet si ̂vérifie ii) le § 3 nous garantit que son support est la configuration

caractéristique d'un germe d'application réticulée non dégénérée ; le système

de Gauss-Manin de cette application a même support que ̂  et, comme ̂ ', il est équi-

valent de contact à ̂  i . Ayant même support que M et mêmes "invariants" (enX 1 (CxX
un sens facile à préciser quand nous aurons résolu le problème ci-dessus), il est

donc isomorphe à J^.

Par exemple si r=0 on sait que tout germe de système microdifférentiel à

caractéristique simple, de variété caractéristique T ( C x X ) , est isomorphe à

un D^ <̂  i = D^ | 0 (théorème d'unicité des systèmes à caractéristique
\ ̂ xx "o j . x

simple ) .
Dans le cas r=l la variété caractéristique est formée de deux composantes

holonomes en interaction régulière (n ° 1 . 0 ) . Dans cette situation il résulte

des travaux de Kashiwara et al. ( [ll\ , et \9] Appendice) que le système
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est caractérisé par les propriétés suivantes :

. il est à caractéristique simple aux points génériques de chacune des deux compo-

santes ;

. les deux composantes sont en "interaction analytique", c . à . d . que M n'est pas

une somme directe de systèmes portés par chacune des deux composantes.

Nous allons redémontrer et généraliser ce résultat, en montrant que pour r
Q

quelconque les propriétés i) ii) sont équivalentes (à une transformation D près
o

aux propriétés suivantes :

iii) M est à caractéristique simple aux points génériques de chacune de ses
•^
2 composantes holonomes (supposées former une configuration r- cubique régulière) ;

pour tout couple de composantes V , V , en interaction ( c . à . d . telles que les

sommets 0 , O1 soient joints par une arête du c u b e ) , ^ est une interaction analytique

au point générique de V 0V , .

Il nous suffira pour cela de démontrer la troisième des propositions suivantes

(qui seront démontrées conjointement par récurrence sur r) ; dans ce qui suit

5Î = ( X - r ) ^ /a/ est un germe de variété réticulée, et j : X ^—>' (CxX = X'

désigne le plongement canonique :

Proposition I : Soit M un système différentiel sur X , ayant pour variété caracté-

ristique U T* X, et vérifiant la condition iii) ; alors ^«^(a) .
G \ x

Proposition II : Soit ^VVLTÏ système différentiel sur X' = CxX, à support contenu

dans X = OxX, ayant pour variété caractéristique LJ T X * , et vérifiant la
a/' Ô

condition iii) ; alors ̂ est isomorphe à ^yjyi = | ^ =

= Q /2 (x , x , D - a , . . . , x D -a , D , . . . , D ) .
X' X' o 1 x^ 1 r \ r +̂1 ^

v
Proposition III : Soit ĉ un système microdifférentiel sur X' = (TxX défini au voisi-

nage de T X' - T X ' , ayant pour variété caractéristique U T* X ' , et vérifiant
x x 0 \
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la condition iii) ; alors ^'est isomorphe à

D6 A = ^ f^ '< .^X« ^x ^ ^ ^ ^ - " l - — — ^ ^ - ̂x^ X I X o ./j x X X o x^ l x^ l r ^

D , . . . , D ) .
^+1 ^

Schéma de récurrence : Au n° 8.2 nous démontrerons 1 dans un cas particulier. Puis

nous démontrerons dans le cas général les implications

^ ^ "r et '"r ? \ et "r =" ^l-

La récurrence peut partir de 1 , qui est bien connu (cf. par exemple [lôj Prop. 1 0 . 3 ) ,

II et III sont d'ailleurs également bien connus : III est le théorème d'unicité
o o °

des systèmes microdifférentiels à caractéristique simple, déjà cité.

•Le^ démo»z6-Unt^o)z6 qu>i 4m.ve»z< ^ovit b^Lôée^ -ÔUA i^ h.^uJUjcU^ ge.n^Laiiy. de. /<ci& hÀ^oAo.

Oyt ai. [9] []0\ [ 1 2 ] 4t^L !i<^ '^y^tm^ hoionom^& à ^nQUitoA^t^ ^gaLi^^ ".

M. Ko-6/uwaAn. noLLô CL mon^A.^ comm^yU. c.o^u,g^A. une. ^ouite. d'eme, p^omi.^e. ue/Lô/con,

^ c-ormie.»^ ^^npii^eA notabiwe.yit ceAtcLinu pa/^tiu de, ta. àmoY^t^tion.

8 1. Une construction générale (inspirée de [ÏOJ , Appendice A ) .

, Y
Pour tout ^-module M , on notera $^5 = ^ son image directe par

X •J ^
l'inclusion j : X <—^ X' , considérée comme ^.-Module (<^. désigne le faisceau

des opérateurs microdifférentiels considéré comme faisceau sur T X * tout entier).
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Le ^.-Module, restriction de ^ ̂  a la section nulle de T*X', sera noté

^{M = j ^ (dans toute la suite nous prendrons la précaution - que nous n'avons
h

pas prise jusqu'ici - de distinguer dans les notations l'image directe microdiffé-

rentielle^ notée ( , de l'image directe différentielle, notée \ ) .

On notera en particulier '

V y y y y.

•y= ^{^) = ^./^^o ; clest un <^,-Module (cohérent) à gauche, et un Q) -Module

(cohérent) à droite, et l'on a pour tout ^-Module M

Ïi^ = J^a ï~1^

ïr"1^)
< ^

où 7T est la projection canonique de T X' sur X.

Par conséquent, si^ est donné par une présentation

^ A, ^ ̂  ^ ̂  o,

on a une suite exacte

(*) ^ _?-, ^q -^ îf^) -^ o,
II
r̂

y
où A est une matrice pxq à coefficients dans S) (dont les éléments agissent sur ^

»' v
par multiplication à droite). Inversement tout € ,-Module ./V admettant une "présen-

v v
tation" de la forme (*) est évidemment de la forme ^V= <î> C^5 , et on "récupère" alors

^
M a partir de ^Vçar la formule

J^= ^(^ = ^Jfoiii. (^^,
°X'

où j : X<-—>T*X' est l'inclusion évidente.

v
Nous allons chercher à caractériser de tels ̂ , d'abord localement au voisinage

de la section nulle de T X ' (c.à.d. comme Ql ,-Modules), ensuite microlocalement au

voisinage de T X ' - T , X ' . •
————"~"—~~~~——' X X
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8 . 1 . 1 . : au voisinage de la section nulle.

Proposition : Pour qu'un Q) ,-Module cohérent ^V soit localement de la forme^k= $ C^—————.—— ^ ———————————————————.—,——.———,———————.—_—

il faut et il suffit que son support soit inclus dans X.

Preuve : Si ^ est à support dans X chacun de ses éléments est annulé par une puissan-

ce de x , de sorte que c^est un quotient d^ne somme directe de modules de la forme

2 ,/9 . x"1. Or on a le
X X o

Lemme : ^./^.x^^ , où ^ = %./^. V

En effet, on a une suite exacte

o _^^,/^,^-i -^ ^,/^, ̂  —, Q^/a^ —> o
II
^

d'où le lemme se déduit immédiatement par récurrence sur m en remarquant que

<^xt ^,^} = 0 (en effet comme ^est le quotient de l'anneau de base par l'idéal prin-

cipal ^ ,x on a <^xt. {.^^ =JS^7x ^', qui est nul car le générateur canonique u de -Sf

vérifie la relation u = -x D u ) .
o

Grâce au lemme ci-dessus, nous savons donc que ^V est un quotient de copies de .Sf.

En réappliquant le même raisonnement au noyau de l'homomorphismej^f—> ^—> 0

ainsi obtenu on obtient une suite exacte.^* —> ^ —> ^V —> 0 où A est

un homomorphisme de Q) ,-Modules à gauche. Or tout élément de -^s'écrit de façon unique

sous la forme P(x,D ,D )u , où P est un opérateur différentiel ne dépendant pas de
o

x . L'homomorphisme A transforme donc chacun des générateurs (0,...,u ,...0) deJ^"

en un q-uple d'éléments de la forme (P (x,D ,D^ )u^,...,P (x,D^,D^ )u^), avec pour
o _ o

tout i = l,2,...,q x P . u =0, de sorte que [x ,P.J = 0, ce qui veut dire que P.

ne dépend pas de D . L'homomorphisme A est donc bien donné par une matrice à coeffi-
o

cients dans Ql , ce qu'il fallait démontrer.
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8.1.2. : au voisinage du fibre conormal T*X' - T*,X'.

^ v
Proposition : Pour qu'un ^.-Module cohérent jV, défini au voisinage de

A = T*X' - T* X ' , soit microlocalement de la forme ĵ = Ïi^) il faut

et il suffit qu'il vérifie les deux conditions suivantes :
v

Condition de support : La variété caractéristique de ^Vest incluse dans

la variété involutive

V = {(x^,x,^,Ç) £ T^X' - T^.X" | x^ = 0}
•^

Condition de monodromie : ̂ est a singularité régulière le long de V

(au voisinage de A ) , et sa monodromie le long de V est égale à l'iden-

tité.

La démonstration de cette proposition est donnée dans l'Appendice A de ["lo] , Propo-

sitions A5 et A6. Elle fait intervenir de façon cruciale les principaux résultats

de [l2] , où est définie la notion de "monodromie d'un système microdifférentiel à

singularité régulière le long d'une variété involutive" ( | l2[ , thm 3 .8 ) .

8.2. Preuve de 1 , dans le cas où les opérateurs de multiolication à————————————————— ^' ————————————————————————£-—————————————————————^————————————

gauche par x , , . . . , x dans ^sont injectifs.———————— ^ ^ ——— ———

Commençons par remarquer que toute connexion méromorphe de rang 1 , à singularité

régulière, ayant pour lieu polaire le diviseur x, . . .x =0 , est isomorphe à

a a (a ,... ,a ) a a
G) [—,...,—r! x ...x , qui est isomorphe à (9 =^ x ...x

si l'on a pris soin de choisir tous les a. dans Œ-fN (la monodromie de la connexion
2-iïia 1 2'iïia

est caractérisée par r nombres e ,.. . , e / d e sorte que les a ,.. . ,a ne

sont définis que mod. Z ; on utilise alors un résultat général de Deliçne selon

lequel les connexions méromorphes à singularité régulière sont caractérisées par

leur raonodroroie).

Soit maintenant ̂ f un système différentiel vérifiant 1 . Etant à caractéristique

simple aux points génériques de chaque composante de sa variété caractéristique, il

est àsingularité régulière, et il en est de même d'après (j.o] de son localisé

Miy^ v = ^ [—/ . .. /—j S,^ J^f. On conclut en appliquant la remarque ci-dessus
1 " ' " r 1 r Sî

62



GAUSS-MANIN RETICULES

a ce localisé (dans lequel^ s'injecte par hypothèse), et,en remarquant qu'une con-

nexion du type ci-dessus n ' a pas d'autre sous-^-Modules que les connexions du

même type obtenues en "oubliant" certaines des composantes singulières X . pour

lesquelles a. 6 2.
8 . 3 . Preuve de l'implication 1 ==> II .

Si ̂  vérifie les hypothèses de II , on sait grâce à 8 . 1 . 1 qu'il est de la forme

^V'= ^{M - De plus on vérifie immédiatement que ^= ^{M vérifie les hypothèses

de 1 . D'après 1 , on a donc ^f^'0 , d.e sorte quer r X

.^^"'i = A .
8.4. Preuve de l'implication 1 ==> III .

Si ^vérifie les hypothèses III il est à singularité régulière.

Soit T : ̂ 5 son automorphisme de "monodromie le long de V" (cf. [li] thm. 3.8) .

Tout le problème est de démontrer le

Lemme : T est 1'automorphisme de multiplication par une constante non nulle.

-2TTi B
En effet si le lemme est vrai on peut écrire T = e 4L^ où R e c , et le

— R ^système D~ ^V a une monodromie le long de V égale à l'identité. Il vérifie donc
xo -Bles hypothèses de la Proposition 8 .1 .2 , de sorte qu'on peut écrire D^ .̂ = <î>U^ ,

o
où M = ^(D"' ^) vérifie les hypothèses 1 . On a donc ̂ //= 0^ , et

v o y /°\ —

jV= D- ^((P a ) , ce qui démontre III .x X r
o —

o v
Preuve du Lemme : Sur un ouvert dense A de chaque composante A ,^ est à carac-

o
téristique simple donc T.|A = c^, c ^6Œ (les systèmes à caractéristique simple

n'ont pas d'automorphismes autres que constants). Si l'on démontre que c - c indé-

pendant de 0 on aura gagné, car le noyau et le conoyau de 1'homomorphisme T - c 4L,

seront des systèmes microdifférentiels à supports de dimension inférieure à celle de

X ' , donc vides. Tout se ramène donc à montrer que c = c pour tout couple

(CT ,0, ) de .sommets consécutifs du cube (composantes^. ,A_ en interaction). Pla-

çons nous en un point générique de l'intersection A n A , et supposons c i- c .
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En un point générique de A^ [œsp.A^ ] on a Ker (1\.-c fl ) =^[resp.o] ,

Ker(T -c 1 1 ) = 0 [resp.^J , de sorte que 1'homomorphisme

Ker(T -c ^L ) ® Ker (T -c j[_) ——>• ^" est un isomorphisme presque partout, donc

partout, ce qui contredit l'hypothèse d'interaction analytique.

8.5. Preuve de l'implication 1 , II =» l

Notons X * l'espace X' réticulé par les r+1 coordonnées x , x ,...,x , et soit

^un ^.-Module cohérent à support U T * X ' , vérifiant les hypothèses
oe^(i^) ^

Ir+i' Considérons dans ^les opérateurs de multiplication à gauche par x ,x ,...,x

Si tous sont injectifs on sait déjà que 1 est vrai (n° 8.2).

Sinon on peut supposer que l'opérateur x n'est pas injectif.

Considérons alors la suite exacte courte

0 — — > j V — — > ^ — — > ^ — — > 0

où ^V= I. ^^sous-module des sections à support dans (x ==0)). En microlocalisant
o

cette suite exacte aux points génériques de chaque composante de la variété caractéris-

tique on voit facilement que^ doit vérifier les ' hypothèses 1 , étales hypothèses II .

D'après l'hypothèse de récurrence^ la suite exacte ci-dessus s'écrit donc

0) o ^^,__^——^-^o,

et il s'agit d'une extension non triviale (sinon il n'y aurait pas d'interactions

analytiques dansc^'entre les composantes T , X ' pour lesquelles 0 Ï 0 et celles
"0

pour lesquelles (J 3 0).

Il s'agit maintenant de montrer qu'une extension non triviale de la forme (i)

est nécessairement isomorphe à l'extension

(iD o ——> âS^. ——> t?'?'"' ——> ff^ ——> o.
A j A A <LXA

En notant u le générateur canonique de 0 , solution générique des équations

P^u = ... - P^u = 0. où P^ D^-»i>...,Pr = ̂  D^, Pr+l"0^"--'^ = \'

64



GAUSS-MANÎN RETICULES

les générateurs canoniques des trois modules de la suite (ii) sont respectivement

^x ) ^o- "(x ) auof 1 &uof
0 0

où <5 / ^ ) peut s'interpréter comme la distribution de Dirac portée par x =0, et

"(x ) comme la "distribution de Heaviside" ; la flèche de gauche est définie par
o

^X^)'8 "0 ——* \ "(X^) a "0' et celle de droite P" "(X ) a "0 '——» 1 B "0-

Pour montrer que l'extension ( i ) est isomorphe à l'extension (ii) il suffira

d'après le lemme des cinq de construire un homomorphisme de la seconde vers la

première égal à l'identité sur les deux termes extrêmes, c . à . d . de trouver dans M

un élément ù, solution des mêmes équations que H . O u , c . à . d .
o

x D ù = 0, P u = . . . = P u = 0, et tel que
o

D ù = ô , , B u , À ( ù ) = l B u .x (x ) o oo o
Commençons par choisir dans M un élément quelconque u tel que X ( u ) = 1 B u , et

posons v = D u : v est un élément de Ker X qui vérifie la propriété
o

(*) Vi = 1 , 2 , . . . , N , P . v = 0.

Or un calcul direct dans Ker X = C\D ] 6 B ^(a)

^o - o 7 Q , "
montre que tout élément v 6 Ker À vérifiant (*) est de, la forme

v = c 6 . , B u + D v ' , c € C , v ' e Ker X .(x ) o x /
0 0

En remplaçant u par ù = u-v' on a encore

À ( ù ) = 1 B u , mais D ù = c ô . . B u .

On en déduit que D P . ù = P . D ù = c 6 B P . u = 0 , donc P . ù == 0 car
xo 1 i ^o o

l'opérateur D est injectif dans Ker X qui contient P . ù .
o

Si la constante c était nulle, ù serait annulé par tous les opérateurs qui annulent

1 B u , et définirait donc une section de À , contrairement à l'hypothèse que 1'ex-o
tension ( i ) n'est pas triviale. Donc c^O, et en remplaçant ù par — on obtient

un élément délayant toutes les propriétés cherchées.
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A P P E N D I C E Al

CONSTRUCTION D ' U N MODELE DISTINGUÉ UNIVERSEL POUR r = 2 .

Proposition : La famille distinguée

Preuve

( ^= of ^1 = z\' ^2 = z^ ^12 = (^u2) (z^+z^) + 2u /1+u2 z^ z^)

est un modèle distingué universel pour les "carrés réguliers" (familles

2-cubiques régulières) de fonctions (cf. n° 3.4 : on prend ici

U = {u e Œ | u^fi}).

Cl;

Donnons des noms aux arêtes du carré

Soit (9^(x))^^. un "carré régulier" de fonctions et soient x , x ,

x ,, y. ç. <î{-x} les fonctions qui lui sont associées d'après 3.3 i) . On a

w \ +x^ =x^ +x^ -W^ 7

de sorte que

^a. + ̂ ) ^a, - ̂  ) = ^a' + ̂  ̂  - V^

Comme x et x ont leurs différentielles linéairement indépendantes (propriété
1 2

3 . 3 . i i ) ) , le membre de-gauche de l'égalité ci-dessus admet ses deux parenthèses comme

facteurs irréductibles. Il en est donc de même du membre de droite, de sorte qu'en

choisissant convenablement les arguments de x , , x , (dont seuls les carrés sont •

déterminés par 3 . 3 i ) ) on peut supposer que

(x , + x , ) = s. (x , + x ) , (x , - x , ) = —. (x - x ) ,
° ; "2 °1 °2 "1 "2 s °1 °2

où s est un élément inversible de < c { x } . On en tire

(**) | x , = t x + u x' a[ ^ . a^

X , = U X + t X
°2 °1 °2

où t = y(s-l—) , u = — (s—) , de sorte que t -u = 1 .
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De plus, la propriété 3.3. ii) implique que t doit être inversible.

En substituant (**) dans (*) on trouve

2 2 2 /——2~"
g^(x) = (1+u ) (x + x ) + 2u /1+u x xiz o^ a^ a^ a^

où u ç c{x} est un germe de fonction tel que u(0) ^ ±i.

La proposition est ainsi démontrée.

67



N . TIEN DAÎf N . H U U DUC et f. PHAM

APPENDICE A2

Le but de cet appendice est de construire une solution universelle au problème

suivant :

trouver, pour r ^ 3, tous les r-uples de fonctions analytiques

(s^ G 0; {x^x^,...,x^} )^ ^ ^ vérifiant la propriété

(*) s^ - x^ = s^ - x^ = ... = s^ - x^ (avec s^(0) = 0).

7f '-
Ce problème a été résolu indépendamment par Joël BRIANCON et NGUYEN TIEN DAI par deux mé-

thodes différentes (aussi compliquées l'une que l'autre). La méthode exposée ci-dessous

est celle de DAI, mais la démonstration de la convergence utilise des idées de

BRIANCON.

— 2
LemmeO : Si (s . ) vérifie (*), s. = + x. mod. (x) . Nous supposerons désormais
————•——— 1 3 - 1 .

que s.=x. mod.(x) (remarquons que la propriété (*) est invariante par les transfor-

mations s . t—^ ± s. ) .

Lemme 1 : 5^ ( s . ) est choisi comme dans le lemme 0,

• 3 v € ( C : s . = x . + v H x. mod (x) .
1 x j^i 3

Ces deux lemmes se vérifient defaçon immédiate : on écrit s. = Z a_ x_ mod. (x) ,

et en regardant la partie quadratique des relations (*) on trouve a = 1 , a_ = 0

pour j ^ i, c.à.d. le lemme 0 ; on démontre ensuite le lerome 1 en comparant les for-

2 2
mes initiales de s.-x..

1. Construction formelle d'une solution quasihomogène de (*) dépendant

d'un paramètre v.

Théorème 1 : Le système (*) admet une solution formelle de la forme

s, = ^ \W v^ C[x^...^][[v]]
k=0

où ^~S est un polynôme homogène en x = (x^,.. . ,x^) de degré l+k(r-2), avec

"S = x .o i

181 = A^= - B^'B ( x ) =x l X 2••• x r•
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1 . 1 . Construction de S .

Soit pour fixer les idées i=l :

s^ = x^ + v x^...x^ + v S (x) mod. (v)3.

s^-x^ = 2v x^ x^...x^ + v^x2..^2 + 2x^ ̂  (x) ) mod. (v)3.

On obtiendra donc une solution de (*) mod. (v) en posant

1 x! r 2 2 ^2 2 x!
S (x) = — £ x x ,...x,...x, = — A . ( x . , . . . , x )

2 3* r-^'^'
J=2

i i
et de même S (x) = — A _ (x ,...,x.,...,x ),

où 1'on a posé A , (x . ,...,x. ) =
:L! "p 0 C{i- . . . , i }

1 P

J € 0
xj•

Remarque : Evidemment

A^,(x^,x^... ,x^) -A^.(x^,...,x^ + x^ A^,_^(x^... ,x^ ,

de sorte qu'en posant x = (x ,x» , . . . ,x ) on a

^r '̂12" " ,^ = A
r-2^

2
- x! (A^^(x). - ... -

- ^(A!
(x)-x^ ) ) ...)

1 .2 . Lemme : On considère les fonctions impaires d'une variable z, dépendant

des paramètres A = (A ,A , . . . ,A _ ) £ (^"^et B G C :

S (A,B,z) = z •

S ^ ( A , B , z ) = ^

S^(A,B,zI = |-(A^_^-z2(A^_^-. . . -z2(A^-z2)) . . . )

Alors il existe une et une seule suite de polynômes

S (A,B,z), S (A,B,z).,... G <c[A,B,z],

impairs en z, tels que la série formelle

S(A,B,z;v) = Z S, (A,3,2)^
k=0 k

ait la propriété suivante :

dans le développement de S(A,B,z;v) en puissances de v, les coefficients de

3 4v ,v , etc... sont indépendants de z.
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k 2
Preuve : Pour k .̂ 3, le coefficient de v - dans S(A,B,z;v) s'écrit

k-1
2z S, (A.B.z) + H, ( A , B , z ) , où H, (A,B,z) = Z S ( , ( A , B , Z ) S, p ( A , B , z ) .

K K K Q_, X> K"A/

Dans le membre de droite de l'expression de H , tous les Sç , S, «peuvent être

B
supposés polynomiaux par hypothèse de récurrence, à l'exception de S - — 7

mais S est multiplié par S qui est divisible par z (car impair en z, toujours
1 k"~ l ;

par hypothèse de récurrence). Par conséquent H, est un polynôme pair en z, et

la seule façon d'obtenir la propriété cherchée est de prendre pour S le quotient

de la division euclidienne de H par -2z.

1.3 . Preuve du théorème 1 : II résulte de la preuve du lemme 1 .2 que si l'on

donne à z le poids 1, à B le poids r, et à (A ,A ,... ,A^_^) les poids respectifs

2,4,.. . ,2(r-2), le polynôme S est quasihomogène en A, B, z de poids l+k(r-2).
k

Posons

^S, (x) = S , ( A ( x ) , B(x) , x )
K K 1

où A(x) = (A (x) , . . . , .A .,(x)) et B(x) sont les polynômes homogènes symétriques

définis au n°l.l. Il est clair d'après 1 . 1 et 1 . 2 que le, r-uple de séries formelles.
f

00 • • • .

^(x/v) = Z ^S (x) v1^
k=0 .

vérifie bien

W C1^'^!2 - ̂  = ... = Cste,v)12 - x^.

2. Universalité de la solution de 1.

Théorème 2 : Pour toute solution formelle (s^ £ Œ^[x^ . ../xJJ ) j^ ̂  .. .,r dê-

(*), il existe une série formelle unique v(x) € Œ[~[x^ .. . ,x^]J telle que
00

s. (x) = ^ (x /v tx ) ) = E ^S (x) v (x) .
1 k=0 k

Remarque préliminaire (évidente) : Le jet d'ordre ^+r-l de "S(x,v(x)) ne dépend

que du jet d'ordre ï, de v(x) .

Cette remarque permet de construire la série formelle v(x) de proche en proche,

par récurrence sur À . Supposons, par hypothèse de récurrence, que l'on sache

construire un polynôme v(x) de degré .̂ S.-1 tel que
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s^(x) = ^(x/vtx)) mod. (x)^2""1

(c'est vrai pour À=l d'après le lemme 1 ) .

Tout le problème est de construire un polynôme
r\,

v(x) = v(x) + v(x^ p ,

où v ( x ) ç est homogène de degré î, , tel que

s^(x) = ^(x.vîx)) mod.tx)^.

Or la partie homogène d'ordre Ur-1 de ^ (x /v tx ) ) s'écrit

. -fêJ
^vtxn^.^^xl.vtx)^ E S^.v'^^,^

(pour toute fonction $(x) , on note ^(x),, sa partie homogène de degré 9. ) .

On a donc

^ ( x ^ v î x ) ) = ^(x^x)) + ̂  (x) .v(x)^ mod. (x)^^.

D'autre part on peut écrire

s. (x) = ^(x^x)) + CT. (x) mod. (x) +r

où C T . ( x ) est homogène de degré A+r-1 ; compte tenu de la relation

^(x^x)) = x^ mod . (x ) 2 , on en tire s^ (x) = [^-S (x,y(x) )']2 + 2x. ( 7 . ( x ) mod. (x) ̂ +r+l.

2
En soustrayant x. des deux membres de cette égalité on en déduit que x. 0. (x) est

(un polynôme homogène) indépendant de i. Il existe donc un polynôme unique v ( x ) p

(de degré ^ ) tel que O . ( x ) = ( II x . ) .v(x^ = ^S, (x ) . v ( x ) n , ce qui démontre
i j^i 3 " 1 "

le théorème.

3. Convergence des constructions précédentes.

Théorème 3 : Pour tout v 6 (E la série formelle S ( A , B , z ; v ) du lemme 1.2 converge

absolument pourvu que | i A | | , [ B | , | z | soient assez petits.
00

i i kII résulte de ce théorème que la série formelle S(x,v) = £ S (x) v du théorème

1 converge pour tout v £ (E (à condition que x soit dans un polydisque assez petit,

dépendant de v ) . De même la série formelle v (x ) du théorème 2 est en fait dans
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c{x , . . . ,x } , d'après le théorème de M. Artin selon lequel tout système d'équations

analytiques admettant une solution formelle admet une solution convergente (de sorte

que l'unicité de la solution formelle implique sa convergence).

Preuve du théorème 3. On peut écrire S(A,B,z;v) sous la forme

S = z + — + z (A (Ç )v + U(Ç,v)v ), où l'on a posé

Ç = z2, A (Ç ) = 1-(A - Ç(A . -...- Ç ( A - Ç ) ) . . .) , et où la "fonction inconnue"

U(Ç,v) e C [A,B,ç] [[v]] est définie par la condition que le quotient de la division

2 3euclidienne de S par v soit indépendant de Ç . Ce quotient s'écrit

(3.0) Çl^v3 + 2Ç AUv2 + (ÇA2 + 2BU)v + (2Ç U + 2BA) .

En retranchant de (3.0) sa valeur pour Ç=0 on trouve après division par Ç :

• 5 9 ^ ? '\i9. f^
(3.1) V U + 2(l+Av )U + A v + 2B(S(A+UV) = 0

où l'on a noté, pour toute fonction $(Ç,v) ,

., $(Ç,v) - ^>(0,v)
Ô<P = ——————-——————

Le problème est de démontrer que la solution formelle U de cette équation (unique

d'après le lemme 1 .2 ) est convergente pour tout v, pourvu que | Ç[ , [a ] soient assez

petits, ainsi que les coefficients du polynôme A. Comme cette solution est quasihomo-

gène (avec des poids de signes opposés pour v d'une part, Ç, B, A d'autre part)

il suffit de montrer la convergence de U en restriction à v=l. L'équation (3 .1 )

ainsi restreinte s'écrit

(3 .2) U2 + 2(1+A)U + A2^- 2B Ô(A+U) = 0.

En développant U en puissances de B :

U = U + U B + U^B +...

on voit que (3.2) équivaut formellement au système infini d'équations

U2 + 2(1+A)U + A2 = 0 => U - -A + ( A+2A - 1)
0 0 0

(1+A+U^)U^ + <S(A+U^) = 0

^•^ (1+A+U )U. + U2 + 6 U, = 0
0 2 1 1

^
+A+(l+A+U^ + ^ U^ U^ + S U^ = 0
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d'où l'on tire immédiatement les U^ par récurrence.

Choisissons les coefficients du polynôme A assez petits pour que

| IA+U I I .̂ ^-. Si par 1 1 1 1 on désigne la "norme de Grauert"

(| |£ ^ ^ 1 ] = Z|^ | P1^) / on a pour tout ^ ç. Œ{ç} l'inégalité évidente

| |5$ | | < 1 | | $ | 1 compte tenu du fait que [ |1+A+U [ | > -^, on tire ainsi
i i ' i p ~ ~ p p o p z

des équations (3.3) les majorations

ll"kl Ip'-Y ^1,2,...

où les nombres positifs u sont définis par les relations de récurrence

ul = ^ k-1

uk = 2 ^1 ̂  "^ + ~^ '

Pour achever la démonstration du théorème il suffit de montrer que la série entière
00

u = Z u B1^ est convergente, ce qui est évident car elle est solution de l'équation
k=l k

du second degré

u^u2^^ .

4. Version "avec paramètres" des constructions précédentes.

Soit ( s . ) un r-uple de fonctions analytiques vérifiant (*) et dépendant analytiquement

de paramètres t = (t , t , . . . , t ) . Pout chaque valeur de t, la construction 2 définit

une suite de polynômes homogènes en x, que nous noterons v ( x , t ) ^ au lieu de v ^ ^

( î, est le degré d'homogénéité en x ) . En relisant la démonstration du théorème 2 on

voit que les coefficients de ces polynômes dépendent analyticmement de t. De plus

le théorème 3 nous permet d'affirmer que pour tout t fixé la série Z v ( x , t ) ^ est

dans C { x } . Ces deux remarques impliquent que cette série définit une fonction v ( x , t )

analytique par rapport à l'ensemble des variables ( x , t ) , ce qui démontre le "lemme-clef"

du n° 5 . 4 .

73



N . TIEN DAI, N . H U U DUC et F . PHAM

A P P E N D I C E B

IMAGES D I R E C T E S ET T R A N S F O R M A T I O N S DE CONTACT Q U A N T I F I E E S .

BO | On note 6 la direction du vecteur cotangent dx à l'origine de Cxl:11 9 (x , x , , . . . , x ) .| o o 1 n

Soit k € C {x,,...,x , y,,...,y } une fonction telle que

.2
dk(0) = 0, dét(-.————— (0)) ^ 0.

^i ^j

i) Cette fonction définit dans P ((Cxd ) un germe en 9 de transformation de contact
y

quantifiée notée Q , dont le co-graphe est le fibre conormal à 1'hypersurface

{ ( x ^ , x 7 y^,y) <c (CxC")2 | y^ - x^ - k (x ,y ) = 0}

et dont le noyau est ô , , , B dx dx.(y^-x^-k(x,y)) o

ii) Pour tout germe en 9 de système microdifférentiel M , on a

^,J^) = I TT ̂  (image directe non caractéristique)

où TT et K sont les applications notées sur le diagramme

n TT n n K nC x C -^——• C x (C x (C -——^— C x <C
x^ x x^ x y y^ y

II
x +k(x ,y )

Preuve : i) est un résultat classique (cf. SKK [j.9^] , theorem 3 .3 .3 ) .

Par ailleurs, on vérifie sans peine que K est non caractéristique pour tout ensemble

V C P (ŒxŒ x(C ) contenu dans la sous-variété involutive r | , = . . . = r i = 0 ,

de sorte que l'intégrale dans ii) définit bien un germe de système microdifférentiel.

ii) affirme l'égalité de

K, {4t = {S (S, , / ,, a dx dx) a. 4(ôk V^o^ (v^-k(x,y)) o ^ ^
o

| -iï*^ = {g ô , . ,, B dx dx dy) B,. ïï* M
k ^^o'7 ^a-^-^'y^ 0 <^x,y

II suffira de la vérifier dans le cas oùj^= g , autrement dit - en posant
o'
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^ = ê ô / . ,, - de montrer 1'égalité
x ,x,y ,y (y -x -k(x,y))
0 0 0 0

.yt/B d^dx = (^ B dx^ dx dy) B ^ ̂  .
Se ,x x ,x,y x ,x,y o

0 0 0

En fait, cette égalité est vraie pour tout S -module à gauche ^V, etx^.x.y

signifie la commutativité du diagramme de foncteurs suivants :

(D

où ( 1 ) [resp. (1 ) ' "J est le foncteur qui change les ^ [resp. ô \-modules
i- -i ^o'^'7 o'

a gauche en modules à droite, tandis que (2) [resp. (2 ) - ] est le foncteur de

"restriction des scalaires" à gauche [resp. à droite^ pour l'inclusion d'anneaux

x ,x x ,x,yo o -

Bl : (version relative du résultat BO)

9 est maintenant la direction du vecteur cotangent dx à l'origine de

(Ex^xO^ 3 (x ,x,t), x=(x ,.. . ,x^) , t = (t^,...,t ).

k € (C{x ,. . . ,x , y, ,. . . ,y , t, ,. . . ,t } est une fonction telle que

A
dk(0) = 0 , dét (-————-—(0)) ^ 0.

^i 9^

i) Enoncé analogue au précédent mais dans P ((ExO^x^) . Le cographe de fl^ est

le fibre conormal à la sous-variété

{ ( x ^ , x , t ; y^y,t ' ) | y^-x^-k(x,y,t) = t - f = 0}

de codimension q+1. Le noyau est /
q

S^-Mx^t) ^ \^^ 8 dx, dx dt

ii) Enoncé analogue au précédent pour les applications

^ x C" x 0e1 ———— î x Œ" x Œ" x ̂  ——- C x Œ" x ̂

x, x t x, x y t y, y t

x +k(x,y, t )

Preuve : identique à celle de BO.
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APPENDICE C

TRIVIALITÉ DES DÉPLOIE 1VENTS DE RÉSEAUX HOLONOIVES

par

r^ «

Nguyên tu' Cu'dng

§ 0 NOTATIONS ET-IER1VŒNOLOGIE.

X = r es! muni des coordonnées x = (x , x^ . , , , x ) , On
•%• , , •%•se place au point x = [ 0 , dx J de son fibre cotangent projectif P X ,

dont les fibres sont munies des coordonnées ( ^ , , . . , , Tl } » avec '\\. = Ç-/Ç

(où Ç , ç / i , • • • , ç sont les coordonnées de l'espace vectoriel cotangent),

La base des déploiements sera un germe de variété Z , muni des
coordonnées z= ( z . , , . . , z ) . On note X = X x Z , et on se place au

point x = ( 0 , 0 ; dx ) de P X ,

On note & , & [resp. f0 , &' 1 les anneaux des germes
o o

d'opérateurs microdifférentiels d'ordre fini [resp. d'ordre 0 l

On se donne sur X un germe de système microdifférentiel holonome

M muni d'un réseau R , c . à . d , un sous g1 ' " m o d u l e noethérien de M

engendrant M sur (? (se donner un réseau équivaut à se donner une

bonne filtration, dont ce réseau serait le terme d'ordre 0) . Le "symbole"
1

du réseau est défini par < j ( R ) = R/D^ R .
o

Les réseaux seront toujours supposés "plats" , c . à . d , que leurs

symboles seront des 0 -modules de Cohen Macauley (cf. [ P ? " ] ) •
P X

En considérant X = X x (0} comme sous-variété de X , on suppose que le

plongement X C___^X est non caractéristique pour M . L'image réciproque

de M par ce plongement est alors un f- — système holonome noté M :
"o °
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M = M/Z,M + ... + Z M ,n 1 p0 - •"^l"

muni du réseau

"o - R/z^+ - - • +zpR -

Ce réseau R^ est plat, de symbole crt^) = aW/[^^ . . . » z ) (cf. [P^]) .
Nous dirons que R est un déploiement du réseau plat R
Cette notion de déploiement coïncide, pour tout réseau holonome plat R ,
avec celle introduite au n° 7,0 ,

Nous noterons P^(X/Z) = Z x P̂ X , 'P^X = P*X - P* X , eto /\
* * 0

P : 'P X —> P (X/Z) la projection canonique,
V désigne la variété caractéristique de M , V celle de M ,

V -, l'image de cette dernière par P , V , peut être considérée comme
une déformation de V de base Z , à fibres holonomes, et V est appelée
un déploiement de V ,

Pour les déploiements (de réseaux, d'ensembles analytiques holonomes,.,.)

on distinguera les notions de

déploiement trivial (M [resp. V] est déduit de M [resp. V ] par un
changement de base F : X -» X , où F est une rétraction
quelconque)

déploiement constant (cas particulier où l'on a choisi pour F la rétraction
canonique) .

§ 1 ÉNONCÉ DES RÉSULTATS.

THÉORÈME 1 . - Soit R un déploiement du réseau plat R , de base Z .
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
i) R est un déploiement constant
ii) R est stable sous l'action de D , . . . , D

l̂ z?
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Remarque 1 •

On peut choisir les coordonnées sur X de façon que

(Tt '» x') = ('n-i» • - - » \ » x^'!» • - - » x^ soit un système de paramètres

sur V • Alors (^', x' , z) sera un système de paramètres sur V ,

Notons 6' [resp. g* j le sous—anneau [ c o minutât if, noethérien)
r •» 0 r •\

de 6' [resp. f0 j formé des germes d'opérateurs microdifférentiels
o

dont le symbole total ne dépend que de (ç , ̂  , x')[resp, ç .T^x^z] .Alors, d'après

le théorème de finitude de Boutet ([P/.3 §3) et l'hypothèse de platitude des réseaux,

R [resp, Ft'] sera un 6y [resp. 6y ] - module libre de rang fini k .
0 / U 1 \ 0 f }

Soit u =( î l une base de R sur & 1 1 ' , Alors il existe des matrices
V /\^/
i kcarrées B , ..., B déterminées sans ambiguïté, d'ordre k à coefficients

dans D &' , telles queo À

(D - B^u = ... = (D - B^u = 0
z/! P

La condition ii) du théorème équivaut alors à la suivante :

iti) cr^B1) = ..- = o/iC^) = 0 , où a/, désigne le symbole d'ordre 1

(et où pour B = (B. .) on a noté CT^(B) = (c^(B^ ))) .

Remarque 2 .

En considérant R comme la fibre d'un faisceau cohérent Ç de

g^,07 - modules défini dans un voisinage ouvert connexe assez petit U c P X

•%•
du point x , on voit en appliquant le principe de prolongement analytique

aux fonctions o (B1) (analytiques sur Ll) que la condition iii) - et par

conséquent la condition ii) du théorème - n'a besoin d'être vérifiée qu'aux

points génériques de la variété caractéristique V de M .

Soit 1 un idéal de Q- . . . Nous dirons que le réseau R est
P X

saturé le long de l'idéal 1 si la condition suivante est vérifiée :
1 aW = 0
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En particulier si 1 est défini par

1 = I^= [f ç (^ 1 ^|V = 03
P X

la condition pour M d'admettre un réseau saturé le long de 1 est la

condition de "singularité régulière" (le long de V ) de Kashiwara-Oshima
(cf. [ K . O ] ) .

Le théorème 1 admet les corollaires suivants :

COROLLAIRE 1 . — Supposons que le réseau R soit saturé le long de
l'idéal I . . , Alors pour que R soit un déploiement constant
[resp. trivial] de R il faut et il suffit que V soit un
déploiement constant fresp. trivial] de V

Preuve . La nécessité étant évidente, montrons que la condition est suffisante,
D'après le théorème 1 , R sera un déploiement constant de R s'il est

saturé le long de l'idéal 1 = ( ç ^ " " 1 ) » - • - » Ç €~ 5 c ̂  -^ ^ou C-
P X

désigne la coordonnée cotangente associée à z . ) « Mais si V est un déploiement
constant de V , les champs de vecteurs —û— , . , , , —— sont tangentso ôz/i ôz

-1 —1 ^à V , de sorte que Ç̂ ç 1^ = . . . = ç ç^ \ •= 0 . Etant saturé le long
—1 —1de I,, , R sera donc bien saturé le long de l'idéal (ç-ç , • • • , C Ç ) •

COROLLAIRE 2 , — Supposons que le réseau (plat) R soit à caractéristique
simple aux points génériques de V • Alors si la variété caractéris-
tique V du déploiement R de R est un déploiement constant de V ,
R est un déploiement constant.

Preuve . D'après la remarque 2 il suffit de démontrer que le germe de réseau

R en un point générique y de V est saturé le long de l'idéal

(Ç/jÇ , . . . , C Ç ) . Or l'hypothèse de la "caractéristique simple" signifie

qu'on a un isomorphisme ot^ ) ̂  0\/ , d'où il résulte que
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o(Ry) / z^î + ... + 2p o(Ry) - (^y / z^ + ... + ZpOy .

Mais comme R est plat, o"[R } est un 0.. - module libre, de sorte que

^ ( R ) ^ °v y • D:lmme v est un déploiement constant de V on a

^1 1 V = • • - = ^11 v = o •

Par conséquent V est un germe en y de variété lisse, réduite, et l'on

a bien

(E^1, ..., ̂ \[^ = o .

Remarque 3 ,

Dans le corollaire 1 , on ne peut pas se dispenser de l'hypothèse de

saturation le long de l'idéal I.. .

Par exemple, considérons dans X = 0 ^ t ^ » ^ 1e réseau plat

R = e>(° '-'i + ^y ^ où u^ == XQr" et U2 ïs ZXQr' + xcr" ^S x (avec

a é. z) • ^ n'est pas saturé le long de l'idéal 1 = [rp } , et ce n'est

pas un déploiement constant bien que sa variété caractéristique V soit

un déploiement constant,

§ 2 DÉMONSTRATION DU THÊORÊl̂ E 1 .

L'implication i) aas> ii) est évidente. Pour la réciproque nous

aurons besoin du

LEMhE . - (Comparer à [B ] , Prop. 12.6) .

Soient B , • • • , B les matrices de la remarque 1 , supposées

vérifier la condition iii). Alors il existe une matrice inversible

P à coefficients dans F " » solution du système différentiel

(1 )

à£ .n1,B P , i - 1,...,P
ôz!

.̂0 = I
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Preuve , De la relation D 0 u = D D u on tire
———— z! ^ ^ z!

r81 '^ + 1 ^ - H ? = 0 • it j = 1 T - ï p -
Ces relations sont justement les relations de compatibilité du système

d'équations aux dérivées partielles (1 ) , Elles nous permettent donc de

nous ramener, par récurrence sur p , à ne traiter que le cas p = 1 •
A

Posons pour simplifier B = B , comme par hypothèse o<i(B) = 0 la matrice

B est à coefficients dans &' • Ecrivons son développement
H r? ^H

B = B + B<D~ + B-D"" + ... et définissons la matrice H par r— = B ,
O l O t ^ O OZ» 0

II '
Hl = 0 . Alors A = e est une matrice inversible à coefficients

z/i^O
f ~\

dans &' » de plus on a

^ .^ e ^ B Aî  ^ o

Alors, en posant P = AQ on a

^ , à ^ Q + A ^ . B A Q + A ^ â
ôz^ ^z^ àz^ o ^

et BP = B AQ + (B- B^)AQ

II en résulte que le système ( 1 ) peut être résolu si l'on sait résoudre

le système

(2)
ë, - BÏQ

où B' = A'^B-B )A est à coefficients dans D^ & ^ V J . Il suffit donc

de démontrer le lemme dans le cas p = 1 , B^ = 0 . Alors la matrice
A 1^

P = 1 + P<D"" + P-D" + ... , où les matrices P, sont définies par récurrence
1 0 2 0 K• 'I 0

comme solutions uniques des équations
?P, ^1

[35 ^ = \ + L^ ^k-i ' k = 1'2'-S
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avec la condition initiale P, 1 „ , sera la solution formelle cherchée
K Z /l='•J

du système ( 1 ) . Montrons que cette matrice P est à coefficients dans

Si
ôP.^̂

 lcu , Si A est un polydisque de centre x , de rayon assez petit,

on a || —— |) ^ \\ P^ H (avec la notation II P^ \\^ = Sup \\ P^ U) .
1 A ^

D'autre part comme £' . est un anneau commutatif on a toujours

II^-I'IA ' " ̂  \ " ̂ -i "& •

De la relation (3) on tire donc

^ . ̂ < L, 1^ ̂ . . ̂  L 1^ ̂  .

00 ^ ̂  1 'Posons S ( y ) = Ŷ  —j~—^ y et définissons la fonction Y ( y ) par la

formule Y ( y ) = Y ( y ) S ( y ) + S(y5 . Comme S(y) est une fonction analytique
avec S[0) = 0 , d'après le théorème des fonctions implicites Y ( y ) est

V3' k
aussi analytique pour y assez petit . Soit Y ( y ) = ̂  â y son

développement de Taylor, en comparant les coefficients on trouve

k-1 \\ B^ \\ \\ B^ \\
\ = E if A ak-i + '~kT

i=1
" p,. 11 Y0- kII en résulte que a > —,-;—- , ce qui veut dire que la série ) ap.y

^ ll pk " A k kï=
est une série majorante de la série } —r-,—— Y

ks^l
Comme P est évidemment inversible, le lemme est démontré,

Preuve de l'implication iii) ===> i) •
En appliquant le lemme on trouve une matrice inversible P à coeffi-

cients dans fî  vérifiant ( l ) . Alors par le changement de base u = Pv

on trouve des matrices A , . . , , A" et B' , . . . , B'13 telles que R soit

donné par la présentation suivante
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(x. - A^v = 0 , j = 0,1, ..., r (A3 à coefficients dans fiy )

(D - A^v = 0 , k == r+1, ..., n ^k a coefficients dans D &"')

(D - B'^v = 0 , i = 1 , ..., p (B11 à coefficients dans D &'.IOJ)

où les B* sont donnés par la formule

B1 1 = P'VP - P"1 ^ = 0 , i = 1 , . . . , p
î

Alors en utilisant les relations de commutation x .D v = D x .v
3 z! z! J

(j = 0,1, ..., r et i = 1, ..., p) et D^D^ v = D^ D^v (k = r+1,..., n
i i <,

et i = 1, ,.,, p) on voit facilement que la propriété B' = , , ,= : B* = 0

implique que les matrices A , ..., A ne dépendent plus de z«, ..., z .

Donc R est un déploiement constant, et le théorème est démontré.
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