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Analyse non oonvexe \_1977. Pau] 7
Bull. Soc. math. France,
Memoire 60, 1979 . p. 7-24.

I_N_T R_0 D U C T 10 N

J.P. PENOT

Ptutot que de donner une definition formette de oe qu'est tfanalyse non-convexe

je voudrais dans oette introduction indiquer t^origine de t'idee de oe cottoque et
presenter ses tignes directrices.

Dans deux precedents cottoques tenus en France et consaores a 1 'analyse oon-

vexe (J-P. AUBIN (1974) , A. AUSLENDER ( 1 9 7 7 ) ) on a pu oonstater qu'une ten-

dance d deborder t'analyse convexe dans son cadre ou dans ses methodes se faisait

jour. It sembtait done que tes temps etaient murs pour que se tienne un oottoque

uniquement oonsacrS d ces debordementSs ce qui taissait suffisamment de champ fibre

aux speoiatistes de ta convexite. Le statut de 1'analyse non-convexe apparatt ainsi

comparable a oetui de I* analyse non-tineaire qui taisse encore ta part bette a.

t'analyse fonotionnelte linealro. It n'y a d'aitteurs pas de tigne de demarcation

bien traoee entre t1analyse non-tineaire et I1analyse non-oonvexe. Ce qui sembte

oonstituer ta specificity de t'analyse non-convexe, c'est te depassement de resut-

tats obtenus sous des hypotheses de convexite^ ou t 'analogic aveo des probtemes ou
ta convexite intervient.

Avant d 1 essay er de oemer quetques contours oH se dessine une tendance d ta "decon-

vexification" ou d " t f aoonvexiteff je voudrais montrer oombien est quotidienne notre
experience du manque de oonvexite. Chaoun a pu oonstater physiquement ta difference

de diffioutte entre extraire un objet convexe (un gatet dans te tit d^une riviere,

une carottCs une canine) et arracher un objet non-convexe (une motaire^ du ohien-

dent ou un fragment de rocher etc...).

De maniere analogues des resuttats mathematiques sembtent hors de portee sans hypo-

theses de convexite. D'autres^ a-u contraire^ peuvent etre atteints au prix d^un ef-

fort supptementaire. Que ta tiste de ceux-ci s'allonge est un des buts du present

cottoque.

Un des premiers resuttats generatisant un theoreme ctassique connu sous tes hypothe-

ses de oonvexite (te theoreme de Brower) est te theoreme du point fixe de Lefschets

(of. par exempte R.F. BROWN ( 1 9 7 1 ) ) formate dans tes espaoes potyedriques compacts,
puts tes espaoes retraotes absotus de voisinages (A.N.R.) que je propose d'appeter

espaoes ravissants (R.A.V.). Le remptacement d1 hypotheses de convexite par des hypo-

theses topotogiques, comme facyctioite^ intervient dans des travaux plus recents



comme ceux de J.M. LASRY - R. ROBERT (1976) sur la theorie du degre et Us equa-

tions differentiettes (J.M. LASRY (1976), S. SZUFLA (1973), (1977), G. VIDOSSICH

( 1 9 7 1 ) ) , Une outre hypothese de nature topo togique intervient avec tes espaces con-

vexotdes de J. LERAY (1945), (1954) et A. DELEANU ( 1 9 5 9 ) .

Une autre generalisation de 'La convexite est cette due d K. MERGER (1928) (of.

aussi L.M. BLUMENTHAL ( 1 9 5 3 ) ) qui est de nature metrique. Une resurgence recente de

oette notion est donnee par W.A. KIRK ( 1 9 7 6 ) . C'est dans un let cadre que t'on peut

donner un theoreme de point fixe genera tisant des resuttats ctassiques dus. d B.

HALPERN et G. BERGMAN (1968), B. HALPERN (1970), F. BROWDER ( 1 9 6 7 ) , S. REICH (1977):

voir la contribution de J.P. PENOT.

Une version plus geometrique que metrique mats fortement tiee a. ta precedente uti-

lise les geodesiques d'une variete riemannienne pour definir une notion de conve-

xite. Cette vote s'est averee tres fructueuse (R.L. BISHOP - B. O'NEILL ( 1 9 6 9 ) ,

W.B. GORDON ( 1 9 7 1 ) , ( 1 9 7 2 ) , (1974), D. GROMOLL (1970), E. MAZET ( 1 9 7 4 ) ) ; une syn-

these recente figure dans Yu.D. BURAGO - V.A. ZALGALLER ( 1 9 7 7 ) .

Tout un ftoritege de notions apparentees a. ta convexite (quasi-•convexite .stride

quasi-convexite, pseudo-cony exile...) est recueiiti dans les tivres de O.L. MANGA-

SARIAN ( 1 9 6 9 ) , J.W. DANIEL ( 1 9 7 1 ) , A.W. ROBERTS - D.E. VARBERG ( 1 9 7 3 ) (of. aussi

O.L. MANGASARIAN ( 1 9 6 5 ) , J. PONSTEIN ( 1 9 6 9 ) , P. M'EREAU - J.G. PAQUET ( 1 9 7 3 ) , G.S.

RUBINSTEIN ( 1 9 7 3 ) , Ja.I. ZABOTIN (1973), S. TAGAWEI ( 1 9 7 4 ) , F. FICHEUX et G.S. RU-

BINSTEIN ( 1 9 7 5 ) , D. NETZER, U. PASSY ( 1 9 7 5 ) , -J.P. CROUZEIX ( 1 9 7 6 ) , ( 1 9 7 7 ) , S. MITE-

LELU ( 1 9 7 6 ) , A. BEN TAL(1977), S. SCHAIBLE ( 1 9 7 7 ) . . . ) . Ces notions sont utitisees

dans 1'expose de C. JOURON. Une autre generalisation, ta ^-convexite, est develop-

pee dans Ie livre de J.P. AUBIN ( 1 9 7 9 ) § . 1 3 . 3 . Elle est ctairement equivatente a la

notion de fonction simiti-convexe (oonvextike) introduite par Ky FAN ( 1 9 5 3 ) et uti-

tisee par ptusieurs auteurs ( J . STOER, C. WITZGALL (1970), T. PARTHASARATHY ; T.E.S.

RAGHAVAN ( 1 9 7 1 ) , P. LEVINE, J.C. POMEROL ( 1 9 7 8 ) ) • Ces generalisations peuvent etre

rapprochees des axiomatisations des structures convexes dues a. M.M. STONE ( 1 9 4 9 ) ,

H. KNESER ( 1 9 5 2 ) , S. DUBUC ( 1 9 6 2 ) , J.J. MOREAU ( 1 9 6 3 ) , V.V. BRYANT - R.J. WEBSTER

(1972), ( 1 9 7 3 ) , ( 1 9 7 7 ) , J.C. AGGERI ( 1 9 7 3 ) .

Les ensembles rayonnants introduits par J.P. DEDIEU dans son expose constituent une

ctasse d'ensembles plus targe que celte des convexes et qui permet de generaliser

un resuttat du d J. DIEUDONNE portant sur la fermeture de ta somme de deux fermes

(une condition suffisante pour que ta somme de deux ensembles tooatement compacts

soil tocatement compacte est donnee par J. SAINT PIERRE ( 1 9 7 4 ) ) . Une tette question



intervient constamment dans tes probtemes doptimisation (of. aussi P. LEVINE -

J.C. POMEROL (1976), J. GWINNER ( 1 9 7 7 ) ) . Une localisation de ta convexity a ete

etudiee par C. BAFFIN (1970) (cf. aussi V. KLEE ( 1 9 5 1 ) et tes references de oet ar-

ticle). Une notion de convexite infinitesimale, ou tangentiette est introduite par

H. BERLIOCCHI et J.M. LASR! ( 1 9 7 3 ) , ( 1 9 7 4 ) pour la theorie de ta commando optimate;

une outre est donnee par J.P. PENOT (1974) pour t 'etude infinitesimale des fonc-

tions et la programmation mathematique.

Un autre adoucissement de ta convexite figure dans t'expose de C. MALIVERT (of.

aussi C. MALIVERT ( 1 9 7 7 ) ) avec tes ensembles et tes fonotions tocatement mottement

convexes. Cette notion est apparentee d oette des f auctions approximativement con-

vexes de P. MICHEL ( 1 9 7 3 ) , (1974), a cette des ensembles PC1 ou PCS de R. JANIN

( 1 9 7 4 ) et d cette des ensembles mottement convexes de J.M. LASRY ( 1 9 7 5 ) .

La possibility de mesurer ta non-convexite d'un ensemble ou d'une fonction apparaCt

deja comme tres fructueuse ; cf. J. EISENFELD^ V. LAKSHMIKANTHAM ( 1 9 7 6 ) pour t'ap-

plication aux equations differentiettes et J.P. AUBIN (1979) §.14.2., J.P. AUBIN -

I. EKELAND ( 1 9 7 6 ) , I. EKELAND - R. TEMM (1974), appendioe de t'edition angtaise,

F. DI GUGLIELMO ( 1 9 7 6 ) pour t'application aux theoremes de SHAPLEY - FOLKMAN et

AUMAN-PERLES ties d ta question du saut de duatite. Ces deux approohes seraient

d'aitteurs d rapprocher.

L''introduction des notions de points extremaux ou de points exposes (cf. J. BOR-

WEIN (1977), F.E. BROWDER ( 1 9 7 3 ) , R.H. MRTIN ( 1 9 7 6 ) ) pour un ferme borne non-con-

vexe d'un espaoe de Banach E et de partie cabossabte (deniable) de E permet de

jeter un pont entre ta propriete de Radon-Nykodim et des proprietes geometriques

de t'espaoe E ; pour explorer cette direction on pourra aborder par exempte J.

DIESTEL - J.J. UHL Jr. ( 1 9 7 7 ) , R.E. HUFF - P.D. MORRIS ( 1 9 7 6 ) .

On sail qu'it est important et commode de pouvoir apprehender ta totatite de tf en-

semble des convexes bomes d'un e.t.c. d t'aide des ptongements de H. RADSTROM

(1952) et L. HORMANDER (1954) (cf. aussi G.S. GOOD^N - J . HOFFMANN - JORGENSEN

(1969), C. GODET-THOBIE (1975), C. CASTAING - M. VALADIER ( 1 9 7 7 ) ) . Ces ptongements

s'averent utites par exempte dans tes questions de differentiabitite des muttiap-

ptications (M. HUKUHARA ( 1 9 6 7 ) , H . T . BANK - M.Q. JACOBS (1970), M. mRTELLI - A.

VIGNOLI (1974), H . METHLOUTHI (1977), 5. GAUTIER ( 1 9 7 9 ) ) . L'expose de H. IfETHLOUTHI

est une suite logique de ces etudes.

Une demarche simitaire vient a t'esprit torsqu'on considere un ensemble de domaines,
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pas neoessairement convexes, suivant la ligne des travaux de I.I. DANILJUK (1972),

F. MURAT et J. SIMON (1974), (1976), de J. CEA et de son equipe : D. CHENAIS (1975),

A. DERVIEUX et B. PALMERIO (1975), B. ROUSSELET ( 1 9 7 6 ) , J.P. ZOLESIO ( 1 9 7 6 ) . . . )

reflete id par I expose de J. P. ZOLESIO.

L'essentiel des travaux precedents est 'Lie a des problemes d'optimisation (ou, plus

exactement, d'extremisation). En la matiere, se debarrasser d'hypotheses de conve-

xity est une tache toute naturelle, entreprise par bien des chercheurs et it est

hors de question de reoenser toutes les tentatives, memo en se restreignant d la

France. Par vote de consequence, presque toutes les conferences de ce colloque

sont liees a des questions d1 optimisation, et it faut renvoyer a onacune deciles

pour mieux la situer dans son contexte. On se contentera dans cette introduction de

donner quetques 'iignes directrices en ce domaine. Bien des probtemes d'optimisation

dbstraits cornme ta minimisation de la distance d'un point donne a un point d'un

ferme sont typiquement non-oonvexes comme Ie montrent les travaux de E. ASPLUND

( 1 9 6 6 ) , M. EDELSTEIN ( 1 9 6 6 ) , (1968), M.F. BIDAUT-VERON ( 1 9 7 3 ) , J. BARANGER (1973),

J. BARANGER - R. TEMAM (1974), V. ZISLER (1973), I. EKELAND - G. LEBOURG (1976).

L'expose de G. LEBOURG montre combien ces resultats sont lies a des questions de

perturbation et de sensibilite. Ces questions ont recu depuis longtemps une grande

attention aussi bien dans Ie cadre de la programmation lineaire ou oonvexe que dans

Ie cadre de la programmation non-oonvexe : voir par exemple A. AUSLE'NDER (1979),

E.J. BALDER (1977), J. BARANGER - R. TEMAM (1974), ( 1 9 7 5 ) , V.V. BERESNEV - B.N.

PSENICNYI (1974), D.P. BERTSEKAS (1973), J.A. BURNS ( 1 9 7 5 ) , G. DANTZIG - J. FOWM-

N. SHAPIRO ( 1 9 6 7 ) , I. EKELAND - G. LEBOURG ( 1 9 7 6 ) , J.P. EVANS - J.F. GOULD (1970),

A.V. FIACCO ( 1 9 7 6 ) , J. GAUVIN - J.W. TOLLE ( 1 9 7 7 ) , J.S. GIBSON - L.G. CLARK ( 1 9 7 7 ) ,

H.J. GREENBERG - W.P. PIERSKALLA ( 1 9 7 5 ) , D.J. HARTFIELD - G.L. CURRY (1974), R.

JANIN (1974) ( 1 9 7 6 ) , E.S. LEVITIN (1974), A. LEW ( 1 9 7 5 ) , D.H. MARTIN ( 1 9 7 5 ) , D.W.

PETERSON (1974), T. RADER ( 1 9 7 2 ) , S.M. ROBINSON - D.H. DAY (1974), S.M. ROBINSON

( 1 9 7 5 ) , M.R. SERTEL ( 1 9 7 5 ) , A.D. SOLOMON ( 1 9 7 5 ) .

On sail que les questions de perturbation peuvent etre abordees a I'aide d'un la-

grangien et que les theoremes de minimax peuvent alors intervenir. Ces resultats

de minimax ou minisup dus a H. BREZIS - L. NIRENBERG - G. STAMPACCHIA (1972), Kl

FAN, J. Van NEUMNN, M. SION, ont etc generalises par D.G. BOURGIN ( 1 9 7 2 ) , et

HOANG TUY ( 1 9 7 6 ) d des situations non convexes en utilisant des methodes topologi-

ques.

L'extension d un cadre non-convexe de la theorie de la dualite dont on connall Ie
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suooes en optimisation convexe (of. par exempte R.T. ROCKAFELLAR (1970), I . EKELAND
et R. TEMAM ( 1 9 7 4 ) ) a attire dee efforts comparabtes d t'enjeu : A.L. FRADKOV
(1973), R.T. ROCKAFELLAR (1974), O.L. MANGASARIAN (1975), D.G. MAHAJAN - M.N. VAR-
TAK (1977), E.J. BALDER (1977), J . TOLAND (1978).

L^idee de la relaxation consists d assooier d un probteme non-convexe un probteme

apparent^ et plus simple d trailer, puts d1'examiner tes rapports entre tes deux

probUmes. Le tivre de I. EKELAND et R. TEMAM (1974) oonstitue la meitteure refe-

rence pour ces questions (of. aussi E.J. Me SHANE (1967), J. WARGA (1962), F.H.

CLARKE ( 1 9 7 5 ) ) .

On retrouve une idee apparentee dans tf etude des trajeotoires des equations diffe"

rentie'Ltes muttivoques : comparer t* ensemble des tra,j ectoires de x(t)^ F ( t , x ( t ) )

avec celui de I 1 ensemble des trajeotoires de x ( t ) € c ( F ( t , x ( t ) ) ) ou c designe

t'envetoppe convexe, A oe sujet quetques references appropriees pourront etre trou-

vees dans la tiste suivante et tes bibliographies des articles cites : A.A. ANTO-

ZIEWICZ - A. CELLINA (1975), <7.P. AUBIN - F. CLARKE (1976), A.F. FILIPPOV (1967),

(1971); H. HERMES (1969), (1970), T.J. KACZyNSKI, C. OLECH (1974), C, LOBRY (1972),

G. PIANIGIANI (1977), A. PLIS ( 1 9 6 2 ) , A.M. ROUS ( 1 9 7 1 ) , P.P. VARAIM (1967), J.

WARGA (1962). L1'expose de R. SENT IS oonoeme des questions oonnexes.

C'est ai)ec tes probtemes de catcut des variations quo t f etude des problemes non-

convexes connatt son plus grand epanouissement. Les aspects geometriques du catoul

des variations sont par eux-memes non lineaires et non-oonvexes et trouvent teur

cadre approprie dans tes varietes. Les conferences de P. ANTOINE qui traite du

ternme du Morse, de I. EKELAND qui apporte des vues nouvettes sur la transformation

de Legendre, de J. TOLAND qui se penche sur la duality ressortent peu ou prou de

ces aspects.

La question cruciate de t existence de solutions pour un probteme de oatcut des va-

riations est notajmment abordee id dans tes exposes de G. AUBERT, A. FOUGERES, C.

JOURON. Quetques references parmi tes plus representatives de t 1 etude des conditioYG

^existence sont L.D. BERKOVITZ (1974), L. CESARI (1974), A.D. IOFFE (1977), C.B.

MORREY (1966), C. OLECH (1969), (1975), (1976), R.T. ROCKAFELLAR ( 1 9 7 5 ) . L'expose

de F. MURAT se rattaohe a ces conditions suffisantes d'existence via ta methode

directe ainsi que tes travaux de J.M. BALL (1977), C.B. MORREY (1966), E. SILVERMAN

(1973) qui montrent te tien avec des formes de convexite intervenant ctassiquement

dans tes conditions necessaires du catcut des variations avec ta condition de Le-

gendre-Hadamard. Les conditions necessaires du premier ordre sont etudiees par
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L. THIBAULT en suivant la ligne des travaux de H. BERLIOCCHI - c7.^. M^V (1972),

F. CLARKE ( 1 9 7 6 ) .

Son approche utilise Ie gradient generalise (qu'il me semble preferable d'appeler

peri-differentiel) introduit par F.H. CLARKE ( 1 9 7 5 ) et generalise par G. LEBOURG

(1975) et L. THIBAULT ( 1 9 7 6 ) . Une autre approche serait sans doute possible avec

fun des sous-differentie Is introduits par M.S. BAZARAA, J.J. GOODE, M.Z. NASHED

(1974), J.P. PENOT (1974). L'enjeu a susoite bien d'autres tentatives (R. JANIN

(1974), B.N. PSCHENICHU (1971), P. MICHEL ( 1 9 7 2 ) , (1974), R. PALLU de la BARRIERE

(1974), H. HALKIN (1976), J. WARGA ( 1 9 7 6 ) . . . ) . II ne s'agit de rien de moins quo de

tenter d^englober a la fois Ie calcul differentiel classique et ses applications

(cf. par exempte H. MASSAM, S. ZLOBEC ( 1 9 7 4 ) ) et te calcul sous-differentiel de

I 1 analyse oonvexe. Vne etude lucide de I 1 application des cones tangents et des sous-

differentie'Ls a la programmation mathematique est menee dans I 1 expose de J.B. HI-

RIART-VRRUTY (cf. aussi J.B. HIRIART-URRUTy ( 1 9 7 6 ) , ( 1 9 7 6 ) ) . line application aux

problemes d'identification de domaines est decrite dans la conference de J.P. ZOLE-

SIO (cf. aussi J.P. ZOLESIO ( 1 9 7 6 ) , ( 1 9 7 9 ) ) .

L'economic mathematique tire d1 ores et deja. un grand profit des techniques d'ana-

lyse oonvexe et non-convexe : Ie lecteur en aura une idee aveo J.P. AUBIN ( 1 9 7 6 ) ,

R.J. AUMANN - M. PERLES ( 1 9 6 5 ) , G. CHICHILNISKY ( 1 9 7 7 ) , B. CORNET - J.M. LASRY

( 1 9 7 6 ) , E. DIERKER (1974) . W. HILDENBRAND et at ( 1 9 7 3 ) , A.MAS COLELL ( 1 9 7 9 ) . . .

Les mathematiciens pour tesquets la pierre de touohe de 1 'interet d'une theorie re--

side en la possibitite d'en tirer des traitements numeriques trouveront dans Y.

CHERRUAULT (1970), D.P. BERTSEKAS - K.S. MITTER ( 1 9 7 1 ) , ( 1 9 7 3 ) , L. COLLATZ ( 1 9 7 4 ) ,

C. LEMARECHAL ( 1 9 7 4 ) , M.L. BALINSKI - P. WLFE ( 1 9 7 5 ) , D.P. BERTSEKAS ( 1 9 7 5 ) , A.

AUSLENDER ( 1 9 7 7 ) , A.A. GOLDSTEIN ( 1 9 7 7 ) , J.P. PENOT ( 1 9 7 8 ) matiere d fonder leur

jugement.

Les 'autres trouveront, j e I 'espere, d satis faire lours gouts dans tes redactions

des conferences de ce coltoque. S'ils trouvent un gout de "revenez-y" a oes textes,

tes references qui suivent s'avereront peut etre utiles. Ettes sont volontairement

incomptetes : it m'a semble preferable de donner un echantillonnage qui represente

assez bien une tendance ou une direction de recherche plutot que des listes comple-

tes, listes que Ie lecteur pourra reconstituer en remontant les bibliographies des

travaux cites. Mats elles sont certainement aussi involontairement tres incomple-

tes J Que les auteurs oublies veuillent bien me Ie pardonner.
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Pour terminer, j e voudrais remercier tes collogues qui ont permis que ce colloque
ait lieu et ceux qui ont aide a sa realisation. Ma gratitude va aussi a Mesdemoi-
settes Bernadette ABEL, Nadine TOULET ^ Fran^oise RODRIGVEZ qui ont assure t'accueit
et/ou dactytographie ces actes avec'^atienck. et bonne humeur.
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