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Analyse non convexe [1977. Pau) 7
Bull. Soc. math. France,
Mémoire 60, 1979, p. 7-24.

INTRODUCTION

J.P. PENOT

Plutdt que de domner une définition formelle de ce qu'est l'analyse non-convexe

Je voudrais dans cette introduction indiquer l'origine de l'idée de ce colloque et
présenter ses lignes directrices.

Dans deux précédents colloques tenus en France et consacrés d 1'analyse con-
vexe (J-P. AUBIN (1974) , A. AUSLENDER (1977)) on a pu constater qu'une ten—
dance a déborder 1'analyse convexe dans son cadre ou dans ses méthodes se fatsait
Jour. Il semblait dome que les temps étaient miirs pour que se tiemne un colloque
uniquement consacré 4 ces débordements, ce qui laissait suffisamment de champ libre
aux spécialistes de la comvexité. Le statut de l'analyse non-convexe apparait ainsi
comparable 4 celut de l'analyse non-linéaire qui laisse encore la part belle &
l'analyse fonctiomnelle linéaire. Il n'y a d'ailleurs pas de ligne de démarcation
bien tracée entre l'analyse non-linéaire et l'analyse non-convexe. Ce qui semble
constituer la spéeificité de 1'analyse non—convexe, c'est le dépassement de résul-
tats obtenus sous des hypothéses de convexité, ou l'analogie avec des problémes ou
la com.)eacité intervient.

Avant d'essayer de cerner quelques contours ol se dessine une tendance d la "décon-
vexification” ou 4 "l'aconvexité" je voudrais montrer combien est quotidienne notre
expérience du manque de convexité. Chacun a pu constater physiquement la différence
de difficulté entre extraire un objet convexe (un galet dans le 1lit d'une riviére,
une carotte, une canine) et arracher un objet non-convexe (une molaire, du chien—
dent ou un fragment de rocher ete...).

De maniére analoguesdes résultats mathématiques semblent hors de portée sans hypo-
théses de comvexité. D'autres, au contraire, peuvent €tre atteints au prix d'un ef-
fort supplémentaire. Que la liste de ceux—ci s'allonge est un des buts du présent
colloque.

Un des premiers résultats généralisant un théoréme classique connu sous les hypothé-
ses de convexité (le théoréme de Brouwer) est le théoréme du point fixe de Lefschetz
(ef. par exemple R.F. BROWN (1971)) formulé dans les espaces polyédriques compacts,
puts les espaces rétractes absolus de voisinages (A.N.R.) que je propose d'appeler
espaces ravissants (R.A.V.). Le remplacement d'hypothéses de convexité par des hypo-
théses topologiques, comme l'acyclicité, intervient dans des travaux plus récents




comme ceux de J.M. LASRY - R. ROBERT (1976) sur la théorie du degré et les équa-
tions différéntielles (J.M. LASRY (1976), S. SZUFLA (1973), (1977), G. VIDOSSICH
(1971)). Une autre hypothése de nature topologique intervient avec les espaces con—
vexotdes de J. LERAY (1945), (1954) et A. DELEANU (1959).

Une autre généralisation de la convexité est celle dile & K. MENGER (1928) (cf.
ausst L.M. BLUMENTHAL (1953)) qui est de nature métrique. Une résurgence récente de
cette notion est donnée par W.A. KIRK (1976). C'est dans un tel cadre que l'on peut
donner un théoréme de point fixe généralisant des résultats classiques dils d B.
HALPERN et G. BERGMAN (1968), B. HALPERN (1970), F. BROWDER (1967), S. REICH (1977):
voir la contribution de J.P. PENOT.

Une version plus géométrique que métrique mais fortement liée d la précédente uti-
lise les géodésiques d'une variété riemannienne pour définir une notion de conve-
xité. Cette voie s'est avérée trés fructueuse (R.L. BISHOP - B. O'NEILL (1969),
W.B. GORDON (1971), (1972), (1974), D. GROMOLL (1970), E. MAZET (1974)) ; une syn—
thése récente figure dans Yu.D. BURAGO - V.A. ZALGALLER (1977).

Tout un florilége de notions apparentées d la convexité (quasi-convexité,stricte

quasi-convexité, pseudo—convean;té...) est recueilli dans les livres de O.L. MANGA-
SARIAN (1969), J.W. DANIEL (1971), A.W. ROBERTS — D.E. VARBERG (1973) (ef. ausst
0.Lv MANGASARIAN (1965), J. PONSTEIN (1969), P. MEREAU - J.G. PAQUET (1973), G.S.
RUBINSTEIN (1973), Ja.I. ZABOTIN (1973), S. TAGAWEI (1974), F. FICHEUX et G.S. RU-
BINSTEIN (1975), D. NETZER, U. PASSY (1975), J.P. CROUZEIX (1976),(1977), S. MITE-
LELU (1976), A. BEN TAL(1977), S. SCHAIBLE (1977)...). Ces notions sont utilz’sées
dans 1'exposé de C. JOURON. Une autre généralisation, la Y-convexité, est dévelop-
pée dans le livre de J.P. AUBIN (1979) §.13.3. Elle est clairement équivalente & la
notion de fonetion simili-convexe (convexlike) introduite par KY FAN (1953) et uti-
lisée par plusieurs auteurs (J. STOER, C. WITZGALL (1970), T.’PARTHASARATHY ; T.E.S.
RAGHAVAN (1971), P. LEVINE, J.C. POMEROL (1978)) . Ces généralisations pewvent &tre
rapprochées des axiomatisations des structures convexes dfiesd M.M. STONE (1949),

H. KNESER (1952), S. DUBUC (1962), J.J. MOREAU (1963), V.W. BRYANT - R.J. WEBSTER
(1972), (1973), (1977), J.C. AGGERI (1973).

Les ensembles rayonnants introduits par J.P. DEDIEU dans sonexposé constituent une
classe d'ensembles plus large que celle des convexes et qui permet de généraliser
un résultat dii & J. DIEUDONNE portant sur la fermeture de la somme de deux fermés
(une condition suffisante pour que la somme de deux ensembles localement compacts
soit localement compacte est donnée par J. SAINT PIERRE (1974)). Une telle question



intervient constamment dans les problémes d'optimisation (cf. aussi P. LEVINE -
J.C. POMEROL (1976), J. GWINNER (1977)). Une localisation de la convexité a été
étudiée par C. RAFFIN (1970) (cf. aussti V. KLEE (1951) et les références de cet ar-
ticle). Une notion de convexité infinitésimale, ou tangentielle est introduite par
H. BERLIOCCHI et J.M. LASRY (1973), (1974) pour la théorie de la commande optimale;
une autre est donnée par J.P. PENOT (1974) pour 1l'étude infinitésimale des fone-
tions et la programmation mathématique.

Un autre adoucissement de la convexité figure dans 1'exposé de C. MALIVERT (cf.
aussi C. MALIVERT (1977)) avec les ensembles et les fonctions localement mollement
convexes. Cette notion est apparentée d celle des fonctions approximativement con-—
vexes de P. MICHEL (1973), (1974), & celle des ensembles PC1 ou PC2 de R. JANIN
(1974) et a celle des ensembleé mollement convexes de J.M. LASRY (1975).

La possibiiité de mesurer la non-convexité d'un ensemble ou d'une fonction apparaft
déja comme trés fructueuse ; cf. J. EISENFELD, V. LAKSHMIKANTHAM (1976) pour l'ap-
plication aux équations différentielles et J.P. AUBIN (1979) §.14.2., J.P. AUBIN -
I. EKELAND (1976), I. EKELAND - R. TEMAM (1974), appendice de 1l'édition anglaise,
F. DI GUGLIELMO (1976) pour l'application aux théorémes de SHAPLEY — FOLKMAN et
AUMAN-PERLES 17és d la question du saut de dualité. Ces deux approches seraient

S

d'ailleurs Q rapprocher.

L'introduction des notions de points extrémaux ou de points exposés (cf. J. BOR-
WEIN (1977), F.E. BROWDER (1973), R.H. MARTIN (1976)) pour un fermé borné non-con-
vexe d'un espace de Banach E et de partie cabossable (dentable) de E permet de
Jeter un pont entre la propriété de Radon~Nykodim et des propriétés géométriques
de l'espace E ; pour explorer cette direction on pourra aborder par exemple J.
DIESTEL - J.J. UHL Jr. (1977), R.E. HUFF - P.D. MORRIS (1976).

On sait qu'il est important et commode de pouvoir appréhender la totalité de l'en-
semble des convexes bornés d'un e.l.c. d l'aide des plongements de H. RADSTROM
(1952) et L. HORMANDER (1954) (cf. aussi G.S. GOODMAN - J. HOFFMANN - JORGENSEN
(1969), C. GODET-THOBIE (1975), C. CASTAING - M. VALADIER (1977)). Ces plongements
s'avérent utiles par exemple dans les questions de différentiabilité des multiap—
pZicatio‘ns_ (M. HUKUHARA (1967), H.T. BANK - M.Q. JACOBS (1970), M. MARTELLI - A.
VIGNOLI (1974), H. METHLOUTHI (1977), S. GAUTIER (1979)). L'exposé de H. METHLOUTHI

est une suite logique de ces études.

Une démarche similaire vient d l'esprit lorsqu'on considére un ensemble de domaines,
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pas nécessairement convexes, sutvant la ligne des travaux de I.I. DANILJUK (1972),
F. MURAT et J. SIMON (1974), (1976),de J. CEA et de son équipe : D. CHENAIS (1975),
A. DERVIEUX et B. PALMERIO (1975), B. ROUSSELET (1976), J.P. ZOLESIO (1976)...)
reflété ici par l'exposé de J.P. ZOLESIO.

L'essentiel des travaux précédents est lié d des problémes d'optimisation (ou, plus

exactement, d'extrémisation). En la matiére, se débarrasser d'hypothéses de conve-
xité est une tdche toute naturelle, entreprise par bien des chercheurs et il est
hors de question de recenser toutes les tentatives, méme en se restreignant 4 la
France. Par voie de conséquence, presque toutes les conférences de ce colloque

sont liées a des questions d'optimisation, et il faut renvoyer 4 chacune d'elles
pour mieux la situer dans son contexte. On se contentera dans cette introduction de
donner quelques lignes directrices en ce domaine. Bien des problémes d'optimisation
abstraits comme la minimisation de la distance d'un point donné a4 un poi7t d'un
fermé sont typiquement non-convexes comme le montrent les travaux de E. ASPLUND
(1966), M. EDELSTEIN (1966), (1968), M.F. BIDAUT-VERON (1973), J. BARANGER (1973),
J. BARANGER - R. TEMAM (1974), V. ZISLER (1973), I. EKELAND - G. LEBOURG (1976).

L'exposé de G. LEBOURG montre combien ces résultats sont liés 4 des questions de
perturbation et de sensibilité. Ces questions ont regu depuis longtemps une grande
attention aussi bien dans le cadre de la programmation linéaire ou convexe que dans
le cadre de la programmation non-convexe : voir par exemple A. AUSLENDER (1979),
E.J. BALDER (1977), J. BARANGER - R. TEMAM (1974), (1975), V.V. BERESNEV - B.N.
PSENICNYI (1974), D.P.BERTSEKAS (1973), J.A. BURNS (1975), G. DANTZIG - J. FOLKMAN-
N. SHAPIRO (1967), I. EKELAND - G. LEBOURG (1976), J.P. EVANS - J.F. GOULD (1970),
A.V. FIACCO (1976), J. GAUVIN - J.W. TOLLE (1977), J.S. GIBSON - L.G. CLARK (1977),
H.J. GREENBERG — W.P. PIERSKALLA (1975), D.J. HARTFIELD - G.L. CURRY (1974), R.
JANIN (1974) (1976), E.S. LEVITIN (1974), A. LEW (1975), D.H. MARTIN (1975), D.W.
PETERSON (1974), T. RADER (1973), S.M. ROBINSON - D.H. DAY (1974), S.M. ROBINSON
(1975), M.R. SERTEL (1975), A.D. SOLOMON (1975).

On sait que les questions de perturbation peuvent étre abordées a l'aide d'un la-
grangien et que les théorémes de minimax.peuvent alors intervenir. Ces résultats
de minimax ou minisup dids & H. BREZIS - L. NIRENBERG - G. STAMPACCHIA (1972), KY
FAN, J. Von NEUMANN, M. SION, ont été généralisés par D.G. BOURGIN (1973), et
HOANG TUY (1976) & des situations non convexes en utilisant des méthodes topologi-
ques.

~

L'extension & un cadre non-convexe de la théorie de la dualité dont on connait le
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succés en optimisation convexe (cf. par exemple R.T. ROCKAFELLAR (1970), I. EKELAND
et R. TEMAM (1974)) a attiré des efforts comparables d l'enjeu : A.L." FRADKOV
(1973), R.T. ROCKAFELLAR (1974), O0.L. MANGASARIAN (1975), D.G. MAHAJAN - M.N. VAR-
TAK (1977), E.J. BALDER (1977), J. TOLAND (1978).

L'idée de la relaxation consiste d associer d un probléme non-convexe un probléme
apparenté et plus simple 4 traiter, puts d'examiner les rapports entre les deux
problémes. Le livre de I. EKELAND et R. TEMAM (1974) constitue la meilleure réfé-
rence pour ces questiong (cf. ausei E.J. Mc SHANE (1967), J. WARGA (1962), F.H.
CLARKE (1975)).

On retrouve une idée apparentée dans l'étude des trajectoires des équations diffé-
rentielles multivoques : comparer l'ensemble des trajectoires de X(t)e F(t,x(t))
avee celui de l'ensemble des trajectoires de ¥*(t)€ c(F(t,x(t))) on e désigne
l'enveloppe convexe. A ce sujet quelques références appropriées pourront étre trou—
vées dans la liste suivante et les bibliographies des articles cités : A.A. ANTO-
ZIEWICZ - A. CELLINA (1975), J.P. AUBIN - F. CLARKE (1976), A.F. FILIPPOV (1967),
(1971), H. HERMES (1969), (1970), T.J. KACZYNSKI, C. OLECH (1974), C. LOBRY (1972),
G. PIANIGIANI (18977), A. PLIS (1963), A.M. ROUS (1971), P.P. VARAIYA (1967), J.
WARGA (1962). L'exposé de R. SENTIS concerme des questions conmnexes.

C'est avec les problémes de calcul des variations que l'étude des problémes non-

convexes connalt son plus grand épanouissement. Les aspects géométriques du calcul
des variations sont par euz-mémes non linéaires et non-comvexes et trouvent leur
cadre approprié dans les variétés. Les conférences de P. ANTOINE qui traite du
lemme du Morse, de I. EKELAND qui apporte des vues nouvelles sur la transformation
de Legendre, de J. TOLAND qui se penche sur la dualité ressortent peu ou prou de

ces aspects.

La question cruciale de l'existence de solutions pour un probléme de calcul des va-
riations est notamment abordée ici dans les exposés de G. AUBERT, A. FOUGERES, C.
JOURON. Quelques références parmi les plus représentatives de Ll'étude des conditiors
d'existence sont L.D. BERKOVITZ (1974), L. CESARI (1974), A.D. IOFFE (1977), C.B.
MORREY (1966), C. OLECH (1969), (1975), (1976), R.T. ROCKAFELLAR (1975). L'exposé
de F. MURAT se rattache d ces conditions suffisantes d'existence via la méthode
directe ainsi que les travaux de J.M. BALL (1977), C.B. MORREY (1966), E. SILVERMAN
(1973) qui montrent le lien avec des formes de convexité intervenant classiquement

dans les conditions nécessaires du calcul des variations avec la condition de Le-

gendre-Hadamard. Les conditions nécessaires du premier ordre sont étudiées par
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L. THIBAULT en suivant la ligne des travaux de H. BERLIOCCHI - J.M. LASRY (1973),
F. CLARKE (1976).

Son approche utilise le gradient généralisé (qu'il me semble préférable d'appeler
péri-différentiel ) introduit par F.H. CLARKE (1975) et généralisé par G. LEBOURG
(1975) et L. THIBAULT (1976). Une autre approche serait sans doute possible avec
l'un des sous-différentiels introduite par M.S. BAZARAA, J.J. GOODE, M.Z. NASHED
(1974), J.P. PENOT (1974). L'enjeu a suscité bien d'autres tentatives (R. JANIN
(1974), B.N. PSCHENICHYI (1971), P. MICHEL (1973), (1974), R. PALLU de la BARRIERE
(1974), H. HALKIN (1976), J. WARGA (1976)...). Il ne s'agit de rien de moins que de
tenter d'englober d la fois le calcul différentiel classique et ses applicafions
(cf. par exemple H. MASSAM, S. ZLOBEC (1974)) et le calcul sous-différentiel de
l'analyse convexe. Une étude lucide de l'application des cones tangents et des sous-
différentiels 4 la programmation mathématique est menée dans l'exposé de J.B. HI-
RIART-URRUTY (cf. aussi J.B. HIRIART-URRUTY (1976), (1976)). Une application aux
problémes d'identification de domaines est décrite dans la conférence de J.P. ZOLE-
SIO0 (ef. aussi J.P. ZOLESIO (1976), (1979)).

L'économie mathématique tire d'ores et déjd un grand profit des techniques d'ana-
lyse convexe et mon-convexe : le lecteur en aura une idée avec J.P. AUBIN (1976),
R.J. AUMANN - M. PERLES (1965), G. CHICHILNISKY (1977), B. CORNET — J.M. LASRY
(1976), E. DIERKER (1974) , W. HILDENBRAND et al (1973), A.MAS COLELL (1979)...

Les mathématiciens pour lesquels la pierre de touche de 1'intérét d'une théorie ré--
side en la possibilité d'en tirer des traitements numériques trouwveront dans Y.
CHERRUAULT (1970), D.P. BERTSEKAS - K.S. MITTER (1971), (1973), L. COLLATZ (1974),
C. LEMARECHAL (1974), M.L. BALINSKI - P. WOLFE (1975), D.P. BERTSEKAS (1975), A.
AUSLENDER (1977), A.A. GOLDSTEIN (1977), J.P. PENOT (1978) matiére 4 fonder leur
Jugement.

Les autres trouveront, je l'espére, & satisfaire leurs gotits dans les rédactions
des conférences de ce colloque. S'ils trouwvent un goit de 'revenez-y" d ces textes,
les références qui suivent s'avéreront peut Etre utiles. Elles sont volontairement
incomplétes : il m'a semblé préférable de domner un échantillonnage qui représente
assez bien une tendance ou une direction de recherche plutdt que des listes complé-
tes, listes que le lecteur pourra reconstituer en remontant les bibliographies des
travaux cités. Mais elles sont certainement aussi involontairement trés incomplé-

tes ! Que les auteurs oubliés veuillent bien me le pardonner.
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Pour terminer, je voudrais remercier les collégues qui ont permis que ce colloque

ait lieu et ceux qui ont aidé 4 sa réalisation. Ma gratitude va ausst d Mesdemoi-
selles Bernadette ABEL, Nadine TOULET, Frangoise RODRIGUEZ qui ont assuré L'accueil

et/ou dactylographié ces actes avec patienci. et bonne humeur.
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