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UNE NOTE SUR LES FORMES QUADRATIQUES

EN CARACTERISTIQUE 2
par

‘Philippe REVOY

Depuis 1'étude par C. Arf des formes quadratiques sur un corps de carac~
téristique 2 (cf. [1]), les travaux sur cette question ont été peu nombreux ;
citons [4] et [2] appendice 1. Dans [3], nous avons donné une présentation par
générateurs et relations des groupes de Witt d'un corps de caractéristique 2. Ici,
nous utilisons cette présentation pour retrouver de fagon simple les résultats sur
les invariants dassiques, par exemple le théoréme 2 de [4], en nous plagant au

départ dans un cadre abstrait.

1. Rappelons que si K est un corps de caractéristique 2, le groupe de Witt
de X est, (cf. [3]), le groupe universel pour les applications biadditives symé—
triques f de K x K dans les groupes abéliens G vérifiant f(aang&‘z) = £(a))
et £(a,b) = £(a,ab°) quelsqe soient & et b dans K et @ dans K =K - {0}.

' Soient maintenant K wun corps commutatif quelconque et o0 wun endomor-
phisme de X. On considére, par analogie, les applications f : K X K » G, groupe

abélien, biadditives, symétriques (antisymétriques en caractéristique 2) telles que

(i) flao(x), bol(x™)) = £(a,b)
(i1) £(a,b) = £(a, a~' o(ab))

*
quels que soient a et b dans K et x dans K .

Définition 1 : On appelle groupe de Witt de (K,0) et on note W(K;0) le groupe
universel défini par les conditions ci-dessus ; on note w(a,b) 1'image du couple
(a,b) dans W(K;0).

2. Remarques :
Si 2=0 et si 0 est l'endomorphisme x & xz de X, W(k;o) est le
groupe de Witt ordinaire. Si o € Aut (K), (i) donne f(a,b) = £f(1, ab) car il
existe y dans K tel que a2 o(y). Alors (ii) montre que W(K;0) est isomor-
phe au groupe K/ o(K) o p est 1l'endomorphisme de groupes abéliens x> x - o(x).

Dans le cas général, (ii) équivaut & la condition
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(iii) V(a,b) €KX x K f[a, A (v-0(v))] = 0.

3. Dans les hypothdses de la définition 1, soit 6 : K x K - K/b (X) 1'appli-
cation définie par 6(a,b) = ab. Il est clairvéue 6 est biadditiﬁe, symétrique
et vérifie (i) et (ii) (sous la forme (iii), c'est évident) et donc 6 induit un
homomorphisme 4 : W(x;0) - K/D(K) = Dis (K;0) qu'on appelera l'invariant 4'Arf,

L'homomorphisme 4 est surjectif car A(w(1,x)) = X et possdéde un inverse & droi-

te A' défini par A'(%X) = w(1,x) (A' est bien défini & cause de (iii) ). On note
WO(K;U) le noyau de 4, dont un systéme degénérateurs est formé des éléments
w(a,b) - w(1,ab) ou (a,b) parcourt XK x K.

Notons qu'on a l'équivalence suivante :

A(w(a,b)) = 0 si et seulement si w(a,b) = 0, car A(w(a,b) =0 =i
ab € (XK) donc cela découle de (iii).

4. Le groupe B(K;0) ‘

Considérons les applications biadditives g de K X Kf dans les groupes
abéliens G qui vérifient les trois conditions suivantes :

(1) elx, o(y)) =0

(2) glx—o(x),y) =0

(3) g(x,x) =0 quels que soient x dans K et y dans K#. On note
B(K;0) 1le groupe universel pour ces applications et [x,y) est l'image du couple
(x,y) de K x K* dans B(X;0). Si 0 est un automorphisme de K, B(X;0) est O.

Soit alors h : K x K » B(K;0) 1'application définie par h(a,b) =

[ab,b) si b # 0, O sinon. Alors h(ao(x), bG(x—1)) = [ab, bO(x~1)) = [ab,b) =
h(a,b) et h(a, a-1c(ab)) = [o(ab), a—1d(ab)) = [o(ab), a—1) = [ab, a_1) =A
[ab, a-1) + [ab,ab) = [ab,b) = h(a,b). De plus h est additive en a et h(a,b)+
+ n(b,a) = [ab,b) + [ab,a) = [ab,ab) = 0, si bien que h est antisymétrique. En

"

conséquence, gi 2 = 0 dans KX, ce que nous supposons dans toute la suite, h est

symétrique, biadditive et vérifie,(i) et (ii) de 1. L'application h induit donc
un homomorphisme de groupes abéliens noté C : W(K;U) - B(K;G) qui est surjectif
car C(w(xy_1,y)) = [x,y). De plus C est nul sur le sous-groupe de W(K;U), iso-

morphe & Dis(K;0), supplémentaire de WO(K;O) formé par les w(1,x) car
c(w(1,x)) = [x,x) = 0.
*
5. Action de K _sur W(X;o).
*
Le groupe K opére naturellement sur l'ensemble des classes de formes
quadratiques. Pour le faire opérer sur W(X;0) nous sommes obligés de supposer que

o est l'endomorphisme x ~ x2 (K de caractéristique 2). L'action de K* est

alors définie par x.w(a,b) = w(ax,bx_1). Le sous-groupe O(K?) opére trivialement
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d'aprds (i) si bien que W(K;0) a une structure naturelle de A = Z [K*/G(K'*)]—

module. La suite exacte de groupes abéliens de 3.
0 - W (k;0) - W(k;o) 8 Dis(k;o) - o

*,
est une suite exacte de A-modules, Dis(¥;0) étant un K*/O(K )-module trivial car
AMx.w(a,b)) = A(w(a,b)). Soit alors I 1'idéal d'augmentation de 4, i.e. 1'idéal
- - * ' e
engendré par les éléments X - 1, x € K . 'Le groupe W(K;0) est alors filtré par

la suite décroissante de sous-groupes :
W(K;0) o T(K30) D ... > IW(K;0) o ...
Proposition 5.1. WO(K;O) = TW(K;0)

Démonstration : Ker A contient IW(K;0) car x.w(a,b) et w(a,b) ont méme
n
invariant d'Arf. Inversement soit 71 = ign w(ai,bi) un élément de Ker A :
n =] n
—_ 1A = -
z a;b; € (K) et i§1 w(1,aibi) =0 d'oh 1 —i__f_.1 [w(ai,bi) w(1,aibi)] et comme

w(ai,bi) = aiw(1 ,aibi), M est dans IW(K;0), ce qui démontre la proposition.

6. Vis & vis de 1'action de K* sur W(K;0) et de 1'homomorphisme C, on

a la formule

c(x.m) = ¢(m) + [a(n), x) qui se vérifie pour n = w(a,b), puis
par additivité pour T quelconque dans W(XK;0) et x dans K*. On en déduit que
C est nul sur IZW(K;G) : ce dernier groupe est engendré par les éléments
(yz)n=y.m-2z.m+m oa Mm€EWK;0) et yet z sont dams K*. On a alors
c((yz)n - yon = z.m + m) = [8(m),yz) - [A(m),y) - [A(n),2) = 0. Ainsi C induit
un homomorphisme surjectif ¢ de IW(K;O)/IZW(K;O) dans B(K;0).

Proposition 6.1. L'homomorphisme C est un isomorphisme de groupes abéliens.

*
Démonstration : Nous allons construire son inverse. Soit pour cela R : KXK -

- IW(K;O)/IZW(K;G) 1'application définie par
-1
R(x,y) = w(xy ,y) - w(x,1) mod IZW(K;O).

Les propriétés suivantes sont immédiates : R est additive en x, R(x,x) = R(x,9(y))
=0, R(x,y) - R(o(x),y) = R(x-0(x),y) = 0. De plus R est multiplicative en y
car [w(x(yz)_1, yz) - w(x,1)] - [w(xy_1 ,y) - w(x,1)] - [w(xz_1 ,z) - w(x,1)] =

= (yz)_1 w(x,1) - y_1 w(x,1) - z_1 wix,1) + w(x,1) € Izw(K;U). I1 s'ensuit que R
induit un homomorphisme de groupes abéliens de B(K;0) dans IW(K;G)/IZW(K;G) ;

il est immédiat de vérifier que t'est l'inverse de l'homomorphisme c.
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