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A P P E N D I C E

LA CLASSE FONDAEWALE RELATIVE D UN CYCLE

par

B. ANGENIÛL et F. EL ZEI/V

Universités, Paris-Sud et Paris VII

INTRODUCTION

Soient S un schéma et X un schéma localement de type fini et équidim. de
dim relative p sur S.

On se propose de répondre aux trois questions suivantes :

- 1 . Soit i : X ̂  Y une immersion fermée dans un schéma Y lisse sur S de dim re-
lative n. Construire un élément C , € H11 p ( Y , ^ " ; / ^ ) qui induit en tout point de
S à valeur dans un corps K la classe fondamentale C . Grothendieck énonce cette

\
propriété dans le cas absolu, en disant que l'anneau de Chow : " A ' ( X ) est un objet
cohomologique initial".

- 2. Soit h : X -> Y un S-morphisme fini et plat, avec Y lisse sur S ; on a un mor-
phisme Tr h : h ̂  -^ y qui induit pour tout entier ^ un morphisme trace

* H H HTr h : h^h ^y/q -)- ^y/q* Existe-t-il un prolongement de la trace à ĥ ^ / $ même
pour S le spectre d'un corps, le problème n'est pas trivial.

- 3. Soient . u , , . . . , u des sections de ô^r sur X, qui définissent une sous-variété1 p X
de V(u , . . . , u ) dans X, qui soit propre et surjective sur S, et œ une forme dans

r(X,^i-' ) , généraliser la définition du Résidu de Grothendieck
^ X a)

Rés Fu , . . . , u 1 £ r ( S , ^ ) au cas. où X n'est plus nécessairement lisse sur S.
b 1 P b

Ces trois questions sont fondamentalement équivalentes et admettent une ré-
ponse positive pour X de Tor. dim. finie sur S, et en particulier plat sur S.
La propriété de changement de base est vraie dans le cas transversal à X sur S.
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Ces trois questions sont liées par la théorie de la dualité qui utilise les

complexes dualisants introduits dans [6].

Le complexe dualisant 2) "., est un objet dans la catégorie dérivée des modu-
X/ b '

les cohérents sur X, cîest-à-dire un complexe de faisceaux admettant des faisceaux

de cohomologie cohérents, et définis à quasi-isomorphisme près. Nous introduisons

la notions de "propriété de la trace" et nous définissons la classe fondamentale

relative C , comme un morphisme de ^ '» [p3 dans ^)_, qui vérifie cette propriété.

D'après une suggestion de P. Deligne, nous'utilisons le théorème de Bott sur

les Grassmanntenues pour démontrer l'existence de C -y/c." Nous avons aussi bénéficié

des remarques de J.L. Verdier.

§ 1.- PRELIMINAIRES SUR LES GRASSMANNIENNES

Nous considérons -dans ce travail des schémas noethériens et des morphismes

séparés et de type fini, et nous adoptons dans ce qui suit les notations de

Grothendieck ( [5] I.9.T, nouvelle édition).

Î . 7 . - T^eo^iëme. - So^nt z an -ôcMfM, i an ^cu^cmau. tod.atw^.YVt tib^ç, .ÔOA z, G (^ )————— p
ta. G^.cL&^ma.nn^e,nne. ^e.p^é.ô entant "ts. {^onc^LWi de/à quiotiwt^ toc.aJime,nt ^cb^e/à de,

^,a.ng p da ̂ " , TT : G ( t )—^ Z ta. p^oje,(^U,on <.anoviiqu.Q, e>t ̂  t^ fcu^c^au. c.a.noyu,qu.&

toc,atwe,nt UJo^o, de, ^Lang p, qu.otie.nt d.0, IT*^ . A^-O/LÔ pouA tout ff_ -modmtç, coha^nt

J^ , te, mo^Lpku>mç, c.a.novu.qiie. :

p p -
i^ : r ( z , A S ) ® r ( z , j % , ) - > r ( G (é ) ,TT*A ê) ® r ( G ( $ ) , T T * ^ ) - ^

r (G^(ê) , I^® TT*^)

p p ^'
Lnd.uJjt an ^f>omo^Lpku>mQ, A 5 «'c^ ^ ^ (A ̂  0 'iï J^ ) •à .̂̂  aoncLubion ^U^L ta. caAa.c,-

t(L^U>^cqu.e, ^^f^p o^t toc,atwo,nt UJoK<i,, ojt e,n ca/i. zê^-o ^^non.

Démonstration.- Dans le cas où^ est localement- libre, ce théorème est un cas par-

ticulier du théorème de Bott d'abord montré dans [ 1 ] et dont la démonstration a

été simplifiée par Demazure dans [2] et [3] ; une démonstration purement géomé-

trique peut être trouvée dans [S] . On indique seulement comment on étend le théo-

rème au cas où Ĵ , est cohérent.

En tout point de Z, il existe un voisinage ouvert V affine et une suite exacte

exacte sur V : (S ' -> ^ ->J^, -^ 0 oùjÇ' et C sont des faisceaux libres.
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Considérons alors le diagramme suivant :

T P , P P -
A & ® JC ————> A S ® £ ————»• A ê ®J%, -^ 0

P P P
II 7T^(A^ ® 7T* . ( : ' ) -> TT^(A^ ® TT*^) ^ 7T^(A^<? ® -iï*J^ ) ^ 0

La suite 1 est évidemment exacte. Il suffit de démontrer que la suite II est

exacte, ce qui est vrai si le fondeur ïï est exact pour les faisceaux
p •
A ^g 8> TT ^ où 7' est un faisceau cohérent sur V. Or, d'après la formule de projec-

tion ([6] ,ch.II, prop.5'6), on a :

P P
BTT^A %e ® 7T* ^} ^ SÎTT^(A (̂  ) <8> ̂

1 • P
Si S est de caractéristique zéro, on a R TT (A ̂ ^ ) = 0, ce qui donne le résultat

* Q>
cherché.

î * 2 * " Co^o^-^-^' ~ Avec to YiotœtiovU) du. th^on.mo.f ^o^wt F an ^vmz da.YU> G (ê )

de. cocLàn ï 2 ^fo^e paA ^JUo^ç, ^UA z, V ou^v^L u = G ( & ) ' - F g / t j : u ^ G ( ê )

VÂwmQA^Lovi c.CLnoYU,qui^. <Uo^&, on CL an >u>omo^Lpku>me. c.a.non^qa^ :

P ^ P ^
1^ : A i ®J% -^ (-n- o j ) ^ j - (A^Ê ® TT ^).

Démon st rat ion.- II suffit de démontrer pour tout ouvert affine V de Z, l'isomor-

phisme :

rÇTT'^VM^ ® TT'*^) ^((TT^V) n U,^^ ® 7T*^).

P
Lorsque^ est localement libre, le faisceau ̂  = A f(o^ ® TT ^7 est localement libre

sur G (6 ) • Considérons la suite exacte :
P

0 -^.fc^.fc -> J^^W ^0.

On obtient le résultat cherché en appliquant le lemme que l'on démontre plus tard

(Cor .11 .1 ) .

Lwmo, 1 .2 . - Ai^c ^&ô notation& ci-d^u^ , ^ 3^ = 0 = ][ (J^).

- Si W^ est cohérent, considérons sur V assez petit une suite exacte :

£ » ->- û ->. J^ ->. o, où G ' et .G sont des faisceaux libres sur V. On a le diagramme

I r(7T~' 'V,A^ ® T T * J [ ; ' ) ^ I^TT'VA^C ® TT*^) -^ I^TT^V.A ̂ ^ ® 7T*J^) - ^ 0

II ^((•iï -1V) n U, " ) -> ^((7T~' IV) nU^ " ) r((•iï''•1V) nU, " ) - ^ 0



70

D'après le théorème, la suite 1 est exacte. Pour obtenir l'exactitude de la
suite II, si j : (-iï V) n U ->• TT V désigne l'immersion, on se ramène, en utili-
sant la formule de projection, à démontrer : R (-iï o j ) (A ^^) = o. Or, en uti-

lisant le calcul de la cohomologie de cfech à l'aide d'un recouvrement affine U.
-1 1

de TT V, et en appliquant le lemme, on a :

o - .n r(^ ̂ ) - ̂  r ,̂I ̂ ) - ̂  r(u^ ̂  )

5 ̂ i " u'") " i-îj ^"ij n u.") + i.̂ k îjk " "'"î
d'où H ('iï V n U,A Ke ) = H ('iï V,A ^^ ), et tous les deux sont nuls en caracté-
ristique zéro.

1.3.- Considérons un schéma S et un S-morphisme h : Z -^ S x A11 = A" où A11 désigne
Z s

l'espace affine de dim n sur 2. Soient H le fibre canonique associé au 'faisceau
canonique ^v^ sur G? = G (^(H^ = ^( jg^) avec les notations de ([5] 1.9 .4,

Z 2
nouvelle édition)', et y : A11 x Gp ^ Hp la projection canonique. On a le diagramme
suivant :

ô = h x Id ^Q
G? - Z x G? ——————. S x A11 x G33 = A11 —————————^ S x H33 = ïf ,n»^ n n p n n,S

n,S

S x G33 = Gp ,n n»S
v

Le faisceau ê = ° ® ^ est libre de rang n sur 6^ , d'où la grassmannienne :
z A^/S . z .

TT ; G ( & ) ->• Z est isomorphe à G -> Z. Alors on a les isomorphismes :
•y v

•ff*ê ^ <S*^1 _ e-t ^ =. r*^1 où r = y o 6 .
A /G1^ & h ^ /^p h 'S

^P / n,S Vs^S
n,S

La projection TT* ê -^ f^f s'identifiant au dual de la différentielle de y .
Nous utiliserons souvent la propriété (P')suivante de h ;

(P ' ) Le. mo^pkL&me, r : Z x Gp -^ Hp 2^1 qu.a&>i-^vu, 4uA an oavwt dç, aomptmzn.tcu.-
h.<L F da cocUw > 2 ^b/î  pah. ^b^-e ^UA z.

Lwiïïie. 1.3.- So^t g : z ^ s an mo^LpI^Umç, ê.qm,dune.vi&^onn^ de. cU-m ^.^iativç, p.

/c) So^wt ^ : 'L ->- t^ zt î : 'L ->- A^1 d&ô s-mo^pki!>me^ tat^ Que, p, 0 f = h
-t-i

oa p dê-A^ne. ^a p^oj^c^ion du A 40^. ^e^ n p .̂ew-^ê .̂&A coo^donnç,^.i s
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S^ p ^ n-1 e/t 4^ h Uê^^e (P'L ÛL̂ LÔ f Uê^^ce. ( P * ) ûLOÂ-6^.

^c) So/ùt v ->- A? an s-mc^pUàme quKU^-^vu, d'an ouvrit v ctonô z;^o^A on p&a-t

^n de.dmAs. an Q-mo^pki&me, qaci&i-^lvu. h : V -^ A" ÛLU^C. p < n-1, ve-^i^ant (P').
û

/(/̂ .) TOL^É po/cnt z de. Z adwe/t Lin vo^^inage, ouv^At v /ûc^ ça^ ex^/te. âne

S-^nme^^n ^e/imée i : V - ^ A^ Q.ve,c p < n-1, v^^ant ta p^op^iUe. (P ' ) .

Démonstration i) - Soient F11 (resp. F31 ) le ferme où F, : Gp - ^ Hp - (resp.
h n,Z n,S

F : G . -> H- - ) est non quasi-fini.i n'" i y /j n+ i ; o

1. - Réduction au cas où S est un corps algébriquement clos

Soit un point u e Z x G1 . d'image z dans Z et s dans S ; le norphisme F est

quasi-fini en u si et seulement si, après le changement de "base k ( s ) -> S, le mor-

phisme F qui s'en déduit l'est aussi.i, s

Soient k une clôture algébrique de k ( s ) , Z = Z x k et F114' = F11"1' x k ; la
Q 0

fi"bre F ' est l'image de U- F pour z au-dessus de z en nombre fini, ce qui nousz z z
ramène au cas où S = spec.k ; de plus, on peut supposer alors que le point z est

fermé dans Z, et en considérant des translations convenables dans A11 et A11 , on

se ramène au cas où h ( z ) = 0 et f ( z ) = 0.

2.- G? , , = k x G? ,n+1,k n+1£

La variété Hom (k ,k )/Aut(k ) contient les différentes grassmanniennes

G , pour q e [0,p] comme des sous-variétés localement fermées, et on a :n1 ' i , K.

G -, -, ^ Hom (k ,k )/Aut(k ), où l'indice s indique que l'on considère les mor-

phismes surjectifs seulement.

Soient (e . ) la base canonique de k , et des indices i, <...< i
1 iet:1»n+^ n+1 p T) p

dans [1 ,n+1 ] ; les classes des morphismes iÇ : k ->- k tels que [y(e. ')~Ï~_^ en-
j

gendrent k forment un ouvert G. . dans G~ - , isomorphe à k , et si
i ^ . - . i p n+1,k

TT : Hom (k ,k ) ->- G " , désigne la projection canonique, l'ouvertn+ l ,is

U.'1 . = TT G. . est fibre sur G. . et le choix d'un morphisme (^ tel que
1 * * ' p 1 * * * P 1 * * * P

l ç {e . ) = e. dans k détermine une section de ce fibre : U. . ^ Aut(k )xG.
lj J . . . . . n+1 ^"^p l1•• lp

Dans la suite, on identifie un élément de G. . à son image par cette section.
11'" : LP

La démonstration du lemme étant facile pour les courbes sur S, (en dim rela-
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t ive.1) , on va chercher à s'approcher de ce cas.

3.- Codim (F^G^) > 2 implique Coâim (F^1 n G^ ̂  ̂  ) >2 po^ , ^rme
1 P 1 ' * P

dans Z .

Les éléments (f e G? . , nuls sur e , s'identifient aux éléments de Gp ;
n+1 -D n n ' • n'k

alors F^ n G^ ^ = F^ est de codim > 2 dans G' , ce qui permet de négliger

les éléments ^ tels que f ( e ) = 0 , et de supposer i = n+1. On représente un

élément ^ e G. . par une matrice M à coefficients a1 telle que a1 = 1
1 " " p-1' . J J

pour i = i., la colonne i. ét.ant nulle ailleurs, L désigne la dernière ligne et
J J PC , , la dernière colonne.n+l '1 s-i n+1

0 0 . 0 \
M " / f a1 . IM

0 " 1 . 0

{ \ 0 a1 0 * • 1 /
^ p ____, •__^/

^ { Y 0 ^ 0 :__ 1

^" '~^ ^+1
M'

Si on désigne par H. . les morphismes p : ̂  -> k? tels que (^(e. ) -^ e. pour
l 1• • • l p-1 J J

J € [ 1 » P - 1 ] î on identifie dans la suite G. . à H. . en associant à
^-r'^p-l^+l : L1'> ' lp-1

toute matrice M la matrice M' = M - C . . O n définit le morphisme

^' : H. . -> G^ . c G1 .̂'1 en associant à M' la matrice M' - L .i^...i ^ V-Vi n^ • P

") T ry z S,
G. . . H. . •——^——^ k^1^ •x G3? .

± ^ ' " p-1, n+1 - ' l ' p - l . : l-1••• lp-- l

Les matrices dans H. . non quasi-finies en z forment une sous-variété T—————————————i^.. . !^——————————————— ——————————————————— z

de codim >. 2 :

En. effet, les matrices de H. . de rang p forment un ouvert V dont le^•••Vi
complémentaire B est un sous-espace vectoriel de codim n+1-p > 2 o'btenu en annu-

lant la dernière ligne. Soit a : V -> Gp . la projection canonique module Au^k^

les fibres de 0 sont vides ou isomorphes à kp x k* et T n V = a~ (F11) est de

codim > 2. '
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n+1Détermination de la fibre F11 n (ir' (M")-B) pour M" ç G^.n ^ir' .-- / -/ ^.-^ „ , ...
'—- ^•••Vi

Une matrice M" découpe sur Z une courbe C^.. = y C ,5- e L en nombre fini, ad-

mettant les courbes C^ pour composantes irréducfi-bles au voisinage de z , -déf inie

par l'équation M " ( h ( x ) ) = 0 pour x e Z (on a supposé h ( z ) = f ( z ) = 0 ) , car il exis-

te M' e H^ ^ tel que M' o h soit quasi-fini en z et que ' n - ' ( M ' ) - = M".
1 ' * ' p-1

Supposons qu'il existe M e F114' c G. • •^ . tel que M o f s'annule surz i^....i^,n+1

C^ , et vérifie •ir'(M - C^ ) = M". Si f = (f^,...,f^), on a :

("M" o h (x) = 0

M o f ( x ) = 0^^

^L^of( .)=^^(,) ,^( , )=o

0^ ^ .^ _ ,̂̂

Si M a coefficients a. et d'image M", s'annule aussi sur C , on a :
• J Je

^ ̂  + ̂ ^ = ̂  ̂ î  + ̂ l^ = ° sur c. <

d'où :> . (a^-a) f . ( x ) = 0 sur C , c'est-à-dire la matrice (M") où L' désigne
i<n+1 v y -L ^ L^ p

la ligne (...,a - a ». . . ) se trouve dans la fibre de T en M" ; donc en tout

point de G. . , la dim de la fibre de F11'1' - B est égale à celle de la fibre
— 4 • * • - L _ _ 4 Z

de T^ ; on en déduit que F^1- B et F11'*'1 sont de codim > 2.

ii) Soit u : V -^ A un S-morphisme quasi-fini de composantes ( u . ) , i e C1 ,p] .

On considère le S-morphisme h : V ^ A^ de composantes h. = u. pour i e [1,?], et
0 b 1 1

h +-1 = u , c'est le morphisme cherché : en effet, on se ramène comme précédemment

au cas où S = spec(k) avec k algébriquement clos, et avec les considérations pré-

cédentes sur les grassmanniennes, il faut étudier les systèmes d'équations :

(D a1^ + u^ = 0 ... a^ + u^ = 0 ... c^ + u^ = 0

(2) a^ + u^ = 0 ... a^n, + u^ = 0 ... a^ + u^ = 0 ... y, + uf =0

Dans les systèmes ( 1 ) , le nombre de solutions au voisinage de z est fini. Dans les

systèmes (2) ceux qui sont non quasi-finis en z vérifient les conditions :
a = 0 et a = o et sont donc de codim > 2.

iii) Le morphisme Z ->- S étant équidimensionnel, tout point z de Z admet un voi-

sinage ouvert V et un S-morphisme u : V ^ A^ quasi-fini ( [5] ch. IV, p rop .13 .3 .1 ) .

On peut supposer de plus qu'il existe une immersion fermée j : V -)- A"1 .

D'après ii), il existe un S-morphisme h : V ^ A1' vérifiant (P ' ) , et d'après i) le

morphisme V ^ A de composantes h et j vérifie (P ' ) aussi, et c'es'1 une immer-
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sion fermée.

§ II.- LA PROPRIETE DE LA TRACE

On énonce dans ce paragraphe la propriété remarquable de la classe fondamen-

tale qui la caractérise et la lie à la trace d'un morphisme'fini, au niveau des

différentielles.

11 .1 . - Soit f : X -> S un morphisme de schémas ; on trouve dans ([6]) la construc-

tion du complexe dualisant relatif î) . dans la catégorie dérivée des ^ -modules
^ A/b X

lorsque X et- S admettent des complexes résiduels K-_ et K', ou lorsque f est compac-

tifia'ble (voir [6] Appendice-par P. Deligne).

On considère dans la suite un morphisme f : X ->- S équidimensionnel, de dim

relative p.

imma 1 1 . 7 . - So^it te, mc^pUôme f : X -> s cx,-d^u^ ; on a. : ̂ (^ * ) = o ROLUL

i < - p ejt 4/c M^,g = if^^^), on a pou^t tout 0'-woduJia J^ :

Hom .̂̂ ) = Ext^.^/,) = r(X.^y%.^)).

En effet, on peut recouvrir tout schéma équidimensionnel sur S par des ouverts

V admettant un morphisme (f : V ->- A^ quasi-fini. On considère une factorisation de
b .

(f en une immersion ouverte j et un morphisme fini g : V —J-»- T -g—»AP (Main Theorem
, S

de Zariski) ; alors, si 3 désigne une résolution injective de ^ Fp]? le comple-
A^/S_.. o

xe f) ^g est la restriction à V de ^/g ^ g~ Hom (g^0^,J) ® _ ^T • t
Ag g g^ ' qul es

nul en degré < - p.

Co^oi^cuAe, 11 ,7 . - Sappo^oM X tU^ç, ^uDt s, ojt con^^-d^ovi^ an ^ou^-^d.hwa <eAwê z

do, X, do, codàn > 2 ^b^e, paA .̂6/12. 40^. s; ato^ pouJt tout ^ûE^ce-oa toc-aimant tib^ç,

JÊ-ÔI^L X, on a. : T^ (X,^) = ^(X.X) = 0.

Démonstration.- On a : J[^(X,^) = lim Ex^^(^/J^) et H^(X,X) =

lim Ex^(^/J^JG) ; il suffit donc de démontrer : if1^^ / ) = H^4'1^^ /g) = 0,
-> n ^ n n n

où Z désigne le schéma : ( Z , 0 / J ) ; ce qui se déduit du lemme précédent car Z estn » A Z)
localement un sous-schéma d'un schéma équidimensionnel de dim relative p-2 sur S.

hlotcuUon. - So>ie,nt, g : Y ^ s an mo^pk^me. tu>^^ dç, dÂw ^e^dtive. p e/û h : X -^ Y mn

mo^pk^m^ ^ni. On d^>igne. pan. T t'^omo^pkL&mç, canon^qn^ dç, duoLulo. :
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\ •• a^/sCp],^ = ̂ (h^/s^/s).

oa îi*deUQne -£e (joncteo/i ff.. ® „ h ( . ) .
h Vx

Définition de la trace d'un morphisme de Tor. dim. finie.

VftOpo^JLtion 1 1 . 1 . - .Soient A an anneau et B âne oE^èb/ie ^n^ce et de To^. cLun ^ùUe
^UA. A. î^ ex/côte an moAphUme. .t/iace de A-modo^eô Tr : B -^ A , dê^n .̂ de. ̂  wan^è^e
.Aa-(Wnte : 4^ P* &À/É âne. >L^ohsJULon p^.o/e.c^cve ^nie, de, É 40^. A, on ^ÛL^É CO^L&Ô-
pOYidA.e. à. touit ztwwt "b cf^ B an mo^LpkL&me, b, : P* ^ P* ça^ ^.vidait ta. muJW,pLic.a-
tion paA. "b dan4 B &t on po4e. : Tr "b = ^(-'O^'Tr b.. La iA.a.c.2. aJLv\^JL dê /̂cn<-e. commode.
aux cnan^ewen^ de bûLôe. c,okomoiog>iqLiweyU. tA-an^veA^aux au. /no^phÂ^me, A ->- B, e^£e.
e<Â.£ ^tabio, peut c.ompo^^ion : pûaA an moApki&me, B -^ C /̂cn ,̂ e :̂ de To^ dÀM ^n<.e, on
a ; Tr , = Tr / 0 Tr , , zt eJita c.oï.ncÀ.de, a.v2.c. ta th.a.ç.ç, aAu-e^e. dan^ to, CCL& ptcut
(vo/(A paA ex. [7] en.5, § 3 ) .

II. 2.- PROPOSITION . So^en-û deô 4cnêma4 x êQu^d îenô^onne^ô -ôu/i. s et Y -Uô4e -ÔUA s,
de d-ùîien4-conô ^eto^creA p, an Q-moApki&me, h : X -^ Y çaûLô/c-^n^ et de TC^L d î ^n^e

€' y/o^e. complexe dLiati&ant ^citi^ et ^-/ = ^^x/s^' A^O/LÔ' ^ ex^ôte an ê^é-
men :̂ an^çae, ^a c^U4e ^ondawen/to^e de h :

o / *C, . Hom(h^X^) = E = EKt°(h*: ̂ CPI,®^)

ve-^i^ant ta p^op^cê/tê (P ) 4a^v<mte :
h'

(P) PoaA. tout d^a^awme X* ———fc Y ' tel çae h' -00/c.û ^n^, X' et Y' ê/ta^eô 4(^i
^X -h__>Y

X et Y ^.e&p., -ô/c c dê^^ne V^waQii ^.êc^p^-oçae de C danô
E' = Ext^h'^./gCpL^./g) et Tr h' : h^h**^.^ ^^./g . ̂  -^-^^ de h' dé-
dtUte de ta. dé^cn^con dan^ II. 7, on -a ^030^0 : T^.(C^) = Tr h'.

Démonstration 1 . - La propriété (?) est vraie si h est fini

En effet, C est alors définie par la condition T , ( C . ) = Tr h. Considérons leh h h
produit fibre X" = X x Y' muni des projections p et p sur X et Y ' . Les morphis-

mes TT * et f permettent de construire un morphisme p : X' -> X" qui est étale car

p l'est (obtenu par changement de base de TT ) et

p ° p l'est aussi, de même p est fini car p l'est
(obtenu par changement de base de f ) et p^ ° p = f

l'est aussi.
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On se ramène à vérifier la propriété (P) dans les deux cas suivants :

i) Le cas du diagramme X"——»-Y' qui est facile.

-X ——>,Y

ii) Le cas du diagramme X'——^ Y' avec p fini et étale.
P^ / P.

X" 2

On peut supposer les schémas affines, et on voit qu'il faut vérifier pour tout

a' e ry . et œ e. F^,/, : Tr f ' (C* ( a ' œ ) ) = (Tr f ' ( a ' ) ) œ .A JL /b Pp

Or, Tr f ' (C* (a'oO) = Tr p ° Tr p(C* (a 'o))) = Tr pj(Tr p(a ' ) )C* (a))] =
?2 ^2. P2

( (Tr p^ ° Tr p ) ( a ' ) ) o ) .

11.2.- Unicité.- On a Ext'FÇh'^g,^ ̂ g) ^ F Ex^h^Fg,^^) ; la construc-

tion de l'élément C, est donc locale sur X.h

Pour tout point x dans X, on peut construire un diagramme comme dans (P) avec

X' surjectif sur un voisinage de x ( [5] en.IV, cor .18.2 .3) .

Pour démontrer l'unicité, il suffit donc de démontrer 1'injectivité du mor-

phisme : E -^ E' = Ext ^h' *^- , ^ „, , ) dans le cas où X et X' sont affines et

-iï' : X' -^ X est surjectif, mais alors E' est isomorphe à F^y, <8 E avec F ̂  , fidè-
Or̂lement plat sur F v-y.

X

11.3.- Existence.- Il existe un ouvert V dense dans Y tel que la restriction de

h à h V soit finie ; d'après ce qui précède au N°1, on peut construire C /h v
-1 ' h

sur h V. . On va prolonger ce morphisme à X par un raisonnement par récurrence

d'après le lemme suivant :

iwmo, II, 7. - So^nt U u.n owvut dan^ X ^t C an mo^pkUmç, uê^^owÉ (P) 4aA U;
\

a£(j^6, on pmt p^oiongeA C ^UA Lin omveAt dcivi& X contenant tou^ i^ po.int& gW-
u

^iqm^ dç, F = X - U.

Démonstration.- Soient ( x . ) . les points génériques de F, une partition
j i J J€J

J = -U- J. en sous-ensembles finis J. telle que h(x.) = y. pour tout indice j € J..
iel 1 J 1 1

D'après ( [5 ] ch. IV, p . 1 8 1 , cor. 1 8 . 2 . 3 ) , il existe un schéma, y'——.»Y, Y' étale

sur Y, tel que TT (y^) = y^ avec k(yp = k(y^) pour tout i e I (la fibre en y. se

réduit à un point d'extension résiduelle triviale) et tel que le produit fibre

X x Y' contienne un sous-schéma ouvert et fermé X' vérifiant X' -^ X
Y • v[ y,
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On a donc construit un diagramme : X*————> Y' tel que si F' = TT* (F), alors

-\ , \^
F' adrnet des points génériques (x ' ) avec 7 r ' ( x ' ) = x. et''k(x'.) = k(x.) , c'est-à-

J j^j J J J J

dire IBS voisinages infinitésimaux de D' dans X* au voisinage des x' sont isomor-
J

phes aux voisinages infinitésimaux de F dans X au voisinage des x..
J

Le problème étant local, on peut supposer ^y/q libre sur (^-, alors le morphis-

me C s'identifie à une section H ( ^ " r /o ) que l'on cherche à prolonger. De même
hy - U/S

on peut supposer X1 et X affines et 7T1 surjectif.

Considérons les suites exactes où î?'.,, = 7T Ï^ ' , :

O-B-rr^X',^,^)^-^ (X-,^,/g)i^R-Pr(X.-F-,^,^,) '

c^ ^E-^r^tx;^,^)

0 ^ B-^(X,<D^)-A, ̂ !(ï,'S^^^W,^^-^\U,V^)

u/ û
C Ch h,,

0 U

Comme au N°2, les morphismes verticaux sont injectifs car rô^, est fidèle-
A

ment plat sur rÇy.

On note par x l'image d'un élément x par un morphisme vertical. Le morphisme

h' étant fini, on définit une section C e R ^(X' ,^ y, /o) telle que

. q ' (C^. ) = C^y, d'où ^(C^y) = 6' o q ' (c^.) = 0 et enfin 6(C^y)= 0.

Soit C ç R^rÇX,^ ) tel que : q(C^ ) = C . y ; on a : q ' ( C ^ , - C^ ) = 0.
0 _ . 0 0

Soit v' c R .̂.i (X' °î) ', ,_) tel que i ' (v ') = C— - C* . On cherche à trouveri* X / û h h

v e R ^F^î^v/c^ tel ^ue V = v* , ce qui permet de corriger C^ en C^ = C^ . + v,

avec C- = C + v' = C , . D'après la construction de X ' , on a :h h o h

Ext^ (Y^F'^X^ " E^•XP(e 'X' /JfF' î£>X'/S) pour tout <] € Jî où les idéaux

x. x'
. J J

J_ et J-, définissent les fermés F et F'. On en déduit :
s r

_H ÎR Lp ^Y/<?^ ^ ^ ^^Hpi ® x ' / S ^ 9 ce qui ^ermet de descendre v' au voi-
x. x'.

J J
sinage de tout point x., c'est-à-dire qu'il existe un fermé F dans F ne contenant

aucun point x. et v e R ^T- - (X-F , ̂  ̂ - - N ,-,) tel que v* = v' sur X ' - T T ' (F ).
.) r~r 0 \X~r / /b 0

0 0 ^
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La section C = C + v vérifie la propriété ( P ) sur X - F :-h 'h

En effet soit un diagramme (l) X" ———». Y" avec h" fini.
\ \ y

X-F ——»• 1

-1
Soient V = X' - -iï' (F ) et V == X - F , et considérons le diagramme (il) :

V XX"
V Y'xY".

Y
(II)

V
xY '

Le morphisme ^" : V x x" -> Y' x Y" est fini car c'est le composé d'une immersion
V Y

fermée V x X" <—» V x X" -?- Y' x Y" et d'un morphisme fini ; de même jl" est de
V Y ' Y

Tor. dim. fini. La propriété (P) est vraie pour V' x V" ->- V comme on le voit en
V

passant par V et d'après l'unicité, elle est vraie aussi pour X" sur V.

Les propriétés de la classe C

P^op^utte 7 . - ChayiQWWt dç, b<m : Aue-c t^ notcutiov^» de, ta p^opo^^ubiovif ^o^t
r : S -> S ULYI mo^ph^me. c.okomotog^qu.w^yit tA.a.n^vw>at ci x -^ s &t tat qu.ç,
X = s x x ^o^t éQu^cluMe.izô/conne .̂ ^UA s.. kto^ ^ h : x -^ Y -02. d^duÂ^t de, h

s
pa/L ta ckangwant da bœ&a r, ta. c^u-ôe. C <^t V.waQa ^cÂp^oqua dç, ta. ata^^a C .

Démonstration.- Il suffit de montrer que l'image réciproque de C vérifie la pro-

priété (P) pour les diagrammes D^ o'btenus par changement d-e "base des diagrammes

(D),

(D,)
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car on sait que C existe et est unique et on peut-recouvrir X par des schémas
"-l • '

du type X x X' où X' est dans (D). Alors, on se ramène à démontrer la propriété
• X

pour C , et C ,, et finalement à vérifier la compatibilité des traces de h' et de

h'j ( 1 1 . 1 ) .

V^o^nJLW. î. - Compo^^Uon. Avec to no^Uonà de. ta. p^opoô/ctùm, &oU. h : Y ->- Y
an mo^iphL&ms. qaa&^-^n^i dané an ^chwa Y LU^ç, de dùn ^e^xue p 40^. s, aio^>
c : (h ° h)*^ , -> ^Y/o ̂  ^e compose, de c avec ^e mo^pUôme

^••^^/s^^/s-

Démonstrat ion.- Remarquer que h, ,est nécessairement de Tor. dim. finie. Comme pré-
cédemment on peut trouver des diagrammes du type :

,, h'
X* ———-____». Y' _________»Y"

1__J_1-^1.
où h* et h1 ^nt finis, et où les schémas X' et Y* recouvrent X et Y , et il suffit

' * / .
de vérifier la propriété (P) pour le composé C o h pour de tels diagrammes seu-
lement. On se ramène à démontrer : C. , o h' = C, , „ » et finalement à démontrer :h 1 h. o h
Tr(h ' o h ' ) = Tr h' o Tr h' (11.1).

11 .3 . PEFINITKX

So>ie.nt X -> s an mo^ph^me, êçou^me^/conne^ de dÀjm ^eêû^ve p et de Tc^. dÂm
^wiZf an ztmwt (f e Exto(^p/ [p],^-/ ) , et an s-mo^pUâme qaca>^-^nÀ.
h : U -> Y d'an oavoAt U de X da.n& an ^chwa. Y ^ôô4e ^UA S et de (Lan )tçjiati\)2. p. On
d-ôt çae y rê^^e ici p.^op^ce.t& de ^a -ÛKICC pûo .̂ h (ou. .̂eêa^cuewent a h) -ô/c ^e com-
posé de ^/u avec ^e mo^pUàme h*^/ -^ ^)^ eà-t éga^ a ta. côxA-àe c de^^e dan^
^a p/topo^^iovi p^-êcêde^zte. On d t̂ çae p vê^^/ce ̂  p^op^i^tz de .̂a .̂ace 4^, poaA
.ûoa/É oare^É U, /£oa^: s-mo^-pUAme h : U -> Y qacL&>c- fin^ dan-à Y ^cà^e 4iVL S vê^^e
.̂a p^-op^Lê/Éê de .̂<x ^<xce A-e^.(zt^yewen^: a ̂ .

Unicité de la classe fondamentale.-

P^iOpo^^U.on 1 1 . 3 . 7 . - So^É f : X -^ s an mû^pUAwe e.qa^dÂjïïï^n&^onne^ de d/cw .̂e^û^cve
p, et de To^. d î ^/cn^e. Ï^ e^cô-fce <xa p^a4 Lin étw^nt aniqa^
c / € Ext°(ri- [p],^,,/ ) çu^ ve^^e ^a p^opnMte, de ̂  ^aûe ; c'n ^'^ippe^e,
qaand ^Ji e^a.ô^e, .̂a cicu^a ^ondam^ntdt^ de X 4L(A s.

Démonstrat ion.- Le problème étant local sur X, on peut supposer que X et S sont

affines et qu'il existe un diagramme :
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^^ A où q est la projection sur les p premiers

X _______________^'* A facteurs, i est une immersion fermée et
b

h h = q o i est quasi-fini.

Par définition on doit avoir : C - / o h = C. , où h* : h*^ -> ^p , ce
X/S h A^S /

* s

qui détermine la valeur de C / sur l'image de h ; or, dans la situation ci-dessus

pour tout point x e X d'image s, il y a "assez" de S-morphismes linéaires

^ : A ->• A^ tels que (ff o i soit quasi-fini en x et que les toQp engendrent
s s , l A^/S

^ au voisinage de x, et par conséquent les (^ o i)*^ engendrent
A^/S A^/S

^ , au voisinage de x. Plus exactement, soient 6^ = A et

TT : Hom (A ,A ) ->• Hom / ^,(k (s),k ( s ) ) = M ; alors il existe un ouvert partout
S A K. \ S ) S

dense dans M tel que les éléments dans l'image réciproque par TT soient quasi-

finis en-x.

Enfin, on voudrait mentionner la proposition suivante :

Pn.opo^^UÀ.on II. g. î.- So^t u an ou.\)Wt dw>^ dan-ô x ^cô^e, paA. ^bn.a ^U^L s; oJiohM :

^) Le, mon.phUmo, /le^^^Lc^con r(x, l^.g) ^ r(u, ^/g) <^t /Œ/&ct-4.

Li} Uno. cJia^^ç, ^ondam^nta^e, C / 4uA u, 4& p^.o^.o^z m anç, cicu>^e. ^ondamQ,ntcULe,
C^g^UAX.

Démonstration.- Le problème est local sur X, donc on peut supposer qu'il existe un

morphisme quasi-fini h : X ->- Y dans Y lisse sur S de dim relative p. Soit F = X - U

l'adhérence F' de h(F) a une dimension de moins que Y ; il existe donc un sous-

schéma fermé S' dans S de dim.strictement plus petite que celle de S tel que les

fibres de F' sur S - S' soient de dim.< p-1 ; alors pour tout sous-schéma W dans

Y de support dans F ' , o n a : H ( ® ' ) = 0 pour i < -p+1 , d'où
Vs'

Ê. (^p /g g. ) = 0 = H° (ET ).
^-s' Vs'^"3 "^-s' Vs'

i) II suffit d'appliquer la proposition 4 du chapitre IV de ^-h^ pour voir que

r(X , , U^ , ) ->• r(U c_ot î ^ / p ) est injectif, puis on reprend le même raisonnement

pour le fermé F complémentaire de l'ouvert U u X ,, et qui est concentré sur S ' .
0 b—b

On établit i) par récurrence.

ii) Soit h : h*^/g ^ ^/g, pour toute forme ^ e F(x,h*^, ), on a :

Cy /g (h œ) = C^(œ)/U, donc C . (h œ) se prolonge de manière unique d'après i) en

C (œ) ; or, en tout point x e X - U, il existe assez de morphismes quasi-finis
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CP défini? au voisinage de x dans A^ pour que les W ^ î P engendrent d ^ i - en x.
S T ^p/g X/S

b

Remarque. - Si, par exemple, f : X ->- S est plat et de Gorenstein sur l'ouvert U de

la proposition, alors on peut vérifier que si i : X ->- A est une immersion fermée,
b

les démonstrations que nous utilisons donnent l'existence de la classe C /_ , véri-
X/ b

fiant la propriété de la trace pour les projections linéaires : A -> A" quasi-
b b

finies sur X, sans hypothèse sur la caractéristique.

III.- EXISTENCE DE LA CLASSE FONDAMENTALE

Considérons un morphisme g : Z ->- S êquidimensionnel de dim relative p, et de

Tor. dim finie ; on se propose de démontrer l'existence d'une classe fondamentale

C-y : ^ " [ p ] -> ^)-y vérifiant la propriété de la trace, cette dernière condi-

tion permet de définir pour tout ouvert U de Z la valeur de C y = (C y )/U sur

l'image dans ^"r/q ^-e tous les sous-modules de la forme h Q~/a où n : U ->• Y est

quasi-fini et Y lisse sur S, et il reste à établir la compatibilité entre fautes

ces définitions partielles. La vérification directe de cette compatibilité, en ex-

plicitant 1'isomorphisme résidu pour comparer les valeurs de €„/„ dans deux pro-

jections quasi-finies distinctes, est un calcul fastidieux, presque impossible.

C'est pourquoi on va utiliser une méthode globale. L'idée consiste à appliquer le

théorème 1 . 1 .

III.Î." THEOREME. - SoJit g : z -^ S ULYI mo^LpkU>m^ e.qu^idàns.M^ionn^, de. dÂw ^&to(xu& p

&t de. TO^L. cLàn ^^c&. 1^ vuj^td. u.ne. c^ià4& ^ovidasnwtaJiç, uiniqu.ë, :

^/s : ^/s^^z/s

uê^c^mt ta. p^.op^ie.te. de, ta tn.a.c,e..

Démonstration.- Le problème est local; en effet, si on définit C^r/c pour V parcou-

rant un recouvrement ouvert de Z, les différentes classes C y se recollent en une

seule d'après l'unicité.

On va appliquer le corollaire 1 . 1 , en considérant une immersion fermée

i : V -> A" construite dans le lemme I.3,iii), et le f aise eau/i = Hom (^ ,2<^ / ),

où U^ / = H ^ {î) ,'/ ). On trouve avec les mêmes notations :
V/ S ~— V/ S

I : Hom(^ ^ ̂  ,^/g) ^ (^ o j)^Hom(r^ ^ ^^

^——.V3-/ ____Vs^n^
E. IL-

où r. ; G^ -> H^ est .déduit de i, et j désigne l'immersion de l'ouvert U où F.i n,V n,S i
est quasi-fini dans G ,-.n,V
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Le faisceau ^îJy/g est isomorphe a W ; le morphisme i est de Tor.

<V<S

dim finie (on écrit i comme compose d'un morphisme de Tor. dim finie et d'une sec-

tion d'un morphisme lisse : V ->- A^ -> A^, où A^ = V x A11) ; donc le morphisme F .
S ,

l'est aussi ; d'après la proposition 11.2, on construit une section C- de L_ qui

vérifie la propriété P de cette proposition..L'isomorphisme I ci-dessus fait cor-

respondre à G? une section C°, de E[. Il reste à vérifier la propriété de la tra-

ce : 1 •^ • • • ' . . • , ' . . . . . • , • • '• . " '

1 . - Cas des S-morphismes linéaires : W : A11 -^ A^ tels que ^o i soit quasi-fini
b b — — l -— — • "'' • •————•——

pP _____________„ xrP

n , V ^ " ^ ,n,S

II est facile de voir que le S-morphisme ^ o i : V ->- A^ se déduit du morphisme F.
p 1

par le changement de base S-> G- correspondant à la section définie par ^.

Par définition de la classe C ° , et en utilisant les notations du diagramme (D),

dans 1 . 3 , la classe Cp est égale au composé :

r*oP ^*nP v//s
î • " _ ———————————f ô Çr . —————————» i,<^

^.s^,s . <v<s ^y<s

Le changement de base est cohomologiquement transversal au morphisme G15 ->- Gp

n,V n,S'
donc il est permis,d'après la propriété 1 dans'II.2, de conclure que C . se dé-

duit de C- par ,1e changement de base A^ -^ Hp .1 1 b n,b

Lewme. II 1 . 7 . 7 . - So^t ^ : A" -^ Y an Q-mo^pki^m^ da.vi^ Y -tcô-Aê. de. dùn ^eJicitiv^ p 40^

S tzt que, ^ o i ^oU qu.(U^-^yU. ^t w^u,^e, ta. p^opnlW de, ta. Via^z POL^I. c0 . aJio^

pou^i to^t Q-mo^pku^ma ^' : Y ^Y^quLd&^-^yu, da.Y^ Y' U^^ÇL 40^- S de dÂw ^cuUve.

p , te, compose, y' o ^ ve-^u.^ ta pftopnio.to. du ta. tn.a.^ pou^t C0 . .

Démonstration.- Remarquer que (û ' est nécessairement plat. Considérons les mor-

phismes :
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i* o ̂  o r^,/s -^-1A °^/s ̂  ̂ -^v/sAS/S
Par hypothèse, on suppose C , o y = C .; pour démontrer :

cÇ/g ° (r ° (f)* = Cy.^^, il suffit donc d'établir C^. ̂  = C^ o p'* ; c'est

la propriété 2 dans 11.2.

5. Le^nme. ZIZ. 7,2. - Soient [ H. ) âne. ^amm.e, ^yu.e, de. s-moApki&me t^ne-aÀAe :
1 i€I

A -> A tçJUiç, que. chaque, H. puÂSSQ. coyi&titaeA. mm composante, d'an S-moApkL&f-> A tçJUiç, que. chaque, H. puÂsse. const^tueA mno, composante, d'un G-mo^.phu>me, Li-

'ÂAQ, : A^ -> ff quaS^i-^n^, SUA. V. PouA. tont^ ^<mJUUi<^ m. e N pouA. i e 1 e/t
l i :L

À" e r(s,ûU pc'o^ i e I ^t j e [1 ,p3 , t<^ À" ê/Éon^ p^-e^çae partout mJU, 4/c ^e.
. in.

mo^.pku>me, (p : A" ^ A^ de. composante ^. = Z À'3^.1 e .̂û quas^-f^nÂ. SUA V, 6t£o^ ̂
• û û ' j , . 1 1

1°

'v/s *

mcuJtQ, : A^ -> A^ qu.aS>i-^nt SUA. V. Pou/î. toutes fam.W.e m. e N poo .̂ i e I e/t
• . b b « 1

. m.
moApku>me, (p : A" ^- A^ dç, composante ^. = Z ^ J o z

1 b b J -

yê^c^/ce. -£a pA-op^ieté de, ta tA.ace, ROUA c0

Démonstration.- On démontre ce lemme par récurrence sur l'ensemble d'indices,!.

Supposons le lemme vrai pour une partie I' dans I, et démontrons-le pour I' u i »

avec i e I-I'.

Considérons les morphismes : V—* A __» A x A ' '__», A- ' ' >*; A » où
S s s s s S

jl'| = nombre d'éléments de I', h, a pour composantes l'identité sur A- et1 1 1 m. S

II ^ 1 , h a pour composantes l'identité sur A11 ' ' e t K. '^o p :
i6I' 1 2 s "o '

,n+|l ' î ,n
^ 1 "^"^ • n |I'| 1

Soient Jl,,...,!?, ,, des S-formes linéaires sur A- telles / 1 „ „1 p-1 S / 0 0
que le morphisme (Jl ,...,Jl .»Jl. ) soit quasi-fini sur / „ \

P~ M — 1 ' 1 1

V. La matrice M : A ) ' ->• A- ci-contre induit \ j
m. b û \ 0 0 1

(Jl.,...,^ _ - , a ^ - ) sur V ; elle est donc quasi-finie
p ^o

sur V.

D'après le lemme 1.3, les morphismes h, o i et h o h o i vérifient la pro-

priété P' sur V puisque i la vérifie aussi ; on peut donc définir des sections

4/s £ ^^v 0 <+|r | '^v^ ^ ^/s € ^^v 8 ^n+|r ] + 1 . ^ < r v / s ) comme on

"s /s "s /b

a défini C y . Il suffit de démontrer que C , est le composé de C , avec

(h o h ) * : ff<s ^p . , , . -> 0^ <9 ^p . On va le voir par récurrence, suppo-
Ag /S Ag/S

sons donc : C^g = C^g o h^ .
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Soit z un point de V d'image s dans S ; les matrices M' à coefficients dans
6^ quasi-finies sur V en z forment l'image réciproque dans Qi ' ' d'un
0 ï S / 1_ J „ \ b , S
voisinage ouvert de l'image de M dans k ( s ) ; on s'intéresse aux matri-
ces M' de la forme

n+ I' 1

-. i «; ° l l t - l

\ 0 1 ) 1

dont les coefficients a. varient dans (j (le cas des courtes étant fa-j b,s
cile, on suppose p > 1 ) . Les lignes M! pour i e [1,p] de M' induisent sur V des

m.

formes linéaires Jlî pour i e [1 ,p -1 ] et Jl. à l'indice p. D'après ce qui précède,

. ^ 10 . . 1le morphisme correspondant à M' vérifie donc la propriété de la trace pour C ,

d'où pour toute forme œ e ^ et tout élément a e Q^ :
A^/S

Tr(M'/V)(a C2^ '*^)) = [Tr(M'/V) (a)]ci) = Tr(M'/V)[a C^g( (M' /A^l r I )*(jû)3 ;

d'où on déduit pour ci) = dY, A . . . A dY sur A^ de coordonnées Y. :
I P b 1

C^g(d^ A . . . A W) = 4/g(h^(dM^ A . . . A dM^)).

Si on note (T . ) pour i e [1 ,n+| l ' |+1] les coordonnées de A ' { , on voit faci-

lement en considérant les S—morphismes linéaires de A ' ' sur A~ quasi—finis
p . -i b û

sur V, que C , (dT. A . . . A dT. ) = C , (dT. A . . . A dT. ) pour i. € n,n+|l'|l'].
"̂l ^ l1 lp '3

Dans l'égalité ci-dessus pour la matrice M', on a dM' = dT 1 , 1 ,, et en écrivant

cette égalité pour un nombre de matrices M' fini mais assez grand avec un choix

convenable des M' on obtient :

^/S^ ' ̂ /S^W5 pour ^ = dT! ^ • • • A dT! A ^n+ll'I+l
1 P~1 • •

avec i ,...,i _ e [1 ,n+[ l ' | ] .

4.- Pour déduire de ce qui précède la propriété de la trace pour C , relativement

à tout morphisme <p : A -^ A- défini par la donnée de p polynômes tel que ^ o i soit
" O ù

quasi-fini sur V, il suffit d'appliquer le lemme suivant en caractéristique zéro :
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Lewme. III, L3.- So/c/ù z an po/cn-C de V d^dQd s da.^ S ̂  ça& car(k(s)) = 0 . 1^

vu^la, âne. ^anuJUe. de, p-upie^ ^ = (^,... ̂ ^cfê. ÎW&A tine.cuAe^ 4(^L A11 oa

A = ̂  , /cndê.xêe. pû̂ i CT dûuzô an ^nôe^b^e ^n-c Z, /fce^. que. 5_ ^o^t çaaô-c-^u. 40^1 V

m z, ^ ̂  quiS, poa^ ^:oat& (ioyn^^z d^ potijnom^ ^ = (^,...,f ) 4a^ A^ , ̂

w^tz d&À muJUl2.nti2^ (âL ] &t d^ c.ov^ta.vut^ \^ dan& A v^^ant ^ = S À^(.?_ ) a.

Démonstration.- Par linéarité, on peut suppoer que les ^. sont des monômes de de-— ^ i ^ i -— j
gré d en t ,...,t . Le A-module M des p-uplets de monômes de degré d est libre de

,n+d-1v
rang : p( ^ ) , ^

PosonsJl0 = E a1 . t. , où a1 • e A. Alors, on note m = (m ,... ,m ), | m| = Z m^
<3 —i (7 î<3 1 J »J

(lml ) - 44— .^m = ̂  ̂  et S^' = W./1 • o n a :
m n^ m^î

a0)^ z (^(a .ni)111 .
J |m|=d^ ^ î t 3 ~

Les p-uplets (,b_)m = (0,... , (.b,)"1,. . . ,0) non nuls en composante j, pour |m| = d et

j € [ 1»p ] forment une "base du A-module M , et la famille (5_ ) = ((5^) ,...,(^ ) )

forme une base de M si le déterminant de ses coefficients dans la base (_t ) _ est
d ' "

inversible, ce déterminant est égal à :

. P '. m

D = . n (d) . . .(a . ) • • - -.. . Tn rr ~\m CT,Jm =d

Soit M. l'espace vectoriel sur k(s), corps résiduel de A en s de carac-

téristique zéro, formé des p-uplets de- formes linéaires J^ = ^•^'••^p^ à

coefficients dans k(s) . Les formes H quasi-finies sur V^ en z forment un ouvert

W dense dans M de dim np.l ,s

Soit W l'ouvert de M^ formé par les familles (i^) ayant un détermi-
1 ' 3 , "s cJc[1,N]

nant D non nul dans k(s) . Les ouverts W et \^ n W sont denses dans M^^ .

Alors, toute famille (^a) pour a e [1,N] de p-uplets de formes linéaires à coef-

ficients dans A, induisant (j^) dans W n W^, forme une base du A-module M^ consti-

tuée de morphismes quasi-finis sur V en z.

5.- Actuellement, on sait que C^/g vérifie la propriété de la trace pour tout mor-

phisme (f : An ^ PS tel que <f ° i soit. quasi-fini sur V.. On va voir que C^g se

factorise en^n morph'isme : C^/g : ̂ /g -^ ^y/g se composant avec la projection



86

o ® ?r -^ ^~ /q . Il suffit de démontrer que C / s'annule sur le sous-module de
Ag/S

y ® ^p engendré par l'image de : (dl ) ® ^p où J désigne l'idéal- de V

^/s ^/s

.ndans A .
û

Soient z un point dans V, un élément f dans J et une matrice M : A ^" A" de
V ^ b b

lignes (M , . . . , M ) , quasi-finie sur V en z. Le morphisme M sur A de composantes
1 P b

(M , . . . , M ,M +f) induit le même morphisme que M sur V. On en déduit que pour

toute forme a) dans ^p et a ê I^V,^,) :

^s

Tr M/V(a C°g(M*o))) = Tr ÎÏ/V(a C°g(M*œ))= CTr M/V(a):o) .

D'où C ° g ( d M ^ A . . . A dM ) = C° (dM^ A . . . A (dM + d f ) ) , soit

C , (dM, A . . . A dM A df) = 0. Ceci reste vrai quand on fait varier les coeffi-
V/ b 1 p— 1

cients des lignes M , , . . . , M _ , . d'une manière continue, donc si T , . . . ,T désignent

des varia'b.les, on a :

C° (dT. A . . . A dT. A df) = 0.
/ ^ ^--l

6.- La classe fondamentale C y vérifie la propriété de la trace pour tout morphis-

me <jP quasi-fini sur V dans une variété Y lisse de dim relative p sur S. Il faut

démontrer que C &? : <^ ^ ~ / q -^ ^r/q ^"^ égal au composé de C ,- avec

^ '-^ ^y/q "^^v/cî • ^e P3"0^'!^11'18 es^ local donc on peut supposer l'existence d'un
diagramme •:

3Ù j est une immersion fermée vérifiant ( P ' ) et ̂  étale.

Comme U» o y est induit par un morphisme : A -^ A- , la c l a s s e - C , vérifie laû"1 -. A? .,. . .„.,,. ,v/s
^p

O ù • /O
- - Ppropriété de la trace pour ^ o (̂  , donc aussi pour (P puisque ^ ••.]? Çî - ^^~

A?/Sest surjectif. S

IV.- RESIDUS ET HYPERHOMOLOGIE DE DE RHAM

1.- Equivalence avec la définition du Résidu

Considérons un morphisme équidimensionnel f : X -> S de dim relative p ; on
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va voir que la connaissance de la classe fondamentale C , nous permet de généra-
liser la définition du Résidu de Grothendieck ( [ 5 ] p . 1 9 5 ) au cas où.f n'est pas né-
cessairement lisse, et réciproquement la connaissance du Résidu pour f permet de
définir la classe €„, •X/S

1 . - Soit F. = F => F D . . . D F une suite décroissante de fermés dans X. On dit que
la suite F. est maximale et pure si elle vérifie les conditions suivantes :

ii) F est propre et surjectif sur S ; •

iii) Pour tout i ç. [î,p], codim (F.,F. ) est pure et égale à 1 , c'est-à-dire
pour toute composante irréductible Z ' de F. contenant Z, on a :
codim ( Z , Z ' ) = 1 .

V<i^yu>tion. - So>is,nt F^F1,...^ mne, ^cwuJUe, do, <&wiê4 dan& X tMe, que, ta .ôu^ûe.
i .

de. fie/unê4 F. = n F'3 -ôû-ct maxÂ^aiç, vL puA.2. pouA i ç F0,p], dan^ X e.qu>idùn. ^UA S
1 J=0

de, cLàn .̂̂ ûE^cue. p. Suppo^o^ ça'/c^ ox^lo. u.ne. c^o44& iondaïmvvtata

c , : ^p ->• ^-v/o ' ^ c-ov^^d^ant VmwWï^ioYi

Û , : F , ^ - ( ( ^ F^ n F^) = V ^ F - ( ( U Fj ) n F ) = ̂
j>i+1 • • j>i+1

t2JUi<L que, : V. = W. - V. , on pmt de.^yuA an mo^phi&me, do, connexion :

,- . Tu"?-^1 /9) ' \ -^m1^14 ' '1^ • }^i • ̂  (z/ x/s^^^-v^^ ^x/s^

A^O/LÔ, on appelé. Ré4^da ^e. compose, de/ô mo^pUôrne^ 4u^uûuzt4
^ /S ô ô. (5 ,

Rês^ : r(v^)_°_ r(^.^)_ ... _1. ... J^
Tr F /S

^^^^x/s5——^r(s.eg).

Le cas d'une intersection complète.-

C'est le cas où l'on considère une suite régulière de sections il , . . . , u de
\ sur X telle que V(u ,...,u ) soit propre et surjectif sur S. On pose alors^
F° = X et ' F 3 = V ( u . ) , et on définit pour toute forme œ e F^/- un symbole Résidu

r a) i \Rés = Rés (——^——) dans r ( S , 0 _ ) . On retrouve au moins au signe près
| r « U . , « « « U b

LY..U^J 1 p

le symbole Résidu de Grothendieck lorsque X est lisse sur S.

Remarque.- Plus généralement, on peut associer à toute suite de fermés F. maxima-
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le et pure dans X sur S un morphisme Résidu de la manière suivante : soient U un

ouvert partout dense dans X, et des ouverts U. de F. associés à U par récurr^-oee;

si on connaît U . , alors U. , = Ï. n F. ,, où ÏÏ. = P - ( ( F . - U . ) n ( F . - F . , , ) ) .
1 1+ 1 1 1+ 1 1 U l1 . 1 1 1 l" I

Soient l'immersion de U. dans U ^ u U. et les morphismes r. de .r.estriction et

6• de connexion :

^(ui•Eufi(®x/s)^^(Vui.1•5up+-^/<^>x/s))^^(ui.1•Su^+1(ax/s))•

Soient V un ouvert partout dense dans S tel que F x V soit inclus dans U et r
S

la restriction de U à F x V dans ffl° ( € ) . ) . Alors on définit le Résidu commep p g --Up X/S

le composé des morphismes suivants :

Res^° =r(u^)j2^ r(u^,^)
u- - c— ^ 0 '-0 ^ ° "i Vi 0 Vi

Tr F /S » r
^p'S^x/s»———p———^(v.^)

2.- Soient f : Y ^ S un morphisme lisse de dim relative p et h : X -> Y un morphisme

fini et surjectif. Le graphe h' : X -> S x Y de h est une immersion régulière, et

si on suppose ^y/q libre, engendré par une base du , . . . ,du , les éléments
v. = p*h*(u.) - p*(u . ) définissent h ' ( X ) dans un voisinage ouvert U dans X x Y.

Le morphisme p se déduit de X

sur S par le changement de base

lisse Y sur S. On va définir le

morphisme Tr h : h ^p -> £ / a ' x —————————————^ Y

Pê^LH^om. - AVC.C i^ notcutioyi^ p^.ç.c.'idayit^, -ôu-ppo-ôûn-ô dê^ùz<- te. &ijmboio, R^^da
du. mo^pkL&me, p /u pou^ ta. ^LLite. ^.Qui^n.o, (v. ) ROUA i ç [l,p] . On dé^vu^t Tr h
ROUA u.n^ f^owle. œ e I^x,^1;' ) paA ta. ^ohm(î.t<i. ;

X/û
r~* ~i

Trh(o)) = Rés^ ^ P 1 a ) ^ du^ A . ^ . A d^

Lorsque X est lisse sur S, d'où p est lisse Sur )C, cette formule est compatible
avec les définitions du Résidu et de la trace.

Soit maintenant une famille de morphismes équidimensionnels stable par chan-

gement de base lisse (par exemple les morphismes équidircensionnels et de Tor. dim

finie). Si on sait définir les symboles Résidu pour les morphismes de cette fa-

mille, on en déduit d'après la définition ci-dessus et les techniques du § II, la

construction de la classe fondamentale relative.
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2.- L'hyperhomologie de De Rham

On considère dans la suite un morphisme f : X -^ S plat, de variétés algébri-

ques sur un coprs k de caractéristique"zéro. Alors, on dispose d'une représenta-

tion canonique du complexe dualisant relatif lÇ,g ^ Hom^ (f*lC,K..) composé de

faisceaux flasques. x

On va construire des groupes ffl ^(X/S) qui méritent le nom d'hyperhomologie

de De Rham relative à support dans un fermé Z de X, et où la classe fondamentale

C y s'envoie d'une manière canonique.

1 . - Le complexe double

On considère le -̂modume bigradué : K^ : Hom^ (^/g>lÇ/g). Soit Y plat sur

S, on définit pour tout S-morphisme h : X -> Y propre, le morphisme

Tr ^^^S ^ ^S' par comPosit:i-on avec 1e morphisme canonique: ^* -^ h ^* ,
du morphisme trace : h K-, ^ IÇ, .

P^opo^^ùcon. - Aî û to notation cl-d^&u^, on peo/É WULYIÂA. K--'* d'une. ^^UJLC^LQ,

de, c.ompta^ç, dou-bie, taUiz qu-o, ROUA. tou>t S-mon-phÂ^mo, p^.op^ h : X -^ Y ̂  mo^pkL&m^

Tr h commune, any. di^^^ivUM^ paA^tiçJUL^.

Démonstration.- Il est facile de déduire la différentielle ô' sur K-.'* de ô sur

iÇ/g. On va construire la différentielle d' à partir de d sur ^* /o, ce qui est

moins immédiat car d n'est pas 0-linéaire. On a besoin du lemme :
A

Lwma.- So^nt y ç FK^* qjt ^ g r^ . S^ y g Hom^(^,K^) , -on d^nU
X

y e Hom^(^~v,K^)pa^ ta. {^onmuJin :CÛ A

((A) A y ) ( o ) ' ) = y(o)' A co) pour œ' ç rtf^
À

A^o/^ô on a. ;

d^(a) A y) ^ (dœ) A y + (-1^ A d-y .

Démonstration du lemme.- La différentielle absolue d' a été définie dans ([U]

§ 1 . 3 . 1 ) . On se ramène facilement au cas ; X lisse, en considérant localement

sur X une immersion dans une variété lisse. Alors, on trouve ce lemme dans (FUI

§ 1 . 3 . 1 ) .

Considérons 1'isomorphisme : Hom(^,g,K^g) ^ 2^ Hom(f*K^ ,Hom( ̂ . ̂ K^ ) ) ,

m se ramène à démontrer que dans le diagramme :
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Hom(^g,K^) ————————». Hom(^ld)

1- 1.;
Hom(^g,K^) —————————> Hom(aJt \K^)

où les morphismes horizontaux sont injectifs, la différentielle d' induit d_' . Il
faut voir que si n £rHom(^,K^) est nul sur Im(^~1 ® f*^1) dans ̂ , alors d'-(n)

est nul sur Im(^1"2 ® f*Q1) dans ^1-'1 .
X b X

Soient U un ouvert de X, a e r(U,^1"2) et ds e r ( U , Q 1 ) , on a :
1 _rU ^ = a A ds A ri e Hom(^ , K _ ) est nul; en effet, pour toute-forme œ dans

r(U,Q^) : n' ((jû) = n(a) A a A ds) = 0, car ùû A a A ds e ImÇrdj,^1"'1 ® f*^1) ; de
même d a Ads A T| = 0.

En appliquant le lemme, on trouve : a A ds A d'n = (-1) l~' Id t(a A ds A n) -
âx A ds A n = 0. De même en appliquant le lemme pour eu section de 0 ,̂ on voit que— 1 S
_d' est f 0' -linéaire, et induit donc la différentielle d' que l'on cherche.

D'autre part, la propriété de Tr h de commuter aux différentielles se déduit
de.la même manière du cas absolu (F 4] 1 . 3 . 1 . 2 . ) .

VU^nUioYi,- SoU z ULYIQ, 40^-vû^ê^ê ^mêz de. ta. \jaAÀ^tz x pJtcutu 4^ s. On appei-
to, Hyp2Akomoiog>ie, de. Vç, Rham de. X -ÔL^L S à ^appo^t da.v^ Z, d on note, IH. (x/s)
te. g^iau.pe. g^adu^e. e.gœt à ta. cokomoiog^e. a. ^appo^t dan^ z du. compte.xe, 4/onp^e. K* '*
a&^ocÀ.e. à. iÇ^ : K^^(x/s) = H~i(^^(x,^) ), ou. i e z.

?n.opo^UÂ.on, - So>U^ : x-> s an mo^pnUme. ptat de. dùn n.eJ^cuUve. p.

^) La cia^^a ^ondcwe.ntœte. c^ : ^/g -> ur ^^ a^n^êe po^ ̂  c^^ê^.^-
^e^ee^ ô7 ^ d' de. r,'* .

^c) SoU, h : X-^ Y an mo^ph^Ume. ^ni dané âne, vcuu.e.te. Y iu>^e, ^UA s, de,
dÂw ^.e^,atA.ve, p; ato^ >ii e.XA^te. (in ïï\on.ph^me, canonique,

Tr h : \^Q ^ ^yg q^ <^t :

7 ) ^Compatibie.11 a.ve.c. ta. t^a.c.e. de, toute, p^o je.cti.on ^nie. h' : x-^ Y ' dan^ Y'
^CÔ4£, d£ (iUM ^eJ^bL\}C, p 4L^L S.

2) Compatible, a-ve-c. tout likangejfne.nt de. ba^e. (cokom. t^an^veA^œi a. f puÂ^qu.e.
f &A^ piaf).

3) La ^ac£ Tr h commute, aux dl^e.^e.ntieJUie^.



91

On va utiliser le lemme suivant :

Lgjnme..- 1t y a. &qu>iv(Lte.nce. wUtZ. d'C / = 0 e/t tç, {^aÀ>L que, Tr h commuta aux dJL^-

^vwti^JUi^.

Démonstration du lemme.- L'isomorphisme de dualité T ( 1 1 . 1 ) associe à Cy/ le mor-

phisme Tr h en degré p. Pour toute forme œ de degré i sur X, on définit Tr h(cù)

par la formule :

Pour toute forme y de degré p-i sur Y, (Tr h a)) A ^ = Tr h(o) -A h*p).

Soit maintenant une forme oj ç. T u ' ' ,-, on a une formule analogue à celle du lemme

du ?1 précédent :

d ' ( œ A C^g) = dœ A C^g + (-D^o) A d'C^g ;

d'où, en utilisant la commutait vite de Tr h à d', et en remarquant que pour une

forme y sur X, on a : Tr h p = Tr h(^ A C , ), reliant la trace d'une forme et

celle d'un symbole, on trouve :

d Tr h œ - Tr h(dœ) = d'Tr h(oj A C / ) - Tr h(dœ A C , ) =

Tr h (d ' (o ) A C^g) - doo A C—g). = Tr h^-l)1'"1^ A d 'C^ ,g ) .

Remarquer que si Tr h commute a d : ^y/o -> ^y/qî elle commute alors à d en tout

degré.

• Démonstration de la proposition.- i) II est évident que la différentielle ô ' annu-

le C , dans K pîp , mais il est plus difficile de voir que d'Cy, = 0. Pour tout

morphisme fini h : U ->- Y d'un ouvert U de X dans Y lisse sur S, on a

Tr h(C^g) ÊrHom^^g,^) ^TQ^ est égal à Tr h(l), d'où :

Tr h ( d ' C ^ / g ) = d' (Tr h ( l ) ) = 0.

On peut en déduire alors que d'C , = 0 ; on le voit par exemple tout de suite

quand on explicite le calcul pour un changement de projection finie (voir Thèse

d'Angéniol, à paraître); si on veut éviter ce calcul, on ne connaît pas de démons-

tration facile.

ii) Cette partie se déduit du lemme et de i). Par la compatibilité avec la

trace.de toute projection finie h', on veut dire que Tr h et Tr h' correspondent

par la dualité à la même classe Cy/q"
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La compati'bilité avec tout changement de "base se déduit de cette même propriété
de la trace au niveau des anneaux.

Ve.^n^Lon. - 7 ) So^t f : X->s an mo^Lpkt&me. piaf de, dan ^e^-at^ve. p. On appelé.
C^CL&^C. {^OYidamentàJie. de. X ^an. S da.n& i 1 HypeAkomoiog^e, de. Ve, ^kam &t on note, aoA-ô/L
C^g V^ncLQd de. C^^eTK^'.^ da.n& E (X/S).

2) S'^ e-xÂ^te. u.ne. ^nmeA^^on {^eAwe.e. i de x dan<ô Y LU^e. de. dm h.eJia.-
tÂye. n 4UA s. La c^oLô-ôe. (iondûwi&n<o^e. da»z& ^ ' kypeA.c.okomoiog^ie. de. Ve. Rkam de. Y ^mA.
S e^/É fanage, de. c . paA ieÂ mo^LpkL&me^ :

Tr i Dualité .
f f l_ (X/S)———» ]H_ y(Y/S) ——————9 lîy p (Y/S)2p 2p, À X
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