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APPENDICE

LA CLASSE FONDAVENTALE RELATIVE D' UN CYCLE

par
B. ANGENIOL et F. EL ZEIN

Universités Paris-Sud et Paris VII

INTRODUCTION

Soient S un schéma et X un schéma localement de type fini et équidim. de

dim relative p sur S.

On se propose de répondre aux trois questions suivantes

-~ 1. Soit i : X > Y une immersion fermée dans un schéma Y lisse sur S de dim re-

lative n. Construire un élément CX/S € Hﬁ-p“(Y’Qn—p) qui induit en tout point de

X/S
S a valeur dans un corps K la classe fondamentale CXK. Grothendieck énonce cette
propriété dans le cas absolu, en disant que l'anneau de Chow : "A'(X) est un objet

cohomologique initial".

- 2., Soit h : X > Y un S-morphisme fini et plat, avec Y lisse sur S ; on a un mor-
phisme Tr h : h*9% > VY qui induit pour tout entier £ un morphisme trace

* . . N L -
Tr h : h.h QY/S > QY/S' Existe-t-il un prolongement de la trace & h*QX/S’ méme

pour S le spectre d'un corps, le probléme n'est pas trivial.

- 3. Soient.u1,...,uP des sections de 0& sur X, qui définissent une sous-variété

de V(u1,...,up) dans X, qui soit propre et surjective sur S, et w une forme dans

T(X,Qﬁ/s), généraliser la définition du Résidu de Grothendieck

Résg[u1,...,up] € I'(8,8.) au cas ol X n'est plus nécessairement lisse sur S.
Ces trois questions sont fondamentalement &quivalentes et admettent une ré-
ponse positive pour X de Tor. dim. finie sur S, et en particulier plat sur S.

La propriété de changement de base est vraie dans le cas transversal i X sur S.
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Ces trois questions sont liées par la théorie de la dualité qui utilise les

complexes dualisants introduits dans [6].

X/s
les cohérents sur X, c'est—a-dire un complexe de faisceaux admettant des faisceaux

Le complexe dualisant 9 est un objet dans la cat@gorie dérivée des modu-

de cohomologie cohérents, et définis & quasi-isomorphisme prés. Nous introduisons
la notions de "propriété de la trace" et nous définissons la classe fondamentale
2

X/s comme un morphisme de Qi/s[p] dans @).(/S qui vérifie cette propriété.

D'aprés unesuggestion de P. Deligne, nous:utilisons le théoréme de Bott sur

relative C

les Grassmanniennes pour démontrer 1'existence de CX/ . Nous avons aussi bénéficié

S
des remarques de J.L. Verdier.

§ 1.~ PRELIMINAIRES SUR LES GRASSMANNIENNES

Nous considérons dans ce travail des schémas noethériens et des morphismes
séparés et de type fini, et nous adoptons dans ce qui suit les notations de

Grothendieck ([5] I.9.7, nouvelle édition).

1.1.- Théoneme.- Soient 7 un dchéma, & un faisceau Localement Libre sunz, G (8 )
La Grassmannienne représentant "Le foncteun des quotients Localement Libres de
rang p de ", m: G (&) > 2 La projection <anonique e,tﬂg Le faisceau canonique
Locakement Libre de nang p, quotient de m*6 . Alons pour tout 0% -module cohérent
Jb » Le morphisme canonique : B

P P )
T, :T(2,08) o T(2,08) > I‘(Gp(&)‘m*[\ &) o r(Gp(é),n*,m) >
P *
I“(Gp(é),l\%éav ")

‘ P P ’ »
Anduit un Lsomorphisme NG oy =m (A %y ® " M) sans condition sun La carac-
tenistique sLp, est Localement Libre, et en car. zéro s4non.

Démonstration.- Dans le cas oll JJj est localement libre, ce théoréme est un cas par-
ticulier du théoréme de Bott d'abord montré dans [1] et dont la démonstration a
été simplifiée par Demazure dans [2] et [3] ; une démonstration purement géomé-
trique peut &tre trouvée dans [8] . On indique seulement comment on étend le théo-

réme au cas ol JY, est cohérent.

En tout point de Z, il existe un voisinage ouvert V affine et une suite exacte

exacte sur V : 8 ' > & > > 0 o0 L' et £ sont des faisceaux libres.
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‘Considérons alors le diagramme suivant
b , D D :
Aok —s NE8f — nNESJ, o0

p % P % b %
1
II n*(Af% em £ )»ﬂ*(A/G& @Trﬁ-)—»TT*(Afé& e T M) ~ 0
La suite I est &videmment exacte. Il suffit de démontrer que la suite IT est

exacte, ce qui est vrai si le foncteur T, est exact pour les faisceaux

p
A %& ® TT*{F' ol ¥ est un faisceau cohérent sur V. Or, d'aprés la formule de projec-

tion ([6] ,ch.II, prop.5.6), on a :
D p
R, (Mg o 1 F) « B (A Hy) o F

- P
Si S est de caractéristique zéro, on a R11T*(A %5) = 0, ce qui donne le résultat

cherché.

1.2.- Conollaire.- Avec Les notations du théor2me, soient F un fermé dans Gp(é)
de codim = 2 {ibre par {ibre sur z, L'ouvert U = Gp(&)'— Fetj:U-~ Gp(&)‘
L' immension canonique. ALons, on a un Lsomorphisme canonique :

P P
Ié t A& » (T o j)*j-*(/\%a ® n*ﬂ).

Démonstration.- IL suffit de démontrer pour tout ouvert affine V de Z, 1'isomor-
phisme : .

_ p . _ P N
r(r 1(V),A7¢& e p) = I((r V) n Uty © T ).

p * :
Lorsque Y est localement libre, le faisceau Jf = A/ég ® m M, est localement libre

sur Gp(é ). Considérons la suite exacte :
0> do > Jo >3 ,3"% > BL(K) > 0.

On obtient le résultat cherché en appliquant le lemme que l'on démontre plus tard

(Cor.II.1).
Lemme 1.2.- Avec Les notations ci-dessus , T ¥ =0 = _}1;,(56).

- Siff,est cohérent, considérons sur V assez petit une suite exacte :

L' 5L 5 M 50, ol B' et & sont des faisceaux libres sur V. On a le diagramme
b g 4 P
-1 * -1 * 1 *
I r(m V,A/ég em L') > I'(w V,A%& ® T L’?)—»I:(n V,A’é5®wn)+o

I (V) anu, ") sT((r Wau, ") D((FWau, " ) o0
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D'aprés le théoréme, la suite I est exacte. Pour obtenir 1l'exactitude de la
suite II, si jv : (71_1\/') AUV désigne 1'immersion, on se raméne, en utili-
sant la formule de projection, & démontrer : R1('n' ° JV R Jﬁé) = 0. Or, en uti-
lisant le calcul de la cohomologie de Cech 3 1'aide d'un recouvrement affine Ui

de 11—1V, et en appliquant le lemme, on a :

D
0> I I‘(Ui,!\%g) > gl T (U, A % ) >
¢ T
" " "
I I‘(U. nU,") > ..11. I’(U.j nu,") > .’g " P(U.jk nu,")

D
8.3 T W0t )
2

d'olu H1(1T VU, A% ) = H (m V A%s ), et tous les deux sont nuls en caracté-
ristique zéro.

1.3.- Considérons un schéma S et un S-morphisme h : Z » S x A" = AISI, on A désigne
2
1'espace affine de dim n sur 2. Soient Hﬁ le fibré canonique associé au faisceau

v
canonique ) o Sur GE = GP(Zn)(Hi = f(%vn) avec les notations de ([5] I.9 .k,
Z 2

nouvelle &dition), et = vy : A" '2 Gi > Hg la projection canonique. On a le diagramme

suivant :
: §=nhx1Ia N ) s
P =z x® — s xAxP =" — s xuP=dP
n,2 n n P n n,S
G
l n,S
s x6P =qP
n n,S
1V
Le faisceau & = S/Z ® Q n est libre de rang n sur ﬁ'Z, d'ol la grassmannienne :
A./S
S .
T Gp(fl) + 7 est isomorphe & GII; g > Z. Alors on a les isomorphismes :
1 ’ 17
§*a * N
m et E I‘ Q ou I = o § .
- g /GP % PR /6P nT s
i) n,S n,S" n,S
G
n,S <

La projection n*g > %6 s'identifiant au dual de la différentielle de YS'

Nous utiliserons souvent la propriété (P')suivante de h :

(P') Le monphwme T, :2Zx Gp > Hp eAt quasi- 5uu. sun un ouvert de complémental-
ne F de codim > 2 ,5/,b/ze pa/z. 6,4,bne sun 7.

Lemme 1.3.- Soit g : 7 -+ S un morphisme équidimensionnel de dim nelative p.

£) Solent n : Z-»Ase,t £ iz > AR des s-monphismes tels que p,°f=nh

ol P, deésdgne La projection de A

g Auwr Les n premienres coordonnées.



S{ p £ n-1 et 44 h vérnifle (P'), alorns £ vérnifie (P') aussi.

i) Soit v+ AIS’ un S-morphisme quasi-giné d'un ouvert v dans Z;akors on peut
en déduirne un S-monphisme quasi-gind h : V » Ag avec p < n-1, vérigfiant (p').

L) Tout point z de Z admet un voisinage ouvert V tel qu'il existe une
S-immension fermée i : V> Ag avec p < n-1, vérigiant La propriété (p').

Démonstration i) - Soient F* (resp. Fn+1) le fermé ol Fh : ¢

1
0z~ Hn,s (resp.

. P ) s
Ff : Gn+1,Z > Hn+1,S) est non quasi-fini.

1.- Réduction au cas ol S est un corps algébriquement clos

Soit un point u € Z x G§+1 d'image z dans Z et s dans S ; le morphisme Ff est
quasi-fini en u si et seulement si, aprés le changement de base k(s) + S, le mor—
phisme Ff . qui s'en déduit l'est aussi.

£
Soient k une cldture algébrique de k(s), Z = Z x k et §n+1 = xk 3 la

1 " S S

. n+ . -n+ - os .
fibre Fz © est 1l'image de UZ Fz pour z au-dessus de z en nombre fini, ce qul nous

raméne au cas ol S = spec.k ; de plus, on peut supposer alors gue le point z est
n+1

' fermé dans Z, et en considérant des translations convenables dans An et A , on
se raméne au cas ol h(z) = 0 et f(z) = 0.

_ P - D
2= Gk k;GnH

La variété Homk(kn+1,kp)/Aut(kp) contient les différentes grassmanniennes

n+1

’g
Gn+1,k
phismes surjectifs seulement.

¢t x Pour q e [0,p] comme des sous-variétés localement fermées, et on a :
k]

~ Homi(kn+1,kp)/Aut(kp), oll 1'indice s indique que l'on considére les mor-

<eaa< 1
1 b
+ kY tels que [(f(ei )]§=1 en-
J

k(n+1-p)p

. + e s .

Soient (e.) 1a base canonique de k° 1, et des indices i
ie[1,n+1] n+1

dans [1,n+1] ; les classes des morphismes (¢ : k

; + . < .
gendrent kp forment un ouvert G? ! 5 dans G§+1 K’ isomorphe & , et si
RREL N

T Homs(kn+1,kp) > aP k désigne la projection canonique, 1'ouvert

n+1,

U?+1 ;0= 11'—1Gg+1 ; est fibré sur G?+1 5 et le choix d'un morphisme ¢ tel que
17l 1.5. o 13 e o 1
‘(I(ei ) = e dans k- détermine une section de ce fibré : Uy i ® Aut (k )XGi i

j RREE 1+
. . o 242 + ~ s .
Dans la suite, on identifie un &lément de G? 1 ; @ son image par cette section.

EREL
La démonstration du lemme étant facile pour les courbes sur S, (en dim rela-
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N

tive 1), on va chercher & s'approcher de ce cas.

_ . n .p S . . . n+1 n+1 4n+1 . .
3.- Codim (Fz’Gn,k) 2 2 implique Codim (Fz NG g o ) 22 pour z fermé

1 ho) 1 D

dans Z

212 P ' s ‘as 212 P .
Les €léments ¢ € Gn+1,k nuls sur e4q S identifient aux elements‘de Gn,k H

n+1 D . . P

= >

alors Fz n Gn,k Fz est de codim 2 2 dans Gn+1,k’ ce qui permet de négliger

les éléments ¢ tels que ?(en+1) = 0, et de supposer ip = n+1. On représente un

P + . N . i i

élément ¢ € G? ! i n4q Par une matrice M a coefficients u; telle que ag =1
17 i1

pour i = ij’ la colonne ij étant nulle ailleurs, Lp désigne la dernidre ligne et

[ la dernifre colonne.
n+1

i i n+1
1 0 . 0

0 . 0 . 0
M" o . M
0 J 1 . 0
L_{\ o ot o - 1
P L P .
— _—
— Cn+1
M'
5 les morphismes §: k" > ¥° tels que (((ei ) = e. pour
RERE - 3
j e [1,p~1], on identifie dans la suite G. . 3 H. . en associant &
L,eesl L,eeel
1 p-1,n+1 1 p-1
On définit le morphisme

Si on désigne par Hi

tautematrice M la matrice M' = M - C

m™ : H

n+1’
> Gt c Gi ; en associant & M' la matrice M' - L_ .
E] .

ie00d 10001
k/) '
2
~ n+1-p « cP

1 p-1
G. ~ H, —> Kk Gi i
1 p-1,n+1 1 p-1 . 17" p-1

p

;>\\ l//
n o

G i

gl

Les matrices dans Hi non quasi-finies en z forment une sous—variété TZ

1o

de codim > 2 :

En effet, les matrices de H. de rang p forment un ouvert V dont le

ceadl
1 p-1
complémentaire B est un sous-espace vectoriel de codim n+1-p 2 2 obtenu en annu-
lant la dernilre ligne. Soit ¢ : V - Gi i 1a projection canonique modulo Aut (xP)
§ R P o
les fibres de 0 sont vides ou isomorphes & kP T k¥ et T, 0 V=g 1(Fn) est de

codim > 2,
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- . . . + -
Détermination de la fibre Fz ! n (m' 1(M")—B) pour M" ¢ Gg 5
1o
Une matrice M" découpe sur Z une courbe CM" = E CQ 2 ¢ L en nombre fini, ad-
mettant les courbes C, pour composantes irréductibles au voisinage de z, définie

2
par 1'équation M"(h(x)) = O pour x ¢ Z (on a supposé h(z) = £(z) = 0), car il exis-

te M' ¢ H.

5 i tel que M' o h soit quasi-fini en z et que w'(M') = M".

1 p-1 .
Supposons qu'il existe M € Fn+1 c G, “H, tel que M o f s'annule sur
z 11.f.1p_1,n+1
P v - s oo .

CQ , et vérifie m'(M Cn+1) M", sif (f1""’fn+1)’ on a :

M" o h(x) =0
Mo £f(x) = 0&

Lo f(x) == oif.(x) +f  (x)=0
P i<n+1 P T o+

Si M 3 coefficients 33 et d'image M", s'annule aussi sur C2 , on a :

(x) = 5 olr.(x) + £

EZ::’Ni
3 + . =
i<n+1 apfl(x) Tpe1 fene1 R n+1(X) 0 sur Cp ,

L. "
dtol : 3 (82-ol) £.(x) = 0 sur C,, c'est-3-dire la matrice (M,) oll L' désigne
i<nt1 P P 1 2 Lp D

la ligne (...,a; - a;,...) se trouve dans la fibre de Tz en M" ; donc en tout
. . . + b < .
point de G? 5 , la dim de la fibre de FHZT— B est égale a celle de la fibre
177 p1 n+1 n+1
de TZ 3 on en dédait que Fz - B et FZ sont de codim > 2.

ii) Soit u : V > AY un S-morphisme quasi-fini de composantes (ui), ie [1,p].

S )
On considére le S-morphisme h : V - Ag+1 de composantes hi = ui pour i € [1,p], et
hP+1 = u?, c'est le morphisme cherché : en effet, on se raméne comme précédemment

au cas ol S = spec(k) avec k algébriquement clos, et avec les considérations pré-

cédentes sur les grassmanniennes, il faut étudier les systémes d'équations :

1 C_ 1 _ 1 2 _
(1) AUyt U, =0 e Uy Y ug = 0 ... (I +uj =0

i _ i _ i _ i 2 _
(2) aqly * Uy =0 e g qup tug =0 . QiU tug, =0 .. R +uj =0

Dans les systémes (1), le nombre de solutions au voisinage de z est fini. Dans les
systémes (2) ceux qui sont non quasi-finis en z vérifient les conditions

a? =0 et a; = 0 et sont donc de codim > 2.

iii) Le morphisme Z - S étant équidimensionnel, tout point z de Z admet un voi-
sinage ouvert V et un S-morphisme u : V - Ag quasi-fini ([5] ch. IV, prop.13.3.1).
On peut supposer de plus qu'il existe une immersion fermée j : V » Ag .

D'aprés ii), il existe un S-morphisme h : V » Ag vérifiant (P'), et d'aprés i) le
r+m

morphisme V - AS

. . . . ’ .
de composantes h et j vérifie (P') aussi, et c'est une immer-
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sion fermée.

§ II.- LA PROPRIETE DE LA TRACE

On énonce dans ce paragraphe la propriété remarquable de la classe fondamen-—
tale qui la caractérise et la lie & la trace d'un morphisme 'fini, au niveau des

différentielles.

II.1.- Soit £ : X > S un morphisme de schémas ; on trouve dans ([6]) la construc-

tion du complexe dualisant relat:l.f D x/ dans la categorle dérivée des &, —modu_les

X/s

lorsque X et S admettent des complexes résiduels K. et KS, ou lorsque f est compac-—

X
tifiable (voir [6] Appendice par P. Deligne). :
On considére dans la suite un morphisme f : X -~ S équidimensionnel, de dim

relative p.

Lemme I11.1.- Soit Le mon.ph,ééme f:X>S ci-dessus ; ona : Hi(@)’(/S) = 0 pour
i<-petal W;(/S X/S), on a powr tout O -module By, :

HomX(J@,qu/S = Ext M, ’Dx/s) =T (X, Ext M, Dx/s ).

En effet, on peut recouvrir tout schéma équidimensionnel sur S par des ouverts
V admettant un morphisme @: V - Ag quasi-fini. On consid@re une factorisation de
@ en une immersion ouverte j et un morphisme fini g : V 4, -g——’AIS) (Main Theorem

de Zariski) ; alors, si J désigne une résolution injective de Qpp [pl, le comple-
AL/S
S

xe D

o
X/S est la restriction & V de DT/ Hom (g*g J) e

S -1 9?‘, qui est

g g*aT

nul en degré < -~ p.

Coroflaire 11.1.- Supposons X Lisse sun S, et considérons un sous-schéma fermé 2
de X, de codim > 2 §ibre par fibre sur s; alors pour tout faisceau Localement Libre
¥sun x, ona: I, x,%) = E;(X,JC) = 0.

. o) n 1
2 . . = i (o4 =
Démonstration.- On a T, (X, %) i:u;nl Extx( X/JZ,JG) et QZ(X,JC)

. . - . —p+ .
1lim Ext;((e/x/.j;&) ; il suffit donc de démontrer : H P ) =H P 1(¢ ) =0,
>n

z_/s Z /8
n n n
ol Zn désigne le schéma : (Z,O//JZ) 3 ce qui se déduit du lemme précédent car Z est

localement un sous-schéma d'un schéma équidimensionnel de dim relative p-2 sur S.

Notation.- Sodient g : Y » s un monphisme Lisse de dim rnelative p et h : X ~ Y un
monphisme §ini. On désigne par T, L' isomonphisme canonique de dualite :
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. oD . T P
Th P Ext (QX/SEPJ’Q)X/S) ~ h MY(h*QX/S’Qg/S)’

ol " désigne Le foncteun G'X ® _, h_1(.)-

h h*e/x

Définition de la trace d'un morphisme de Tor. dim. finie.

Proposition 11.1.- Soient A un anneau et B une algébre finie et de Tor. dim finie
sur A. 1L existe un monphisme trace de A-modules Tr : B » A , dédini de La manizre
sulvante : 84 P° est une nésofution profective finie de B sur A, on fait corres-
pondre & tout éLément b de B un morphisme b, : P > P°  qui induit La multiplica-
on pan b dans B et on pose : Tr b = Zl(—1)iTr b, La thace ainsi déginie commute
aux changements de base cohomologiquement thandversaux au. morphisme A + B, elle
est stable par composition : powr un morphisme B ~ C find et de Ton dim finie, on
a : TrC/A = TrB/A ° TrC/B’ et elle coincide avec La trace usuelle dans Le cas plat
(voirn par ex. [?#] ch.5, § 3).

CI1.2.- PROPOSITION . Soient des schémas X dquidimensionnels sur S et Y Lisse sur S,
de dimensions nelatives p, un S-morphisme h : X > Y quasi-§ind et de Torn dim finie
D ; jgle complexe dualisant relatif et Wy o = g‘P(@)'( /g)e Aons, ik existe un ele-
ment unique, La classe fondamentale de h :

*
Ch € Hom(h'Q

P o 0, * .
Y/S’WX/S) =E=Emxt(n". rz‘Y’/S[p],QX/S)
vénifiant La propriete (P ) suivante :
h' .

(p) Pour tout diaghamme X' ——# Y' Zel que h' S04t fdnd, X' et Y' Etales sur

Ny BN

X34 'Y

X et Y nesp., &4 c; désigne L'image néciproque de Ch dans

. *
E' = Exto(h'*Ql.;,/S[p],@X,/s) et Tr b' : h'n' 95,/8 »Q?,/S ,
duite de fLa déginition dans 11.1, on a R'égalite : Th,(c;)

La trace de h' dé-
Tr h'.

Démonstration 1.- La propriété (P) est vraie si h est fini

En effet, Ch est alors définie par la condition Th(Ch) = Tr h. Considérons le

produit fibré X" = X x Y' muni des projections Py et p, sur X et Y'. Les morphis-—
Y
mes ' et f' permettent de construire un morphisme p : X' > X" qui est étale car

X! £ P, 1'est (obtenu par changement de base de T) et
Y'

" p

X" e l'lT (obtenu par changement de base de f) et P, °cp=f'

$P1ory
1'est aussi.
¥ __—

P, °® 1'est aussi, de méme p est fini car b, 1'est
!
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On se raméne 3 vérifier la propriété (P) dans les deux cas suivants :

i) Le cas du diagramme X" ——7Y' qui est facile.
X —s Y

]
ii) Le cas du diagramme X'—£—+ y! avec p fini et étale. .
PN /7 p,
X"

On peut supposer les schémas affines, et on voit qu'il faut vérifier pour tout

a' € T8y, et w e\TQi,/S : Tr f'(C; (a'w)) = (Tr £'(a"))w.
or, Tr f'(ng(a'w)) =Trp, °oTr p(ng(a'w)) = Tr P2[(Tr,p.(a'))0;2(w)] =
({Tr p, o Tr p)(a'))w.

II.2.- Unicité.- On a Ext'P(h*Q§/8,9 )= T Ext P(n*f,..D

v/s? X/S) ; la construc-

X/s
tion de 1'élément Ch est donc locale sur X.
Pour tout point x dans X, on peut construire un diagramme comme dans (P) avec

X' surjectif sur un voisinage de x ([5] ch.IV, cor.18.2.3).
Pour démontrer l'unicité, il suffit donc de démontrer l'injectivité du mor-
phisme : E » E' = Ext P(n' "R, .. D
Y'/s*T X'/S

m : X' > X est surjectif, mais alors E' est isomorphe i I8, ® E avec T e&, fide-

) dans le cas ol X et X' sont affines et

lement plat sur T 5%.

IT.3.- Existence.- Il existe un ouvert V dense dans Y tel que la restriction de
h 3 h_1V soit finie ; d'aprés ce qui précdde au N°1, on peut construire Ch/h_1V
sur h_1V. On va prolonger ce morphisme & X par un raisonnement par récurrence

d'aprés le lemme suivant

Lemme I1.1.- Soient U un ouvert dans X et chU un monphisme verifiant (P) sur U;

aktuns, on peut profongern C Aun un ouvert dans X contenant tous Les points géné-

by

niques de F =X - U.

Démonstration.- Soient (Xj)jeJ les points génériques de F, une partition
g=U J; en sous-ensembles finis J; telle que h(xj) = y; pour tout indice j e Tse
iel

2 m .
D'aprés ([5] ch. IV, p.181, cor. 18.2.3), il existe un schéma, Y'— LY, Y' &tale

sur Y, tel que ﬂ—1(yi) =y} avec k(yi) = k(yi) pour tout i € I (la fibre en y; se

réduit & un point d'extension résiduelle triviale) et tel que le produit fibré

X x Y' contienne un sous-schéma ouvert et fermé X' vérifiant X;,Z X
Y : i Y
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1 —_
On a donc construit un diagramme : X' —h——a Y tel que si F' = 7' 1(F‘), alors

w'\x n \n

—_— Y

F' admet des points génériques (x!) avee m'(x!) = x. et k(x!)
jes B J B
dire les voisinages infinité€simaux de D' dans X' au voisinage des X.S sont isomor-

k(xj ), c'est-a-

phes aux voisinages infinitésimaux de F dans X au voisinage des Xj'

Le probléme &tant local, on peut supposer Q Y/s libre sur 0:1,, alors le morphis-—

me Ch s'identifie 3 une section I_{ ( ) que l'on cherche & prolonger. De méme

U u/s
on peut supposer X' et X affines et m' surjectif.
oz . < & _ o akgn . X
Considérons les suites exactes ou QX'/S =T @X/S :
ql
P [
)——.R T (X',D L, /s)_—.R Pr(x'-r,D

0> R'PFF,(X' s )

X /8 w x'/s'
C 8! -p+1 [
h' — >R FF,(X,DX,/S)
S _ 8 A
0+ R TL(X, x/s)’—" R Pr(x, X/S)__.R Pr(x F,@X/S) —°,=R (X @X/S)

() W
C ¢
b by

Comme au N°2, les morphismes verticaux sont injectifs car I‘«9’X, est fiddle-—

ment plat sur I‘O’X.

* . P . . .
On note par x 1'image d'un élément x par un morphisme vertical. Le morphisme

h' étant fini, on définit une section Ch' € R_PF(X',‘D)'(,/S)'telle que

' = o* VAN s (p* = Qt ' = . 3 =

q (ch,) Cpyy» @'0% 8 (ch/U) §' o q (ch,) 0 ¢t enfin G(Ch/U) 0.

1 D : = H :q! - c* = 0.
Soit Cho e R Pr(x, X/S) tel que q(Cho) Ch/U ;ona :q (Ch' Cho) 6]

. -p oy = o 2
Soit v' € R "Iy, (x' ®X'/S) tel que i'(v') Cor Cho. On cherche & trouver

-P. . . i . - +
v e R I‘F( X/S) tel que v v’ , ce qui permet de corriger Cho en C. Cho. v,
avec CX = ¢’ ++v' =¢ .+ D'aprés la construction de X', on a :
n " “ng n

o /12 ¢¢ - . N {aé
( X/JF,@X/S) Ext G'X,/JF,, X,/S)x' pour tout j ¢ J, ol les idéaux
5 '
-j et JF' définissent les fermés F et F'. On en déduit

H p(IR L. DX/ ) = H_p(JR_I: D: ,.) , ce qui permet de descendre v' au voi-
- x!

1 1
S % T X'/s
sinage de tout point xJ, c'est~3-dire qu'il existe un fermé F dans F ne contenant

) tel que v© = v' sur X'- (F ).

s

P D
aucun point xj et veR FF—F (x- Fo’ (X-FO)/S
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La section Ch = C, + v vérifie la propriété (P) sur X - Fo :

h
o
h"
En effet soit un diagramme (I) X" —— Y" avec h" fini.
N Ny
X-F ——
h

Soient V' = X' - 1T'_1(Fo) et V=2X- Fo, et considérons le diagramme (II) :

X"
v xx" / \. "
L} .
Y 9" Y'xY"////'
Y .
(11) v ,__T,_.Y
M / /
. NY'
Le morphisme 2" : V' x X" > Y' x Y" est fini car c'est le composé d'une immersion
v Y
fermée V' x X" C—» V' x X" > ¥' x Y" et d'un morphisme fini ; de méme 2" est de
\4 Y Y

Tor. dim. fini. La propriété (P) est vraie pour V' x V" 5 V comme on le voit en
A

passant par V' et d'aprds l'unicité, elle est vraie aussi pour X" sur V.

Les propriétés de la classe Ch

Proprnidte 1.- Changement de base : Avec Les notations de La proposition, s0it
r:8, > Sun monphisme cohomologiquement thansversal @ X » S et tel que

X, =8, %X S04t equidimensionnel sur 5, Alons s4 hyo: X, > Y, 4e déduit de h
S

par Le changement de base r, La classe , est L'image néciproque de La classe Cyr
1

Démonstration.- Il suffit de montrer que 1l'image réciproque de Ch vérifie la pro-

priété (P) pour les diagrammes D1 obtenus par changement de base des diagrammes

(D),

h'
X' e—— . Y!
h!
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car on sait que Ch1 existe et est unique. et on peut ‘recouvrir X1
du type X, ; X' oll X' est dans (D). Alors, on se raméne & démontrer la propriété
n} et C,,, et finalement 3 vérifier la compatibilité des traces de h' et de
by (II.1).

par des schémas

pour C

Propriete 2.- Composition. Avec Les notations de La pnbpou&téon, 804 hy : Y >Y
un monphisme quasi-gind dans un schéma Y, Lisse de dim relative p sur S, alors

* e ,
Ch op’ (h1 ° h) (51/8 > w;(/s esit Le composé de c, avec Le monphisme

1

h
h? s h*(h:ﬂIY)1/S) > h_*(i/s.

Démonstration.- Remarquer que h, est nécessairement de Tor. dim. finie. Comme pré-

1 :
cédemment on peut trouver des diagrammes du type

X! LA ™ bS]
b b 4

ol h' et h; Sont finis, et ol les schémas X' et Y; recouvrent X et Y1, et il suffit
* 7/
de vérifier la propriété (P) pour le composé C. o h, pour de tels diagrammes seu-

h 1
lement. On se raméne & démontrer : C._, o h;*= Ch' o ptd St finalement 3 démontrer :
1

h!

Tr(h; o h') = Tr h} o Tr h' (11.1).

11.3. DEFINITION.

Solent X + 5 un morphisme gquidimensionnel de dim relative p et de Tor. dim
finie, un dLement ¢ ¢ Exto((zﬁ/s[p],%)'(/s) , et un s-monphisme quasi-fini
h:U-Ydun ouwert U de X dans un schéma Y Lisse sun S et de dim rnelative p. On
dit que @ vernifie La-proprieté de La trace pour h (ou relativement & h) s4 Le com-
posé de ¢/U avec Le monphisme h*g};/s > Q‘S/S est ¢gat @ La classe C, difinie dans
La proposition précédente. On dit que ¢ veirnifie La proprité de La trace 84, pour
tout ouvert U, tout S-morphisme h : U » Y quasi-find dans Y Lisse sur S véirnifie
La propriirte de fa trace relativement a¥.

Unicité de la classe fondamentale.-

Proposition 11.3.1.- Solt £ : X + S un morphitme equidimensionnel de dim nelative
p, et de Ton. dim §inie. 1L existe au plus un éLément unique

Cy/s € Exto(afz/stp],%)’(/s) qui vernigie La proprniete de La trace ; on £'appelle,
quand AL existe, La classe gfondamentale de X sur 8.

Démonstration.- Le probléme &tant local sur X, on peut supposer que X et S sont

affines et qu'il existe un diagramme :
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_— Ag _5\\\\\‘ oli g est la projection sur les p premiers
X Ag facteurs, i est une immersion fermée et
h ) h =g o i est quasi-fini.

Par définition on doit avoir : C

* _ R D
x/s o h" = Ch’ ol h : h'@Q > QX/S’ ce

P
A
* S/S
qui détermine la valeur de CX/S sur 1'image de h” ; or, dans la situation ci-dessus
pour tout point x € X d'image s, il y a "assez" de S-morphismes linéaires

Q: Ag - Ag tels que @ o i soit quasi-fini en x et que les ?*Q engendrent

P
AL/8
Qpp au voisinage de x, et ﬁar conséquent les (? o i)*ﬂpp engendrent

AS/S | 5

Qi/s au voisinage de x. Plus exactement, soient Gé’s = A et

Ty HomA(An,Ap) > Homk(s)(kn(s),kp(s)) = Ms 3 alors il existe un ouvert partout
dense dans MS tel que les éléments dans 1'image réciproque par T soient quasi-

finis en -x.

Enfin, on voudrait mentionner la proposition suivante :

Proposition 11.3.2.- Soit U un ouvert dense dans X §ibre par fibre sur S; alons :

L) Le monphisme restriction I‘(X,WX/S) - I'(u, IU;(/S) est Ainfectif.

L) Une classe fondamentale CU/S surn U, se prolonge en une classe \fﬁondamen/ta,(le

CX/S sun X.

Démonstration.- Le probléme est local sur X, donc on peut supposer qu'il existe un
morphisme quasi-fini h : X - Y dans Y lisse sur S de dim relative p. Soit F = X-U
1'adhérence F' de h(F) a une dimension de moins que Y ; il existe donc un sous-
schéma fermé S' dans S de dim, strictement plus petite que celle de S tel que les
fibres de F' sur S - S' soient de dim, < p-1 ; alors pour tout sous—schéma W dans

Y de support dans F', on a : E}(QD' ) = 0 pour i < -p+1, d'oll

WS-S'
o D o
B, (¢ ) =0=E, ® ).
FS-S' YS—S'/S 5 FS-S' YS-S'

i) Il suffit d'appliquer la proposition 4 du chapitre IV de [4] pour voir que
F(XS_S,,UVX/S) > F(US—S'JO%/S) est injectif, puis on reprend le m@me raisonnement

pour le fermé FO complémentaire de 1l'ouvert U y X .» et qui est concentré sur S'.

S-S
On établit i) par récurrence.

Y

*
ii) 'Soit n h*Qp/s - Qi/s, pour toute forme W € F(X,h*ﬂ§/s), on a :
* *
CU/S(h w) = Ch(w)/U, done CU/S(h W) se prolonge de manidre unique d'aprds i) en

Ch(w) ; or, en tout point x € X - U, il existe assez de morphismes quasi-finis
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@ définisau voisinage de x dans AP pour que les ¢ Qp engendrent Qi/s en x.
A /S

Remarque.- Si, par exemple, f : X - S est plat et de Gorenstein sur l'ouvert U de
la proposition, alors on peut vérifier qﬁe sii: X »-An est une immersion fermée,
les démonstrations que nous utilisons donnent l'exlstence de la classe C x/s° véri-
fiant la propriété de la trace pour les projections lindaires : A -> Ap quasi-

S
finies sur X, sans hypothdse sur la caractéristique.

III.- EXISTENCE DE LA CLASSE FONDAMENTALE

Considérons un morphisme g : Z + S équidimensionnel de dim relative p, et de
Tor. dim finie ; on se propose de démontrer 1'existence d'une classe fondamentale

: @ 2t 22,2 N T
CZ/S Z/S[P] - / vérifiant la propriété de la trace, cette dernlere condl

. s = (G g)/U sur
de tous les sous-modules de la forme h Qg/s ol h:U->Yest

tion permet de définir pour tout ouvert U de Z la valeur de C
1y

1'image dans QU/S

quasi-fini et Y lisse sur S, et il reste & établir la compatibilité entre tuutes

ces définitions partielles. La vérification directe de cette compatibilité, en ex-

plicitant 1'isomorphisme résidu pour comparer les valeurs de C dans deux pro-

u/s
jections quasi-finies distinctes, est un calcul fastidieux, presque impossible.
C'est pourquoi on va utiliser une méthode globale. L'idée consiste & appliquer le

théordme I.1.

I11.71.- THEOREME.- Soit g : 7 ~ S un morphisme équidimensionnel de dim nelative p
et de Ton. dim dinie. 18 existe une classe dondamentale unique :

e

¢ 2/8

(e > D) g

veniglant La propriete de La trace.

z/8

Démonstration.—- Le probléme est local; en effet, si on définit C pour V parcou-

v/s

rant un recouvrement ouvert de Z, les différentes classes C se recollent en une

v/s
seule d'aprés l'unicité.

On va appliquer le corollaire I.1, en considérant une immersion fermée

i: Vo Ag construite dans le lemme I.3,iii), et le raisceaud’ = Homv(o&,uf ),

- v/8
od W, = H XD

). On trouve avec les mémes notations

v/s V/s
I : Hom( 9’ ® Qp uf ) ~ (m oo j) J Hom T. Qp ,W*UYV/S)
Ag /s’ tub ek
L _ Pns/ns
E L

AT, : 6P+ 8P _ est ddauit de i, et j désigne 1'immersion de 1l'ouvert U ol T.
i n,v n,S i

est quasi-fini dans G .
n,Vv
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Le faisceau 1T*'u)" est isomorphe & U 3 le morphisme i est de Tor.
v/s GP /GP
k]

dim finie (on écrit i comme composé d'un morphisme de Tor. dim finie et d'une sec-

tion d'un morphisme lisse : V - An > An, ol A; =V x An) 3 donc le morphisme I'.
» v 7 A g s : i

1'est aussi ; d'aprés la proposition II.2, on construit une section C de L qui

T.
i
vérifie la propriété P de cette proposition..L'isomorphisme I ci-dessus fait cor-
o

respondre a Cp une section CV/S

1

de E. I1 reste & vérifier la propriété de la tra-

ce N

1.- Cas des S-morphismes linéaires : ¢ : Ag > Ag tels que Po i soit quasi-fini

. i
P P

—_—
) -Gn,V‘ ln,S
Po]’. : p >< P
—_U°r oA .
V ls / Gn’s
S
I1 est facile de voir que le S-morphisme ¢ o i : V » Ag se déduit du morphisme l"i

par le changement de base S~ e correspondant & la section définie par @.

n,S
Par définition de la classe C?I,/S, et en utilisant les notations du diagramme (D),
dans I.3, la classe CF est égale au composé :

i

*

Y * 0
. S . ™ CV/S
T geP S0 b Wo
Hn,S/Gn,S . Gn,V/Gn,S G_n,V/Gn,S
Le changement de base est cohomologiquement transversal au morphisme Gﬁ v > Gﬁ g?
E] E]
donc il est permis,d'aprés la propriété 1 dans II.2, de conclure que CPoi se dé-

duit de Cri par Je changement de base Ag > Hg’s .
Lemme II1.7.1.- Soit @: Ag + Y un s-monphisme dans Y Lisse de dim rnelative p sun
S tel que @ o i 80it quasi-gini et vérifie La propnitts de La trate pour Cg/s alons
pour tout S-morphisme @' : Y —>Y'quasi-fini dans Y' Lisse sur S de dim relative

D, Le composé ¢' o ¢ vinifie La propriité de La trace pour cg/s .

Démonstration.— Remarquer gue @' est nécessairement plat. Considérons les mor -

phismes :
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V¥ ?* ©
* *  x L * * L% D v/s
o? o? Qil/s-————hl 0?@/8_’19n——'wv/s
Ag/S
* -, .
Par hypoth&se, on suppose CV/S o = C@ i3 pour démontrer : :
1 = é = .
V/S o (g o ?) = CV'OVO ,» i1 suffit donc d'établir C?'o?oi = Cfoi o P'" 5 clest
la propriété 2 dans II.2.
3. Lemme I111.1.2.- Soient (2,) une famille finie de S-monphismes Lindaires :

iel
AS > Ag telle que chaque L, puisse constituer une compomnze d'un S-monphisme Li-
nea,uae : AS > Ap qua/u:ﬁx,m sur V. Pourn toutes familles m el powr i eI et
i‘s I'(S 0' pouJL ieIetjell,p], Les AJ etant p)w/squ.e parntout nuls, s4 Le

m.

morphisme @ AS > AIS’ de composantes ;=2 A‘;Qil est quasi-gini sun V, alons iL
. i

venifie La propriéte de La trace poun C(\)I/S .

Démonstration.— On démontre ce lemme par récurrence sur 1'ensemble d'indices I.

Supposons le lemme vrai pour une partie I' dans I, et démontrons-le pour I' u io’

2 T
avec 1o e I-I'. n

. h ' |
s a2 . + ~
Considérons les morphismes : V-—ia An ._l. An x A'I ‘__E, An ‘I'* A,, ou
S S s S S s S
|I'| = nombre a'éléments de I1', h, a pour composantes l‘ident%té sur Ag et
. : . i
I ¢.* , h, a pour composantes 1'identité sur An+|I | et 2. %o p
: v 1 2 S 1 1
ieI o
n+|I'], ,n
Ag >Ry > Ag n I 1
—
A ~ o~
. « . n
Soient £1,...,£P_1, des S-formes linéaires sur AS telles 1 0 o
que le morphisme (&, ,...,% .,%. ) soit quasi-fini sur
1 p-1°"1 _ 1%
n+|I'|+1 ° M=1re P
V. La matrice M : A > Ag ci-contre induit
m. 0 o] 1

i
(21,...,2p_1,2i °) sur v 3 elle est donc quasi-finie
o
sur V. . )
1° iet h, o h, e i vérifient la pro-
priété P' sur V puisque 1 la vérifie aussi ; on peut donc définir des sections

1
CV/S ¢ Hom( U’ o ) et CV/S € Hom«?v ® QEH+II,|+1/S,a7§
S

D'aprés le lemme I.3, les morphismes h

[T v/s /g) comme on
Ag

/s

a défini 03 S . I1 suffit de démontrer que Cs/s est le composé de CV/S avec
(h, o h)* : gﬁp , S0 o P . On va le voir par récurrence, suppo—
2 1 n+|I |+1 v n
AS/S
_ 5, *
sons donc : CV/S‘- CV/S ° h1 .
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S

Soit z un point de V d'image s dans S ; les matrices M' & coefficients dans

+
EVS s quasi-finies sur V en z forment 1'1mage reclproque dans ean]I |+1)p d'un
2 + + s
voisinage ouvert de l'image de M dans k (s) (n 'II 1) ; on s'intéresse aux matri-

ces M' de la forme
o+ T'| 1 )
—_— o~

0 JIH

0 131

(n+lI'l)(p-

dont les coefficients aJ varient dansC’ 1) (1e cas des courbes étant fa-

cile, on suppose p > 1). Les lignes Mi pour i e [1,p] de M' induisent sur V des

m,
1 )
formes lindaires Qi pour i ¢ [1,p-1] et li © 3 1'indice p. D'aprés ce qui précéde,
. o
le morphisme correspondant & M' vérifie donc la propriété de la trace pour C;/S
d'ol pour toute forme w € of et tout élément a ¢ 0% 2
AL/S
S
+

T /¥) (8 €25 (0%0)) = [Ze00 V) (@) Do = Bx e )Ca o (0r /a2 1T ]y
d'ol on déduit pour w = ay, A...A de sur Ag de coordonnées Yi

2 (@M A...on aM') = C), (nX(aM! A...roaur))

v/s 1 . ) v/stet p

. + 1 +
Si on note (T ) pour i e [1,n+|I'[+1] les coordonnées de An T+

+
lement en conslderant les S-morphismes linéaires de Ag [I

2 : 1 - :
cee . = . cee . . +[(I'] .
sur V, que CV/S(dTi1A A aT, ) CV/S(dT11 Aeeun AT, ) pour ije [1,n+]I']1

P
Dans 1'égalité ci-dessus pour la matrice M', on a dMé = 4T

, on voit faci-

sur Ag, quasi-finis

n+ |10 |+1° et en écrivant

cette égalité pour un nombre de matrices M' fini mais assez grand avec un choix
convenable des M' on obtient

ci/s(w) = c;/s(hZ(w)) pour y = 4T, A...A AT, A 4T

1 p-1 n+lI'|+1

avec i1,...,ip_1 e [1,n+|T']] .

4.- Pour déduire de ce qui précéde la propriété de la trace pour C /S relativement

3 tout morphisme %7 A -> Ag défini par la donnée de p polyndmes tel que @ o i soit

quasi-fini sur V, il sufflt d'appliquer le lemme suivant en caractéristique zéro
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Lemme 111.1.3.- Soit z un point de V d'image s dans S tel que car(k(s)) =0 . 1L
existe une famille de p-uplets 3° = (JL(:,...,JLG)de formes Lindaines sun A® ol
A= ds’s, indexée par o dans un ensemble fini T, tel que &0 504t quasi-gind sun V
en z, et tel que pour toute famille de polyndmes @ = (fysenenf,) b0t Ag,s , AL
existe des mubtientions (a ) et des constantes A, dans A vénigiant @ = T A (8)%.

Démonstration.- Par linfarité, on peut suppoer que les ¢j sont des mondmes de de-

gré dent

'R .,tn. Le A-module Md des p-uplets de mondmes de degré d est libre de

rang : (n+d-1)
81 PL g /oy,
s _ 2 i i i

2% = . t. a . . = e = .
Posons 3 ig=1 s t;, o a5 € A. Alors, on note m (ml, ,mn), |m| =12 m,
|ml \ m.. m
( )=—L‘5l—-——,(3)m=n1t1et(a =1t )Y, ona
n n? m.! 1 T sd 05J

1
d
ad®= T O " .

lmlzd m Osd

Les p-uplets (_t_)g1 = (0,...,(t)",...,0) non nuls en composante j, pour |m] = d et
j e [1,p] forment une base du A-module Mg et la famille (S_L_Ci)d = ((l?)d,...,(jz,c)d)
forme une base de Md si le déterminant de ses coefficients dans la base (_t_m)j est

inversible, ce déterminant est égal & :

4P i m
D=1 (m) - log L)
|m|=a 2
Soit Mi s 1'espace vectoriel sur k(s), corps résiduel de A en s de carac-—
E]
téristique zéro, formé des p-uplets de formes linéaires L= (2

1,s""£p,s) a

coefficients dans k(s). Les formes &s quasi-finies sur Vs en z forment un ouvert
W dense dans M1 s de dim np.
s

Soit W' l'ouvert de M\ _ formé par les familles %)
1,8 —s
. oe[ 1,N]

nant Ds non nul dans k(s). Les ouverts W' et WN n W' sont denses dans MI;I s
k]

Alors, toute famille (&U) pour 0 ¢ [1,N] de p-uplets de formes linfaires & coef-

ayant un détermi-

ficients dans A, induisant (&Z) dans W'n W'N, forme une base du A-module Md consti-

tuée de morphismes quasi-finis sur V en z.

\OI/S vérifie la propriété de la trace pour tout mor-
phisme @ : AZ - AIS) tel que ¢ © i soit quasi-fini sur V. On va voir que C‘?[/S se

. . . . oP
factorise en un morphisme : CV/S H QV/S

5.- Actuellement, on sait que C

> w;l/s se composant avec la projection
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Q/V e oF - 0P . I1 suffit de démontrer que Cz/ s'annule sur le sous-module de

A/s v/s s
S
g eqP engendré par 1'image de : (aJ ) P o J désigne 1'idéal-de V
v An/S v An/S v
S S
n
dans AS .

Soient z un point dans V, un élément f dans jV et une matrice M : Ag i AIS) de

lignes (M1""’Mp)’ quasi-finie sur V en z. Le morphisme M sur Ag de composantes
(M1,.. . ’Mp—l’Mp+f) induit le méme morphisme que M sur V. On en déduit que pour

toute forme w dans QF et a e I'(v,0)
P v
AS/S

(M*w)) = ™ M/V(a 2

)
Tr M/V(a C /s

v/s (M*w))= ["Fr M/V(a)lw .

ox ¢ (a =
D'oll Cv/s M, AvelA de) o

(aM, A...A aM
1 -

o .
V/S(d.M1 AuuoA (de + df)), soit

o
v/s
cients des lignes M1 N ,Mp_

c g A df) = 0. Cecl reste vrai quand on fait varier les coeffi-

. d'une manidre continue, donc si T

1 . ’Tn désignent

1"
des variables, on a :

c®,.(ar, A...AQT, A df) = 0.

v/sti i
1 p-1
6.- La classe fondamentale CV/S vérifie la propriété de la trace pour tout morphis-
me ¢ quasi-fini sur V dans une variété Y lisse de dim relative p sur S. Il faut

démontrer que Cg : R est égal au composé de C avec
€T Yyys v/s

v/s
* 0* P . [ s 1
L4 ? v/s +QV/S . Ce probléme est local donc on peut supposer 1l'existence d un
diagramme -

m .
AS
L
P
—_—— —_——
\4 P Y AS
oll j est une immersion fermée vérifiant (P') et y étale.

Comme ) o ¢ est induit par un morphisme : A‘;‘ - Ag, la classe CV s vérifie la
LR

propriété de la trace pour y o § , donc aussi pour ¢ puisque lb* .:Ip*ﬂ v/s

P
est surjectif. AS/S

IV.- RESIDUS ET HYPERHOMOLOGIE DE DE RHAM

1.- Equivalence avec la définition du Résidu

Considérons un morphisme équidimensionnel f : X -+ S de dim relative p ; on
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va voir que la connaissance de la classe fondamentale CX/S nous permet de généra-
liser la définition du Résidu de Grothendieck ([5] p.195) au cas ol.f n'est pas né-
cessairement lisse, et réciproquement la connaissance du Résidu pour f permet de

.deflnlr la classe CX/S°

1.~ Soit F. = Fo > F1 5...0 FP une suite décroissante de fermés dans X. On dit que

la suite F. est maximale et pure si elle vérifie les conditions suivantes
i) F =X
ii) FP est propre et surjectif sur S ;

iii) Pour tout 1 € [1,p], codim (F ,F 1) est pure et &gale a4 1, c'est—d-dire
pour toute composante 1rreduct1ble Z' de F -1 contenant Z, on a :
codim (Z,2') = 1.

Déginition. - Sodlent F°,F1,. .., FP une famille de fenmés dans X telle que La suite

1 .
de ferumés Fo= 0 F) s0it maxigale et pure pour i e [Q,pl, dans X dquidim. sur S

J=0
de dim nelative p. Supposons qu'il existe une classe fondamentale
. oP L ) ,
Cy/s t /s WX/S , et consdidérant L'immersion
5. FL - U Fyar. )=v. »F - (U M) aF) =
i i Jit i+ S NP 1 .
telle que : Vo= W = Vi, oon peut déginin un monphisme de connexion :
s, ]H_P+i (D _)m—p+1+1(@ )
i —-Vi X/S 1+1 X/s
Alons, on appelle Résidu Le composi des morphismes suivants
o v
vV /s J 8. §
2 . P o 1 p-1
Résy + T(V_.0% o) R rv,ufx/s__, T L
o . Tr FP/S
r(Fp,me(‘DX/S) r(s,e;).

Le cas d'une intersection compléte.-

C'est le cas ol l'on considére une suite réguliére de sections u .,up de

1oee
3; sur X telle que V(u1,...,up) soit propre et surjectif sur S. On pose alors

® = X et F = V(u.), et on définit pour toute forme w e FQP/S un symbole Résidu
w
Rés [‘ ] Resg (IT—QL:I-) dans T(S,aé). On retrouve au moins au signe prés
ceeu 1" p
1

le symbole Résidu de Grothendieck lorsque X est lisse sur S.

Remarque.- Plus généralement, on peut associer & toute suite de fermés F. maxima-
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le et pure dans X sur S un morphisme Résidu de la manidre suivante : soient Uo un

ouvert partout dense dans X, et des ouverts Ui de Fi associés 3 U par récurrcnee:

)).

Soient 1'immersion de U. dans U v U, et les morphismes r. de restriction et
i+1 i i+1 1

si on connait Ui’ alors Ui+1 = Ui n Fi+1’ ol Ui = CF.((Fi~Ui) n (Fi_F

i+1
(Si de connexion :

i p+1+1
))—r(u 1+1’I—HU “ 2 s

H -p+i (‘D .

. r.
-pt+i . 1 _
OB @ ) — TV By 0.

Soient V un ouvert partout dense dans S tel que Fp x V soit inclus dans Uo et rP
s .

). Alors on définit le Résidu comme

la restriction de U & F_ x V dans ]H (9:
D P p X/s

S

le composé des morphismes suivants :

6 or §. or. 8 o
" X/S o i i p-1 p-1
Re {512/3 (VR w’/s) ... N

o Tr FP/S ° rp

MULED @, 0) PP r(v,g)

p
2.- Soient £ : Y » S un morphisme lisse de dim relative p et h : X » Y un morphisme
fini et surjectif Le graphe h' : X » S 3 Y de h est une immersion régulidre, et
si on suppose Q’Y libre, engendré par une base du . du , les éléments
vy = h (u ) - pz(u ) définissent h'(X) dans un vo:.s:.nage ouvert U dans X x Y
Le morphisme p, se déduit de X X % Y
sur S par le changement de base b 3 o,
lisse Y sur S. On va définir le
morphisme Tr h : h*g§/s - Q?/S' X h 5> Y

Définition.- Avec Les notations précédentes, supposons défini Le symbole Résidu
du monphisme D,/U pour La suite négulierne (vi) pour i ¢ [1,p] . On définit Tr h

pour une fornme w ¢ I' (X QX/S) por La formule :
*

Pw
U/x du1 Aeveoh du?
Vigees,sV
1 P

Tr h(y) = Rés

Lorsque X est lisse sur S, d'old p, est lisse sur X, cette formule est compatible

avec les définitions du Résidu et de la trace.’

Soit maintenant une famille de morphismes équidimensionnels stable par chan- .
gement de base lisse (par exemple les morphismes &quidimensionnels et de Tor. dim
finie). Si on sait définir les symboles Résidu pour les morphismes de cette fa-

mille, on en déduit d'aprés la définition ci-dessus et les techniques du § II, la

construction de la classe fondamentale relative.
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2.~ L'hyperhomologie de De Rham

On considére dans la suite un morphisme f : X 5 S plat, de variétés algébri-
ques sur un coprs k de caractéristique zéro. Alors, on dispose d'une représenta-~
tion cai ique i i : x PrR K é

canonique du complexe dualisant relatif KX/S Homa%(i KS,KX) composé de

faisceaux flasques.

On va construire des groupes TH Z(X/S) qui méritent le nom d'hyperhomologie
.

~

de De Rham relative & support dans un fermé Z de X, et ol la classe fondamentale

C s'envoie d'une maniére canonique.

X/8

1.~ Le complexe double

«an 9/_ . ¢ K. QX . . .
On considdre le €, -modume bigradué KX/S Home,( X/S’KX/S) Soit Y plat sur
S, on définit pour tout S-morphisme h : X - Y propre, le morphisme
h: . ok .ok ' ey e . . .o *
Tr h*KX/S > KY/S’ par composition avec le morphisme canonique QY/ >hQ

S * X/8°
du morphisme trace : h*KX/S > KY/S .

Proposition.- Avec Les notations ci-dessus, on peut munir KX;; d'une strhucture
de complexe double telle que powr tout S-morphisme propre n : X > Y Le monphisme
Tr h commute aux différentielles partielles.

Démonstration.— Il est facile de déduire la différentielle §' sur K%;: de § sur

Ki/S' On va construire la différentielle d' i partir de d sur Q%/S’ ce qui est

moins immédiat car d n'est pas 0%—linéaire. On a besoin du lemme :

Lemme .- Soient Yy ¢ I‘K)'(’* et w ¢ I‘Q; LSLY € HomX(Q)P},K%) ,on déginit

WAY € Homx(nﬁ_v,Ki)pm La formule :

(w A v)(w') = y(w" A w) pour w' ¢ PQi_v

Alors on a :
dk(w AY) = (dw) Ay + (-1)Vw A ay.-

Démonstration du lemme.- La différentielle absolue d% a été définie dans ([L]

§ I.3.1). On se raméne facilement au cas : X lisse, en considérant localement
sur X une immersion dans une variété lisse. Alors, on trouve ce lemme dans ([L]
§ 1.3.1).

Comeing s . i
nsidérons 1'isomorphisme : Hom(QX/S,K%/S
m se raméne & démontrer que dans le diagramme :

) = Z/Q M(f*ﬁé’@(ni/s’%j ))a
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i ..r
Bom@y /5Ky

E Ik

i-1 i-
"H—OE(QX/S’IéA‘) —eed B_O_TE(QX K

oll les morphismes horizontaux sont injectifs, la dlfferentlelle d)’( induit 4'. I1

faut voir que si n el'Hom(Q X,K;r() est nul sur Im(ﬂ e Q ) dans Q , alors dX(n

i-p
est nul sur Im(QX & 7 QS) dans, QX

Soient U un ouvert de X, 0: € I‘(U,Qi_e) et ds e T(U, 91), on a :
n1 = OL A ds A ne Hom(Q;,Iq;) est nul; en effet, pour toute -forme w da.ns
(Un ) :n'(w) =n(wAa oA ds) =0, carwA aA dse Im(T(U ﬂl Te fQ ) de
méme d o Ads AN = 0.

En appliquant le lemme, on trouve : a A ds A d'n = (- 1)1_1d'(0L A dsAn) -
& A ds A n— 0. De méme en appliquant le lemme pour w section de 6’ on voit que

4' est £ 6 -llnealre, et induit donc la différentielle d' que 1'on cherche.

D'autre part, la propriété de Tr h de commuter aux différentielles se déduit

de la méme manidre du cas absolu ([ 4] I.3.1.2.).

Déginition.- Soit Z une sous-varieté femée de La varniété X plate sur S. On appel-
Le Hyperhomologie de De Rham de X swi S & support dans Z, et on note M, ,Z(X/S)
Le graupe gradué égal a La cohomo@ag&e Au)opo/vt dans 7 du complexe simple K.

= X/s
a/s/.soc,ce“l(x/s P H, Z(X/s)=H XKX/S ), ol i€ Z.

Proposition.- Soit# : X > S un monphisme plat de dim nelative p.

; oL qp s A ABron-
£) La classe fondamentale cX/S : Qx/s —’urx/s est annulie parn Les digféren

. ’ Lo*

tielles &' et a! der/S .

L) Sodt n i X> Y un morphisme §ini dans une varnitté Y Lisse sun S, de
dim relative p; aﬁou AL existe un mornphisme canonique

Tr h : h*QX/S" Y/S

1) "CompatibLe" avec La trace de toute projection finie h' : X~ Y' dans Y'
Lisse, de dim nelative p sur S.

qui est :

2) Compatible avec tout thangement de base (cohom. trhansversal a £ puilsque
£ est plat).

3) La trace Tr n commute aux differentielles.
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On va utiliser le lemme suivant

Lemme.- 1L y a équivalence entre 4'C
 ferentielles. :

x/s = © et Le fait que Tr h commute aux dif-

Démonstration du lemme.- L'isomorphisme de dualité T, (¥1.1) associe a CX/S le mor-

phisme Tr h en degré p. Pour toute forme w de degré i sur X, on définit Tr h(w)

par la formule :

Pour toute forme @ de degré p-i sur Y, (Tr h w) A ¢ = Tr h(w A h*?).

S

Soit maintenant une forme w e Fﬂﬁ;é, on a une formule analogue a celle du lemme

du N°1 précédent

a'(w A C +_(—1)p-1w A d'C

) = dw A CX/S

X/8 x/s *

" d'oll, en utilisant la commutativité de Tr h & d4', et en remarquant que pour une

forme @ sur X, on a : Tr hp = Tr h(@ A C ), reliant la trace d'une forme et
g

X/s
celle d'un symbole, on trouve :

- = ' - =
d Tr hw - Tr h(dw) = a'Tr hw A cx/s) Tr h(dw A Cx/s)

)= Tr n((-1)P"w A arc, ).

\l -
Tr h(d'(w A CX/S) dw A C

X/s X/8

Remarquer que si Tr h commute & 4 : P-1 - , elle commute alors & d en tout
/s /s

degré.

‘ Démonstration de la proposition.- i) Il est évident que la différentielle §' annu-

~p,p .. o . ' - P +
le CX/S dans KX/S ) mals il est plus difficile de voir que d CX/S 0. Pour tou
morphisme fini h : U > Y d'un ouvert U de X dans Y lisse sur S, on a

Tr h(CU/S) eI‘HﬂLY(Q’;/S,QP;/S) 2T, est &gal & Tr h(1), a'od :

Tr‘h(d'C ) = d'Y/S(Tr h(1)) = o.

X/s

On peut en déduire alors que 4'C = 0 ; on le voit par exemple tout de suite

X/s
quand on explicite le calcul pour un changement de projection finie (voir Thése
d'Angéniol, i paraitre); si on veut &viter ce calcul, on ne connait pas de démons-

tration facile.

ii) Cette partie se déduit du lemme et de i). Par la compatibilité avec la
trace de toute projection finie h', on veut dire que Tr h et Tr h' correspondent

par la dualité & la méme classe CX/S'
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La compatibilité avec tout changement de base se déduit de cette méme propriété

de la trace au niveau des anneaux.

Définition.- 1) Soit £ : X>S un monphisme plat de dim relative p. On appelle

classe fondamentale de X surn S dans L'Hyperhomologie de De Rham et on note aussi
. Ve

Cy/s L' image de CX/SerX/S dans JHZP(X/S).

2) S'ik existe une {mmension fermée i de X dans Y Lisse de dim rela-
Zive n surn S. La classe fondamentale dans L'hypercohomologie de De Rham de Y sun

S est £'image de Cy gPar Les monphismes :

Tr i Dualité 2n_2'p
m2p<x/s) —_— ]HQP’X(Y/S) — HJ (y/8)
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