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I - INTRODUCTION

Ce travail expose une méthode "directe" d'étude du comportement
asymptotique des valeurs propres de problèmes aux limites elliptiques irré-
guliers ; l'irrégularité signifie ici : irrégularité de la frontière de
l'ouvert sur lequel est défini le problème, irrégularité des coefficients
de l'opérateur différentiel considéré et enfin, éventuellement, irrégularité
des fonctions du domaine de l'opérateur (et des fonctions propres).

Pour préciser un peu les résultats, prenons quelques notations :
soit Q un ouvert, a priori quelconque, de 1R ; soit ( A , D ( A ) ) une réalisation

ominorée autoadjointe dans L ( Q ) d'un opérateur

et = S a ( x ) D"
N^2m a

Nous préciserons ultérieurement nos hypothèses sur l'irrégularité
des a ainsi que la manière dont nous définissons A ; notons cependant quea „
pour | a \ = 2m les a sont des fonctions continues.ufest supposé formellement
autoadjoint et elliptique et '.

V ( x , ç ) ç QyQR^O) : a ( x , Ç ) = S a ( x ) ^a > 0
\a\=2m a

Notons en outre [i la mesure sur Q de densité :

( ^ • ( x ) = (2TT)~n F dÇ
a ( x , ç ) < 1

0
Si l'injection de D ( A ) dans L ( Q ) est compacte, le spectre de A est

constitué d'une suite de valeurs propres réelles tendant vers + ° ° . Notant
N ( X ) le nombre de ces valeurs propres (répétées selon leur multiplicité)
inférieures à À , nous nous intéressons au comportement lorsque À-*+°° de N ( X ) .

Le premier problème est de donner un équivalent asymptotique de
N ( X ) ; il est désormais classique ( [ 3 2 ] , [ i l ] , [l7] , [ 2 ] . . . ) que si c/̂
est uniformément elliptique, on a , sous certaines hypothèses de régularité :

( 1 . 1 ) N ( X ) ̂  X^21" . p ( Q ) (quand X-+oo)
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On renvoie aussi à BEALS ( [ 5 ] , [ 6 ] ) pour l'étude d'opérateurs à coef-
ficients peu réguliers, et à [l6 j et [24] pour l'étude de problèmes sur des
ouverts irréguliers. (Voir aussi [ 9 ] ) .

Dans un premier temps ( c f . aussi [ 2 3 ] ) nous obtenons (théorème 5 . 1 )
une décomposition du type :

( 1 . 2 ) N ( X ) ̂  u ( 0 ) À"721" + BO)

(lire N ( X ) est équivalent au plus grand des deux termes^, où l ' o n considère
u( 0 ) \ comme un terme dû à l'intérieur et B ( À ) comme un terme dû au
bord.

Ensuite nous utilisons des majorations de n - diamètres (paragraphe
III) (voir à ce sujet [8] , [ l 4 ] ) , pour établir que dans certains cas B ( X )
est négligeable devant \ - m et étendre à ces cas la formule ( 1 . 1 ) . Citons
par exemple (Théorème 5.12^ le cas d'un problème de Dirichlet pour un opé-
rateur variationnel uniformément elliptique sur n'importe quel ouvert borné,
aussi irrégulier soit-il, ou le cas du problèmes de Neumann pour A sur une
"pointe effilée".
Citons aussi l'exemple (non classique) des opérateurs du type -A + (6(x))~a
(a s o) où ô ( x ) est la distance de x6Q à ÔQ. On établit aussi la formule
( 1 . 1 ) (Théorème 5 . 1 5 ) pour une classe d'opérateurs elliptiques dégénérés,
introduite en [ 4 ] . Pour une étude plus systématique des opérateurs ellipti-
ques dégénérés voir [ 2 5 ] , [ 2 7 ] , [ 2 8 ] , [ 2 9 ] .

Tous ces résultats sont généralisables aux cas de systèmes ellipti-
ques. Notons aussi que pour ce qui concerne les systèmes les idées précé-
dentes ont été utilisées en [26] pour étudier les valeurs propres de
systèmes (non elliptiques) généralisant le système de Stokes.

Remarquons que la formule ( 1 . 2 ) fournit une première classification
des problèmes elliptiques à l'intérieur :

a) Si n ( Q ) = +œ alors À1172"1 = o ( N ( X ) > et en fait N ( À ) ~ B ( X ) , ce
qu'on peut traduire en disant que le comportement asymptotique des valeurs
propres ne dépend que de ÔQ et de l'opérateur sur des voisinages de ÔQ ;
c'est le cas pour les opérateurs elliptiques dégénérant suffisamment sur ÔQ.

b ) Si u ( Q ) < +œ^ il faut comparer B ( X ) et À ' 2 " * . On peut dire que
dans les "bons cas" (voir § V . 4 et § V . 5 ) B(?0 = o^1172"1), mais cela
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dépend de la régularité de ÔQ, des conditions aux limites et aussi de la ré-
gularité des coefficients â  g pour | a [ = [ p | = » m . Au paragraphe VII on étudie
précisément (et de manière directe) des exemples d'ouverts de ]R2 pour les-
quels u ( Q ) < + ° ° et où B ( X ) ~ X" a pouvant être pris quelconque supérieur ou
égal à n/2m ; bien sûr ÔQ est alors très irrégulier.

Lorsque la formule ( 1 . 1 ) est vraie,alors se pose le problème d'esti-
mer la différence R ( X ) = N ( X ) - u ( Q ) \n/2m ; nous supposons pour cette étude
que âf est uniformément elliptique. Dans le cas des opérateurs à coeffi-
cients C00 AGMON et KANNAI ( [ 3 J ) e t HORMANDER ( [ l 8 ] ) ont obtenu l'estimation:

( i . 3 ) . R ( X ) = oa^-^21")
avec 9 < 1/2 (et 9 < 1 si la partie principale de <Sk est à coefficients
constants). Voir aussi ( [ l 5 ] ) .

Dans [ 1 9 ] HORMANDER a démontré que, dans le cas où 0 n'est plus un
ouvert de3R mais une variété compacte sans bord, on a l'estimation optimale
( 1 . 3 ) avec e = 1 .

Utilisant les résultats de ( [ l 9 ] ) BRUNNING ( [ l 2 ; ] ) a prouvé que, tou-
jours dans le cas des opérateurs à coefficients C°° :

(1.4) R(X) = oa^-^72111 L o g X ) .

Notons que pour tous ces résultats cités, les auteurs font des hypo-
thèses explicites ou implicites de régularité sur Q : on entend par hypothè-
se implicite de régularité sur 0 une hypothèse du type D ( A ) C H2"^) ou
encore D(A k) <= H21""^) pour k entier s 1 .

Dans le cas où les coefficients deoUsont irréguliers BEALS ( r 7 1 ) et
MARUO et TANABE ( [ 2 2 ] ) ont obtenu une estimation ( 1 . 3 ) avec 9 < -±- si less+3
coefficients a^ , pour | a \ = 2m, sont holdériens d'exposant s C ] o , l ] sur ?T.

Nous démontrons ici une estimation ( 1 . 3 ) avec 9 = —L. si les coeffi-
i i ®"*"cients a^ pour | a | = 2m sont holdériens d'exposant s (l'étude pour s=l a

déjà été faite dans [24 ] ) et nous obtenons ( 1 . 4 ) dans le cas particulier où
ces mêmes coefficients sont constants. Cette dernière estimation est à-
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rapprocher de celle obtenue en [ l 3 ] pour le Laplacien. Là encore, nos hypo-
thèses de régularité sur Q sont très faibles.

La méthode employée ici s'inspire de COURANT-HILBERT ( [ l 3 J ) et fait
une utilisation systématique de la formule du mini-max pour les valeurs
propres, ainsi que de la relation valeur propre - n-ième diamètre ( [ 1 0 ] ,
[ l 3 ] , [ 2 l J , [ 3 1 ] . . . ) .

Nous définissons par la suite nos opérateurs par la méthode varia-
tionnelle : nous nous donnerons un espace de Hilbert V contenat 5) ( Q ) eto
s'injectant avec injection compacte dans L ( Q ) ; la réalisation ( A , D ( A ) )
sera associée par la méthode variationnelle à une forme sesqui.linéaire
hermitienne continue et coercive sur V , telle que :

Vu 6 V , V(p 6 S5(Q) a ( u , ( p ) = <d6u, (p>
• 5 ) ' ( Q ) y 55(Q)

Cette méthode nous permet de définir des "problèmes aux limites"
dans le cas d'ouverts très irréguliers ; d'autre part ce n'est pas vraiment
une restriction que de se limiter à de tels problèmes variationnels : si
l'opérateur ( A , D ( A ) ) est donné?posant V = D ( A ) et a ( u , v ) = ( A u , A v ) - , le

2 2 2 L ( Q )problème variationnel ( v , L ( Q ) , a ) définit l'opérateur ( A , D (A ) ) ( A est
supposé autoadjoint positif), et pour no-tre problème de valeurs propres, il

2est équivalent d'étudier A ou A .
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II - FORMULE DU MINI - MAX

II - 1 n-ième diamètre
Soit A une partie bornée d'un espace vectoriel norme E ; pour tout

entier n > o , on appelle selon Kolmogorov [20J, n-ième diamètre de A dans E
le nombre

( 2 . 1 ) d ( A ; E) = Inf Sup Inf || x - y | | -
n GçG ( E ) x6A y€G "

où G ( E ) désigne l'ensemble des sous espaces de E de dimension inférieure
ou égale à n.

Les propriétés suivantes sont immédiates :

( 1 ) d^(aA ; E ) = a d^(A ; E ) {a :> o )

( 2 ) A ̂  B ^ d^(A ; E ) <: d ( B ; E )

( 3 ) la suite d est décroissante ; de plus lim d = o si et seulement si
n-»+oo

A est précompact..

Notons aussi le résultat classique suivant ( c f . LORENTZ r211 ) :

Théorème de Krein : s ' i l existe G ê G . ( E ) tel que la boule de
rayon ô dans G soit contenue dans A , on a :

d ( A ; E ) ^ ô

Dans le cas où E est hilbertien, la démonstration de ce théorème est
immédiate : pour H ç G ( E ) , il existe alors x non nul dans G , qui soit
orthogonal à H . Posant y = i—— . x on a y ç A et

Vz 6 G : !ly-zl|^ s ; ; y | | ^ = ô

1 1 - 2 Problèmes variationnels
Nous définissons dans ce paragraphe les fonctions N ( X , V , H , a ^ qui

seront notre outil principal ; nous donnons quelques règles de calcul pour
ces fonctions, ainsi que la manière de les évaluer à l'aide de n-diamètres.
Mais précisons d'abord quelques notations :
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Soient V et H deux espaces de Hilbert , V s ' in jectant continuement

dans H ; on note ( , ) le produit scalaire de H. Soit a une forme sesquiliné-

aire sur V ; on convient de noter simplement a+p ((-lêd) la forme a+p, ( , ) .

Nous supposerons que a est hermitienne :

( 2 . 2 ) Vu ç V, Vv ç V : a ( u , v ) = a ( v , u )

et que a est continue sur V :

( 2 . 3 ) , 3.M : Vu ç V , Vv ç V : | a ( u , v ) | ^ M | u l | .||v||

On dira que a est fortement coercive sur V si :

( 2 . 4 ) 3-m > 0 : Vu ç V nil |u| |^ ^ a ( u , u )

On dira que a est coercive sur V (relativement à H ) s'il existe

À ç. JR tel que a+X soit fortement coercive sur V , i .e. s ' i l existe À ç ]Ro o • f o

et m>o tels que :

(2.5) Vu € V : m||u||^ - ^j|u|l| ^ a(u,u)

Pour simplifier le vocabulaire, on appellera triple! variationnel

un triplet (V, H, a ) , où V et H sont des espaces de Hilbert tels que V

s ' injecte continuement dans H, et où a est une forme hermitienne continue

et coercive sur V.

Si ( V , H , a ) est un triplet variat ionnel, pour X ç ]R on désigne par

& « ( V , H , a ) l 'ensemble des sous espaces fermés E de V , tels que la forme a-X

soit fortement coercive sur E.

On pose alors :

N ( X ; V , H , a ) = Inf codim ( E ) .
E ç & ^ ( V , H , a )

c o d i m , , . ( E ) désignant la codimension finie ou infinie de E dans V . N ( X , V , H , a )
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est alors un élément delN~=]N j { + ° ° ' ! «

Les propriétés suivantes découlent immédiatement de la définition :

( 2 . 6 ) : N ( À ; V , H , a + t ) = N ( X - t ; V , H , a) ( t C i R ) .

( 2 - 7 ) ; N ( À ; V , H , c < a ) = N^'^À^H.a) ( a > o )

(^S) : si a^ et QL sont deux formes hermitiennes continues et
coercives sur V telles que : Vu ç V a ( u , u ) <: a ( u , u ) , alors :

N ( X ; V , H , a ^ ;> N ( X ; V , H , a ^ ) .

La suite de ce paragraphe est consacrée à l'obtention de résultats
dont certains sont classiques ou faciles, et qui seront utilisés par la
suite. (Voir en particulier les propositions 2.7 et 2 . 8 ) . Les liens qui
relient les fonctions N ( X ; V , H , a ) , les valeurs propres et les n-diamètres
sont exposés par les propositions 2.2 et 2 . 9 .

Notons d'abord le

Lemme 2 . 1 : soit ( V , H , a ) un triplet variationnel ; soit E un sous
espace fermé de V . Pour que E 6 & ^ ( V , H , a ) il faut et il suffit qu'il existe
e>o tel que :

( 2 - 9 ) Vu € E : ( a - X ) ( u , u ) ^ e | | u [ | ^ .

Démonstration : pour E ç. £ » ( V , H , a ) on a par définition :

Vu € E - : (a-X) ( u , u ) ^ C^ | | u | | 2 ̂  C^ . | | u | | 2
• H

Inversement, supposons que l ' o n ait l'estimation ( 2 . 9 ^ ; notons m
et \^ des constantes telles que ( 2 . 5 ) ait lieu. Pour X ̂  -À , ( a - X ) est
d'après ( 1 . 5 ) , fortement coercive sur V , donc sur E et E ç. & ( V , H , a ) . Pour
x > -^o , posant e ' = e/ ( X + X ^ ) , on déduit de ( 2 . 5 ) et ( 2 . 9 ) que pour tout
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u ç E :

( 1 + e ' ) (a-X) ( u , u ) ^ e'!|u||2 + e ' ( a - X ) ( u , u ) ^ e ' m . l ' u l l 2

et le lemme suit.

La relation fondamentale avec les n-diamètres est donnée par :

Proposition 2.2 : Soit ( V , H , a ) un triple! variationnel. Si a est
fortement coercive sur V , on a en notant S = (uçV / a ( u , u ) ^ 11 î

1/2VX>o N ( X ; V , H , a ) = Cardinal [n^o / d (S , H ) s X" / } .

Démonstration : Soit X 6 1R ;
soit v = Cardinal [nso / d (S , H ) ^ \ \ • La proposition résulte des deuxn a -
inégalités suivantes, qui ont lieu entre éléments de ]N = IN \j (+00 "[ :

( 2 . 1 1 ) v ^ N(X;V,H,a) .

. Si v = +œ, ( 2 . 1 0 ) est trivial. Si v <+00 on a :

1 /2d (S , H ) < \~ • ^ d , (S ,H)v a v-1 a'

1/2Choisissons X ' > À tel que d (S , H ) < À * / . Par défini t ion ilA v -a'
existe alors G ç G (H) tel que :

( 2 . 1 2 ) Vu ç S , }v € G : ||u-v| <- X'"1^2

Notant TT le projecteur orthogonal dans H sur G et appliquant ( 2 . 1 2 )
u/ / \ /a(u ,u) , on obtient que :

( 2 . 1 3 ) Vu ç V : , ;u-TTuH 2 <- X'"1 a ( u , u ) .
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Prenant E = V n Ker ÏÏ, on voit que E est fermé dans V , de codimen-

sion majorée par v. De plus par (2 .13) on a :

Vu ê E : ( À ' - À ) ||u|[2 ^ (a -X) ( u , u )

Par le lemme 2 .1 E est donc dans & . ( V , H , a ) et (2 .10) résulte des

majorat ions :

N ( X ; V , H , a ) ^ codim (E) <: v.

De même si N ( X ; V , H , a ) = +œ, (2.11) est évidemment vér i f ié . Si.

N ( À ; V , H , a ) = n < +00, il existe E ç & ^ ( V , H , a ) de codimension n dans V. Soit

G l 'orthogonal pour a de E dans V ; on a : G ç G . (V) c G ( H ) . Notons Tf ' le

projecteur orthogonal pour a de V sur G. Il existe e>o tel que :

Vu ç E : e ! | u l l 2 <s ( a -À) ( u , u )

Vu ç V : ( e + X ) |lu-ÏÏ'u||2 ^ a ( u - T T ' u , u - Ï Ï ' u ) ^ a ( u , u ^

et :

d (S ; H ) ^ (X+ e ) " 1 7 2 < À"172
n a

La suite d (S ; H ) étant décroissante on en déduit ( 2 . 1 1 ) et lan a
proposition.

Notation : Si V et H sont deux espaces de Hilbert, V s'injectant avec
injection continue dans H on note simplement ;

N ( X ; V , H ) = N ( X ; V , H , a ) = 2 1
X d^SVîH)^!

'où a est le produit scalaire de V et SV la boule unité de V . (La seconde
égalité résulte de la proposition 2 . 2 ) .



Lemme 2.3 : Soient V<->W&->H trois espaces de Hilbert . Pour À et [i
réels positifs on a :

N(À.p ; V ,H) ^ N ( X ; V , W ) + N (p ;W,H) .

De plus si y ^t la norme de l'injection Vc->W on a :

N ( À ; V , H ) ^ N^X^H) .

Démonstration : (Voir aussi [ l4]) . Il est clair que pour E€£ ( V , W )

et F € & ^ ( W , H ) l 'espace E n F est dans &^ ( V , H ) , et Fn V est aussi dans

6 2 ^^^ gfâce au lemme 2 . 1 .
Y.X

Lemme 2.4 : Soient Vc-$H deux espaces de Hilber t , V étant dense dans

H ; notant H ' et V les espaces duaux de H et V et considérant l ' i n j ec t ion
H'<-.>V on a :

VX € IR : N ( À ; V , H ) = N ( À ; H ' , V )

Démonstration : Par symétrie il suff i t de prouver l ' inégali té :

(2.14) N ( X ; V , H ) ^ N ( X ; H ' , V ) .

Cette inégalité est évidente si N ( X , V , H ) = +00 ; si N ( X ; V , H ) = n <+œ

considérons un espace E 6 & ^ ( V , H ) de codimension n dans V . Il existe e>o
tel que :

(2 t l 5) Vu ç E : (X+e ) l|u||^ ^ ||ull^

Soit E^ le supplémentaire orthogonal de E dans V; soit F l'orthogo-
nal de E^ pour la dualité V ' y V , et soit G = F D H ' . Il est clair que

c o d i r n ^ , ( G ) ^ c o d i m ^ , ( F ) = dim E = n. Pour u ç G on a :

||u|| = Sup |<u,v> | = Sup u?v>v '^
i^l ly ^ 1 v^ llvlly
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Or pour uêH' et vçE on a :

)<"^>V.xv l = ^"'^H'yiîl fi 11"^' I^ ' IH

et compte tenu de (2.15) on obtient que pour uçG on a :

||ull^ <, (A+s)- 1 ||u[|^

d 'où l 'on déduit que G ç & . ( H ' , V ) , et (2.14) suit.

Nous avons aussi le

Lemme 2.5 : Soit ( V , H , a ) un triple! variationnel : soit V un sous
espace fermé de V ; alors :

VX ç 1R : N ( A , V ^ , H , a ) <. N ( X ; V , H , a ) .

Démonstration : il suffit de vérifier que pour E ç. £ ^ ( v , H , a )
EU V 6 f i . ( V , H , a ) et que :0 A 0 .

codim ( E D V ) ^ codim ( E ) .
o

Nous allons préciser ce lemme (proposition 2.7 ci-dessous), mais
nous vérifions d'abord le

Lemme 2 . 6 : soit ( V , H , a ) un triplet variationnel , À étant donné
on suppose que n = N ( A ; V , H , â ) < +00. On introduit l'espace :

K = (uçV / VvêV : ( a - A ) ( u , v ) = 0 } .

Alors il existe une décomposition de V en somme directe orthogonale
.pour (a-À) : V = E ® K e E' , telle que

i ) dim E e K == n

ii) la forme (a-X) est définie négative sur E.

iii) E ' € & ^ ( V , H , a ) .
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Démonstration : puisque n = N ( A ; V , H , a ) < +°° , il existe E' de
6 ' ~ ( V , H , a ) de codimension n. Posons :

F = {uçV / VvçE' : (a-A) ( u , v ^ = o ) .

Prouvons d'abord que

( 2 . 1 6 ) V = F e E' .

Puisque ( a - A ) est définie positive sur E ' , il est clair que
F F) E' = [ o ] . De plus, la forme ( a - À ) étant fortement coercive et continue
sur E ' , l'espace E' muni du produit scalaire a-A est un espace de Hilbert ;
utilisant 1'isomorphisme de cet espace sur son dual on voit que pour tout
u fixé dans V l'équation

( 2 . 1 7 ) Vv ç E' : ( a - À ) ( u ' , v ) = ( a - A ) ( u , v )

définit u' de manière unique dans E ' . De plus ( 2 . 1 7 ) exprime précisément
que u-u' ç F et ( 2 . 1 6 ) en résulte.

Vérifions ensuite que ( a - À ) est ̂  0 sur F : en effet s'il existait
u 6 F tel que ( a - À ) ( u , u ) > 0, on en déduirait en utilisant 1 ' orthogona-
lité pour ( a - À ) de E' et F, que pour un e > 0 on aurait :

Vu ç E ' , Vt ç Œ : (a-X) (u+tu , u + t u ) > e ( | | u ; ; 2 + | t | 2 | | u || 2) >

ï> e/2 ||u+tuj|^

d'où il résulterait que E' ̂  du 6 £ - » ( V , H , a ) contredisant la minimalité0 A

dans & . ( V , H , a ) de codim ( E ' ) .

Il est clair, par la définition de F , que K c- F ; soit E un supplé-
mentaire de K dans F. On a bien alors V = E ® K ® E ' , les facteurs étant
deux à deux orthogonaux pour (a-À) ; iii^ résulte du choix de E ' , i ) découle
de ( 2 . 1 6 ) ; reste à vérifier i i ) .
Or on a , d'après ( 2 . 1 6 ) et la définition de F :

K = { u ç F / V v ç F : ( a - X ) ( u , v ) = o } .
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La forme (a-X) étant négative sur F on en déduit que :

K = [uçF / ( a - À ) ( u , u ) = 0 } .

et par suite que ( a - X ) est définie négative sur E .

Proposition 2.7 : soit ( V , H , a ^ un triple! yariationnel ; soit V
un sous espace fermé de V . Pour A ç. JR on définit l'espace :

Z. = {uçV / VvçV : (a-X) ( u , v ) = 0 } .

Alors on a :

N ( À ; V , H , a ^ + dim(V D Z , ) = N ( À ; V , H , a ^ + N ( À ; Z . , H , a ) .0 A 0 • A

Démonstration : par le lemme 1 . 4 on a :

N ( A ; V , H , a ) ^ S u p ( N ( À ; V , H , a ) , N ( X ; Z. , H , a ) ] .

et la proposition est évidente si N ( À ; V , H , a ) ou N ( A , Z ^ , H , a ) est infini.
Nous supposons donc maintenant que

F n^ = N ( A ; V ^ ; H , a ) < +œ

| n, = N ( A ; - Z . , H , a ^ < +œ^ 1 A

On décompose V et Z» comme indiqué au lemme 2 . 6 :0 A

V^ = E © K e E '

\ = F © L © F »

Remarquons que K = V C\Z et en part icul ier on a dim V HZ. < +00 ;
0 A 0 A

on a aussi K C L. On introduit F'espace

N = ( E e K ) + ( F e L ) = E ® L © F

N est de dimension v = n +n. - dim K et il nous faut prouver que

N ( À ; V , H , a ) == v .
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On remarque d'abord en utilisant 1'orthogonalité pour (a - X ) de V
et Z» , que ( a-X ) est négative sur N . Par conséquent si G € £ ^ ( V , H , a )

G D N = [ 0 } et codim G s> v . On a donc :

Pour démontrer l'inégalité inverse nous avons besoin de quelques
préliminaires. On introduit d'abord l'espace '

K1 = {uçV / VvêK : ( a - À ) ( u , v ) = 0}

et nous allons montrer que

( 2 . 1 9 ) K1 = V + Z»o À

II résulte immédiatement des définitions que V +Z» ̂  K et en faito A
seule l'inclusion inverse est à démontrer.

Pour uçV on déduit comme- au lemme précédent du fait que a—A est
fortement coercive sur E ' et définie négative sur E qui est de dimension
fini, q u ' i l existe eçE et e ' ç E ' tels que :

Vv ç E (a-X) ( e , v ) = ( a - À ) ( u , v )

V v ' ç ' E ' ( a - X ) ( e ' , v ' ) = ( a - X ) ( u , v ' )

Posant u = e+e' et tenant compte de 1'orthogonalité pour (a- X ) de
E et E ' , on en déduit :

( 2 . 2 0 ) Vv ç E © E ' ( a - X ) ( u , v ) = (a-X ) ( u , v ) .

Par définition de K on a (a - X ) ( u , v ) = 0 pour vçK, et donc il
résulte de la définition de K que pour uçK l'égalité de ( 2 . 2 0 ) se prolonge
à tout vçV ; mais alors cela exprime que u-u ç Z» et ( 2 . 1 9 ) est démontré.o o À

II résulte de ( 2 . 1 9 ) que V +Z. est fermé dans V et de codimension0 A
inférieure à dim K.
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Nous vérif ions maintenant que :

(2 .21) N ( X ; V , H , a ) <: n +n < +œ.

En effet a-X est fortement coercive sur E' et F' et" pour un e >o

Vu ç E' (a -X) ( u , u ) s e | | u l l 2

Vu ç F' (a -X) ( u , u ) s e | |u l |^ .

Utilisant 1'orthogonalité de E' et F' pour (a-X) il 'vient :

Vu ç E' e F' (a-X) ( u , u ) ;> e/2 ||u||^

et donc N ( X ; V , H , a ) ^ codim (E* e F t ) -

On obtient alors (2 .21) en remarquant que

codim (E' © F * ) = codim (E* ® F ' ) + codim (V + Z . )
o'1' X °

et que Y codim „ ( E * © F ' ) = dim N = n +n - dim K
j o'1' X °

^codim (V +Z . ) ^ dim K.

Posant alors n = N ( X ; V , H , a ) < +00 nous achèverons la démonstration

de la proposition 2.7 en prouvant l ' inégali té

(2.22) n <s v.

Procédant par l'absurde, supposons que v>n. Suivant le lemme 2 . 6
on pose :

M = {u6V / VvçV (a-X) ( u , v ) = 0 } .

Il est clair que M c Z~ et même que M c L .
Utilisant le lemme 2 . 6 , soit G un espace sur lequel la forme a-X

soit définie négative et tel que dim(G © M ) = n.
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Puisque M c L c N , on peut écrire N = M © N, et notre hypothèse v>n
équivaut à dim G > dim N . . Alors, il existe u ̂  0 dans G tel que :

Vv ç N (a-X) ( u , v ) = 0.

Nous rappelant la définition de M , on en déduit que

( 2 . 2 3 ) Vv ç N (a - X ) ( u , v ^ = 0.

Puisque K c- N on déduit de ( 2 . 2 3 ) et ( 2 . 1 9 ) que u ç K . = V^+Z^.

On peut donc écrire u = u +z avec u ç V , et z ç Z« .

Puisque E c N on tire encore de ( 2 . 2 3 ) que :

Vv ç E (a-X) ( u , v ) = (a-X) ( u , v ) = = 0

et suivant le choix de E , E' et K il en résulte que u ç K ® E * .

Usant de l'inclusion F c N on déduit aussi de ( 2 . 2 3 ) que z€L^F'.

La forme ( a - À ) est positive sur K © E' et L 9 F' et ces espaces
sont orthogonaux pour ( a - X ) . Il en résulte que :

(a-?0 ( u , u ) = (a-X) ( u , u ) + (a-?0 ( z , z ^ :> 0

ce qui est la contradiction cherchée, puisque u a été choisi non nul dans G ,
et que (a-X) est définie négative sur G.

Nous utiliserons aussi le résultat suivant, qui peut être considéré
comme un corollaire de la proposition précédente :

Proposition 2.8 : Soient ( V . , H . , a . ) . _ . v triplets variationnels.
v

On considère les espaces V = © V . et H = ® H . munis des normes hilber-
i=l 1 i=l 1

tiennes :

V V 9 1 /9 v v 9 1 / 0! | ® u l l = ( ^ l l u l l 2 ) 1 7 2 ; ! ^ u _ l . . = ( ^ l l u . l l 2 - ) 1 7 2 .
i=l 1 i=l ' i i=l 1 " i=l 1 " i
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On définit la forme a sur V en posant :

v v v
a( © u^ , © v^) = 2 a ^ ( u ^ , v ^ )

i=l i=l i=l

Alors ( V , H , a ) est un triple! variationnel et

v
( 2 . 2 4 ) N ( A ^ V , H , a ) = S N ( X ; V . , H . , a . ) .

i=l 1 1 1

Démonstration : le fait que a soit hermitienne continue et coercive
sur V est évident. En groupant les termes sous la forme :

© H = ( © H ) © H
i=l i=l v

on se ramène par récurrence sur v approuver ( 2 . 2 4 ) quand v=2.

À étant donné, notons K le noyau de ( a . - À ) dans V . . Avec les nota-
tions de la proposition 2.7 (remplaçant V par V . ) on a :

Z^ = K © V^.

La forme ( a - X ) étant nulle sur K on a :

& ^ ( Z ^ , H , a ) = f i ^ ( V ^ , H , a ) = ^(^ ,H^,a^) .

et

N ( X ; Z . , H , a ) = N ( À ; V - H - , a _ ) + dim K.
A 6t 6à 6t

La proposition suit par application de la proposition 2 .7 .

II - 5 Valeurs propres de problèmes variationnels

Nous rappelons maintenant la formule du mini-max pour les valeurs

propres [10] |"13] ; c'est cette formule qui nous dit que les fonctions

N ( À ; V , H , a ) sont bien adaptées à l ' é tude des valeurs propres.

Soit ( V , H , a ) un triplet variationnel ; supposons que V soit dense

dans H. Alors par le lemme de Lax Milgram on défini t un opérateur non borné
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( A , D ( A P , autoadjoint minoré dans H ; on a :

( 2 . 2 5 ) Vu ç D ( A ) , Vv ç V : a ( u , v ) = ( A u , v ^ .

Si l ' o n suppose en outre que l'injection de V dans H est compacte,
la résolvante de A est compacte dans H et le spectre de A est constitué
d'une suite de valeurs propres réelles ( X . ) tendant vers + ° ° . ChaqueJ 3 — 1 » ' * '
valeur propre est répétée conformément à sa multiplicité et on ordonne la
suite À . de façon à la rendre croissante : X . <, \ ^ . . . <, - X . . . . . . De

plus il existe une base orthonormée (p . de H constituée de fonctions propres
de A .

Fixons X tel que a+X soit fortement coercive sur V . Alors il esto - ^ o
clair que X . + À ^ 0 pour j = l , • . , . et :

H = [f = S f y / S | f | 2 < +00}.
j=l J J j=l J

V = [f .= S f y / T- <^V IfJ2 < ^}-
j=l J 3 - j=l 3 ° 3

et pour f ç V on a :

(a+À ) ( f , f ) = 7 ( À . + À ) | f . |2

j=l ^ ° ' ^

Po'sant S . = [ f ç V / ( a + À ) ( f , f ) ^ l] , on obtient alors de
a+ o ' ° *

manière classique :

1 /9
( 2 . 2 6 ) Vn = 0 , 1 , . . . d (S . , H ) = (X ,+\ )~ /? ? n a+À ? n+1 oo

Compte tenu de la proposit ion 2 .2 on a alors :

Proposit ion 2.9 : Soit ( V , H , a ) un triplet variat ionnel , V étant
dense dans H, et l ' i n j ec t ion de V dans H étant compacte. Alors pour tout

X ç 1R, N ( X ; V , H , a ) est le nombre de valeurs propres À . inférieures ou égales

à X , de l 'opérateur ( A , D ( A ) ) associé au triplet variat ionnel , i .e :

N ( À ; V , H , a ) = Card ina l{ j s l / X . <: X}.
J
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Nous faisons aussi la remarque suivante :

Proposition 2.10 : Soit ( V , H , a ) un triple! variationnel. Pour que
l'injection de V dans H soit compacte, il faut et il suffit que :

VX ç ]R : N ( X ; V , H , a ) < +œ.

Démonstration : on peut toujours se ramener au cas où a est forte-
ment coercive, et alors par la proposition 2 . 2 on a équivalence entre les
deux assertions :

1 ) VA ç 1R N ( X ; V , H , a ) < +œ.

2 ) lim d (S , m = 0n an-»+oo

S étant fermé et H un hilbert, la seconde équivaut ainsi qu'on l ' a

rappelé au paragraphe 11.1 à la compacité dans H de l'ensemble S , c'est àa
dire à la compacité de l'injection de V dans H puisque S contient una
homothétique de la boule unité de V .
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III - MAJORATIONS DE n-DIAMETRES

Le but de ce paragraphe est d 'obtenir des majorat ions de n-diamètres

dans les espaces de Sobolev semblables à celles obtenues en ([8] et [ l4 ] ) ,

mais nous voulons inclure ici le cas des ouverts irréguliers, tout en

restant dans le cadre Hilbertien. Les idées et les méthodes sont celles de

[8] et [14].

III - 1 Espaces de Sobolev

Comme nous voulons considérer des ouverts très irréguliers, il est

bon de préciser nos définitions.' Pour Q ouvert de 1R et pour m ç ]N on note :

H^Q) = [u ç L2^) / D^u 6 L2^) pour | a\ ^ m]

muni de la norme :

||ul| „ = { Z "D^H2 •}l/2.
m,Q - 1 1 <- T 2 { r ^ \ j' \a\^m L (0)

En particulier on note !1 . ) | ^ = t | . ) | ; on introduit aussi les
' 0?Q ' L2^)

semi-normes :

l - l ^ ' t i f ^22^/2•î \a\=m L (Q)

On désigne par H (Q) l 'adhérence de 5)(^^ dans H ( Q ) .

On introduit aussi :

y^ (0) = [u € H InaR^) / DQ !u(x) = 0 p .p . x ÇIR^Q, pour | a\ <. m}.

C'est un sous espace fermé de H QR ) qui s ' in jecte dans H ( Q ) , et

qu 'on ident i f ie à un sous espace de H*"^).

îC"1^) désigne l'espace des restrictions à Q des fonctions de t^CiR11);

on le munit de la norme :

||u|| = Inf llvl|

^m(Q) vçï^ÛR") mïBin

^^
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^"(Q) est isométrique au quotient de H"1^11) par l 'espace :

{u ç HmaRn) / ui = 0).
Q

et il existe un prolongement linéaire isométrique de ^"(Q) dans H"1^11).

Notons enf in les inclusions :

(3 .1) H^ (Q^^Q^^Q^c^EAQ).

Enf in , H^^(O) désigne l 'espace des distributions de 5) ' (Q) dont la

restriction à tout Q. cï- Q ( i . e 0 compact et ?T c 0) est dans H^O ) , et

H^^ (0) est l 'espace des fonctions de H"^) à support compact dans Q.

Nota t ion : nous devons introduire encore une notation ; soit
o

V<—>L (Q) un espace de Hilbert et soit œ un ouvert inclus dans Q. Notons SV

la boule unité de V et SV | l 'ensemble des restrictions à m des fonctions
la)

de SV ; on note N ( X ; V , L ( œ ) ) le nombre de n-diamètres de SV| dans L 2 ( œ )
l o u

-1/2supérieurs ou égaux à X :

(3 .2 ) NaîV,! . 2 ^)) = ^> 1

X d2(SV| ;L2 ( o u ) ) > 1n 1 u)

Une autre déf in i t ion est la suivante : notant^^) l 'ensemble des

restrictions à (D des fonctions de V , muni de la norme :

l|u|| = Inf ||v|L
Wœ) vçV '

V | =U
1 (1)

on a alors : N^Y,!.2^) ) = N ( X ; W ( u ) ) , L 2 ( ( J u ) ) .

En particulier si ou = Q la notation est cohérente avec celle intro-

duite précédemment. Les deux défini t ions sont équivalentes grâce à la propo-

sition 2.2.

Le reste de ce paragraphe est consacré à l 'obtention de majorations
^

de N ( À ; V , L ( ( A ) ) ) , lorsque V est l ' un des espaces de Sobolev introduits plus

haut.



147

Notons cependant tout de suite que pour deux ouverts eu, et eu? tels

que eu. C eu? on a :

(3 .3 ) N a î V . L 2 ^ ) ) ^ N a î V . L ^ œ ? ) )

Il est en effet clair que tl (SV| ; L 2 ^ , ) ) ^ d (SV| ; L^U) . ) ) .
n 1 U)-i 1 n 1 (JDo 2

III - 2 Un lemme d ' i térat ion

Nous commençons par ramener l 'é tude au cas des espaces de Sobolev

d'ordre 1.

Soit Q un ouvert de ]R ; soient V c-̂ H (0) (m^O) des espaces de

Hilbert tels que :

(3.4) Vm<->Vm•"lc->...Vlc^L2(Q) = V°
et

( 3 . 5 ) Vu € v"1 : [|ui| , ^ l lu l j .Il \m-l \m

On suppose que pour i = l , . . , n la dérivation D . opère de V dans V "~

avec :

( 3 .6 ) Vu 6 V"1 : H D . U ' I , ^ llu||1 ' i ^m-1 "^m

Ces hypothèses sont satisfaites pour les suites H^Q) , îC"1^) ^(Q^

et H^Q) ; seul le cas de'^(Q) pose peut-être un problème : pour u^H^O),

il existe, ainsi q u ' o n la déjà noté, un élément v ç H ÛR ) tel que v j ^ = u

et que l|v|| = [|u|| .
m^R" TC (0)

On a alors :

||u|| , ^ ||vl| ^ llull
;1" (") rn-l^R11 5^(0)5Û ^^ m-l^lK Jt ^i)

et

' i D . u l l , ^ l |D .v | | ^ j | u ! !
1 ^(Q) 1 m-l^ ^(C^)

Soit (A) c- Q ; notons V (au) l 'espace des restrictions à U) des éléments

de V"1 ; notons enf in V ((A)) l 'adhérence de V (00) dans H (eu ) ; on a alors :
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Proposition 3.1 : sous les hypothèses précédentes on a pour X>0,

m^l :

9 m-^ h - - 1 9
(3 .7) Na^V1",!. ( œ ) ) ^ S ( n + l ) " . N ( ( n + l ) À ; V (œ ) , L ( ( JD^ .

h=o

Démonstration : on munit V ( o u ) de la norme quotient :

l!u = Inf llv!
V^œ) v6V"1 ' V " 1

v i =u1 œ
On a alors : ||. || = 1 | . || ; on vérifie aussi que la dériva-

V°(CJD) L-(ou)
tion D. ( i = l , . . , n ) opère de V^u)) dans V"1"1^) et que :

u , ^ ull
V"1-1^) Vm((A))

(3.8)

Diull m 1 ^ II"" m • •V"1" ( œ ) Vm(^)

D'autre part V (œ) est muni de la norme de H (ou) :

(3 .9 ) ||u|| = [llull2 + S ||D.u!]2- } .
^1^ L-(œ) i=l 1 L-(a))

On démontre (3 .7) par ' récurrence sur m ; pour m=l (3 .7 ) résulte

simplement de la majorat ion suivante qui découle de (3 .8) et ( 3 . 9 ) :

if.Li ^ (n+l) I I - I I 1
V-((JU) V^O))

Supposons (3 .7 ) démontré à l 'ordre (m-1) (m^2) et établissons le à

l 'ordre m.. Si N ( ( n + l ) À ; ^ ( œ ) , L^U) ) ) = +00 il n ' y a rien à démontrer ;
—1 2supposons donc que v = N ( ( n + l ) X ; V ( ( J D ^ , L (<"n est f in i . Il existe donc

un espace E de codimension v dans V ( a )) , et un e >o tels que :

( 3 . 1 0 ) Vu € E : ( n + 1 ) ( X + e ) l|u||2 ^ ii11!!^
L-W V^u))

D'après notre hypothèse de récurrence on a :

m l m 1 9 m"2 h
N(?i ; V"1" , L - ( u ) ) ) ^ S (1+n)1 1 . y < +00.

h=o
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Or on a : NO"1"1, V"1"1, L2^) = NO"1"1; V^^œ), L^o j ) ) .

m-2
Par conséquent il existe F de codimension majorée par v. S ( l + n ) , dans

. h=om—! / \ , ,V ( œ ) tel que :

(3.11) Vv ç F : X"1"1 ||v[|2 <: | |vU 2 .
L2^) V"1-1

Soit G l 'ensemble des u de V^uu) tels que u ê EOF, et tels que

D . u Ç F pour i = = l , . . , n . G est de codimension dans V (^ ) majorée par :

m-2 m-1
(3.12) v + (n+1) v S ( l + n ) = v S ( l + n )

h=o h=o

Pour uêG on applique (3.11) à u et aux D . u ; puis par sommation on

obtient, compte tenu de (3 .8) et ( 3 . 9 ) :

X"1-1 \\n\\2 ^ (n+D ||u!|2

V^O)) V"1

appliquant alors (3.10) , on trouve que :

Vu (= G : À"1"1 . ( À + e ) ||ul|2 ^ ||u(|2

L2(a)) V"1

d 'où l ' on déduit que :

Na^V^Cju),! .2^)) ^ codim ( G )
V m ( œ )

et compte tenu de (3 .12) , on a démontré (3 .7 ) à l 'ordre m.

Remarque : dans le cas où U)=Q et où V est un sous espace fermé de

H^O) (c 'est le cas de H^O), ^(Q) et bien sûr de H^QP on a démontré que:o o "

NaîV1",!^)) ^'C^0. N ( ( n + D . À17"1 , V1 , L^QU.

III - 3 Estimations pour les espaces K"1 et ^rn

Les idées de base sont comme on l ' a déjà signalé dans ( E S ] , [ l 4 ] '> .
Lemme 3.2 : pour tout ouvert Q de IR", H^O) D C C O (Q) est dense dans

H^Q) .

Démonstration : l 'or thogonal dans H de H est constitué du noyau^ .——— o ^
dans H de ( -A+1) et est donc constitué de fonct ions C sur Q.
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L'es t imat ion fondamentale est la suivante :

Lemme 5.5 : Soit J un ouvert convexe de JR ; soient J. et J,-, deux

parties mesurables de J ; notant mes J . ( i = l , 2 ) la mesure de Lebesgue de J.

et ô ( J ) = sup „ ^-yl 1e diamètre de J, pour f 6 H ( J ) on a :
(x,y)çJ"

F | f ( x ) - f ( y ) ] 2 dxdy ^ 2 n ~ l (mes J, + mes J, ) ( ô ( J ) ) 2 | |Df]|2 -
J^a ' - 0?J

(5.15)

où Df désigne le gradient de f.

Démonstration : par le lemme 5.2 il suffi t d 'établir (5.15) pour
f € ^(J) n (^(J) . On a alors :

f ( x ) - f ( y ) = F1 < D f ( t x + ( l - t ) y ) , x-y> dt
o

et

| f ( x ) - f ( y ) | 2 ^ ( 6 ( J ) ) 2 F1 J D f ( t x + ( l - t ) y ) | 2 dt.
"o

II suff i t donc d 'établir la majora t ion suivante :

(5.14)

F 1- ( x ) . l . ( y ) . l D f ( t x + ( l - t ^ y ) |2dxdydt ^ 2n ' ' l(mes J ,+mes J » ) [ ^(z^dz.
1 2 l û j ,

JyJx]o,l[

Posons J, = JyJy]o,l/2[; soit 9 le difféomorphisme de J , sur IL C J,

9 ^ ( x , y , t ) = ( x , t x + ( l - t ) y , t )

Le jacobien de 9 . vaut ( l - t ) et on le minore par 2,

On considère l'intégrale du premier membre de ( 5 . 1 4 ) sur J , : on
effectue le changement de variables 9 , ; la fonction intégrée étant positive,
on majore 1 ( y ) par 1 , et on majore l'intégrale sur IL obtenue, par l'in-

tégrale sur J , ̂  IL ; on a alors :
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(3.15)

J1 lj ( x ) . l j (y ) iDfdx+d-Dy^dxdydt <; 2 ".mes J^ . l /2 . ? | D f ( z ) | 2 dz,.
^s^ l 2 J

J!

De même considérant 9 : ( x , y , t ) -» ( t x + ( l - t ) y , y , t ) de J^=JyJy]l/2,1[

sur U on majore

J . . . . dxdydt ^ 2n .mes J- . x F | D f ( z ) | 2 dz^ & & J
^

et avec (3.15) on obtient (3.14) et le lemme.

Proposition 3.4 : II existe des constantes v ( n , m ) ne dépendant que

de l 'ent ier m ^ 1 et de la dimension d'espace n, telles que :

si (D C Q sont deux ouverts de IR", et si pour ô > 0 on note :

CD^ = (xÇQ / dist, ( x ,o ) ) < ^/nô]

on a :

VA ^ 0 : N(À; ^(Q) ; L2^) ^ Y(n ,m) .mes U) ; .À1172"1.0 ~-l/2m

Démonstration : Soit ô > 0 ; soient J (v ç 2Z11) les pavés :

J = (x 6 ]R11 / |x^- -ôv^ | < ô/2 pour i = l , . . , n ) .

Soit A l 'ensemble des indices v tels que J D ou ^ 0 ; soit A Œ A

l 'ensemble des indices v ç A tels que : mes J H Q ^ 5 ô11.

Notons œ' = Int { U (T H Q ) } .
vçA v

On a alors : œ t: œ' C U)^ et ^ ô" Cardinal (A ^ ^ mes (D' et encore :

(3.16) Card A^ ^ 2 .mes ou . . ô"11

Rappelons que par déf in i t ion de 3C ( Q ) , tout f ç îC (Q) se prolonge~ i ^-> ~ o o
en f € H OR ) telle que f et D . f ( i = l , . . , n ) soient nulles p .p . sur K^Q.

Pour f ê }C (Q) et v ç A on pose alors :
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^'meT-j-J' ^^y
v J

v
On a :

'l^vilo.J < mol—— ! k(x)-Ï(y)|2 dxdy
v v J yJ

v v

et appliquant le lemme 3.3 on obtient que :

^ ^-^^n^^lMI^^^-.ô^!!^^.

Pour v ç A\A on écrit que :

'^~1 9 1
!lfllo'J =——777^7 S | f ( x ) - f ( y > | 2 dxdyv "es^no)^^ e,

v v
et remarquant que pour v ë A\A^ mesCJ^n0) a mes (J nO) on

déduit du lemme 3.2 que :

^ K^no^2 ll<,^o .

Notant g = 2 f . 1 on a donc d'après (3.17) et (3.18)
vêA^ y

( 3 . 1 9 ) l!f-g||2 ^ 2^2 |^2
°»au ' "I,(JD'

g variant dans un espace de dimension card(A ) .

Notons, selon les notations de la proposition 3.1, V ^ u u ' ) l 'espace

des restrictions à œ » des éléments de ^(") ; (3 .19) a lieu pour f ç V^oo ' )
et ne fait intervenir que les normes de L^ou ' ) et de H ^ œ ' ) ; de plus

l 'applicat ion f -» g est continue de L 2 ^ ' ) dans I/^oo') ; par suite (3.19)

se prolonge aux f ç ^ ( (A) ' ) adhérence de V ^ œ ' ) dans H ^ O ) ' ) et on déduit de
(3.19) que :

^ < 2-11 ô-2 : N ( À î 7 1 ( œ • ) , L 2 ( a ) • ) ) ^ card(A^) .
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Nous appliquons alors la proposit ion (3 .1 ) à la suite d'espaces

îC (^ et nous obtenons que :

(3 .20) V\ < (2 . ô~2)"1 : im^œ^L^aD1 ) ) ^ S ( l+n^. card(A^ ) .
h=o

Remarquant que

NaîîC^Q),!^)) ^ Naî îC^Q), ] . 2 ^ ' ) )

on achève la démonstration de la proposition en choisissant pour À donné,

ô = - . 2~^/2 . (n+l)"1 7 2 .' \-l/2m < X"172"1, et en reportant (3 .16) dans

(3.20).

Proposition 3.5 : II existe des constantes Y ( n , m ) telles que :

si ou C Q sont des ouverts de 1R et si on note pour ô > 0 :

^- = [x ê 1R / dist ( x , u j ) < ^/n.ô] on a :

VA :> 0 : NaîîC"1^),!.2^)) ^ y ( n , m ^ . m e s u ? / . \n/2m

Démonstration : elle se calque complètement sur la démonstration

précédente ; pour ô>0 on considère les pavés J (v ç Z ) comme précédemment:

J est de centre ôv et de côté ô.v

Soit A l 'ensemble des indices v ç 7L tels que J Fl ^ ^ 0 et soit

ou' = Int( U J ) . On a : UD c o u * c: ^- et

(3.21) Card A ^ ô^.mes î. .

Pour f ç H ^ u u ' ) on pose f = ———— [ f ( y ) dy ( v ê A ) , et commev me s u j -,v Jv
pour (3 .17) on déduit du lemme 3.3 que :

(3.22) l l f - j t^ ||2 .2".ô2 ||f||2
v^A v

On en déduit que :

VA < 2~n ô~2 : N ( ? l ; H l ( ( J U ' ) , L 2 ( ^ J D ' ) ) <, C a r d ( A ) .
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Appliquant la proposition 3.1 à la suite d'espaces lAcu') on a
alors :

.n .-2 m

VÀ " ( n^î ) : NaîH^a)'),!.2^')) ^ Card A.

^-n ,,-2 m
II existe donc pour tout À < (t-^__) , un sous espace E de codi-

mension majorée par card A dans H"1^') tel que :

( 3 - 2 3 ) Vu ç E : Xl|u||2 , <, Ijull2
"0,00 ' ! ! m,u)'

Notons P^ l 'opérateur de prolongement isométrique de ^(ou) dans

HmaR^) ; soit F l 'ensemble des u ç ^(cu) tels que (P u ) j . 6 E ; pour u ç F

on a avec (3 .23) :

ÀJIu l l 2 <. \\\P u||2 . ^ ||p u||2 <. ||ull2
O,CJD ' m l lo,uu' II m "m,00' ï [ u m/ ,.

V (OD )

On en déduit que :

^•^ ^ < (^-T^1" : N ( À î 3 C m ( œ ) , L 2 ( œ ) ^ ^ c a r d ( A ) .

On remarque maintenant en retournant aux défini t ions que :

Na^Q),],2^)) = NaîK^a)),!^)).

et on conclut avec (3 .21) et (3 .24) comme pour la proposition 3.4.

III - 4 Estimations pour les espaces H"1

Pour étudier le cas des espaces H^O), nous sommes amenés à faire
quelques hypothèses sur l 'ouvert Q.

On dira q u ' u n ouvert borné Q possède la propriété ( C ) , s'il existe
des constantes ô > 0 et K telles que :

pour tout x € ÔQ et tout ô ^ ô^, il existe un vecteur unitaire h tel

que si l ' on désigne par B ( x , ô ) la boule de centre x et de rayon ô
( C ) <' on ait :

i) Vf G [0,KÔ] , Vg ç B(x ,ô ) n Q : y+fh ç Q

^ i i ) l'enveloppe convexe de Kôh + (B(x ,ô ) n Q) est contenue dans Q.

Donnons tout de suite quelques exemples : rappelons d 'abord q u ' u n
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ouvert borné Q est dit Lipschitzien (possède la propriété forte du cône de
[ i j ) si pour tout x 6 ÔQ il existe un voisinage L/de x et un système de
coordonnées de centre x tels que :

Qn1^= [ x = ( x ^ , x > ) 6 ]-2t^,2t^[y^ / x ^ > $ ( x - ' ) } .

oùt7» est un voisinage de 0 dans IR"" , S une fonction lipschitzienne de ̂
dans ]R avec $ ( o ) = 0.

On peut supposer^' convexe et ^(^ ) c J-t , t [ .
De plus, par compacité de àQ, on peut supposer que la constante de

Lipschitz de $ est majorée indépendemment de x € Q̂ par une constante K.

Pour ô assez petit, la boule de centre x et de rayon ô est incluse
dans ]-t , t [ x V'1. Pour x = ( x , x ' ) ç B( x , ô ) H Q on a clairement

x + t ( l , o ) 6 Qiï^ pour t ̂  t .

si Y = ( y ^ » y * ) est un autre point de B(x , ô ) fi Q , on a pour s C [ o , l J :

$ ( s x ' + ( l - s ) y ' ) <s $ ( x ' ) + K ( l - s ^ | x ' - y ' | < x +K(l-s) | x ' - y ' |

$ ( s x ' + ( l - s ) y ' ) ^ $ ( y * ) + K s | x ' - y ' | < y +Ks | x ' - y ' |

et

$ ( s x ' + ( l - s ) y ' ) < sx^ + (1-s^y^ + 2s(l-s) K | x ' - y ' | .

Si ô est assez petit on a :

2 s(l-s)K | x ' - y ' | ^ K|x-y| <; 2KÔ < t
et

2 K ô ( l , o ) + ( B ( x , ô ) n Q ) c f̂

Nous venons donc de démontrer le

Lemme 5 . 6 : tout ouvert borné Lipschtzien vérifie la condition ( C ) .
Il faut cependant remarquer qu'une classe beaucoup plus vaste

d'ouverts, en particulier d'ouverts très irréguliers, vérifient la condition
( C ) . Par exemple les ouverts "modèles" :
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Q = ( x = ( x ^ , x ' ) € ]o,l[ y IR""1 / | x ' | ' < ( p ( x ^ ) }

(p étant une fonction croissante de ]o,l[ dans ]o,oo[, qu 'on suppose par com-

modité constante pour x. s: 1/2. En particulier on peut choisir y aussi

plate que l ' on veut à l 'origine.

En effet pour x ç [o,l/2j et pour x = (x , x ' ) ç ÔQ, si ô est assez

petit on a :

B(x,|) n Q c [ y = ( y ^ , y ' ) 6 û / ly^-xj < ô/2}.

y étant croissante pour y = ( y . , y ' ) ê B ( x , ô ) D 0, on a :

(y^-^y ' ) ê 0 pour t ^ 1/2-0/2 et

0 ( 1 , o ) + (B(x,|) H 0) C [ ( y ^ , y » ) € Jx^l,x^^[ / | y ' [ < (p(x^|)] C: Q.

Pour rendre la condition (C) invariante par difféomorphisme et pour

tenir compte des ouverts qui ne sont pas d ' u n seul côté de leur frontière
on introduit aussi la condit ion suivante :

y
^ borné possède la propriété ( C ' ) s 'il existe des ouverts 0.

( i = o , . . , N ) inclus dans Q tels que :
- N

i ) 0 C Q et mes (Q \ -U Q. ) = 0.

( C ' ) \ ° i=o

ii) Pour i = l , . . , N il existe un C difféomorphisme 9 . d ' u n voisinage

de Q. sur un ouvert de ]R , tel que Q . ( Q . ) possède la propriété

( C ) . 1

Exemples 1 : l 'ouvert 0 = ( ]0 ,1[y]o,1[) \ (]0,1/2[ y [o}) est égal

à un ensemble négligeable près, à la réunion de deux rectangles, et possède

donc la propriété ( C ' ) .

2 : l 'ouvert Q = [ ( x , y ) ç ]o,l[ y ]R / y ç ] ^ ( x ) , y ( x ) [ ) .

possède la propriété (C ' ) si y et ^ sont deux fonctions C telles que (p-v(/
soit croissante.

3 : l 'ouvert Q = { ( x , y ) ç ]o,l[ y TR / |y| < ( p ( x ) ) où

y ( x ) = x a ( l + 9 ( x ) ) avec | ô ( x ) | < 1/2 pour x € [°?1] e^ 9 de classe C sur

[o,l], possède aussi la propriété ( C ' ) , quel que soit a ^ 0.
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Lemme 3.7 : soit Q un ouvert borné de IR vér if iant la condit ion (C ' )

pour la parti t ion Q . ( i = 0 , . . , N ) . Alors il existe des constantes ô > 0, K

et C telles que :

pour tout ô <, ô , tout ouvert J connexe de diamètre ^ ô , coupant ^Q,

on a, en notant J = (x ç IR" / dist ( x , J ) <: K ô] : Vf ç H1(J H Q ) , V i = l , . . , N :
(3.25)

F | f ( x ) - f ( y ) | 2 dx dy <s C .mes ( j n Q . ) . ô 2 l |f | |2 ^
"(jno^MjnQ^) ° 1 i,Jn^

Démonstration : si jriQ. = 0 il n ' y a rien à démontrer. Si JfIO. / 0

et si JÏÏQ <jL Q. , JHôQ- ^ 0 ; mais aussi si JDQ C Q. l 'hypothèse JHôO-^ 0

implique que JD^^ • ^ 0 î donc dans tous les cas où JflQ. ^ 0 J coupe ^Q. et

par le dif féomorphisme Q . on se ramène à démontrer le lemme quand Q vér i f ie

lui même la condit ion ( C ) .

Notons alors ô et K les constantes de la condit ion C. Par hypothèse

il existe x ç JÏÏ^Q , et J C B(x , ô ) .

Si ô ^ ô , alors pour tout x ç JFl^, le segment [x ,x+ÔKh] est inclus

dans Q (h vecteur unitaire donné par la condit ion ( C ) ) et si l ' on note

J' = ôKh + (JFlQ), l 'enveloppe convexe de J ' , notée J ' , est incluse dans Q.

On remarque aussi que [x,x+ôKh.j et J' sont inclus dans l 'ensemble :

{ y ç ]R11 / d i s t (y , J ) <: ( K + D Ô ] = J

Suivant le lemme 3.2 on peut se contenter d 'é tabl i r (3 .25) pour

f ç H^jnQ) H (^(JUO). On écrit alors que :

f ( x ) - f ( y ) = [ f ( x ) - f ( x + Ô K . h ) J + [ f ( x + ô K h ) - f ( y + ô K h ) ] + [ f ( y + ô K h ) - f ( y ) ]

On en déduit que :

(3.26)

P ] f ( x ) - f ( y ) | 2 dx dy ^ 6 mes(jnn) F | f ( x ) - f ( x + ô K h ) | 2 dx + . . .
(jrioMJfiQ) jno

+ 3 p r | f ( x ' ) - f ( y ' ) | 2 dx dy.
J J J ' yJ •
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Or on a :

f ( x ) - f ( x + Ô K h ) = (^(D.f) (x+ th ) dt
^ o h

où l ' on note D, la dérivation dans la direction h.h

On en déduit que :

F I f ^ x î - f C x + Ô K h ^ d x <; ô2!^2 ..F | D , f ( z ) | 2 dz.
J T ^ _ J~ n

JnQ jno
On peut appliquer le lemme 3.3 à la seconde intégrale de (3 .26) et

l ' on obtient, puisque mes J' = mes (JfIO) l 'es t imation (3.25) cherchée :

[l l^x)-.:^)!^ dy ^ (GK^^^.mes^nQ) !|f[|2-
(jno)y(jnQ) lîJnQ

Nous déduisons du lemme la

Proposition 3.8 : soit Q un ouvert borné de JR possédant la proprié-

té ( C ' ) . Pour p>0 on note :

Q = {xçQ / dist ( x ,ôQ) < p ]

et pour ô>0 on note encore :

Qp^ = (x ç]R11 / d i s t (x ,Q^) < ô}.

Il existe des constantes X , K et C telles que :

Vp > 0, VA ^ À : NaîH^œ.L^Q ) ) <, C mes(^ -.-l/âm)^11^2"1
0 P P , 1\A

Démonstration : notons ô , K et C les constantes données par le———————————— o o o .

lemme 3.7 ; fixons p>0.

Pour ô < ô / /n on note encore J le pavé de centre ô . v et deo ^ v
coté ô . Soit A l'ensemble des indices v tels que J D Q̂ / 0 ; pour v ç A

on note :
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On a alors :

(3.27) J c Q / _ ,, ^ - .v (K +1 ^./nôo v

On pose p = Max ( p , ( K +2) ^/ÎT ô) et on défini t A comme étant l 'ensem-

ble des v ç 2Z11 tels que J D Q__ ^ 0. On remarque que A ^> A et que pour
P

v ç A\A J C 0. Pour v ç A o n a J ^ Q et0 v " 7 , ^ 0

(3.28) C a r d ( A ^ < ô"11 mes(Q_ > .
p ,Vnô

On pose : ou = Int ( U T ) ïï Q.
vêA v

On a :

Q__ c ou c Q_
P P,^0

et par (3 .27) pour v ç A on a J C ou.^ " ~ o v

Notons Q. ( i = o , . . , N ) une par t i t ion de Q pour laquelle la condition

( C ' ) est satisfaite et à laquelle on a associé par le lemme 3.7 les constan-

tes ô , K et C .
0' 0 0

Soit E le sous espace des f ç H ((D ^ tels que :

i) Vv € A\A F f ( y ) dy = 0o J0 J " "

Jv

i i ) Vv € A , Vi = 1 , . . , N F f ( y ) dy = 0o J
j no.

V 1

E est de codimension majorée par N ca rd (A) dans H ( o u ) .

De plus pour f ç E on a :

^^o 11<,J s rn -̂T J - l f ( x ) - t ( y ' 1 2 dx dy
• v v J yJv v
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V V Ç A ^ V X = 1 , . . , N : 'lf||^ ^ ._^^_J l^xt-f^l^xdy
v i v "i - (j no. )x( j no. )

V 1 V 1

et on déduit des lemmes 3.3 et 3.7

(3.29) Vv ç A\A^ [ [ f ! |^ ^ ^ 2nnô2 !|f||^ ^
? v f y

(3.30) Vy ç A^, V i= l , . . ,N ||f!|^ ^ ̂  ^ c^n.02 llf||2 ^ .
' v i 1,J v

On peut supposer ô assez petit pour que : si v ç- A J Un
0 f V 0

On déduit alors de (3.30) que pour f ç E :

^Aj|f||2^,^ 'K^^o"021^,^

et avec (3.29) :

Vf ç E l |f | |2 ^ (c N-^n ô2 l l f l l 2 .
^ti) 0 1 ̂

On en déduit que :

VX < [(C^N^n ô2]-1 : N ( X ; H l ( a ) ) , L 2 ( a ) ) ) ^ N C a r d ( A ) .

et avec la proposition ( 3 . 1 )

( 3 .31 ) VX < C^ ô-21" : N(X ,H m (œ) ,L 2 (aD) ) ^ C^ mes(0_ ) ô-11

P»^/nô

où C^ et C^ ne dépendent que de n , m et Q (elles sont indépendantes de p

et ô ) .

Si X est choisit assez grand on peut choisir ô = ('i^)"1/2"1 de sorte
1

que ô <: Ô^/^/ÎT. On conclut alors à partir de (3.31) comme pour les proposi-
tions 3.4 et 3.5.



161

IV - PROBLEMES A COEFFICIENTS CONSTANTS SUR UN PAVE

On étudie maintenant le cas des opérateurs à coeff icients constants

sur les pavés.

IV ~ 1 Hypothèses - Résultat

Soit a une forme intégrodifférentiel le homogène à coeff ic ients

constants :

(4 .1 ) a ( u , v ) = Z a - P^uÇx) D^x) dx
|a |=m a^ J

l p l = m

On suppose que :

(4.2) V ( a , p ) a „ = ~a~
Q!,P P,0;

Notant a ( ç ) = S a ç , on suppose aussi que
N=|p|=m a)p

(4.3) VÇ ç JR^O a (ç ) > 0.

On notera M et c des constantes telles que :

(4.4)
V ( a , p ) , | a | = | p | = m : | a | ^ Ma , p

Vç ÇK 1 1 : a (ç ) s c | ç |o
2m

-nEnf in on pose u ' = (2TT)~ F dF et on désigne par u la mesure
a a ( ç ) < l a

de densité constante [ i ( .

On noteoO l 'opérateur différentiel :

(4.5) Jb = 2 ( -1) " 1 a . D^
| . |= |p|=m - ^

II est clair, par t ransformation de Fourrier , que pour tout ouvert

Q de ]R , la forme a est coercive sur H (Q) (relat ivement à L ( Q ) ) .
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Si 0 est un ouvert de ~SR , nous définissons pour \ réel l 'espace :

Z^(Q) = (u ç lAQ) /(^u = Xu}.

Z^ (Q) est un sous espace fermé de H^Q) et est muni de la norme

"•"n ,^ -

Notre but est de démontrer la

Proposition 4.1 : Avec les notations précédentes, il existe des
constantes C et C qui ne dépendent que de c et M, telles que :

pour tout pavé J de IR" de côté ^ , et pour tous réels ^ et p positifs
on a :

i) N^Z^J),!.2^)) a C^l+p"-1^11-1^2"1 + p^-1'/2'»)]

ii) |N(À;Hm (J ' , L^J», a) - H (J) À"721"] <; C, [ l + p"-1 x^-1172""]o a ^ - —

IV - 2 Réductions

Nous commençons par nous ramener au cas où J = ( ^ o ^ T T L ) " . Nous
pouvons toujours supposer que J = ( j o . p E ) " ; posons J = ( j o ^ T T E ) " et t^P/2îT.

0 o
Soit T l'isométrie de L ( J ) sur L (J ) définie p a r . :

( T u ) ( x ) = t~n/2.u(t x )

T est un isomorphisme de ^(J) sur H^J ) et de H'^tn sur H^J )o o o o
De plus on a :

(4 .6 ) Vu ç lAj) : a(Tu,Tu) = t21" a(u,u)

(4.7) Vu ç ïAj) : ̂ (Tu) = t2"1 T(êu).

(4 .8 ) Vu ç L2 (J) : liTu

et plus généralement :

(4 .9 ) Vu ê L2^) , V j = 0 , . . , m : [Tu| . - = t3 |u|
3^0 3,J
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Nous rappelons le lemme suivant (cf par exemple E l J ) :
Lemme 4.2 : soit ̂  un ouvert borné Lipschitzien de JR ; pour tout

m^2 il existe une constante y ? telle que pour tout e > 0, pour tout f de
H ( Q ) et tout entier j = l , . . , m - l , on a :

H^v^-Ko 1̂̂  H'o^-
Appliquant ce lemme à J et utilisant ( 4 . 9 ) on a alors :

Lemme 4.5 : il existe une constante y ne dépendant que des entiers
n et m , telle que, pour tout pavé J de IR de côté p , pour tout f ê H ( J ) ,
pour tout e > 0 et pour tout entier j = l , . . , m - l , on a :

ML-v^i^^-^iO-
Ces deux lemmes nous serons surtout utiles par la suite ; on en

retient maintenant deux choses : tout d 'abord qu ' i l existe une constante Y.
telle que : . . .

(4 .10) Vu € tAj ) l ! u l | 2 - <; Y , ( | u | 2 - + |u | 2 - )o ' m , J ' l ' ' m , J ' ' o . Jo ' o ' ,o

Ensuite on déduit du lemme 4.3 que la forme

a ( u , v ) = S ( ' (D^u) (D^) dx
o I I 1 '| a\ =m

est coercive sur H ( J ) . On a aussi :

( 4 . 1 1 ) Vu € ^(J) : a ( u , u ) ^ l|u!|2 -o ? ' m . J

(4.12) Vu € lAj) : a ( T u , T u ) = t2"1 a ( u , u ) .
0 0

On déduit de (4.11) que :

N ( p ; Z ^ ( j ) , L 2 ^)) <: N^îZ^J),! .2^)^).

Par ( 4 . 7 ) , T est un isomorphisme de Z . ( J ) sur Z „ ( J ) . Posons\ ^ o
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-\ -i-^m, 2m
A^ = t A et ^ = t p ; on déduit alors de (4 .12) et (4 .8 ) :

N ( ^ ; Z (J),!.2^)^ ) = N ( p ;Z. (J ^(J ) , a ) .
"• 0 0 A 0 0 0

0

Or par (4.10) on a :

^o^X ^o^^o^o? ^ N ( ^ ( ^ i ) ; z ^ (J^.L2^)) .

Regroupant on obtient donc que :

(4.13) N^Z^J),!.2^) ^ N ( Y ^ ( ^ 4 - 1 ) ; Z ^ ( J ^ ) , L 2 ( J ) ) .
o

Plus simplement on tire de ( 4 . 6 ) et (4 .8 ) que :

(4.14) N a î H ^ J ^ L 2 ^ ) ^ ) = N(t2"1 X îH^J ) ,L 2 ( J ) a )
0 0 0 ' 0 ? *

II est alors clair que les estimations i ) et i i ) sur le pavé J, ré-

sultent par (4.13) et ( 4 .14 ) , quitte à modif ie r C ^ , des estimations sembla-
bles sur J .o

Nous supposons donc désormais que J = ^o^TTC)11. On introduit alors

l'espace H^(J) des fonctions de lAj) périodiques.Pour v ç Z" on pose

y^ (x ) = (210"" e x p ( i y . x ) .

Développant les fonctions de Hj(J) en série de Fourier, on voit que

a est coercive sur HJ(J ) , et qu ' i l existe une constante ^ ne dépendant que

de c telle que :o

< 4 - 1 5 ) . V" ^ H^(J) : YalHi^j < a(u,u) . l|ul|^ j.

Les (p^ constituent une base orthonormée de L 2^) de fonctions

propres, pour la valeur propre a ( v ) , de l 'opérateur A , associé au problème

variationnel (H^J), L 2^) , a ) .
jl

On a donc :

NaîH^J),!.2^^ = Cardinal (v ç Z" / a ( v ) ^ X ) .
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Pour tso notons ]-̂  = (S <= IR11 / a(ç ) ^ t}. On a :

( 4 . 1 6 ) mes F, . t1172"1 p (J).
i' a

Pour v € Z soit P^ le pavé de centre y de côté 1. On déduit de ( 4 . 4 )

qu ' i l existe une constante y^ ne dépendant que de c et M telle que pour
tout v € Z11 \0 et tout Ç ç P , on ait :

|a(v) - a ( ç ) | ^ Y^ a^)1-172"1

et

| a ( v ) - a ( ç ) | ^ y, a^)1-1721".' o

Donc pour v ^ 0, v ç F on a P c F ; Inversement si
^ (1+Y3 ^~ )

pv n ^(l-v, X-1/-) ' 0 alors v € r^-
ô

On en déduit, avec (4 .16) , qu ' i l existe une constante C ne dépendant
que de M et c telle que :

(4.17) iNaîH^J) , ! . 2^)^) - ^ (JU^21"! <. Cd^"-1^2"1)
T a

Pour À réel on pose :

Z^ = [u 6 Hj(j) / Vv € tAj) : a ( u , v ) = À ( u , v ) } .

On a Z^ = Z^( J ) n H^J) et par (4 .15) on a :

N a î Z ^ L ^ J ^ a ) ^ N ( ^ l ; Z ^ , L 2 ( J ) ) ^ N ( p ;Z^(J ) ,L2 (J ) )

avec |̂  = ( X + I ) / Y ^ .

'Il résulte alors de la proposition 2.7 que l ' es t imat ion i i ) découle

de (4 .17) et de l 'es t imat ion i ) . En. conclusion, nous nous sommes ramenés à

démontrer le i) de la proposition 4.1 dans le cas où J = (Jo^TîT)11.

IV - 3 Formules de Green

Pour est imerN^îZ^J) ,! .2^)) , nous uti l isons le fai t que Z ( J ) est
isomorphe à un espace de traces, et nous nous ramenons à des majorat ions de
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n-diamètres dans ces espaces de traces. Nous voulons construire des relève-

ments de traces et pour cela nous transposons l 'opérateur A et nous avons
T

besoin de formules de Green.

Notations : J est le pavé ( ] o , 2 T ( [ . } n ; pour p = l , . . , n J est la face

de J d 'équat ion x = 2ÎÎ et pour p = n + l , . . . , 2 n J est la face de J d'équa-
tion x = 0 .p-n

On introduit les espaces :

X = ÏÏ ÏÏ1 H"1"!0'!-172^ )
|a |<m-l p=l p

2n | | , /o
Y = ÏÏ ÏÏ } \ } a } + ï / e -^ )

l ^ l ^ m - l p=l P

2n
L = ÏÏ ÏÏ L-(J ) .

l o ' l ^ m - 1 p=l p

On a les injections continues Xc-^L et YC-)L. Pour u et v dans S5(T) ,
en intégrant par parties successivement en x , x . . . , x on a : '

n 2n
( 4 . 1 8 ) a ( u , v ) - (fltu,v) = Z S (T^DV)

|a|^m-l p=l P L (J )

où les T" sont des opérateurs différentiels d'ordre inférieur à 2 m - | a | - l . On

a pour p = l , . . , n : T" == -^a.
p+n p

Remarquons que ces opérateurs T" ne sont pas uniquement déterminés;
ils dépendent de l'ordre des intégrations par parties. Remarquons aussi que
les J étant des variétés à bord, on ne peut pas garder dans ( 4 . 1 8 ) unique-
ment des dérivations normales en v . Nous considérons pour toute la suite le
système des T0' fixé.

On définit T opérant de H ' " ( J ) dans Y en posant :

îu = ( T ° " | j )
p P |a|<sm-l ; p = l , . . , 2 n



On a :

( 4 . 1 9 ) 'lîully ^ S"u||^j

où C ne dépend que de M.

On déf ini t aussi l 'opérateur ^ de ^(J) dans X :

^u = ( D ° u i j )
p | a|<sm-l ; p = l , . . , 2 n

On déduit de (4 .18) , par densité de ®(J) dans H^J) et dans H 2 m ( J ) :

Lemme 4.4 : Pour tout u de H (J ) et tout v de H ( J ) on a :

a ( u, v ) - (ccAl ,v ) = ( T u , yv ),
JL

Nous cherchons maintenant à prolonger T à l 'espace :

.®fl = [u ç H^J) /c^u € L^J)}.

Pour cela nous avons besoin du

Lemme 4.5 : le noyau dans H (J ) de y est H ( J ) .

Démonstrat ion : il est clair que ce noyau contient 3D(J) et, par

suite, ^(J) .

D ' au t r e part pour |a\ <, m, il existe un opérateur G de H (J) dans L
tel que :
(4.20)

Vu ç lAj) V(D ê S(T) : ( D ^ u . y ) „ - ( u . D ^ c p ) „ = ( Y u , 0 œ ) _
L"(J) L"(J ) L

En effet on établit ( 4 . 2 0 ) pour u C ® ( J ) par intégrations par par-
ties ; et par densité ( 4 . 2 0 ) se prolonge alors à u ç H ( J ) .

Il en résulte que pour u Ç Ker Y , u le prolongement de u par 0 sur
]R \J est dans H OR ) . On a donc démontré que 5C ( J ) z) Ker y ? J étant

Lipschitzien, il est connu que îC ( J ) = H ( J ^ et ceci achève la démonstratior
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Notons X l'espace quotient de H ( J ) par H ( J ) , et y l'opérateur de
projection de H ( J ) sur X ; il existe un relèvement R de y , opérateur
continu de X dans H ( J ) tel que yoR = Idy ; l'opérateur yo R est d'après

o
le lemme précédent une injection continue, et cette injection nous permet
d'identifier X à un sous espace, non fermé, de X.

Lemme 4 . 6 : II existe un opérateur continu T de S),- dans X' , anti
ffC' °dual de X , tel que :

Vu ç S) Vv ç lAj) : a ( u , v ) - A , v ) = <Tu,yu>
rffc X ' y X

0 0

Démonstration : II suffit en effet de poser :

Vy ç X : < T U , ( D > = a ( u , R y ) - («fei,R œ ) .
0 X ' y X ° °o o

IV - 4 Deux lemmes

Lemme 4.7 : II existe une constante K, telle que pour tout |-i>o,
il existe un sous espace H de X de codimension majorée par K.p. m, tel

que :

Vu ç H , Vv ç Y |(u,v)J <s ^"1/2 l|u!!^ |[v||

Démonstration : quitte à changer K le lemme résulte de l 'assertion

suivante :

pour tout entier k = o , . . . , m - l , pour tout (-i>o, il existe un sous espa-

ce H de H ( J ' ) de codimension majorée par K . p , tel que :
(4.21)

Vu ç H ; W 6 H^2^) l^v^^l - ̂  Mm-k-l^ Mk.1/2

On a noté J' le pavé ^o^TTi;)11"1 de IR""1.

Posons pour simplif ier V = H"1"1^"1^2^') et W = H1^1^2^').
0 0

W s ' injecte dans L ( J ' ) et est dense dans L ( J ' ) ; on peut alors identif ier
0

L ( J ' ) à un sous espace de W et (4 .21) équivaut à l ' es t imat ion :

N ( p , V , W ) <s K.p^-^721".



Par les lemmes 2.3 et 2.4 on a :

2k+l 2k+l

N ( u ; V , W ' ) <s N ( p '̂ îr ; V,!.2^)) + N ( ^ 2m îW,! . 2^))

Le lemme résulte alors des estimations : (El Kolli L l 4 ^ )

N ^ i H ^ J ' ) , ! 2 ^ ' ) ) & K.^"-0728

pour s réel positif .

Lemme 4.8 : II existe une constante C ne dépendant que de c et M,

telle que pour tout A > o, pour tout ô s 2X, l 'espace :

{ u 6 Z (J) / ( u , ( p ) = 0 pour a (v) ^ ô}
v L (J)

est de codimension dans Z ~ ( J ) majorée par
A

c(i + ô^-1'72"1 + x^-1172"1)

Démonstration : pour u ç Z, (J ) (- 5)/i et pour v ç H ( J ) on a d'après

le lemme 4.6 :

(4 .22) a ( u , v ) - X ( u , v ) = < T U , Y V >
X ' x X

0 0

et avec le lemme 4.5 on obtient que pour u 6 H '"(J) on a :

n ^^ ^^
(4.23) (u , (aC-A)v) = < T u , y v > - ( Y U , ' r v )

X ' x X L
0 0

en particulier on a :

(4 .24) ( a ( v ) - À ) (u,y ) = <ïu,Y(p > - (yu^m )
v v X ' x X v L

0 0

Notons E l 'espace engendré par les "yu? pour a ( v ) <, ô , F l 'espace

engendré par les Ty pour a ( v ) <. ô et G l 'espace engendré par les y pour

a(v) = A.
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On déduit de (4 .17) que :

(4.25) dim G <: C^ (l^11-1 )/2m)

C, ne dépendant que de c et M.

Notant E l 'espace engendré par les yy pour a ( v ) < ô on a

dim E = dim E ', de plus y(û et Ty sont combinaisons linéaires d'exponen-

tielles à (n-1) variables du type exp(i v .x ) où :

v = ( y. , , . . , v .,v , , . . v ) e t x = ( x, , . . , x , , x , , . . x ) .p 1 ' ' P-l p+1 n p v i» » p-1 ? p+1 ? n

I' |2m 1 |2m 1 / . , ,
avec j v | <s |v | ^ ^- a(v) < Ô /CQ•

p o

On en déduit que :

(4 .26) dim E + dim F ^ C ( l+ô ( n" 1 ) / 2 m) .

€„ ne dépendant que de c .

Soit Z le sous espace des u ç Z . ( J ) tels que :A
VÇ ç E : <TU,C> = 0

X ' x X
0 0

- vç e F : (vu , TÇ)^ = 0

- Vy G G : ( u , y ) = 0 .
L ( J )

II résulte de (4.25) et (4 .26 ) que la codimension de Z dans Z . ( J )

. . ' ../. c ( n - l ) / 2 m . ( n - l ) / 2 m vest majorée par C ( l + ô + À ) .

De plus il résulte de ( 4 . 2 4 ) que :

Z c [u ç ^(^ / ("^ ) o = 0 , pour a ( v ) ^ ô].
L ( J )

et le lemme suit.



IV - 5 Démonstration de la proposition 4.1

Soit À>0 donné : soit ô > 2X que l ' on choisira par la suite. Soit Z
l 'espace :

Z = (u ç Z (J) / Vv , a (v ) < ô : (u ,œ ) „ = 0 1 .
v L-(J)

Soit H un sous espace de X donné par le lemme 4.7 tel que :

(4.27) ^ ç H, VC ê Y : | ( ç , C ) J <: ô"172!^^ l l d l y

Notons enf in Z * = [uçZ / 7" € H } - II résulte des lemmes 4.7 et 4.8
que :

( A ^Q\ n ^ - ( r f ï \ r - / 1 ^ ( n - l ) / 2 m c ( n - l ) / 2 m v(.4.28) Codim,- / x ( . Z ' ) ^ C(.1+À + ô ) .
À

C ne dépendant que de c et M.
^'Vj .,2m/Pour u € Z' posons v = S —,—ç— u? de sorte que v ç H "(J) et/ . „ a (v ) -À '.y ' " Aa ( v » > ô "a ( v ^ > ô

(<fcX ) v = u .
De plus on a :

o r l I2"1 i ̂ 2 nl l | 2 Uv + 1 ) I / \ | 2v < Y S ——•————s- (u ,œ )2m ' -i / / , - .2 ' ? TV(a(v) -X)

et puisque pour ( u , y ) ^ 0 on a a ( v ) > ô > 2X on en déduit que :

( 4 . 2 9 V llvl|2 < C !lul|2
' ' 2m 1 o

C ne dépendant que de c . De même on a :

(4.30) ||vi|^ <: C^/ô llu||^

On remarque encore que :

K " , y ) | 2

(u,v) = S ————-—— s> 0
L (J) a(v)>ô a (v ) -X

et on en déduit avec le lemme 4 .6 que :

(4.31) Re < T U , Y V > = Re a ( u , v ) - X ( u , v ) < Re a ( u , v ) ^ C_ l |u | | ! v\\
3 " "m ' "m
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où C, ne dépend que de M.ij

Finalement on tire de ( 4 . 2 3 ) que :

l | u ! l = ( u , ( ^ - À ) v ) „ = R C < T U , Y V > - Re (^u,'ï'v)
0 I/^J)

et avec (4 .31 ) et (4.27) :

"""o ^ ^ ̂ \ ""IL + ô-l/2 l l^ l lx ^HY-

Utilisant finalement (4 .19) , (4 .29) et (4.30) on obtient que :

(4.32) ôl|u||^ ^ Cj|u||^.

Donc si ^i est donné on choisit ô = 2[i.C. et on tire de 4.32 que

N^îZ^J),! .2^)) <: codim^ ^ ( Z - )

et on conclut par l 'estimation (4 .28) .



V - ETUDE ASYMPTOTIQUE DES VALEURS PROPRES

Nous allons donner un sens précis à la formule ( 1 . 2 ) annoncée dans
l'introduction et utiliser les estimations du § III pour en déduire la
formule ( 1 . 1 ) .

V - 1 Décomposition du comportement asymptotique
Soit 0 un ouvert (quelconque) de IR" ; soit V un espace de Hilbert

vérif iant pour un entier m>0 fixé :

(5.1,) H^p (œ^>v^->H1^ (n) n L^O)

On note Q ( V ) l 'ensemble des formes intégrodifférentielles

VP- " — ̂(5 .2) a ( u , v ) = F (S a - ( x ) D^x) D^x)} dx
J 1 /J^ a^a ^m

IPl^ni

qui sont définies, hermitiennes, continues et coercives sur V et telles que:

va^ : \^ =^a^ Lloc (" )

( 5 . 3 )
V a ,Vp , | a | = | p | = m : a € C ° ( Q )a, p

00
L- ('Q) désignant l'espace des fonctions mesurables localement

bornées dans Q, et C ( Q ) l'espace des fonctions continues dans Q.
Pour a ê ( î ( V ) on définit la fonction :

a ( x , ç ) = S a ( x ) ̂ ^ ( ( x , ç ) ç Q y IR11)
| a | = | p | = m a ) p

Iç*

Puisque V contient H ( Q ) la coercivité de a sur V implique l'el-comp r '-

lipticitê de a dans Q et il existe une fonction c ( x ) strictement positive
sur Q, semi continue intérieurement et telle que :

( 5 . 4 ) V ( x , ç ) ê 0 x ] R " : c ^ ( x ) | ç | 2 " 1 ̂  a ( x , ç )
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Pour a € Q ( V ) on désigne par (^ la mesure de densitéa

u ^ ( x ) = (2Tr)~ n mes[ç ç IR" / a ( x , ç ) < 1}

et par (5 .4) ^ i ' ( x ) est f ini pour tout x 6 Q.

Si uo est un ouvert inclus dans Q, on note comme au § III V ( œ ) l 'en-

semble des restrictions à u) des éléments de V ; on introduit aussi l'espace:

(5.5) V^(0)) = [u (= V / Va, |a| <: m : (D°u) (x) = 0 p.p. x ç Q\(JU}

p
V ^ ( ^ ) s ' injecte dans L (^) ; notons aussi avec (5.1) que :

( 5 ' ^ si œ 0= Q : V^(oo) = ^(o)).

Pour étudier le comportement asymptotique des fonctions N ( X ; . ) on

introduit une classe de fonctions de comparaison (contenant les fonctions
X et 'X. (Log X ) pour s>o) :

On désigne par»? l 'ensemble des fonctions y de ]o,°°[ dans "|o,œ("
croissantes, tendant vers +œ quand la variable tend vers +œ et telles que :

( •%•
v^ > ° : y ( u ) = l im ( p ( X u ) / œ ( X ) existe, et est une fonction

(5 .7 ) X_+œ
continue de ^ au point 1.

Pour cp ç n? et yj c Q on défini t alors :

N(À;V (u)),L2(u)),a)
f ^ ^ (œ)-^ = lim -P ——————TO——————
| A _^+ oo )

(5.8) l

N ( À ; V ( a ) ) , L 2 ( a D ) , a )
N"" (V ( œ ) , a ) = lim inf — — — — 2 — — _ _ _ _ _ _y ° ^^oo ^n

et

^•S) B^ ( V , a ) = Inf N~(V^(Q\ ï ) , a )

+ +
^^o^ î^ et B ( p ^ v » a ) sont définis comme éléments de [o,œ], pour

+ +
O)=Q on a V ^ ( Q ) = V et on notera plus simplement N ~ ( V , a ) = N ~ ( V ( Q ) , a ) .
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Nous faisons tout de suite deux remarques : en revenant aux défini-

tions on voit immédiatement que pour ou c Q :

(5.10) NaîV^uu),! .2^)^) = Na îV^œ^L^QÎa )

Ensuite, utilisant le lemme 2.5 on en déduit que pour ou c (i)'

(5.11) îî(\',V^w) ,L2W,si) ^ N ( X ; V ( œ ' ) .L2^' ) , a)

et par conséquent pour y ç ^ on a :

+ +
(5.12) N ~ ( V ( o u ) , a ) ^ N ~ ( V ( u j ' ) , a ) .(p o î ai o '

Nous nous proposons de démontrer le

Théorème 5.1 : soit Q un ouvert de ]R11 ; soit V un espace de Hilbert

vérif iant (5 .1) ; alors pour tout a ê Q ( V ) et pour tout (p ç "^ on a :

i) N ~ ( V , a ) = p (Q) + B ~ ( V , a ) ' si œ ( X ) = À"721"(p a (D '

+ + ^
i i) N ~ ( V , a ) = B ~ ( V , a ) si À^ /"m=o((p ( X ) ) .

Remarque : chaque égalité i) ou i i) en contient en fait deux :

l ' une pour les signes + l 'autre pour les signes -. On utilisera systémati-

quement cette convention par la suite, af in d'alléger les énoncés et les

démonstrations.

Nous démontrerons en même temps que le théorème 5.1 le

Théorème 5.2 : sous les mêmes hypothèses que le théorème 5.1 on a:

i ) si [i (Q) = +°° alors X1172"1 = o ( N ( À ; V , L 2 ( Q ) , a ) ) et pour tout (p ç^:
+ + '

N ~ ( V , a ) = B ~ ( V , a )
(? ?

ii) N^V.L^Q) ,a ) = O^1172"1) si et seulement si B+ ( V , a ) < +°° pour

(p ( X ) = X ; et alors on a nécessairement ^i (0) < +°°.
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Le cas qui n'est pas envisagé dans ce théorème est celui où p (Q)<+°°
et où B+ ( V , a ) = +°°. Dans [l6] et [!23J on donne des exemples d 'ouverts de 1R

^o
tels que pour le problème de Neuman pour le Laplacien, ce phénomème a lieu ;
et dans un cas limite on obtient un exemple où :

H (Q) < +°° ; o < B~ ( V , a ) ^ B ( V , a ) < +0(

^o ^o

Ces exemples sont repris et précisés au § VII .

V - 2 Partitions de Q
Nous suivons la méthode utilisée par Courant-Hilbert [13] pour le

Laplacien : nous considérons des partitions de Q pour obtenir des estima-^
tions de N ( X ; V , L ( 0 ) , a ) ; nous démontrons dans le même temps les estimations
qui nous seront utiles au § VI.

Nous nous plaçons sous les hypothèses du théorème 5 . 1 : 0 est un
ouvert de 1R11 et V un espace de Hilbert vérifiant ( 5 . 1 ) . Soit a ç Q ( V ) :
nous supposons a fortement coercive sur V :

(5 .13) 5 c^ > 0 , Vu ç V : cj|u||^ <; a(u,u)

Soient J ( v ç A ) des pavés de côté p , deux à deux disjoints et

tels que J c Q. L'ensemble d ' i n d i c e s ' A est supposé f ini . On pose

Q» = ( U J ) Œ: Q
vçA

(5.14)

œ = Q \ ÏÏ'

De l ' in jec t ion Vc-^R ( Q ) , on déduit avec (5.13) qu ' i l existe une

constante c telle que :

(5.15) Vu ç V : c- l|u||2 , <: a ( u , u )
^ m)Cî

On en déduit alors par la réciproque de l ' inégalité de Garding
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(cf [l] par exemple) que :

(5'16) ^ (x ,ç ) ç Û' xlR" : cjsl21" <, a (x ,ç ) .

On introduit maintenant les quantités suivantes :

(5.17) M = Su
l a l ^ m

up
JPI ^m "^ L^Q»)

(5.18) T] = ^- Sup Sup Sup |a .(x)-a f y ) [
2 vçA | a | = | p | = m (x,y)çj yj a^ a^

(5.19) p = Inf p .
VÇA v

On suppose dans toute la suite que p <, 1 .

Pour simplifier l'exposé on convient de noter y , y . , . . , des constantes
numériques qui ne dépendent que de n et m , et C , C ^ , . . . des constantes qui
ne dépendent que de c e M , n et m .

La première étape consiste à approcher a par une forme ï à coeffi-
cients constants par morceaux ; on définit alors :

^ Vp^ = Vp^ SI X Ç U)

si xç Q* et si | a\ +| (31 < 2n(5.20) < 'a' ,,(x) = 0a, p

^Vp^ = mes^T Jj.Vp^ ^ ^ i x ç j ^ e t s i | a | = | p | =
v

Les ^a.B sont définis P - P ^ Pour | a |= |p |=m, 'a ., est constant sur
' • <^î P

chaque pavé J . On considère la forme :

(5.21) 'a:(u,v) = J1 ( s , , 'a ( x ) D^u D^} dx.
Q I ^ I Jp l ^m aîp

et nous avons :
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Lemme 5.3 : ^ est définie, continue, hermitienne sur V. De plus il

existe des constantes C^ et y^ telles que pour tout ô ç -]o,l[ et tout u (= V

on ait :

| a ( u , u ) - ' a ( u , u ) | ^ y (-^+0 ) a ( u , u ) + C (ô1"2"1^1-2"1) ||u|[2
1 • " " o , Q

Démonstration : On pose

bo(u>v) ~-{. lA|=m ̂ -V^""^ dx-

bl(u'v) = ^ , , f , a R D0" D^ dx.
0, | a | + [ p | < 2 m a'v>

Puisque V^H^^Q) b^ et b^ sont clairement définies et continues

sur V ; de plus elles sont hermitiennes puisque a = ~a——
^ ° > P P,o;'

On a a = ^b^+b^ et il est alors clair que 'a est bien définie sur V et

qu'elle est hermitienne et continue. De plus on a :

|b^(u,u)| <. ̂  n YI |u|^, ^ Y^ a(u,u)

et

|b^(u,u) | ^ Yg M .2 S |u| lu| ., _
v€A j,j^n> •'•^ •'•,J^

J+J '<2m

On déduit des résultats rappelés au lemme 4.3 que :

Vu ç H'°(J^) , Vô € ]o,l] , ¥ j=o,. . ,m-l : .

'"IL^0'"'»,^^23-0-37"1-3] l " l o , j

et par suite :

I-'L,'"<,,,• v,[.2-2-.''-3 1<,



179

On en déduit que pour j<m et j ' < m on a :

'"I^J '"I^J ^l"!2^ - V 3 CP2-2"1^1-"1] N2^
v v v v

et pour j < m on a :

N^J-l^ôluI^^-1?2-2^1--2-] |u|2^

,T 4. ^ c-1 2-2m <.l-2m l-2mNotant que ô p ^ ô + p on achevé la démonstration du lemme.

On déduit de ce lemme que si y.^ < 1 "a. est coercive sur V. En

particulier si y.^ < 1/4, choisissant ô = 1/4 y on a :

(5 .22) Vu ç V a ( u , u ) ^ 2['a(u,u) + T U u ' l 2 -]
^Q-1

avec T = C^p1"2"1 + Y^]

Le lemme suivant résulte cfu lemme 5.3 et des propriétés ( 2 . 6 ) , (2 .7 )
et (2 .8) des fonctions N ( À ' , . )

Lemme 5.4 : On suppose que y^ < 1/4 ; alors pour tout ôç]o,l/4 y [

on a les estimations :

N a ' î V . L ^ Q ) , ^ ) <, N a î V . L ^ Q ^ a ) <s N ( X " ; V,L2 (Q) ,'a)

avec

À » = X d - Y ^ T I + ô ) ) - C^[p1"2"1 4- ô1"2"1]

À" = ( I + Y ^ + Ô ) ) (X+C^p^-^^ô1"2"1)).

Nous remarquons aussi :

Lemme 5.5 : Si y.^ < 1, alors on a :

(l-Y^)1172"1 ^(Q.) ^ ^(^.) ^ (i^ ^^m ^ ^.^
a ^
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Démonstration : pour x ç Q* et ç 6 1R on a :

| 'a(x ,ç) -a(x,ç) | <s Y! 11 ^Içl21" ^ Y^TI a (x , ç )

la constante y étant la même que celle trouvée lors de la démonstration du

lemme 5.3. On en déduit que pour XÇQ' on a :

(l+YiTl)""721" l^(x) <s p^(x) ^ (l-Y^)-1172"1 ^(x)
a

et le lemme suit.

On suppose maintenant pour toute la suite de ce paragraphe que

Y.T] < 1/4 de sorte que "a. est coercive sur V et que (5 .22) a lieu.

On note maintenant W = H ( Q ' ) ; prolongeant les fonctions de H (J )o o ' r ° o v

par 0 on identif ie W à © H (J ) , la somme étant orthogonale pour ï et
0 (- „ 0 Vv^A

2pour le produit scalaire L ; on identif ie aussi W a un sous espace de V

et on a :

W © V (ou) C V

la somme étant ici aussi, orthogonale pour a et dans L (0) . On déduit de la

proposition 2.8 et du lemme 2.5, compte tenu du fait que sur V ( œ ) , a et a

coïncident , le

Lemme 5.6 : pour tout À^o on a :

Na^W^L 2^ ' ) , '? ) + Na îV^au^L^uO.a ) <s N ( À ; V , L 2 (Q) ,'a).

On déduit aussi de la proposition 2.8 et de l ' es t imat ion i i ) de la

proposition 4.1 le

Lemme 5.7 : II existe une constante Cp ne dépendant que de M et

de c telle que pour tout À^o on ait :

iNa;^,!2^-)^) - pjn-) À"72""! ^ c^ s {i^-1 Xe"-1 }/2m].
a v6A
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Démonstration : on déduit de (5.20) et (5.16) que :

Vv ê A, V ( x , ç ) ç J^ y]R11 : cjçl2"1 <: 'a (x ,ç) .

Sur chaque pavé J la forme a est du type considéré au IV et nous

pouvons alors appliquer la proposition 4.1.

Suivant la proposition 2.7 il est naturel d ' in t roduire pour À ^ o
1'espace :

Z = (uçV / VvçW : 'a(u,v) = X (u , v ) „ 1 .
À ' ° L2^)

Nous avons alors le

Lemme 5.8 : il existe des constantes C_ et C qui ne dépendent que

de c , c et M telles que pour tout X>o on ait :

N^Z^L^Q),^) ^ N ( ( À + T ) C^ , V , L2((JU)) + C^ s {1 +pn~'l (X+ ï ) ̂ -l/2m•).
vêA v

(ï est défini en (5 .22) et la notat ion N ( ^ i ; V , L ( o o ) ) a été introduite au

§ III en ( 3 . 2 ) ) .

Démonstration : pour v ç A on note :

Z^(J^) = {uçH"1^) / VvçH^(j^) : ï ( u , v ) = X ( u , v ^ ] .

Il est clair que pour u ç Z - , u | - ç Z.(J ) .
A J À V

V

Fixons uso ; pour tout v^A il existe un sous espace E de Z» (J )
v X v

2 "de codimension N ( L I ; Z » ( J ) , L (J P tel aue :' ' À v v

(5 -23 ) V£ ̂ \ : ^11^ . 1|C!1^
v y v

2De plus il existe un sous espace E de codimension N ( p ; V , L ( Q ) ) dans
V tel que :

( 5 . 2 4 ) - Vu ç E : u||u||2 ^ l lu ! ! 2
o ^" "o,oj "V
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Soit alors F le sous espace des u de Z. , tels que u ç E et tels que

pour tout v ç A u j j ç E . F est de codimension f inie dans Z, et :

(5.25) codim^ (F) <s N(^ i ;V , L2 ((JD) ) + ^ N ( ^ i ; Z ^ ( J ^(J ) ) .
X vçA v

Pour u € F, on écrit (5 .24) et pour vçA l ' inégalité (5.23) appliquée

à u j ; sommant ces inégalités on obtient compte tenu de (5.13) , (5.15) et
v

(5.22) que :

Vu ç F : ul|u||2 <s 2(-L+1.) ra'(u,u)+Tllul|2 ].
°»Q c! C2 °>Q

c^+c^
Prenant C > 2 ———— , on en déduit que :

- "l^

N^/C^-i^Z^L^Q),^) <s codim - ( F )
À

et avec (5 .25) le lemme résulte de l 'es t imation i ) de la proposition 4.1.

Nous utiliserons aussi une estimation un peu différente de
2 ——

N ( À ; Z . , L ( Q ) , a ) ; notons 0" l ' in tér ieur de Q ' , et introduisons un ouvert

œ" C Q tel que ^\ou" soit un compact inclus dans Q". Nous avons alors :

Lemme 5.9 : pour toute fonct ion y ç ̂  telle que ^(n-1^/2"1 ^ ^ ( ( p ( X ) )

on a :

l im sup N^Z,,!.2^),^) / ( p ( X ) ^ N^V (ti)" ) ,'a) .
'\ A ' (D 0 •
À-*+œ '

l im inf N ( X ; Z^, L2 (Q ) ,'S) / y ( X ) ^ N ~ ( V (u)") ,?) .
X—»+œ T

Démonstration : Choisissons d 'abord x ç S)(Q" ) valant 1 sur Q\œ" et

C Ç C00^") tel que 1-Ç ç ?)(Q" ) , de sorte que X2 + C2 = 1 sur 1R".

Puisque Vc-^H1" ( Q ) , pour u ç V , vu et (l-(?u sont dans H*" (Q) etloc comp
par conséquent \u et Çu sont dans V. Tenant compte de la relation ^^-^r:! ,



on obtient qu ' i l existe une constante K^ dépendant de M et des dérivées de

)( et ^ telle que :

(5.26) Vu ê V : |^(u,u)-a:(xu,^u)-a(Cu,Cu)| ^ K^ ||ull^ ^.. |jul|^ .̂.

Par (5.22) la forme a+T est positive et on en déduit que :

(5.27) 'a(Cu,Çu) ^ 'a(u,u) + K^llul^ ^,. llu'!^ ^. + T||u||^ ^

Q" étant Lipschitzien, il existe une constante K telle que :

Vc ç ]o,l], Vu ç H^Q") : ||ull̂ ^., ^ eNull^.. . K^ e1-"1 ||uH .̂.

Utilisant (5.15) et (5.22) on en déduit alors avec (5.27) que pour
tout e ç ]o,l] il existe t tel que :

(S^S) Vu ç V : 'a(Çu,Çu) ^ ( 1 + e ) 'a(u,u) + t ||u||2
e ° ?Q

Fixons e>o ; soit À^o ; il existe un sous espace E de V (ou" ) de

codimension N ( X ; V ( ( J D " ) , L (00"),'?) tel que :

( 5 . 2 9 ) Vu 6 E^ : X|iu||2 ^ 'a(u,u)
o,ou"

2À.
Posons p = ^—— ; comme au lemme précédent, on considère pour tout

vêA un sous espace E^ de Z^(J^) de codimension N ( ^ i ; Z ^ ( j ) ,L 2 ( J ) ) tel qu 'on

ait encore (5 .23 ) .

Notons F l 'espace des uÇZ tels que pour tout vCA on ait u i C EA | J v
et tels que Çu 6 E^ ; On déduit alors de (5.28) et (5.29) que pour u^F on
a :

(5.30) X!|u||^ < X"Cu||^.. <. (l.c) ^(u,u) . tjiul|^

Par conséquent on voit avec (5.23) (5.15) et (5 .22 ) que pour tout
uçF on a :

^!!ul |2 . <s ( l + 2 e ) ' a ( u , u ) + (t +T ) l lu | | 2

o,Q e HO,Q
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I I - e n résulte que pour t' > t +T

(5.31) N(a-f ) / l+2e , Z L^O),^) ^ codim- ( F )0 A L
Â.

Or on a grâce à la proposition 4.1 :

codim^ (F) <; N ( X , V ^ ( œ " ) ̂ (œ") ,'a) + 1 O^11"1^"1)
À

On déduit alors de (5.31) que si ^ ( n- l ) /2 m ^ o ( ( p ( X ) ) pour (pê'5'on a,
avec une notation évidente :

+ ^ ^ +
N ~ ( Z /a) ^ y ( l + 2 e ) N" (V (œ") , 'ï).

(p A ' m o

Or cette inégalité a lieu pour tout e ç ]o,l] ; par conséquent
faisant tendre e vers 0 on déduit de la continuité de (p^ que

^À'^ ^(^(œ")^)

c'est à dire le lemme.

V - 3 Démonstration des théorèmes 5.1 et 5.2

Nous nous plaçons sous les hypothèses de ces théorèmes et sans nuire
à la généralité nous supposons que a est fortement coercive sur V. Soient

°2 a= °1 a= Q ; on pose ^l = "V^i et ^2 = ^^2" Avec ces ï101^1011® nous

avons alors :

Proposition 5.10 :

i) pour y ( À ) = X"72"1 on a :

^a^ + ^^o^l^^ ^ \^îa} ^ ^a ( Q l ) -+ \ ( v o ( u ) 2 ) - a )

i i ) pour (p ç J^tel que À"72"1 = 0 ( ( p ( X ) on a :

N^(V^) , a ) ^ N ^ ( V , a ) ^ N ^ ( V ^ ( ^ ) , a )
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Démonstration : notons d 'abord qu ' i l existe c^ tel que :

( 5 . 3 2 ) Vu ç V : c ' ! I u l | 2 ^ a ( u , u )
" m » Q^

Fixons e ç ]o,l/4[ ; les a ^ pour | c r | = | p | = m étant uniformément

continus sur Q, il existe p>o tel que :

(5.33)

V(x ,y ) ç H^x^ , |x-y[ <: ^n p => | a^ g(x)-a^ (y) | ^ c^ e/y^

Pour v ç Z" considérons J le pavé deÏR" de centre pv et de côté p .

Notons A l'ensemble des indices v tels que J C Q . . Comme en ( 5 . 1 4 ) on pose

Q' = U J et Q" désigne l'intérieur de C2' ; nous pouvons supposer que p^l
vçA v

et que p est assez petit pour que Q- c- Q " .

On pose aussi (A) = 0\Q' et on a alors :

0^ ç- 0" c 0^

(5.34)

(JD^ c 00 c (JD^

II est clair que la constante c^ de ( 5 . 1 5 ) peut être minorée par la
constante c' de ( 5 . 3 2 ) , et reportant ( 5 . 3 3 ) dans ( 5 . 1 8 ) on a alors ^ <s e/y .

On définit "a. par ( 5 . 2 1 ) et reprenant les notations du § V . 2 on
déduit du lemme 5.7 que :

( 5 . 3 5 ) N~ (W ,^) = ^ ( Q ' ) pour y ( X ) = ^n'/2m
^o 0 ^ .

Pour éviter de séparer les cas i ) et i i ) on introduit la convention
suivante : on pose

et
Xy = 1 ^ ^^ = ^Q^ = xn/2m

^ = 0 si X"721" = o ( ( p ( 7 0 ) .
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On déduit alors de (5.35) et du lemme 5.6 que :

(5.36) ^Y^a) . ^').Xy.<:^(V/a)

De même on déduit du lemme 5.9 et de 5.35, grâce à la proposition 2.7 :

(5.37) ^(V,^) ^(Q.).^ . N^V^O)^)^)

Nous appliquons maintenant le lemme 5.4 en choisissant ô = e/y ; on obtient
alors :

+ + ^
(p ( l-2c) N"(V,^) <c N ~ ( V , a ) ^ /( l+2e) N ~ ( V , ? ) .

De même on a •:

^W^ ^ /(l^s) N ^ V ^ ( œ ^ , a ) .

Reportant dans (5.36) et (5 .37) , on déduit de ces encadrements et
du lemme 5.5 que :

^(l-2e) [ N ^ ( V ^ ( a ) ) , a ) + /(l-e) a^(Q. ) ^ ] < N ^ V . a )

. N ^ ( V , a ) ^ y " ( l + 2 e ) [y ' \ l+e) ^(Q. ) ^ + (p ' ( ' ( l+2e) ir(V^ (oo^ ) , a ) ]

Tenant compte des encadrements ( 5 . 3 4 ) (cf aussi 5 . 1 2 ) on a :

[^(l-2c)]2 {N^(œ, ) , a ) . ̂ ) ̂  ^ N ^ ( V , a )

J: ^ ô +
,N^ (V ,a ) ^ [y ( l+2e)] (N^(V^(^),a) 4- u^(Ô^) ^ }.

Ces estimations ont lieu pour tout c ç ]o,l/4[ , et faisant tendre
e vers 0, on obtient la proposition 5.10.

Il nous reste à déduire les théorèmes 5.1 et 5.2 de la proposition

5.10. Reprenant la notation ^ introduite ci-dessus on déduit de la propo-
sition que pour Q dz Q on a :
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N^(V,a) ^(0) ^ + N^(V^(n\^),a)

N^(V,a) ^(^) Xy ^ B;(V,a). .

Prenant les bornes respectivement inférieure et supérieure pour
^ CC Q on obtient le théorème 5.1.

Maintenant si N+ ( V , a ) < +00 pour y ( À ) = À m alors pour tout
' o

(I)CQ N4' (V ( œ ) , a ) < +œ et B"^ ( V , a ) < +00. Inversement, si B4' ( V , a ) < +00,
^o ^o Vo

il existe Q^ o= Q tel que N"^ ( V ^ ( Q \ ? T ^ ) , a ) < +°° ; puisque Q Q- Q, p (Q )<+oo
'o

Enf in si 4 (Q) = +°° , on a d'après le théorème 5.1 N~ ( V . a ) = +00 eta . (p

donc À = o ( N ( X ; V , L ( Q ) , a ) ) et on achève ainsi de démontrer le théorème

5.2.

V - 4 Applications aux problèmes elliptiques

On déduit des théorèmes 5.1 et 5.2 le

Corollaire 5.11 : soit Q un ouvert de IR" et soit V un espace de

Hilbert vérif iant (5.1). On suppose que pour une forme a de Q ( V ) on a :

B'' (V ,a^) = 0 pour (p^(X) = X"721".
' o

Alors pour toute forme a de Q ( V ) , le spectre de l 'opérateur défini
2par le problème variationnel ( V , L ( Q ) , a ) est constitué d 'une suite de

valeurs propres X . . Notant N ( X ) le nombre de ces valeurs propres inférieures
J

a À on a :

N(X) ^ u^(Q) \n/2v{ (X-+œ)

où u (Q) € Jo,°°[.a

Démonstration : la seule chose qu ' i l nous reste à vér if ier est que

si B'^ ( V , a ) = 0 pour a € a (V) alors pour toute forme a de Q ( V ) ^ ( V , a ) = 0 .
CD 0 0 V)
• o >o

Or ceci résulte immédiatement de la continuité et de la coercivité des

formes a et a .o
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Théorème 5.12 : soit 0 un ouvert de IR" et soit V un espace de

Hilbert contenant H (Q) ; on suppose que l ' on es;t dans l 'une des situa-

tions suivantes :

1 - V<->5C (Q) et Q est de mesure de Lebesgue f inie.

2 - Q est borné, 00 est de mesure de Lebesgue nulle dans ]R et
V&^CQ).

3 - Q est borné, 00 de mesure nulle, Q vérif ie la condition ( C ' ) du

§111 et Vc^H^Q).

alors-pour toute forme a ç û ( V ) , p. (0) ç ]o,œ[, et le nombre N ( À ) de valeurs

propres inférieure à À de l 'opérateur associé au problème variationnel

(V.L^Q^a) vérif ie :

N(À) ~ p (O.X1172"1 (X-+œ)a

Démonstration : Notons W 1 ' espace ^(0) , ^(Q) ou H^O) suivant que

l 'on est dans la si tuation. 1, 2 ou 3. On a donc Vc-^W ; et pour ou C Q on a

aussi V (u))c->W (ou) la norme de l ' in jec t ion étant majorée indépendemment de

^ C Q. On en déduit que pour a ç û ( V ) en notant a le produit scalaire de W

on a :

B4' (V,a) ^ Cte B+ ( W , a ) avec (p (X) = À1172"1.(p ) (p ' o 'o
^ ' 0 '0

Or il résulte aisément des propositions 3.4, 3.5 et 3.8 que

B" ( W , a ) = 0.(D • o' 0

et on conclut par le corollaire 5 . 1 1 .

Exemples 1 : soit ^ un ouvert de JR de mesure de Lebesgue finie.
On note ô ( x ) la distance de x€0 à ÔQ.
On considère la forme :

n ___
a ( u , v ) = J { S D^u D . v + ô"" u.v'} dx.

Q 1=1 1 x

avec cr^O.
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Soit V le complété de S(Q) pour la norme ( a ( u , u ) ' [ . Nous sommes
dans le cas 1 du théorème , et nous avons donc :

N0) ̂  X 2̂ H ( Q )a

l'opérateur étant ici une réalisation de -A + ( ô C x ) ) " 0 '

2 : Si l'on suppose seulement les coefficients a . continus para , p
morceaux pour | a [ = | p | = m , i . e . continus sur un ouvert Q' c 0 avec mes(Q\Q')=0
on se -ramène à un problème aux limites sur Q' (problème de transmission).

3 : Ce théorème est bien, comme annoncé, une extension du résultat
classique aux problèmes irréguliers. Noter que pour le problème de Drichlet
(Cas 1 du théorème) aucune hypothèse de régularité sur Q n'est faite. Pour
des conditions aux limites générales, on rappelle (Cf § III) que la condi-
tion ( C ' ) est vérifiée par une classe très large d'ouverts, contenant des
ouverts très irréguliers (pointes effilées, e t c . . . ) .

V - 5 Application à une classe d'opérateurs elliptiques dégénérés
II s'agit d'opérateurs elliptiques dans Q pouvant dégéner dans les

dérivations normales sur ÔQ ; ce sont les opétateurs envisagés en [4] et
on renvoie à [4] pour une description précise des opérateurs.

a) Le modèle : pour deux entiers 1 ^ i ^ n et pour ô ç (• j o ^ f ) 1 1 on
note J « le pavé de IR" :x/ , o

^,0 = ] o ' ô l [ y • • • > < ] o » ô ^ y ] - ô ^ l ' 6 ^ l [ y • • • x 3 - ô n • V

et pour 0 ç ] o , 2 [ on définit l'espace :

' va(^^ - t^2^^ / <2 ̂  ̂ ̂^ si ̂

et D u ç L̂ J ) si J&<j<:n}.
J M , 0 •>

On munit cet espace de la norme hilbertienne évidente ; notant a
le produit scalaire on a :
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Lemme 5.13 : on a j^ (J ) < +00 et
a. j&, ô

Na;V°(J^) , ̂ (J^La)^^) ,"/2

Démonstration : L'opérateur associé à (V0,!2,^ admet une décompo-
sition tensorielle (cf [25]) : ses fonctions propres sont de la forme :

(5.38) ^(x,)....^)

pour la valeur propre

^•^ . X = X . 4 - . . . + X
1 n

ou y^ ( j = = l , . . , n ) est fonction propre pour la valeur propre X . d ' un opérateur

différentiel à une variable associé à un problème variationnel d ' un des deux
types suivant :

( 5-4 0^ (Va(o,6),L2(o,6),Si) (cas où j^)

(5-4 1) (H^-ô^),!/^^)^) (cas où j>^)

a désignant à chaque fois le produit scalaire de l'espace variationnel.

Il nous suff i t alors de démontrer le lemme dans le cas ^=n=l : en
effet ce cas correspond au problème (5.40) ; les valeurs propres d 'un pro-

blème (5.41) sont bien connues ; on obtient alors le lemme dans le cas géné-

ral grâce à (5.39) en réindiçant les valeurs propres, i.e. en les comptant
dans le bon ordre.

Dans le cas où ^=n=l , notons V ^ ( o , ô ) l 'adhérence de 5)(]o,ô[) dans
V°. El Kolli [14] a montré que :

NaîV^o,!) ,! /2^,!)) = OGsA)

Considérant l 'opérateur T : u -» ( T u ) ( x ) = u ( ô . x ) on obtient que :

NaîV^o.ô) , ! . 2 ^^)) = (Kô1-^2 ^)



On remarque que V ^ ( o , ô ) est de codimension au plus 2 dans V°(o,6\

et passant à la l imite en X on obtient que :

(5.42) N^(0,0)^) = (Ko1-072) pour cp0) . ^,

II en résulte aisément que :

B^^ô^a) = 0.

En effet l 'étude en ô^ ne pose aucun problème et l 'étude en o se
fait en faisant tendre ô vers o dans (5.42) .

Appliquant le corollaire 5.11 on a démontré le lemme dans le cas
n=^=l.

Le fait que P^(J^ ^ ) < +œ se vérif ie ici directement.

Appliquant le théorème 5.1 i) on déduit du lemme le

Corollaire 5.14 : On a

S ^^ô^^ = ° P0^ ^o^ = xn/2

b) Le cas sénéral. On considère un ouvert borné Q de3R11 tel que ;

„ II existe un recouvrement ̂  (i=l,...,v) de ÔQ, des C1 difféomor-

phisme ô^ (i=l,..,y) de ̂  sur des ouverts U^ de 1R11 et des pavés

(5.43) J^ ^ c U^ ( i = l , . . , y ) tels que pour tout i = l , . . , y :

e,(^n Q) = j ^ ,
i' i

_____ ^i
W n ̂  = ^ ^ ^7T'/ TT x_ = o}.

i' i j=l J

On complète le recouvrement ^ par un ouvert 0 Œ: 0 de sorte que

°o u ( v ^ ^ ^- on se ^e pour la suite des fonctions Ç . ( i = o , . . . , y )
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telles que :

f ^o ç- ̂ ^ ; c! ç ^(^ P01^ i = l , . . . , v .

(5.44)
v o __
Z C = 1 sur Q

i=o

Soit a ç. ] o , 2 [ ; on définit alors V l'espace des fonctions u telles
que

( i) u ç L2^)

(5.45) ^ i i) ^u Ç H^Q)

ii i) ( C . u ) o 97 € v ^o A ^ pour i = l , . . . , vi i A ^ ô ^

On renvoie à [4] pour une étude détaillée de V .

Nous avons alors :

Théorème 5.15 : soit ^ un ouvert borné deIR" vérifiant (5.43). Soit

V pour G ç lo»2!^ » l 'espace défini par (5.45) et soit V^un espace de

Hilbert tel que :

"Lp (")-^°
Alors pour toute forme a de Q(^) , [i (û) < +00 eta

Naî^L 2 ^)^) ^ u^(Q) X"72

Démonstration : il nous suff i t de prouver que pour une forme b de
0(V°) on a :

B^v^b) = o pour < p ( X ) = À^2.

Notons a le produit scalaire de H (Q) et pour i = l , . . , v a. le

produit scalaire de V (J. . ) . On pose pour u et v de Ve :
i' i

(5.46) b(u,v) = a^(^u,^v) 4- Ï a^ ( (Ç^u)o 9^ 1 , (^v)o 9^ ).



On a aussi :

(5.47) ||u|[̂  -. H^uiî  . c ̂  iKe,")^1!]^ ^

Posant yo = Q\Q on déduit aisément de (5.46) et (5.47) que pour

UD c (u , on a :
o

^
N ( X ; V ^ ( œ ) , L ( œ ) , b ) ^ Z N ( X C ; V^(o)^) ,L 2 (a )^) , a?

i=l

où CD^ = e ^ ( t " i^ o^) <= j. .
i ^ i

et par conséquent' on a :

B^b^^C"/^0^^)^)

pour (p = X et avec le corollaire 5 .14 on obtient

B;(V°,b) = 0

ce qui achève la démonstration.

13
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VI - ESTIMATION DU RESTE

Notre but est d'établir maintenant des estimations plus précises des
valeurs propres dans le cas de problèmes uniformément elliptiques.

VI - 1 Les Résultats
Soit Q un ouvert borné de ÏR11 ; soit V un sous espace fermé de H*"^)

contenant H ( Q ) .o
Pour s 6 ] o , l ] on désigne par Q ( V ) l'ensemble des formes hermitien-d / J " r ^g

nés continues et coercives sur V, a 6 Œ^) :

(6.1) a ( u , v ) = F ( S a . D°u D^vl dx
J^ o^MJp^m a^ j

telles que

^2) \,^-- Vp^6^
et

ÎK . V ( a , P ) , | a | = | p [ = m ; V(x ,y) ç OxQ :

(6.3)

'VP^ - \^\ ^Kid^x^)}8

où l 'on a noté d (x ,y ) la distance de x à y dans Q : d (x ,y ) est le minimum

de 1 et de la borne inférieure de la longueur des chemins de classe C
joignant x à y dans 0.

Nous serons amenés à faire l 'hypothèse suivante sur ÔQ : "la mesure
(n-1) - dimensionnelle de ÔQ est finie" ; pour donner un sens précis à cette
expression on pose pour e>o :

(6 .4) Q^ = [x € 1R11 / dist(x,ôQ) < e} ; Q = OTiO .

et nous ferons l 'une des deux hypothèses suivantes :

( H . l ) V == H^(Q) et lim sup e~1 mes Q < +œ

eï»o



( H . 2 ) 0 possède la propriété ( C ' ) du §111 et

lim sup e mes Q < +00.
e-»o

Nous avons alors le théorème suivant (voir aussi [24] pour le cas
s=l) :

Théorème 6 . 1 : soit Q un ouvert borné de ]R11 et soit V un sous espa-
ce fermé de H (0) contenant H ( Q ) ; nous supposons que l'une des hypothèses
( H . l ) ou ( H . 2 ) est satisfaite.

Soit a une forme de Q ( V ) pour un s ê ] o , l ] . Notant N ( X ) le nombre

de valeurs propres inférieures ou égales à X, de l 'opérateur associé au
triple! (V,!.2^)^), on a :

N(x) = p w x^21" + oa^-9^2111)a

savec 9 = —-r. • ...s+1

Si, de plus, les coefficients a pour [ a | = | p [ = m , de a, sont cons-a f P
tants sur chaque composante connexe de Q, alors :

N(À) = ^(0) À"72"1 + OO^"-1^"1 Log À)

Remarque : Dans le cas où Q est un pavé et où les coefficients a
a, p

pour | o J = | p | = = m sont constants, il résulte de la proposition 4.1 (voir aussi
le § V.3) que l 'on a l 'estimation optimale :

N(30 = p (0) ^n/2m + OCÀ^-072"1)a

VI - 2 Coefficients Holderiens ,

Avant de commencer la démonstration proprement dite, nous faisons
quelques remarques ; d 'abord sans nuire à la généralité nous pouvons suppo-
ser que a est fortement coercive sur V et :

< 6 - 5 ) , Î4 > 0 Vu 6 V : 4||u||̂  ^ a(u,u).
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Posons aussi :

(6 .6) M' = Sup a _Sup ||a . 1 1
o<|a |Jp |^m û!îp L00^)i i y - | " a, B _ œ /o< \a , 6 ssi"

On a :

Lemme 6.2 : sous l 'une des hypothèses ( H . l ) ou ( H . 2 ) il existe des
constantes \ ,e et L telles que :o' o -

Ve < e^ , VA s X^ e~2"1 : NaîV,!.2^)) ^ L.e. X1172"1

Démonstration : ce lemme résulte immédiatement des propositions

3.4 et 3.8 et des hypothèses sur mes ^ ou mes Q .

Considérons pour P>o donné , et pour v ç ZS le pavé J de centre pv

et de côté P ; soit A l 'ensemble des indices v tels que J c Q ; on pose

0' = U J et (A) = QV .
vçA

On a alors : œ c Q pour e = ( \ /n+l)p.

Nous reprenons les notations du § V.2 ; on peut minorer la constante

c de (5.15) par c' de (6.5) . Pour a € a (V) on a alors :
6l & S

(6.7) T} <, K '(̂ n P)8

°2

(^ défini en (5.18)).

On définit a par (5.21). Pour appliquer le lemme 6.2 nous suppose-

rons que À s ^- p avec X. = À (^/n+1 ) . On remarque alors que la cons-
tante T de (5.22) 'es t majorée par C ' A et on déduit alors des estimations

des lemmes 5.7, 5.8 et 6.2 qu ' i l existe des constantes p À. et C _ , ne
0 3 . 0

dépendant que de c' , M' ,L et 'X. , telles que :

{ VP < p , VA s À. p"21" :
(6.8) ° A

iNaîV.L2^)^) - p^') X^21"! ^ C^p À^Card Ap11-1 x(n- l)/2m}.
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On a aussi :

(6.9) ||J^(Q') - p^W| ^ C mes(0 ) <- C p.
a a 6 e 7

Nous appliquons le lemme 5.4 avec ô = p et on en déduit avec (6.8)
et le lemme 5.5 qu ' i l existe une constante C indépendante de p telle que :o

r vp < p^ vx s \ p~2"1

(6.10)^
l [NaîV.L^O.a) - ^(Q) X^21"!^^?)^2"1 + Card A p ("-1 \n-l/2m^

Or on remarque maitenant que p11 Card A <, mes 0, et par conséquent
on en déduit avec (6 .7) , qu ' i l existe CQ, indépendante de X e t p telle que :

Î Vp < p^ VX s X^ p~2"1

( 6 . 1 1 )
iNaîV.L^nLa).- ̂ ^(œx^2111! ^ c^p8 x^2"1^-1 x^-^721"].

X étant donné assez grand, on choisit p = \ + de sorte que

p < p e t p = X <, \/\. . On peut donc appliquer (6.11) et on obtient

(n-^)/2m
[NaîV.L^O.a) - p (Q) X1172"1! ^ 2 C- \a . y

c'est à dire l 'est imation du théorème.

VI - 3 Coefficients constants
On construit pour ce cas, des partitions particulières. (Voir aussi

[ 1 3 ] ) .
Pour p == o , l , . . . on pose p = 2 . On définit par récurrence sur p

les ouverts Q' , Q" et ou .P P P

Pour p=o, soient J° (vêSZ11) les pavés de côté p =1,

J^ = [ x çiR11 / |x^-vJ < 1/2 pour i = l , . . , n }

Soit A = [v^Z / J C Q ] . On pose alors :
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"0 ^ v < ' "O ="^0vçA^

Q" est alors l ' intérieur de Q ' .o o

Ensuite si Q*. , û" et (JD . ont été définis pour j < p, on considère
j J <J

les pavés jP (v ê ZS") de centre p .v et de côté p . Soit alors A 1'ensem-
^ _ P P P

\\ ^ ^ / ae cenxre p .v ei ae coie p . ooit alors A
^ __ P P P

v ç Z11 tels que jP c Q et tels que jP fl Q» = 0.blé des v ç Z11 tels que jP c Q et tels que jP fl Q» = 0.

On pose alors :

^p = "p-1 u( u ^) î % = ^p
vê p

0" est l'intérieur de Q ' .P P

Pour p fixé on applique les résultats du § V.2 pour la partition Q ' .

On pose :

R = Z p""1 Card A .
p J=o J ^

et on obtient qu ' i l existe p , X, et C tels que pour p < p ,o ' 1 10 i r- p o ?

„ . -2m\ ^ ^ pp :

[NaîV,!/^)^) - ^(Q) \n/2v{\ <, C^ (p X11721" 4- R X(n- l ) /2m5.

(6.12)

ou nous avons utilisés (6 .9) et le fait que [i = p, puisque les a sonta ^ a , P
constants sur chaque J- pour v ç A et pour [ a | = | p | = m .

Nous appliquons à nouveau le lemme 5.4 avec ô = p , et on obtient

qu ' i l existe p , X et C tels que :

f^p ^ PO ' VÀ a \ pp2°l :

(6 .13)<

l |N(À;V,L2(n),a) - ^(n)^2"1] <: C^Çp^"72-" . Rp X(n-lv2^.



Pour évaluer R nous remarquons que :

œ C Q pour e = (^+1) p .

et donc pour p assez grand on a :

p Card A ^ mes œ ., <, Cte p , ^ K' p .p p p-1 p-1 p

On en déduit qu ' i l existe K et K, tels que :

R <; K +p K, .p o ~ 1

\ étant donné assez grand on choisit p tel que :

^ 2-^ ^ \ < ̂  2-2(p+l)m

de sorte que p ̂  p et p <, Cte Log X.

Appliquant ( 6 . 1 3 ) on achève la démonstration du théorème.
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VII EXEMPLES DE COMPORTEMENTS IRREGULIERS
Si 0 est un ouvert borné possédant une infinité de composantes

connexes, l'injection de H ( Q ) dans H ( Q ) n'est jamais compacte ( A > k ) : pour
le voir il suffit de considérer l'espace de dimension infinie des fonctions
localement constantes, sur lequel les normes | | . | | et | | . ! L n coïncident.K , Q !L , \ , l

Nous reprenons maintenant, en le précisant, les exemples de [ l 6 ] et
[23jd'ouverts connexes de ]R pour lesquels le comportement asymptotique des
valeurs propres du problème de Neumann pour le Laplacien est irrégulier
c . à . d . différent du comportement habituel.

VII - 1 Description des résultats
Soit 1 l'intervalle ] o , l [ . On se donne pour toute la suite des

intervalles ouverts 1 ( p = l , 2 , . . . ) , inclus dans 1 et deux à deux disjoints.
2Etant donnée une suite ô € ] o , l ] , on considère l'ouvert de 1R :

00

Q = [ ( x , y ) ç]RyI /— S ô 1 ( y ) < x < 1 )
p=l p p

où 1 , . désigne la fonction caractéristique de l'intervalle 1 .
P p

On notera : 0 = 1 y 1o o o

° p = ̂ 'v^y I? pour p^
°p

 = ̂ p'^ y ̂  pour p̂ 1

de sorte que :

U Q c Q = ( U Q ) U Q^
p==o p p=l p

On considère le problème de Neumann pour le Laplacien, i . e . le
1 2problème variationnel (H ( Q ) , L ( Q ) , a) avec :

( 7 . 1 ) a ( u , v ) = | * grad u. grad v dx" n
1 2On notera pour simplifier : N ( X ) = N ( X ; H ( Q ) , L ( Q ) , a ) ; Nous aurons
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besoin de considérer la fonction de ] o , o o [ dans [0,00] :

( 7 . 2 ) M ( À ) = ^ [^C -̂  + ^]

où l'on a noté pour ç ç ]R , [ ç ] la partie entière de ç . i . e . le plus grand
entier inférieur ou égal à Ç .

On désigne encore par j^la classe de fonctions de comparaison in-
troduite au § V . l et suivant ( 5 . 8 ) on notera pour (p ç j^:

N4' = l im sup N ( X ) / ( p ( A )
' A-»+oo

(7.3)

N~ = l im inf N ( X ) / ( p ( X )(p ~ '
' À-»+oo

On notera de même :

M = l im sup M ( X ) / ( p ( X )
' X-t+OO

(7.4)

M" == l im inf M ( X ) / ( p ( X )(p ^ '
' A-t+co

Avec ces notation nous avons alors le

1 2Théorème 7.1 : i) l ' in jec t ion de H (Q) dans L (Q) est compacte
si et seulement si : l im ô = opp-»+oo

i i ) Pour ( p ( A ) = A on a :

+ +. ^- ^ mes Q ^ ^-

• y 4TT (p .

i i i ) Si y ç'y est telle que A = o ( ( p ( X ) ) , alors :

+ +
N~ = M"y y •

Ce théorème est à rapprocher du théorème 5.1 et comme pour ce théo-
rème chaque égalité i i) ou iii) en continent en fai t deux : l ' une pour les
signes + , l 'autre pour les signes - .
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Avant de démontrer ce théorème, nous allons préciser le comporte-
ment asymptotique de N ( X ) en particularisant la suite ô .

P

Corollaire 7.2 : •

i) Si s ô2 < +00 alors N ( X ) ^ mes Q . X

ii) Si ô = p"" avec o<p<l/2 alors

N ( X ) ^ (TT1713 r^"^ + 1/2] dx] À1/2P

o

iii) Si ô = -i- alors
p ^

,mesn 1 œ 1 1.N ( À ) ^ {"y + ^ J- [JL . j] dx}.X

iv) Si ôp = 2"^ pour 21' < p < 2k+l ( k = o , l , . . . ) avec o<p^l/2 ,

alors :

N ( X ) ^ À 1/2(3

mais

o < lim inf X"172^ N ( X ) < lim sup À"17213 N ( X ) < +00
^•-*+00 X-»+oo

Classiquement on a noté . f ( X ) w g ( ^ . ) pour signifier qu'il existe
o<c.$c' < +œ tels que

c f ( X ) ^ g ( À ) ^ c« f ( X )

Dans le cas i) nous avons le comportement usuel, quant à la crois-

sance de N ( X ) en À et quant à la constante mes dans l'équivalence. Dans

le cas iii) nous avons cette même croissance en \, mais avec une constante
différente. Dans le cas ii) nous avons une croissance "irrégulière" en À0
avec a = l/2p > 1 . Enfin dans le cas iv) nous avons un ordre de grandeur
de N ( À ) en X avec a = l/2p s> 1 mais dans ce cas N ( X ) n*admet pas d'équiva-
lent de la forme cte X " .



Démonstration du corollaire 7.2 : II suff i t d 'é tudier le compor-

tement asymptotique de M ( X ) .

Dans le cas i) , posant $ ( t ) = S 1 , on déduit de l 'hypothèse
tô^l

00 2 2y ô < +œ que $ ( t ) = o(t ) lorsque t -» +00. Or on a :
p=l p

MO) ^ s (^ -£ + 1/2) <s 2 2 ^ 0
o _ ' l " 2 • r

f^V1 f^A-V1

et

? 00 ? 1/2 1/2
M ( X ) <: - ̂  ( S ô") ( y: 1)

'•• p l^v-
soit :

MO) <: Cte ̂  Jî{2^}

D ' o ù l ' o n tire que M ( X ) = o ( X ) . Dans les cass ii) et i i i) on a les encadre-
ments :

00 -P ô œ _ft

J C^A ^j- + 1/2] dx <; M ( X ) ^ [̂ : -^ + ^] + J1 [/sA"—— + 3] dx
1 1

posant x = X / p . TT~ /p t et notant que l ' intégrale

co
_Q 1

F [x • + ^] dx est convergente pour (3<1
o

on en déduit que :

MO) ~ (ÏÏ-^P ^[x-P + 1/2] dx) X17^
%

Dans le cas iv) on a : p • <, ô ^ ( p ^ ) ' et d 'après l 'é tude du

cas précédent on a :

M ( X ) ^ À172^
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o 21cR k
D'autre part M ( X ) a un saut en À = ÏÏ 2 ' et ce saut vaut 2 .

Posant comme d'habitude

M(X-o) = l im M ( p )
<-

[i-^.

on a donc

M ( X ) - M(X^-o) = 2k = TT""1^ ^1/2P

Le saut de M en X. étant de l 'ordre de M ( X . ) il en résulte que

M'" - M" > 0 pour ( p ( X ) = À172^(p y P y

VU - 2 Etude d 'un problème voisin

Pour démontrer le théorème 7.1 nous commençons par changer le pro-
blème en un problème aux limites voisin plus facile à étudier.

Pour p = o , l , . . . on défini t l'espace

(7.5) V (Q ) = [uêH^O ) / u ( o , . ) = 0 dans H17^! ) )o p " p P

On identif ie V (Q ) à l 'espace :0 P

V,^) = {^W / u,̂  = o}.

Posant

V = (uÇH1^) / u ( o , . ) = 0 dans H^d ) }

On a alors :

^ = ^ vo(Qp)
p=o p

2La somme étant orthogonale pour le produit scalaire L et pour la
forme a ( 7 . 1 ) . On simplifie les notations en posant
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N ^ ( X ) = NUîV^L 2^)^)

et

N ( X ; Q ) = N ( X ; V ^ ( Q ^(Q ) , a )

pour p = o , l , . . .

On a alors :

N^(X) = -s N ( X ; Q )
p=o p

Or l'exemple a été construit de sorte que l'on connait explicite-
ment les valeurs propres du problème variationnel (V (Q LL2^ ) , a ) : notanto p » P
e la longueur de l'intervalle 1 (e =1 et on convient que ô = 1 ) , ces
valeurs propres sont les réels :

( 7 . 7 ) \ ̂ ( " ) = (k+g)2 \ + i2 \ k = o , l , . . .
' ôp % A = o , l , . . .

associées à des fonctions propres du type :

sin [(k^) ^} . ces {i± (y-y ) }
P P p

Par conséquent N ( X , 0 ) est le nombre de points à coordonnées entiè-
res situés dans la partie de l'ellipse

& = { ( ç , T l ) €3R2 / ç>o, T1>o et (ç^)2 T̂  ̂2 ïï̂  <, X}
ô eP P

Notons &' le quart d'ellipse : ' . • • /
2 9

&• = ( ( ç , T l ) SIR2 / Ç>-1/2 , T]>O et (ç+g)2 îç + T,2 Ïg s \ } .
ô ep p

On décompose N ( X ; Q ) en N^+N^+N^ , où N^ est le nombre de points

à coordonnées entières situés dans £ et sur l'axe 7]=o , où N est le nombre
de points distincts de ( 0 , 0 ) situés sur l'axe ç=o et où N, est le nombre de3



206

points à coordonnées entières situés dans & et tels que ç>o et 'n>o.

On a :

N^E^.g]

e2 e2 1/2 E

^^P^ ]a^
P

D'autre part si (k,<0 ç & avec k>o et Z>o, le pavé ]k-l ,k[x]je-l ,j^[

est inclus dans & et par conséquent :

TT ^^ ^^ mes 0N^ ^ mes fi <. mes &' = ^ ( p ) (^—) = ___-P X
Tl 4TT

Inversement & est recouvert par les pavés [k,k+l]x[jC ,^+1] pour
(k,j0 ç £ , k^o et j^o. On a donc :

N ( X ; Q ) ^ mes &.

Notant enfin que mes &' - mes £ ^ v (N +1) , on a :

mes 0 A" e
(7.8) N ( X ; Q p ) ^ ——^-P X - ——^ - 1/2

On a aussi :

^ • Q ) N ( X ; Q p ) ^ N3 = [^-^ ^

et

mes Q ô e
(7 .10) N0;^) = N^N^N3 ^ ^——— X . [^ ̂  . g] , ̂  ̂

00

Remarquant que s e <; 2, on déduit alors de (7.10) et (7 .6) que
p=o ~

( 7 . 1 1 ) - N^) ^ "̂ -0 X . M(X) . 2^ . ["̂  3]



Par ( 7 . 8 ) et ( 7 . 9 ) on en déduit aussi que pour tout entier q fixé
on a :

q ..
( 7 . 1 2 ) N ^ ( X ) s mes( U Q ) — + M ( À ) - 0(^X)

p=o p

(Noter que le o(^) dépend du choix de q) .

Il résulte d'abord de ( 7 . 1 1 ) et ( 7 . 1 2 ) que N ( X ) est ;ini pour -
tout À si et seulement si M ( X ) est fini pour tout X et par conséquent (cf
proposition 2 . 1 0 ) l'injection de V dans L ( Q ) est compacte si et seulement*
si la suite ô tend vers 0.P

Passant ensuite à la limite dans ( 7 . 1 1 ) et ( 7 . 1 2 ) on en déduit :

Proposition 7.3 : Pour que l'injection de V dans L^Q) soit
compacte il faut et il suffit que lim ô = 0 .

De plus pour (p ç y on a :

N ~ ( V ,L2W,^. == m^—^ + M" si ( p ( X ) = À(p o ' ) 4TT (p y v /
+

= M" si X = o ( ( p ( X ) )

VII - 5 Comparaison des problèmes

Pour effectuer cette comparaison nous introduisons l 'espace :

Z == [u ç H^Q) / Vv ç V^ a ( u , v ) = 0 } .

et nous démontrerons la

o
Proposit ion 7.4 : L ' in j ec t ion de Z dans L (Q) est compacte et si

lim ô = 0 alors :n '
P-»+oo p

NaîZ,!.2^)^) = o (X) (X-.+oo)

Vérif ions d 'abord que cette proposition jointe à la proposition
précédente donne le théorème 7.1. On remarque d'abord que

H^Q) = V^ © Z ,
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0 1
et puisque l ' in jec t ion de Z dans L est compacte, celle .de H (Q) est compac-
te, si et seulement si celle de V l 'est.o

Supposons maintenant que lim ô = 0
p-»+oo

Nous avons d'abord :

(7.13) N^0) <s N ( X )

Nous avons aussi pour tout e>o :

(7.14) N ( X ) <: N ^ ( ( l + e ) X ) + N ( (l+l/e )\,Z,L2W, a)

En effet soient E et F de codimension respective n = N ( ( l + e ) X )
2 °dans V et m = N ( ( l + l / e ) X ; Z , L (^ ) , a ) dans Z et tels que :

Vu € E X ( l + e ) ||ul|^ $ a ( u , u )

Vv ç F X( l+ l / e ) ||v'!^ ^ a ( v , v )

II résulte alors de 1'orthogonalité de V et Z pour o que

V(u+v) ç E©F : Xllu+v||^ ^ X ( ( l +e ) ||u||^ + (l+l/e) ||vl|2) ^

^ a ( u , u ) + a(-v,v) = a ( u + v , u + v )

On obtient alors (7.14) en notant que E © F est de codimension n+m
dans H^Q).

Pour (p 6 <y telle que soit (p (X) = X, soit À = o ( ( p ( X ) ) on déduit de
(7.13) que :

+ 2 +
N ~ ( V ,L"(Q) ,a ) ^ N~(p o ' ' y

et de (7.14) que pour tout e>o

+ ^ •+ o
N~ ^ (p (1+e) N ~ ( V ,L- (Q) ,a )y • ( D O

puisque d'après la proposition 7.4 N ^ Z î L (Q) ,a ) = 0.
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Le choix de e étant arbitraire on a donc :

N~(V ^(^.a) = N~(p o ' ' cp

et le théorème 7 . 1 résulte alors de la proposition 7 . 3 .

Nous passons maintenant à la démonstration de la proposition 7 . 4 ,
qui est à rapprocher de-la démonstration de la proposition 4 . 1 .

Notons (A , D ( A ) ) l'opérateur associé au problème variationnel

(V , L ( Q ) , a ) . On introduit aussi l'opérateur de trace y de H^Q) sur ^ ' ( I )
défini par :

(^/u) ( . ) = u ( 0 , . )

Nous avons alors la formule de Green suivante :

Lemme 7.5 : il existe un espace de Hilbert X inclus dans L^I )o
et un opérateur T continu de D( A ) dans X , tels que :

Vu € D(A^) , Vv ç H^Q) :

( 7 . 1 5 ) a ( u , v ) - ( A u , v ) = ( T u , y v ) „
0 L " ( Q ) L-d )

De plus si lim ô = o on peut choisir X de sorte que l'injection
p-̂ oo

ode X dans L ( I ) soit compacte

Démonstration : nous construisons d'abord t , puis X.
Considérons d'abord le pavé "modèle" J = ] o , ô [ x ] o , e [ , l'espace
W = (u ç H^J) / u ( o , . ) = o ^dans H172 ( ] o , e [ ) } , et la forme
a ( u , v ) = F grad u . grad ^" dx.

- " J

Notons ( B , D ( B ) ) l'opérateur associe au problème variationnel
( W , I/^J^a).

B est la réalisation de -A associées aux conditions aux limites de
Diechlet sur le côté x=o, et de Neumann sur les trois autres côtés. On a

2en fait D ( B ) c H ( J ) (la seule difficulté est aux sommets, et aux sommets
2on obtient la régularité H par les méthodes de Réflexions).
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On en déduit la formule de Green suivante :

/Vu ç D(B) , Vv ç H^J) a(u,v)-(Bu,v) = (Tu,yv)
(7 .16 ) L (J)- L ^-^

^si ( yv ) ( . ) = v (o , . ) et ( T u ) ( . ) = - ^ (0,.)ôx

Comme déjà indiqué en (7 .7 ) les valeurs propres de B sont :

2 2
\ ^ = (k+l/2)2 \ + i2 \ k = o , l , . . .

6 e ^ = 0 , 1 , . . .

o
et on considère une base orthonormée de L (J) de fonctions propres de B,(p k.,A
de la forme :

, ^ ^/2 . / , , ,^. ÏÏx °je ^TTy •^k^^-^ = 7 sln(k+l/2) -o- • j cos —

On notera ^(y) = — cos —y , base orthonormée de L ( o , e ) .w Ve e

Pour u ç D ( B ) on a

" ' ̂  uk^ ̂

II11!! 2 .= S [u^ ^| <+°
L (J) k,j^ ?

||BuH2 = S À2 , lu |2 <.œ.
L2(J) k,A k ? A k ? À

D'autre part on a :

TU = - s ^ ô"372 (k+l/2)TT u v(/k.jC 'ik,j^

et

!;Tul |2 = 2TT2 ô"3 S | E(k+l /2 ) u [ 2

L - ( o , e ) jC k k^
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Or on a :

|S(k4.1/2) u^ |2 <s {v(k+l /2) - 2 } (2(k+l/2)4 |u^ J2}.
k ' k k '

Notant que

4
(k+l/2)4 <; ^ X2

TT k""
00

et posant K = 2 S (k+l /2)~
TT k=o

on a donc démontré que :

(7.17) Vu ç D ( B ) ||Tu|12, ^ Ko l 'Bu||2

L - ( o , e ) L-(J)

2 1 /2D'au t re part, puisque D ( B ) c- H (J) , on a bien sûr TU ç H ( o , e )

et :

Tu|| / ^ Cte.llBu||2

H / ( o , e ) L~(J )

la constante dépendant de manière non précisée de e et ô.

Suivant cette étude on introduit (B , D ( B ) ) ( p = o , l , . . . ) l 'opérateur
o

associé^au problème variationnel (V (Q ) , L (Q ) , a ) et on a, avec les

identif icat ions déjà utilisées au §VII .2 :

D ( A ) = © D(B )
p==o

00

\= ^ B?p=o p

D'autre part, d'après ( 7 . 1 6 ) il existe un opérateur Tp linéaire
1/2continu de D( B ) dans H / ( I ) , tel que :

Vu 6 D ( B ) , Vv ç H^Q ) a ( u , v ) - ( B u , v ) = (T u , y v) o
P P P P P ^(1 )

(7.18)
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et de plus d'après (7.17) :

( 7 . 1 9 ) Vu ç D ( B ) H T u l l 2 ^ Ko ||Bu|12

P P L2^) P . L2^)

~' 2On définit T opérant de D ( B ) dans L (I ) obtenu en prolongeant

T u par 0 sur 1 \I .p ' o N p
On remarque que pour v Ç. H (Q) on a :

(7.20) Y ( v [ ^ ) = ( Y v ) | r
P ' p ' p

D'autre part les 1 sont deux à deux disjoints pour p>o on peut

donc définir l'opérateur :

00 ~

TU = Y1 T ( U | )
p=o P l^p

o
opérant de D(A ) dans L ( I ) , puisque pour u ç D(A ) , u | ç D(B ) . On a

de plus :

( 7 . 2 1 ) Vu ç D(A ) : | | T u | | 2 ^ 2 Max ô K | | B u l | 2 .
0 L ( 1 ^ ) P p L 2(Q)

II résulte d'autre part de ( 7 . 1 8 ) et ( 7 . 2 0 ) que

Vu ç D(A ) , Vv 6 H^O) a ( u , v ) - ( A u , v ) = ( ï u , w ) -
L2^)

c'est à dire ( 7 . 1 5 ) .

On définit l'espace X comme étant l'espace image par T de D( A ) .
On munit X de la norme quotient et X est isomorphe à un supplémentaire de
Ker T dans D(A ) ; X est alors un Hilbert et on déduit de ( 7 . 2 1 ) que X
s'injecte continuement dans L ( I ) .

Il nous reste à vérifier que si lim ô = o , l'injection de X dans
p-»+ooo

L ( I ) est compacte. Nous montrons alors que la boule unité SX de X est pré-
compacte.
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Soit e>o ; sait q tel que pour p>q : ô <e. D'après (7.19) pour

u € D ( A ) , notant u = u j on a :

llïu - ^ ^J^ ^ ̂  Y' \\\UJ22
p=o p P L 2 (I ) p>q P P L-(0 )

et encore

(7.22) I|TU- S ^ u |[2, <s K.e ||Bull2
p=o ^ P P L-(I^) L-(Q)

Pour TU € SX on peut supposer que ||Bul| „ <, 1 ; Alors on a aussi
L-(0)

1 /2||B u I I ^ ^ 1. Puisque T est continu de D ( B ) dans H (I ) , on en
L (Qp)

2 ~déduit que T u est dans un compact de L (I ) et donc que T u est dans un
o

compact de L (I ) . Par conséquent, d'après (7 .22 ) , pour tout e>o, il existe

un compact , tel que tout élément T de SX est distant d 'au plus K.e de ce

compact. Il en résulte que SX est précompacte ce qui achève la démonstration

de ce lemme.

Démonstration de la proposition 7.4

Nous commençons par quelques remarques ; tout d 'abord l 'opérateur
2A est un isomorphisme de D ( A ) sur L (Q) : en effet la plus petite valeur

propre de B est (cf ( 7 . 7 ) ) :

4-4Ô2

P

et donc pour u ç D ( A ) , notant u = u| , on a :

(7.23) ||u||2 = Z ||u l.|2 ^ Z ||B u II2 = l 'A u||2
L^Q) p P L^Q ) p P P I/^O ) ° L2^)

P P

ce qui prouve que A est un opérateur strictement posi t i f .

D 'aut re part l 'applicat ion y de H (Q) dans H17 (I ) est surjective:
1 /2 " ~ 1 /9 ̂

si Ç, ç. H (I ) est donné, on peut prolonger ç en ^ ç H OR) , puis relever
~ i o ~ ^
Ç en u ç H ÛR ) tel que u ( o , . ) = Ç ( . ) ; on pose alors v = u| ç H (Q) et on
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a yv == Ç . Il en résulte que l'application y est un isomorphisme de Z sur
1 /2 1 /2H / ( I ) . On note R l'application (continue) de H / ( I ) dans Z telle que

Y ° R = Id.

Puisque D(A ) C V , on a d'après ( 7 . 1 5 ) et la définition de Z :

Vz ç Z , Vu ç D ( A ) : -(A u , z ) = ( T u , y z ) .-,
0 ° L^O) L'd )

et donc : °

(7.24)

VC ç H^d ) , Vf ç L2^) : ( f , R Ç ) „ = (T A"1 f , Ç) _
0 I/^Q) ° L2^)

Comme au paragraphe IV.5 nous utilisons maintenant la formule de

Green (7.15) et (7 .24) pour prolonger R. On introduit l 'espace X ' dual de X.
2identif iant comme d 'habi tude L (I ) avec son dual on déduit de l ' in jec t ion

2 — 2X<—>L (I ) une project ion UD de L (1 ) sur X ' définie par :

(7 .25 ) Vy ç L^I ) Vx 6 X <u)(p , x> = < ( p , x ) ^
0 X ' y X I/^I )o

2 * —Notons que si l ' in jec t ion de X dans L (I ) est compacte, alors ou

est un opérateur compact de L (I ) dans X ' .

1/2Remarquons encore que, si l ' on note i l ' in jec t ion de H (I ) dans
2 — 1 /2L (I ) alors ou o i est une inject ion de H (I ) dans X' : en effe t , dire

que ( D O i ( ç ) = o équivaut à dire, d'après (7 .25) , que ( ( p , Ç ) r> = o pour
L ̂

tout (p ç. X , et par (7.24) on a alors Rç = o ; d 'où Ç = Y ° K ( Ç ) = o*

2Nous définissons maintenant un opérateur S de X ' dans L (Q) en
0

définissant Sç pour ç ç X ' comme étant l 'unique élément d.e L (Q) tel que :

(7 .26) Vf ç L^Q) ( f , S ç ) = -<T A^f,^
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II résulte alors de ( 7 . 2 4 ) et ( 7 . 2 5 ) que

( 7 . 2 7 ) R = S o ̂  o i

D'autre part, d'après ( 7 . 2 1 ) on a :

,T A-^H < C||A (A;1 f ) l l = C | | f l |
0 x ° 0 L^Q) L^Q)

et par suite :

(7.2-8) Vç ç X » l|Sç|| < C||ç|| •
L (Q) X '

1/2Notant C la norme de y opérant de Z dans H (I ) , notant SZ la

boule unité de Z. SH17^! ) la boule unité de H^d ) et S = ^o i (SH^^ 1 ) ) ,
0 0 0

(7.29) Vn € IN : d (SZ^L^Q)) ^ C.C d (S ,X ' )

En e f fe t , si E est un sous espace (de dimension n) de X ' tel que

VC ç S , îç ç E / I IC-çl l^ . ^ d

alors, pour z ç SZ ' , '(jUo^Y^ ç c! S et

Vz ç SZ , 5ç ç E / Hu? o i o y ( z ) - Çll ^ C , d
X ' x

Appliquant l'opérateur S , et tenant compte du fait que

SCw o i o y ( z ) ) = R o y (z ) = z

on en déduit avec (7.28)

Vz ç SZ , 3f ç S(E) l l z - f l l _ ^ C, .C d
L^Q) 1

et (7 .29) suit.
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L' in ject ion de H172^) dans L2^) est compacte, par .conséquent

S est relativement compact dans X ' ; par suite SZ est relativement compact
dans L (Q) et l ' in ject ion de Z dans L2^) est compacte.

Si de plus, l im ô = o, on déduit d ' un lemme de [ 1 4 ' ] (voir aussi
p-»+°° •

le lemme 2.3) que :

^•^ \^'x') ^v8"172^'^1»» • \^^
où S est l ' image par œ de la boule unité de ï 2 (ï ) .

o

La compacité de œ se traduit par le fait que :

(7-3 1) l im d ( S , X ' ) = 0
V-»+œ

Les estimations de EL KOLLI [l4] montrent que :

C7-^) d^(SH l / 2(I^,L2(I^)) = (Kv-172)

Regroupant les estimations (7.30) à (7.32) on en déduit, avec (7.29)
que :

d^SZ.L^Q)) = o^'^2)

On en déduit alors, avec la proposition 2.2 que :

N^îZ .L^O.a ) = o ( À )

ce que nous voulions démontrer.
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