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CONSTRUCTION DE PARAMETRIXES POUR DES OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS
CARACTERISTIQUES SUR LA REUNION DE DEUX CONES LISSES

par Bernard HELFFER
(Ecole Polytechnique)

INTRODUCTION

On se proposé de construire des paramétrixes pour une classe
d'opérateurs pseudo-différentiels sur X dont l'ensemble caractéristique
est la réunion de deux cônes C • La construction de paramétrixes pour
des classes d'opérateurs pseudo-différentiels dont l'ensemble caracté-
ristique est un cône C Z a été réalisée dans de nombreux articles ( [ 7 " |
[ l " l , [ 3 " j , etc . • • ) . Rappelons ici un résultat bien connu C 4 " ] .

Soit P un opérateur pseudo-différentiel sur un ouvert X de
TS. régulier d'ordre m ( i . e son symbole admet un développement asymp-

totique en termes homogènes) dont le symbole principal p vérifie la
condition

( H ) Yip,î}x,Ç < 0 lorsque p ( x , ç ) = 0

Alors l'opérateur P admet une paramétrixe à gauche Q qui permet en
particulier de démontrer 1'hypoellipticité avec perte d'1/2 dérivée.

Rappelons également le résultat suivant qui motive l'étude
faite ici.

Soit P un opérateur pseudo-différentiel régulier d'ordre
0

2m-l, alors P +P admet (sous l'hypothèse ( H ) sur P) une paramétrixe
à gauche Q donnant 1 ' hypoellipticité avec perte d'une dérivée ( c f . [ 7 ] . ) <

On considère ici le problème suivant :

Soient P et P deux opérateurs pseudo-différentiels réguliers
sur X d'ordre 1/2, dont les symboles principaux p . ( j = l , 2 ) vérifient ( H ) ;JSoit A un opérateur régulier d'ordre 0.



64

On considère

P ^ P I . P ^ A
et on se pose la question suivante :

Peut-on construire une paramétrixe pour P donnant 1'hypoellipticité
avec perte d'une dérivée ?

On montrera au chapitre V que c'est toujours possible , le fait intéres-
sant étant que l'on peut se passer de faire des hypothèses sur la
géométrie de Ê  et E (où Z. ( i = l , 2 ) désigne l'ensemble caractéristique
de p ^ ) .

Dans les chapitres II, III, IV, on supposera que T et E sont quasi-
transverses, mais on montrera au chapitre V que l'on peut toujours se
ramener au cas où £ et r sont transverses en "ajoutant des variables".

Au chapitre I, on introduit une classe d'opérateurs pseudo
différentiels adaptée au problème et qui généralise la classe intro-
duite par L. Boulet de Monvel dans C l ] .

On montre, au chapitre II, que des hypothèses du type ( H )
permettent de ramener la construction de paramétrixes à gauche ou à
droite à l'étude de 1'inversibilité d'opérateurs différentiels à
coefficients polynomiaux. On suppose ici que T , . et Z sont quasi-trans-
verses.

Le chapitre III, calqué sur l'article [ 2 ] , développe la
théorie adaptée à l'étude d'opérateurs différentiels à coefficients
polynomiaux. Il s'agit pour l'essentiel de montrer que, si on a une
famille d'opérateurs différentiels à coefficients polynomiaux dépendant

00de manière .C d'un paramètre, alors on peut déduire de l'existence d'un
inverse pour toute valeur d'un paramètre, l'existence d'un inverse dé-
pendant de manière C du paramètre. La réponse positive à cette ques-
tion est bien entendu liée à la forme particulière des opérateurs
'considérés.

Au chapitre IV, on fait l'étude de 1'inversibilité pour
chaque valeur du paramètre ; l'algèbre linéaire symplectique permet de
ramener le problème à l'étude de quatre modèles simples.



Au chapitre V on énonce les théorèmes généraux, on montre
comment on peut ramener la situation générale au cas transverse et
on traite une application à la sous-ellipticité des systèmes. En
particulier, on répond positivement à la question suivante :

Soit
p! B

(P =
A P2

où P et P sont des opérateurs pseudo-différentiels réguliers d'ordre
1/2 dont le symbole principal vérifie ( H ) et où A et B sont des opéra-
teurs pseudo-différentiels d*ordre 0 régulier.
Alors P admet-il une paramétrixe à gauche donnant la sous-ellipticité
avec perte d^l/2 dérivée ?

Le plan de cet article est le suivant :

CHAPITRE 1

Etude d'une classe de symboles

§ 1 Définition de la classe g"1^!'^^ ( u , S , T )

§ 1.1 Préliminaires
§ 1.2 Rappels sur la classe de L.Boutet de Monvel
§ 1.3 Le modèle local dans le cas transverse
§ 1.4 Le modèle local dans le cas quasitransverse
§ 1.5 Définition invariante

§ 2 Estimation pour certaines intégrales oscillantes

CHAPITRE II

Opérateurs pseudo-différentiels

§ 1 La classe OPS"111'!11^ ( X , ^ , Z ^ )

§ 2 Opérateurs d'Hermite et construction de paramétrixes

§ 3 Le cas de j sous-cônes E . , . • , E .
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CHAPITRE III

Etude (Pune_classe_d*opérateurs différentiels à coefficients
polynomi_aux •

§ 1 Introduction

§ 2 Une classe d*opérateurs pseudo-différentiels

§ 3 Paramétrixes dans la classe OPS"111"12 (E)
^1^2

CHAPITRE IV

Etude de 1 *inversibilité dans ̂

§ 1 Introduction

§ 2 Classification symplectique

§ 2.1 Le cas transverse
§ 2.2 Le cas quasitransverse Dim £ H j" = 1
§ 2.3 Le cas quasitransverse j . = j"
§ 2.4 Conséquences;réduction du nombre de variables

§ 3 Etude de 1'inversibilité dans ') pour le modèle Al

§ 4 Etude de 1'inversibilité dans 3 dans les autres cas

CHAPITRE V

Applications

§ 1 Enoncé des théorèmes - Démonstration dans -le cas quasi-
transverse.

§ 2 Démonstration dans le cas général

§ 3 Application aux systèmes



CHAPITRE 1 ETUDE D ' U N E CLASSE DE SYMBOLES

§ 1. Défini t ion de la classe s"111^11^^ (U,Z. ,Zj— — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — i ^

§ 1.1 Préliminaires

On considère U un cône C arbitraire de dimension N + l , et E. ^ U (ici, 2)
un sous cône fermé C°° de codimension \>.

On dira que E et Z sont quasitransverses si

^ln ^2 est un sous cone ferme c00 de U, tel qu'en tout point p de E H Z ,

V^l^ = V^V^

On dira que E et E sont transverses s'ils sont quasitransverses et

si S H E? est de codimension ^-.+^r»-

Localement, dire que Z^ et Z^ sont transverses, c'est dire qu ' i l

existe des fonctions C°° sur U homogènes de degré 0, u1 . .^1 ; ul...uv2

telles que les formes du3 sont indépendantes, et telles que

2, est définie par u =0 ; -•• ; u^1 = o

Y u ^ = 0 ;...; u^=o

^1°^ u^=0 ;...; u^=0,u^ = 0,.., u^= o

Dire que 2^ et Z^ sont quasi transverses, c'est dire qu ' i l existe des

fonctions C°° sur U homogènes de degré 0, u^ , . . - ,u^ 1 ; w 1 , . . ,w^ ,u 1 , . . , u^2

telles que :

. v = ̂ -v[ = v^-^

-. ^
• les formes du" , dw sont indépendantes

• »
Z^ est définie par u^ = 0,..., u^'1 = o, w1 = 0,..., w^ = 0

E^ est définie par u^ = 0 , , u^2 = Q, w1 = 0,..., w^ = 0

E ^ H Z^ est définie par u^ = 0; . .. ;u^= 0; u ^ = 0 , . . . , u^2 = o,w1 = 0; ... ; w^= 0

On peut prendre alors localement comme système de coordonnées

( u ^ , u ^ , w , v , r ) = ( u ^ , u ^ , w , v )
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où

v ,...,v sont des fonctions C°° homogènes de degré 0(li=N-V -V +v)

et r est homogène de degré 1 strictement.positive.

Dans lanotation du second membre v est un système de coordonnées d 'un
cône localement isomorphe à ]R x]R4'

Si S est un sous-cône C arbitraire de U de codimension v,
o

on notera (d ) la somme d 'une fonction strictement positive homogène

de degré -1 et d 'une fonction homogène de degré 0 s'annulant exacte-

ment à l 'ordre 2 sur S-

Si S est défini localement par u =0, . . . , u = 0 , on pourra
prendre

,2 v i2 1d- = S u + -

On utilisera constamment la définition suivante :

00Soient f et g deux fonctions C sur U, on dira que :

t ̂  e
si, dans tout sous-cône V de U à base compacte, il existe 00 'et r
telle que

f ^ Cg

pour r> r dans V.

Enfin, tout ce que nous ferons dans la suite est "l o c a l " , c'est à dire
que pour les applications que nous avons en vue, on peut toujours se
restreindre à un voisinage conique.

§ 1-2 Rappels sur la classe de L. Boutet de Monvel [ l ' J

Soit F un sous cône C dans U défini par u = 0. Si on
prend comme coordonnées locales ( u , v , r ) , on pose la :

Définition 1 . 2 . 1

Si m, k sont des réels, on désigne par S1"1 ( U , E ) l'ensemble



de toutes les fonctions C a ( u , v , r ) sur U , telles que, pout tout entier
pç H , tout multi-indice aê]N^, p ê 1 "̂̂  , on ait :

IfelW-^-^'
Pour étudier l'invariance par difféomorphisme, L. Boulet de Monvel

avait montré l'équivalence avec la définition suivante :
Soit E un sous-cône C°° dans U de codimension \>

i Définition 1 . 2 * 1 '

Si m,k sont des réels, on désigne par S"11 (U,!;) l'espace de

toutes les fonctions C°° a sur U, telles que, pour .tous champs de vec-

teurs X , • •, X13 , Y , • •, Y^ à coefficients C°°, homogènes de degré 0,

avec les X . tangents à 2, l'on ait :
J

IX 1 . . X? . Y 1 . . Y'1 a l < ^d^^ S

L'équivalen'ce locale de ces deux définitions vient du fait que

si X est tangent à f » il peut s'écrire sous la forme :

X = r a . . ^ - + Z b . ^ - + c . r - ? -3 ou j ôv or
J J

où a . , b . , c sont C°° homogènes de degré 0 (donc sont dans S ' ) et
3 3 0 1

a. S1annule sur Z (donc est dans S ' )
3

§ 1-3 Le modèle local dans le cas transverse

N +
Soit U le cône K x ]R , on prend comme coordonnées :

K^ K ^ u ^ u . r ) = (u^ .u^v. r ) 6^1 x 1^2 ,< ^N-Vi-Va ,< ̂

Soit S. ( i= l ,2 ) le cône défini par u .=0
On définit d par :

-l^

^^^

Soient m , k , , k - , k des nombres réels, on pose la définition
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Définit ion 1.3.1

On désigne par S"* !̂ '^^(U, S^, ̂ ), l.espace de

toutes les fonctions C° a(ï) sur U, telles que, pour tout entier p ê l N
et touA multi-indices oc^JN^, o^çiN^, p ÇJN^I-^ on ait :

m r̂2 (àr^-•-r'c''2'• •w
L'inégalité

1.3.1. r - ^ d ^ l i = l , 2 .r-^d. _ ^1
^i ^1 ' ̂ 2

entraine l»inclusion

1.3.2. s"111^1^1 )̂ c S1";172-1'!- -V2-^- -V2^- (y)1/2,1/2

Rappelons [5] que S"^ 1/2^^ est la classe des symboles tels que :

1.3.3. •VaCiN1^, -V-p ç. IN

^.(^'•-•^
On notera

S^l^u^^). lorsque k = 0

L' introduct ion d 'une telle classe est justifiée par les remarques
suivantes :

^•^ S1"11'1^,^) c S"1'1'110^,^,^)

1.3.5. ^ '^(U^E^) <= S m t o î k 2 (U,^ ,Z3)

1.3.6. Si p^S"1^11^^ , p^çs1"'^!1^'11'

p^p 6 s"1-'"1'11'!^! ^2^2 'k + k t
rll'2

La proposition suivante nous permettra de donner une définition
intrinsèque ultérieurement.



Proposition 1.3.2

Soit X un champ de vecteur à coefficients C homogène de

degré 0. Alors

i) Si X est tangent à S , X est continu de

gin,ki ,k2,k —^ gin,ki-l ,k2,k

ii) Si X est tangent à S , X est continu de

gm,k^ ,k2 ,k——^gin ,k^ ,k2- l ,k

i i i) Si X est tangent à T. et E^» X est continu de

gin, k-^ , k^, k —> gin, k^ , k^, k

iv) Si X est quelconque, X est continu de

gin ,k^ ,k^ ,k —>gin,k^,k^,k-l

Démonstration

. v! 1 Ô v2 2 & 1̂̂ 2 . & ôX = S a . ——- + £ a . —— + £ b . —— + c r——
i=l 1 ôu^ i=l 1 ôu^ i=l x ôv^ or

où a " , b . , c sont des fonctions C homogènes de degré 0, et sont donc

dans s0101010

( i v ) s'en déduit aisément.

Si X est tangent à Z , alors les fonctions a . s'annulent sur T. et il
est facile de voir qu'elles sont alors dans S01 loîo

Le point i) (et i i ) s'en déduit.

Si X est tangent à S et Fr)i alors les fonctions
1 2a. s'annulent sur r et les fonctions a . s'annulent sur £ , on véri-
fie alors aisément ( i i i ) .

Ces classes ont bien entendu d'autres propriétés, mais que nous
exposerons dans un cas qui généralise la situation précédente, i . e
le cas quasi-transverse.
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§ 1.4. Le modèle local dans le cas quasi-transverse

Soit U le cône I^xl^ ,
On désigne par :

ï= (u,r) = (u^,w,v,r) ç»^x IR^xI^ x JR^-^ x R"

la variable de U, et soit
S . ( i= l ,2) le sous-cône défini par u^=0, w=0

£ . ( i = l , 2 ) est donc de codimension v. = v! + v

d est défini bien entendu par : d = 1 u . 1 + I w l + —
^i E^ i r

d est encore défini par : d = d + d
^,£3 ^l1^ "1 "2

on pose la définition suivante :

Définit ion 1.4.1

Si m , k , , k ,k désignent des réels ,

on désigne par S ^ ^ ' ^' , l'espace de Fréchet de toutes les

[onctions C°° a (u) sur U, telles que pour tout entier p et tout multiin-

ice cc^l , cc^lN^ , ocêlN^, pçiN^l-^ , on ait :

^fi^pfA-n^fLj.r, <^^- la l l d'2-'^' ̂^ôuj (ôuj \^] \^] [ ^ r ] - ^ ^ ^^

On notera encore simplement s"1^1'̂  si k = 0.
Lorsque v = 0, on retombe sur la définition 1.3.1, de sorte que
tout ce que nous montrerons dans ce § s'applique au cas précédent.

Les propriétés 1.3.1, 1.3.2, 1.3.4, 1.3.5 et 1.3.6 sont bien entendu
vérifiées.

Donnons un exemple de symbole appartenant à cette classe.



Exemple 1.4.2 ;

Soit a dans S ( U ) un symbole semirégulier (a^ 2 a • /o )reg ^Q m-j/J

et soient k . ,k» deux entiers positifs, alors a est dans S ' 1' 2 gi

et seulement si :

____ Q Q
T~ P-« Prt Q

(l•4•l) 'n-j/2 ̂ l^^^ = ^ | < ^ ^l,^^ u! "2 w

1 ^ 1 ^

Ip^ l + Ip^l + Ip l = (-j +k^ +k^)+

où CQ a a • est une fonction C sur U homogène d^ordre m-j/2P^ » P^ iP ï3
La condition est vide pour j > k .+k

Démonstration

La condition suffisante est facile à vérifier ; montrons que
la condition est nécessaire.
Utilisant un développement de Taylor (et raisonnant par j croissants
successifs), on doit montrer que :

Q Q

i^^5 a m- j / 2 = o 8urE=^
dans les cas suivants :

(A) lorsque 1 p ^ 1 + 1 p ^ 1 + 1 (3 I + j < k^ + k^

(B) lorsque 1 ̂  1 + I p ^ l + 1 (3 1 + j = k^ + k^

( B l ) I p l + 1 ( 3 ^ 1 < k^- j

( B 2 ) I p l + I p ^ l < k^ - j

Cas A : II résulte de l'estimation sur Y, H S que :

^ ^2 ^ | ^l-13!' (^- ' l^1 M
A — — A ^ A - a . < r1". r^———2—— ) r.- (————5—— ) „ 2a . / < r". r v 2 / r v 2 / ^

m - -i/2 ~ r
ôu^l ôu^2^ -3/2
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Le terme de gauche a comme homogénéité m-j/2, celui de droite

k^ + k ^ - 1(^1 - I P ^ I - I p l
m - -———————•———————————— d 'où le résultat en faisant tendre r

' 2

vers 1 'oo •

Pour la vérification de ( B l ) et ( B 2 ) , on raisonne en tout point

de ^ extérieur à T. ( ou tout point de Z extérieur à Y ) , le rési.'l-

tat est alors celui de Ll] .

Corollaire 1.4.3 :

Pour k > 0, k > 0

s^i^dj,^,^) n s^dj) c s^i-^dj^n^)

Ce corollaire évident permet de relier la théorie développée ici à

celle développée dans L l J [2J ; on en verra bientôt des applications.

Exemple 1.4.4 :

00Soit a une fonction C homogène de degré 0 s'annulant sur

E^ et ^ , alors aç s0101011.

Si a s*annule sur E

vt!
a(u ,u , w , v , r ) = E u1 . b (u ,u ,w ,v , r )1 ^ ^ 1 i l ^

V
+ E w3 c (u ,u ,w ,v , r )

J=l 3 1 2

où les b. ,c . sont C homogènes de degré 0 •
V 1 3
2 w . c . s'annule sur Zr> • On doit donc se limiter à considérer

1=1 3 J
J v"! •

E u1 b (u ,u ,w ,v , r )"1 "^"i^"11^i=l

On suppose que :

1 i
1 "i^l1^1

i=l

est* nul sur E •



^2 1b ^ ( u ^ , u ^ , w , v , r ) = b ^ ( u ^ , 0 , 0 , v , r ) + E u^ b ( u ^ , u ^ , w , v , r )

^ k
+ L b . w

k=l lk

Par conséquent :

v"! • v"! •
f = S u1 b (u ,u , w , v , r ) = Z u1 b . ( u , 0 , 0 , v , r )

i=l - i=l 1 1 1

^'1 ^ '2 • •
+ E F b (u ,u ,w ,v , r )u l u J

i=l j=l 13 1 <- 1 2

' ^ ~ k
+ ^1 bik w

Dire que cette expression s 'annule sur Z , c'est dire que

f ( u , , 0 , 0 , v , r ) = F u b . ( u , , 0 , 0 , v , r ) .est identiquement nul.

C'est à dire que f(et donc a) est dans l ' idéal engendré par (u1 u ^ )

et w • II suff i t donc de vérif ier la propriété pour (u . u _ ) et pour
k 1 2

w • Or on a :

"ï "S- i n -1 ~-t —O«••^^^•v^
^1 ^2

d ^
k . L! ^ k , , , k , -

w ^ d .d, car w ^ ^^ et w ^ \
L! • ^2 1 "

On vérifie facilement les estimations pour les dérivées.
Ceci termine la démonstration du lemme.

On démontre la proposition suivante :

Proposition 1.4.5 :

Soit X un champ de vecteur à coefficients C°° homogène de
degré 0. Alors
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i) Si X est tangent à T. , X est continu de&

gm,k^,k^,k__ gm,k^- l ,k^ ,k

ii) Si X est tangent à Z , X est continu de

gin,k^,kg,k __ gin.k-^ ,k^-l ,k

i i i) Si X est tangent à E^ et S , X est continu de

gm,k^ ,k^ ,k __gm,k^ ,k^ ,k

iv) Si X est quelconque, X est continu de

. g m , k ^ , k ^ , k _ m , k ^ , k ^ , k - l

Le seul point où la démonstration diffère de celle de la proposition
1.3.2 est l.e point iii) •

Démonstration du point iii)

V ' 1 . , ^'2 o ?s v îs N-V ' i -V 'a -V / .
X = S1 a —— . E2 a? —— . z b —— . s c^ -̂  . d ̂

i=l ôu^ i=l ôu^ j=l 3 ôw0 k=l ôv^ \ôr/

Si X est tangent à S, , a. et b . doivent s'annuler sur E ^ » en parti-

culier

^ I ç g O , 1 , 0 , 0 ^ ^ ^ g 0 , 1 , 0 , 0

0
Si X est tangent a S? , a. et b . doivent s'annuler sur Sp, en particu-
lier

^ 2 ç g 0 , o , l , o ^ ^ ç g 0 , o , l , o

On déduit de l 'exemple 1.4.4 que b . est dans S ' ' ' • La démonstration
3

est alors aisée.

^ 1.5 Définition invariante

On considère un cône C arbitraire U , et S . c U , ( i = l , 2 ) un
sous cône fermé de codimension v . .
Il résulte des § 1.4 et 1.5 que, lorsque S et Z sont quasitransver-
ses, on peut prendre la définition suivante qui est clairement inva-



riante par difféomorphisme :

Définition 1 . 5 . 1 :

"^l»^»^ etân^ des réels donnés, on désigne par
S ' 11 2' ( U , E ^ , E ^ ) l'espace de Frechet de toutes les fonctions C°°
sur U telles que :

Pour tous champs de vecteurs C°° homogènes de degré 0, X1,..^15!,
X^-">XÏ2 ^ Y ^ -^Y 0 1 ; Z ,..,Z^ avec X^ tangent à E^ , X^ tangent à E ,

Y3 tangent à Z^ et £ , on ait :

IX^.X^l X^...X^. Y^.Y^. Z^.ZP a l ^ r"1 d^^l d^"^ d^
^ ^1 ^2 ^l'^

Remarque 1.5.2 :

L'hypothèse que ^ et S^ sont quasitransverses n ' intervient
dans la défini t ion que pour montrer que s"1^!1^^ est métrisable. On

pourra donc utiliser cette définition avec précaution dans le cas non
quasi transverse.

Remarque 1.5.5 :

Soit X un ouvert de IR", T^X\0 le fibre cotangent à X privé
de la section nulle. Soient U ^ , U ^ , U ^ des sous-cônes ouverts de T^X\0
tels que U^ Œ: U^ ce U^ (i.e U^ n S^fcx: l^ 0 S^X ce U 0 S^X).

Soient E^,E? des sous-cônes fermes de U

Alors si a est dans S"̂ ! '^(U^ 0 U^, ̂ 0 U ^ ) , il exister dans

Si",ki,k2,k^^ ^^^ que ^ = a dans U^.

Remarque 1.5.4 :

Soit VŒ: U alors si aÇS"111^'1^^ (U,S ,E ) ,
a/vç sm 'kl lk2'k(v,2^nv, E^nv).
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^Proposition 1.5.5 :

On suppose que E et Z sont quasitransverses.

Soit U' un second cône C°°, $ : U ' - > U une application C°°, homogène

de degré 1 transverse à S^,^ et 2 ^ H S^ et posons

E* = $~ ( Z . ) ( i = l , 2 )-1/^ - $ (^

Alors a - » a o $ est continue de S"̂ ! '^^(u,^ ,S ) dans

S^l^^dJ.,^,^).

Démonstration On prend des cartes locales pour U et U * de sorte
que E- iZ? ,$ sont mis sous forme canonique.

§ 21—ESTIMATI^NS_P^UR.ÇERTAINES_INTEGRALES OSCILLANTES

Soit U un cône C°° , A un sous-cône C00 fermé, S et £- deux
sous-cônes (f° fermés de U contenus dans A.

On définit d ,d .d ,d comme au paragraphe 1, mais on notera
"1 "2 û ^1^2

pour abréger, d^, d^, d^, d^.

Soient m ,k^ ,k^ ,k , l des nombres réels, on pose la

Définit ion 2.1 :

On désigne par QS"*^! ̂ 2 'k ' l (u , S S A ) l 'ensemble de toutes
00

les fonctions C a sur U telles que, pour tout champ de vecteur homo-
gène d^ degré 0 X1,..^; W^..^; Y^,. .,Y^1,-Y^.^2 , z1, .. ,Z8 .

où X1 est tangent à Z^, Z^ et A , i=l,. . ,p

W1 est tangent à A i=l,. . ,q

Y^ est tangent à ^ et A , i=l, . . ,p

Y^ " " à ^ et A , i=l , . . ,p^

Z est quelconque



jOn ait :

IX1.^ W^.W01 Y^.Y^l Y^. .Y^2 Z^.Z8 a l ^

(291) ^ r"1 d"1 d'2 d^r^d,)1^ (r1/2^1 (.V^)15^^^)^.^
1 ^ 1 ^ û a^ a^ 1 2

m , k ^ , k ^ , k , l
On écrira QS s'il n ' y a pas d 'ambiguï té .

m,k k k,l m-^k~ - ^~ - ^k- + ̂
On a QS 1 2 c S^ 1 2 2 2 2 ^^

Lés résultats suivants sont immédiats à partir de la définit ion :
t i

m ,k ,k ,k,l m ' , k ,k ,k ' ,1 '
Si aç QS - , bê QS -

(2.2)
m + m ' , k + k ' , k + k ' , k + k ' , l + l '

alors a b ê Q S l l ^ ^

(2.3) Si X est un champ de vecteur C ,homogène de degré 0, et

m,k ,k ,k,l
aç QS alors

m , k ,k ,k , l+l
X a C Q S Si X est tangent à E.,^ et A .

m,k -l,k ,k , l+l
X a ç QS S i X est tangent à ^ et A .

m,k ,k -l ,k,l+l
X aê QS Si X est tangent à Z et A

m,k ,k ,k-l,l+l
X a 6 QS Si X est tangent à A

X aê Qs^V^k^k^k,! g^ ^ ̂  quelconque

^k.^k ,k,l k k /
(2.4) Si a ê Q S 1 - et a ^ r"1 d 1 d o (r d ) d"

-t ~'m^ ~K-« î ""^9 l ~^9 ~1
. alors a" ê QS 1 -
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( 2 . 5 ) La classe est invariante par diffeomorphisme.

On a les propositions suivantes :

Proposition 2.2 ;

Soit E^, Ê  deux cônes C°° de U et on suppose que Ï. coupe
A transversalement le long de E . ( i = l , 2 ) .
On suppose de plus que tout champ tangent à E , S et A peut s'écrire
comme la somme d'un champ tangent à E et Z et d'un champ nul sur A .
Alors

m , k , k , k ^ ̂  m , k ,k ,k,-k -k -k^
S (U,E^)CQS 1 2 1 2 (U,E^,A)

Nous ne démontrerons pas cette proposition, mais elle est pratiquement
identique à celle de la proposition 2.5.

Remarque 2.3 :

Lorsque Ê  et Ê  sont quasitransverses, et que Ï , Ï , ̂  nï

sont transverses à A le long respectivement de E . , Z r » » E ^ n z • Alors on1 2 1 2
peut écrire en coordonnées locales au voisinage de A tout champ tangent
a E , S et A comme la somme d'un champ tangent à S et ̂  et d'un
champ nul sur A •

On a le lemme suivant :

Lemme 2.4 :

Soit U = AxS^x I^ un cône défini par ( À . U , Z , X Ç ) = \ ( u , z , Ç )

Soit $ une application C°° homogène de degré 1 de U sur A , induisant
l ' identité lorsqu'elle est restreinte à A .

Soient ^ et ̂  deux sous - cônes de A , alors tout champ

homogène de degré 0 tangent à ^ et A (resp. ^ et A , resp. ̂  et

A) s'écrit localement au voisinage de A comme la somme d'un champ

tangent à ,- (^) (resp. $- l(^), resp. ,-1^) et ,-l(sJ) et d'un
champ nul sur A.



Démonstration

Soit $ l 'application de U dans U définie par :

$ ( u , z , Ç ) = ( $ , z , Ç )

C'est un difféomorphisme dans un voisinage conique de A , qui conserve A.
Grâce à ce difféomorphisme, on se ramène à démontrer le lemme dans le
cas où $ est la projection de U sur A.

Tout champ tangent à A s'écrit comme la somme d 'un champ constant en

N
( z , Ç ) : S a (u) — et d 'un champ nul sur A .

i=l ôu^

Si 2 a (u ) — est tangent à E (resp. T, , resp. S, et E-) il est encore
ou . 1 "

tangent à ^(l;^) (resp. ^(E^), resp. ^(S^) et ^(S?) qui s'iden-
t i f ie à Z^x I^x JR^ (resp. S x B^ x TR^ , resp. S x V^ x ît^ et

Z^x B^x IR^.

Ceci montre le lemme dans le cas où $ est la projection.

jProposition 2.5 :

•" » "•-1 » "•? » "•
Sous les hypothèses du lemme 2.4 , si a C S (A , S ,Z )

j m,k ,k ,k, -k -k -k_ 1 2

[alors a^$ ç QS ( U , E ,Z ,A) où A est identifié '

là A est A x JO} dans U.

Démonstration

Comme précédemment, on se ramène localement au voisinage de
A ( mais c'est seulement là qu'on a à démontrer quelquechose) au cas
où $ est une projection de U sur A .

Soit d la distance à E. dans U (en abrégé d . )£_ l l

d la distance à 2̂  dans A ( ou la distance à Ç ' ^ S . ) dans U)

( en abrégé d . )

On définit de même

\,^ ' \,^ en abré6é ^a' ̂
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On a
(2.6) d^ ~ ̂  + d i = 1,2

(2.7) 1^^-^ 1^/$ ( r l / 2 dA )

d. d. A
i i

m , k ^ , k ^ , k
Si a ç S (A , SL. , S ,̂ ) ; a o $ = a ne dépend pas de ( z, Ç, )

k k
i i m ~ 1 ~ 0 ~lr^ 111 _, -L , &< ,ivl a i ^ r d^ .d^ . d^

On veut en déduire que

m k! ^ k 1/9 -(k -)-(k -)-(k-)
(2.8) l a i ^ r1" d^ d^2 (d^)1' (r1^) 1 2

Ceci résulte de (2.6) , (2.7) et de ^inégalité

< 2 - 9 ) 1 ^— 2 ^ (rl/2 cU<-i —
12

On considère maintenant l 'action d 'un champ de vecteur homogène de degré 0:

Soit un champ tangent à £ et A , alors on l 'écrit comme la somme Y^=Y^ + Y ^ '
d 'un champ constant (en z, Ç ) à Ï -S.» x IR^ ̂  et d 'un champ nul sur A .

m k k k
Alors si aê S 1 2 (A,5^,2^) (considéré comme symbole sur U)

m,k -l,k k m,k ,k ,k-l
Y ^ a ê S ( A , E ^ , S ^ ) + J^ . S ' " (A,2^ ,S^)

On identifie les fonctions C°° sur U indépendantes de ( z , Ç ) avec les

fonctions sur A.

J. est l ' idéal des fonctions C°° homogènes de degré 0 sur U qui s'an-
nulent sur A.

J désigne par convention l'espace des fonctions C°° sur U homogènes de
degré 0.

1 PI
Si Y , . . ,Y, sont des champs tangents à S et A , on en déduit que

1 p! p! li "ï>k.-Pi+l-i ,k2,k-l-i
Y^. - .Y^ aç E (J^)1! S 1 1 1 2 1 (A,2^)



De même , on a :
1 ?2 ^ lo "^r1^-^1^^"^Y1..^2 aê ^ (J^)12 S 1 2 2 2 ^A,^,?^)

1 ^ = 0

Si X est tangent à T, ,£ et A , alors

m,k ,k ,k m,k ,k ,k-l
X aç S 1 2 + (J^) S 1 -

de sorte que si X • • •X^ désignent des champs de vecteurs C tangents

à Z^,S^ et A.

'alors

-. - P i m,k ,k ,k-l
X1.^ aç E (J,)1 S 1 2

1=0 û

Si W1 est tangent à A (homogène de degré 0)

-, „ m ,k ,k ,k-q
W^^ a ê J ^ . S 1 2

On en déduit que :

W^^ X1.^ Y^- .Y^Y^ ..Y^2 aê

P ^1 ^2 (j ^l+12+l ^m<kl-Pl+ll<k2-P2+121k- ll-12- l-q

1=0 1^=0 1^=0 A

car les champs tangents à A , respectent J"

Enfin si Z est quelconque :

Z^.Z8 ^..^ X^.X? Y^.Y^2 aê

s p p p (1 +1+1-1)
S E S1 ^ (J . ) 1 2 + x

i=0 1=0 1^=0 1^=0

m,k^-p^+l^,k^-p^+l^,k -1^-1^-1-q+i-s
• x S

On a donc à considérer

»,,, /^v1-1^- s-pi^i-^^^-11-1!-^-1-11^-8
r (d^) ^ ^ d^
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qu'on majore, en utilisant (2.6) , (2.7), (2.8), (2.9), par :

(2.10) IZ^.Z8. W^.W^X1.^ Y^..Y^2 a l ^

k k , - (k j - (k -)-(k-) , P.+P^+P+q
^ r1" d^ d^d^ (r17^) 1 2 •(r1^) 1 2 x

x (d^)-^ (d^)^1 (d,)''2 r8/2

Ceci termine la démonstration de la proposition 2.5.

On garde les mêmes notations mais on suppose que p=q=n.
m k le If 1i"»"--* i'*-o» î -1

Soit a dans QS (U,S. , Sp ,A ) un symbole nul p o u r — 1 ^ 1 + z > C

(où C est > 0). Comme auparavant, r est une fonction C strictement
positive sur A qu 'on identifie à une fonction sur U ( indépen-dante de z , ^ ) <

Nous posons

(2.11) I(a) = Je1 ̂  . a ( u , z , Ç ) dz.dÇ

alors

Proposition 2.6 :

Avec les notations ci-dessus, nous avons

m,k ,k ,k
I(a) C S 1 " (A,Z^ ,S^)

Démonstration

Soit X^ . - .X Î-.X^.., X 2^..^^.^ des champs de vecteurs

homogènes de degré 0 sur A , tels que :

X (resp. X resp. Y ) est tangent à E (resp.E., resp.E^ et Eg)

Alors
X^.....^ I(a) = KX^.-.- .Z^)

-. - "»»k -p ,k -p ,k-p,l+p +p +q+p
X 1 . . . ^ aç QS 1 1 - - 1 -



En effet ramené sur U, X1 est tangent à S et A

X^ est tangent à Z. et A

Y1 est tangent à S^,E^ et A

7^ est tangent à A

II est donc suffisant de montrer que

k k
!l(a)|;$ r1" d 1 d 2 (d )k (d est la distance à F. dans A )

2:! ^2 "l12^ ^i 1

Soit d , d les fonctions associées à S. sur A , identifiées avec\ F^,^ i

une fonction sur U indépendante de ( z , Ç ) ; il résulte de la proposition
2.5 que :

c"^ )-^ (d_^ )-^ (d^ _ )- r- G Qs-"^1^1-'1^^^
s! ^ ^l'^ '

Par conséquent.

b = c« a

est dans Qs0.0.".^!-*^^

et il suffit de montrer que si b est dans la classe ci-dessus, alors

I (b) ^ 1- / l+k^k^k^O^ ,
Choisissons N •H. Sup——î—-———— ' alors

\ 2 1

b - ( 1 + r l z l 2 .^Içl2)-^

est dans Qs°'°.°'-2N + l̂ ^k^k+ ^ g0^(^

Or, en intégrant par partie, on a :

I (a) = K ( l - r A - ^ A )N b)Ç, r z

Lorsque b est dans •^y^10» °" sait q11® I(b) ^t majoré (cf . lemme 2.8

de [l]).

Ce qui démontre la proposition.
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CHAPITRE II_____OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS

c. '"i^-i »k »k
§ 1. La classe OPS 1 " (X^.S )

Soit X un ouvert de IR", U le cône T^X\ JO} = X x { K^O} et
S^, E^ deux sous-cônes C fermés de U qu 'on supposera, pour simplifier
quasi-transverses•

Soit a = a ( x , Ç ) une fonction C00 sur XxlR" telle que a C S ' 11 2' (U,I ; ,S )

dans U .

Alors,on définit 1'opérateur pseudodifférentiel a ( x , D ) par :

a ( x , D ) f = (2îl^^Jl e13̂  a ( x , ç ) f ( ç ) d ç

pour f dans C ° ° ( X ) .

m , k ,k , k
On désignera par OPS (X, S ^ , 2 ^ ) l'ensemble de tous les opérateurs
de la forme a ( x , D ) + R où a est comme ci-dessus et R est un opérateur
à noyau C°°. m k k k
Si V est un sous-cône ouvert de T^X\JO}, OPS 1 21 ( V , E , S ) est

l'ensemble des opérateurs de la forme a ( x , D ) + R où a ( x , ç ) est dans
m , k , ^ k ? »k
S ( V , E ^ , Z ^ ) , et (î envoie toute distribution à support compact
en une distribution dont le spectre singulier (Wave Front) est disjoint
de V.

Proposition 1.1 :
m , k . , k , k

Soient a et b des fonctions C sur Xx]R , aCS ,
m ' , k ^ , k ^ , k '

b çs e! supposons b ( x , Ç ) = 0 pour x ^ K , où K est un
compact dans X. m + m ' , k + k ' , k + k ' , k + k '
Alors nous avons a ( x , D ) o b ( x , D ) ç OPS

Démonstration :

Si nous posons c ( x , D ) = a ( x , D ) ° b ( x , D ) nous avons :



c(x ,ç ) = e-13^ a ( x , D ) . b ( x , D ) e13^

= (2TO-11 J^fe12^ a ( x , ç < ) . b (x -z , ç ) dz.dç

= I(c^)

La démonstration résultera de la proposition (2.6) si l 'on montre que

c ^ ( x , Ç , z , Ç ) = a ( x , ç + C ) . b (x -z ,ç )

m + m ' , k + k ' , k + k ' , k + k ' , - k -k'_-k -k '_-k—k^
est da.ns QS 1 1 2 2 1 1 2 2 ^^ ^

domaine où l ç + ç l ~ Ç (une troncature permet de se ramener à ce cas).

Montrons par exemple que :

m,k k ,k,-k,_-k -k.
a(x,^ç) ç QS 1 2 1 ..,.:..,2

k ,k ! ' • • — ••• - ' • • • :. -- . .,...!.,.
1 <-/ IT y ^ )

"l'^' " • -.'-'' • - • • • - / , - ; • • . • . • , , ,

L'application $

( ^ ï Z ï Ç ) -̂  (x, S + C )

de Ux -S^x K11 sur^x K"
vérifie les hypothèses du lemme 2.4 (chap. I) dans le domaine où
on s'est placé. La proposition 2.5 (chap. I) donne le résultat.

m ' , k ' , k ' , k ' , - k . - k . - k '
On montre de même que : b ( x - z , ç ) est dans QS -
d'où le résultat de la proposition 1 . 1 .

Proposition 1.2 ;
m , k ,k ,k

Soit A ç OPS ' " . ( X , ^ , E ^ ) , alors A^est dans
m , k , i k , k

OPS ^ (X,E^)

Démonstration:

Si a ( x , Ç ) est le symbole de a, le symbole de À^est donné par

a^"(x,ç) = (271)-" JJ e^^ l (x-z ,Ç+Ç)dz .dÇ

Utilisant la proposition 2.5 chap. I, on montre que 'a'(x-z,Ç+(; ) est
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m , k ^ , k ^ , k , - k^ -k^. - k-
dans QS ^ dans un voisinage conique de
Ç = 0,z =0
La proposition résulte alors de la proposition 2 . 6 chapitre I.

Çhangement_de_fonct^on_de_phase^_changement^de coordonnées

Soit (p (x ,9 ) une fonction de phase sur Xx R". Soit 2 . ( i= l ,2 ) deux

sous-cônes fermés C°° quasitransverses de U = Xxlî^jo}, et soit
m^^ ifer^k ^ ^

a C S 1 2 (U,^, E^).

On suppose que a s 'annule pour 9 petit et pour x 4 K où K est un
sous-ensemble compact de X.

De plus, ( x , 6 ) -^(x,d^ cp(x,9)) est un difféomorphisme d 'un ouvert
conique voisinage de sup a sur un ouvert conique dans T^X\)o}.

Finalement, spit x (x) ç C^( K"), a v e c ) ( = l , si l x l < 6 , ^ = 0 si
l x l > 2 e (e suffisamment petit).

On considère :

A f - rr e1^^'^ - ^(yi9)) / N / ^ /A I - J J e X ( x - y ) a (x ,e ) f (y ) dyd9

On a la proposition :

Proposition 1.3 :

Soit E^ l ' image de 2^ par l 'application ( x , 9 ) - > (x,d t p ( x , 9 ) )
Alors (si e est assez petit) , on a A Ç OPS1"^! '^^(x, 2 ,s )

Démonstration :

On a A = b(x,D) avec

b(x,ç) =e-^ A.e^ -.H e1^'9) - ^C ) - < x-y,ç» ̂ ^ ̂ ^ ^

Ecrivons : < p ( x , 9 ) - \p (y ,9 ) = < x - y , r , >

avec
1

T ^ ( x , y , 9 ) = J1 (p^((l-t)x+ty,9) dt



Alors si e est suffisamment petit, l 'application ( x , y , 6 ) -> (x ,y, iq) est -

un isomorphisme d 'un voisinage conique V dans XX ( R^JO})

Soit ( x , y , « n ) -> (x ,y ,6 (x,y,T|) l 'application inverse, et on pose

J (x ,y , 'n ) = j^

On a :

b(x,ç)-JJe^^^-^x-y) a ( x , 8 ( x , y , n ) ) J (x ,y ,^ ) dy d-n

Par une troncature, on se ramène au cas où I T I - Ç | < - ~ - I c i , de sorte que

b ( x , ç ) ~ ;; e^^^-^ b ^ ( x , y , ç , ^ ) dy d^

avec b^(x,y,ç,.n) = x ^ ( ç , ( n ) y(x-y) a(x,6 (x,y,n) ) J(x,y,.n)

où ^ est dans S°, égal à 1 si 1 Ç 1 > 3 ( Iç-'nl +1) et 0 si Iç 1 < 2( Iç-rJ +1)

On étend b^ à X x ]R" x IR" x R" (prolongement par 0) et on réécrit cette
intégrale en posant :

c ( x , z , Ç , Ç ) = b ^ ( x , x - z , Ç , ç + Ç )

d' où

b(x,^) ~ JJ e122 c c ( x , z , ç , Ç ) dz dÇ = l (c)

Le seul point délicat est de montrer que

a(x ,C(x ,x -z ,Ç+Ç ))

est dans -
m,k ,k ̂ k^-k -k - k

QS 1 " 1 2

dans la zone où 1 Ç +Ç, 1 ~ I c i

Soit $ l 'application ( x , Ç , z , Ç ) -> ( x , 9 ( x , x - z , ç + Ç ) )

Pour z = 0

C = o

$ = (x,ç,o,o) -» ( x ,e (x ,x , ç ) )
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Avec ces notations :

a ( x , Q ( x , x - z , Ç + C ) ) = a o $

qu'on écrit sous la forme

a o $ = a o $ o $ o $

où $ est Inapplication : (x,9 ) -> (x,d (p(x,9)

~-1 m , k ^ , k ^ , k ^
a o $ est dans S ( V , E ^ , £ ^ ) , car $ est un difféomorphisme sur
le support de a.

$ o $ opère de V x I^xlR" dans V, et induit l ' identi t ié sur V, sur

Ï (x ,6(x ,x ,Ç)) = (x,fc,)

On peut alors appliquer la proposition (2.5) du chapitre 1 pour montrer
que

m,k ,k ,k, - k -k -k
a ( x , e ( x , x - z , ç + C ) ) . ^ ( ç > , Ç + C ) est dans QS -

La proposition en résulte-

On déduit de cette proposition l ' invariance par difféomorphis-
me . Il suffit en effet de prendre une phase de la forme < Y ( x ) , 6 > o ù
¥ est uîî difféomorphisme.

m,k ,k ,k
La classe d'opérateurs pseudodifférentiels OPS (X,î; ,S )

peut donc être définie lorsque X est une variété C°°.

Enfin on pourrait montrer par les mêmes méthodes (cf . [ l ] ) , la proposi-
tion suivante :

Proposition 1.4 :

Soient X et Y deux variétés C°°, $ : T^X\0 -> T^Y\0

Une transformation canonique homogène de degré 1 et F (resp. G) un
opérateur intégral de Fourier à support propre associé à $ (resp.$~1) .
On supose que S et £ sont deux sous-cônes C00 fermés de T^X\0 quasi-

m,k ,k ,k
transverses, alors si Aê OPS - ( X , Z ^ , E p ) , Fo AoG est dans

m',k^,k^,k
OPS (Y,$E^,$E^) avec m'=m+deg F + deg G



§ 2 Opérateurs d 'Hermite et construction de paramétrixes

On garde les notations précédentes et on pose :

(2.1) 3^(11,S^) i ̂  S"1-31-^-^,^,^)

Cette définit ion sera justifiée par la proposition (2.1) mais il nous

faut auparavant démontrer des résultats préliminaires.

Proposition 2.1 : Approximation successive

On suppose que Y et £ sont quasitransverses. Alors :

m k k
i) Soit a . ê S"1"311'1'̂  ( j = 0,..,oo) alors il existe a ç s ' 1? 2

tel que pour tout N, a - S a . ç s"1'"1 !̂ ̂ 2
J<N 3

On notera a~Sa.. Deux tels symboles diffèrent par un

élément de S^dO

• • ^ m~»j î ^ - i ~ J i k - j m k k
11) Soit a ^ ç s 2 ( j=0, . . ,oo) ,alors il existe a ê S t 1' 2

„ , m-N,k -N,k -N
tel que pour tout N , a - S a . ç s "

J<N 3

On écrira a ~ E a ^ . Deux tels symboles diffèrent par un élé-

^^2
ment de ÎC 2

Démonstration

Elle est la même que celle de la proposition 1.11 de [l]
m k k

si on remarque que S°(U) c S 0 1 ° î ° ( U , Z ,Z ) , que S l 1l 2 est un

espace de Fréchet (ici intervient l 'hypothèse quasitransverse), et

qu'on a le lemme suivant (analogue au lemme 3.12 de [l"])

Lemme 2.2 :

Soit ^ ( t ) ç C°°( ]R) , ^=0 si Itl < 1/2 , ^ =1 si It l > 1

i) Soit (p^ = ^ ( r A ) , À-çi^, alors cp^çs 0 1 0 ' 0 et l - ^ ê S ^ 0 ;

À, (p- est borné dans S î o ï o

1ii) On suppose que S. est définie localement par u . ( x , Ç ) = 0;..*^
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v
u ^ ( x , Ç ) = 0 (où l e su 1 sont homogènes de degré 0), on pose

/r E ^ lu^l^
^ = x(rA) X [ isl^ ^=1————

x \ 1

Alors ̂  ç S0 '0 '0 , 1 - ̂  e ÎC0 , X^est borné dans S2'2'2

Proposition 2.5 :

Si E^ et 2 sont quasitransverses

p"(u,^,^) ^(u^n^), OÙ^U^^HE ) = ns^'-^cu^.ns )
1 jç IN 1 2

La classe V^ a été introduite dans [ 1 ]

Démonstration: On prend des coordonnées locales adaptées (cf § 1.4 chap. I)
On a

-1/2^ .v2^
(2.2)

Jrd^)^ (rd^)^ (rd^d^)2

Montrons que ^(U.S^,^) c ^(U, S^S^) (l'autre inclusion est facile)

Soit alors a ç ̂ (U.S^ ,S^) , utilisant 2.2, on déduit facilement que :

a^r^rd^d^-^r^rd2^ )-3/2

pour tout j.

Il nous faut montrer que :

(2.3) ,(r-V2 ̂  (r-V2 ̂  ̂  ̂  (̂  (^)P.|

la..! la 1 i i
^• " ( rd^) - ; ' / 2 -———-———-- 1 ! 1

pour tout j.

On se ramène aisément au cas p=0, la 1=0,



Par hypothèse

„,-,/, ̂ ,',,,-V.^,^^,.|

S r" (••d,^)-!' (r'72,!,)-1'!';,.1/2,!^-'^' (r'^a^-IPl

pour tout j ' •

La proposition résulte alors du fait que .pour tout j , il existe j » tel
que

(2.4) (rd^)-J' (r1/2^)"'"11 r1/2,!/'"21 (r^d^-IP1 ^

j+ laJ+ la 1 + l p l

^ • ^ n r / 2

En effet (2.4) est équivalent à :

j+ loc^ 1 + la^ l + l p l

( r d ^ 2 ^ (^l^)3 ' (r^d^'^'Cr^d^1"2^1/2^)1?1

qui est toujours vérifiée pour j * assez grand grâce à 2.2.

Proposition 2.4 : On suppose E et y quasitransverses.1 — ^2
"^1^2,,

Soit P Ç O P S (X,E^ ,S^) . Alors P a une paramétrixe à droite Q dans
-m,-k^,-k^

j0115 si et seulement si :

j -m,-k ,-k
j i) II existe Q^ dans OPS - tel que :

J PQ-^ = I modulo OPS"172'"1721-17^,!; ,s )

1 1 2 -^^k2

i i) Pour tout A dans OF^X,^,^) , il existe B dans ORK""^ 2

tel que

PB = A modulo OPîC"1^2

Démonstration

Elle est analogue à celle de la proposition 6.1 de [1],
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compte tenu des propositions 2.1 et 2.3.

Dans les applications, i ) sera vérifié de la manière suivante :

Exemple de base 2.5

Soit P^ dans OPS 11 ^X.S^), P^ dans OPS 2Ï ^X.S^) et on suppose que
-m.,-k.

P^ ( i= l ,2 ) admet une paramétrixe à droite dans OPS 1 ^X,!;.) ( i= l ,2 )

m -un 2-1/2,k -1/2,k -1/2
Alors pour tout Q dans OPS - , P P + Q vérifie
la condition i) •

Dans les applications, ii) sera étudiée de la manière suivante. On SUD-
m k Irni , K.^ , K.^

pose que P dans OPS est un opérateur pseudodifférentiel régulier.

Dans ce cas, (Corollaire 1.4.3 chap. I) il est dans OPS^^^^X 2 HZ )

L*étude de ii) dans ce cas est faite dans [l] [2] et nous rappe-
lons les résultats qui seront utiles ici.

2.6 Rappels (cf [l],[2]

Soit 2 un sous-cône C°° de T X\0 de codimension v. On choisit dans un
voisinage conique d 'unpoin t de E, un système de coordonnées (u ,v) tel
que u(x ,Ç)es t homogène de degré 0, v est homogène de degré 1, et tel
que u = 0 définisse E.

On pose cA0"111^,^) = OPS1"11^, S)nOPS"1 (X)reg
Soit maintenant PÇt^ '^CX,^) etB dans OW '" '(X.S) de symbole total
p ( x , ç ) , b ( x , ç ) , alors il existe un opérateur P différentiel unique

2-i

^'U^l^^-^

tel que si a désigne le symbole de P o Q = A

a - P^ . b soit dans K1"^* -k/2-1/2

L*étude de PB = A, pour A dans ORK0, P danso^"1'1', se ramène! l̂0» étude de

P^(v) b = a

où aÇK 0 , b est cherché dans K"'1"'̂ 2.



Il est alors montré dans [2] que cette étude se ramène à l 'étude de

l ' inversibilité de P ^ v ^ dans C^ZO S^X ,^(]R^) au voisinage dans

S X de tout point de Sn S^X.

Dans le cas que nous étudions ici, l 'étude de ii) se ramène

donc à l 'étude de 1'inversibilité à droite de P , . dans
Zi^ i ' S? \ v )

c°°((;qn 2^)ns^x;tf( ]R 1+V2+V))

où P est de la forme :
^l"^

^ nz - n: a e^ua ̂ p
1 2 - i i — T i a P ^ u

l a ! + l p l < k +k

avec u = (ù^,..^i, u^,..,u^2 , w1,..^")

L'objet de l 'article [2-| était de montrer que l 'é tude de ce problème

se ramenait, sous certaines hypothèses (non vérifiées ici) à l 'étude de

l ' inversibilité dans^pour v fixé. L'objet du chapitre III sera de
faire une étude analogue pour le cas présenté dans l ' introduction.

^ ^ Le cas de j souscônes E , • . ,S .

Dans ce §, nous ne prétendons pas à la rigueur, mais présenterons briè-

vement certaines extensions possibles de la théorie.

Soit U un cône (^arbitraire, Z ^ , . . . , E . j sous-cônes fermés C°° de U.

Soit (i ,..,i ) la donnée de q entiers de [ l , . . , j-] tels que i ,<i,<. .<i
^ 1 2 q

On désignera par ( i ^ , . . , i )° le complémentaire de (i ,..,i ) dans

1 ^ 1 , ••^Jl.
On pose

- -\
d. . _ 1

11Ï12 ~ 1 1v\
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d. . = ——1——————,—— d.. = 1
1 - . - - 1 ^ 1 0
1 q s d~~i= i^ , . . , i ^ i

X. . désigne un champ de vecteur homogène de degré 0, tangent à S.i , • • i j1 (!
pour tous les i dans ( i , , . . , i )

En particulier

X . désigne un champ de vecteur quelconque1 < - • »3
X^ est un champ tangent à tous les S.

i . . i
X . . q désigne le composé de 1 . . champs de vecteursi . • • i i . • • i1 q 1 q

tangents à S. pour tous les i dans ( i . , . . , i ) .

On pose alors la définition suivante

Défini t ion 3.1 :

A chaque q- plet (i ,..,i ) , on associe un réel k_ .chaque q- plet ( i , . . , i ) , on associe un réel k_ .
m - k . ;"^ii , • - « i oo

> q (U,I ; , . . ,E .) la classe des fonctions COn désigne par S ' q ( U , 1;̂  » • • »E .
sur U telles que :

1 . . \ k. . - 1 . .
r -n- l,»»l i -r-r l-<•• l 1 - < « « 1

TT X. 1 . 1 a ^ r" TT d. . 1 1 1 1

•S^--^ 11"111 S^-^q ll"l<l

Cette classe a probablement toutes les bonnes propriétés, elle a été
construite pour être invariante par changement de coordonnées et pour
contenir des classes relatives à un nombre inférieur de sous-cônes Z , .

Citons seulement un lemme relatif au cas j=3 et qui correspond a la
vérification du point i) de la proposition 2.4
Ce lemme suggère comment passer du cas j au cas j+1 dans l 'étude de

1 * hypoellipticité.



Lemme 3.2

1 /? 1Soit P . ( i= l ,2 ' , 3 ) un opérateur dans OPS ' ( X , Z . ) et on sup-

pose que :
1 /2 1i) P. admet une paramétrixe à droite Q. dans OPS / ' (X,!;.)i

r,0i i ) P . P . + B admet pour tout B dans OPS , i/j, une paramétrixe à
1 3 .-1,-1,-1.droite dans OPS ' ' ( X , Z . , S . )

Alors P = P ,P P + \P +1tP + V P où (À, ,^ i ,v ) sont dans OPS° admet unl ^ j l ^ j re§

inverse Q dans OPS'"^2 '"11-11 '"1 ̂ ^^^(X,^ ,S ,2 )
tel que

P Q = I + f t avec R dans OPS-372 '-1 '-1 '-1 '0 '0 '0 '0

Nous ne démontrerons pas ce lemme ici, mais remarquons que :

• La condition (ii) est plus ou moins, si i) est vérifiée, la
conclusion de notre article

» Dans le cas où 0 OPS"3^'3 ,-3/2,-j/2, -j/2 ^ ORK^X,!; 02 PS )

l 'é tude de 1*hypoellipticité pour P se ramène à une étude d'inversibilité
dans ^> • On a ramené l*é tude à un problème sur 1 * intersection.
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CHAPITRE III ETUDE D'UNE CLASSE D'OPERATEURS DIFFERENTIELS A

COEFFICIENTS POLYNOMIAUX.

Ce chapitre suit étroitement l'article [ 2 ] dont nous reprendrons
pour l'essentiel les notations :

§ 1 Introduction

On garde les notations du § 1 du chapitre I. On pose ^(v,^. E et E

sont quasitransverses. ni k k
Alors si P est dans OPS ' 1 ' ^X,^,^) n OPS^(X), on peut écrire que

I • 0 Q

p = 1^1 < ̂  ^^1^^ ^V^ B

1 ^ 1 <^

IPJ+IP 1 + l p l < k +k
2 '^I^MPI k^k^

où A ç OPS 2 2
1 '"2' p

U^ (resp W 0 ) est un opérateur pseudodifférentiel régulier d'ordre 0 de
symbole u3 (resp \f3)

Pi 1 P1 .̂ P . 3

U,1 = (^) ^.^(U^ 1 , , ̂ ,
k^+k^

B est dans OPS 2

^ Def
Alors L = U. = u . + S d. . —— + 3 . Jl-

'(S^) ' J=l,2 1J ou. i ôwJ

"'"«vv •-•^'.^ ï-^
On en déduit que :



Z ^ /^PI ~Po R
P. .- = A ( v ) . L 1 L - M^
^^ I P ^ I ^ k^ . Pl^2113 1 2

'^^
I ^ I J ^ M ( 3 l ^ k^+k^

^l 1 4 - 1^ 1^^ou ^ Q Q es^ dans C (E.PE^) et est homogène de degré m+———————————P, , (3 , P 1 2

k^k^

2

\^+\^+^
Si E désigne l'espace vectoriel : ]R 3 ( u , , u ,w)

r^'~\ i ^Les symboles complets de L- , W peuvent être considérés comme définis-
v v.^-

sant les plans de (Ex E ) suivants :

.S . ( i=l ,2)es t engendré par les formes linéaires 0 (L ï ) ( u . , u , , u , w ) j = l , » . , V î

et par les formes aCM^Xw,^ ,î ,̂ ) j = l , . . , v

où (u ,u ,'v^) désignent les variables duales de (u ,u ,w)

7^! est engendré par les formes 0(M ) ( w , u ,u ,w) j = l ï " » » ^

j'. est engendré par les formes linéaires 0(L") , j=l,..,vî

On a .E n̂.̂  = ̂

Ici cr(L3) est le symbole complet de V

0(M) " " " " " M

§ 2 Une classe d'opérateurs pseudodifférentiels

y

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. E le dual de E.

Soient ( x , Ç ) les coordonnées de Ex E .

Soient V ' , ^ ' ï ^ ' , ^ , ^ ,v des entiers positifs ou nuls vérifiant :

TL = v! + ^2 + ̂

v^ = \J^ +v (i = 1 , 2 )
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On utilise la décomposition suivante :

\> * V"

^ = ]R ^ 1R ^ B^ :. (^,^,T' )

Défini t ion 2.1

m ,m ,m'
On désigne par S ( ̂ ) l 'ensemble des symboles sur IR^ qui
vérifient :

-^ o c ^ e ]N i, -̂  a' ç ]N^ ,

ô 1 ô0'2 ô^ , , , , , , , '"i-'aJ m- la j
^^ ^^^^2^^ ^ (I.IT.I.IT.I) 1 1 (I.IZ.I.IT.I) 2 2

'1 " •'2

(————î———— ^ — — — — î — — — — ) m ^ l a '
I + I T I + I T ' I I + I T I + I T ' I

'"1 ' 1^2 11
On notera S ( IR-J si m ' = 0

On a les propriétés suivantes :

n s"11-3'"1^».) ^(B.)
j€ IN

Si a es"11 ' "12 '1 '1 ' ; ^S"1'"12'"', a b € S"11'"11' m2+m2•m•+ml

2.4 Si on fait un changement de variable linéaire inversible du type
suivant

T! = ^î \ + E PÎ T t l = ^-V13!-''*

^2 = ^'^È ''2 + s ̂  T t l = ^-Y^-^

/ '̂ , ,
T ' = Sa^ T * = a . T *

La classe est conservée.

Soit J^( i=l ,2) un \^-plan dans (Ex E^)^. On suppose que ^ = £ Hj; est de
dimension v



On choisit alors un supplémentaire j;.dans j " . par rapport à ̂

Tn ® ^= .c^

On pose

je = '̂ ® .q® £2 = £!+ ^2

On peut identifier par le choix d 'une base 77( (resp. £ . , . { " . , £ ) à la donnée

d'une application linéaire M(x ,Ç) ( r e sp . L ^ ( x , Ç ) , L ^ ( x , Ç ) , L ( x , ç ) ) de Ex E^
v. v! ^^v^^

dans 1R (resp. K ±, 3R 1 , ]R 1 - ) .
i • - ' i

Rappelons (cf.[2]) la défini t ion :

Défini t ion 2.2 :

Soit S"̂  ]R ) l 'espace des fonctions f sur B^ 3 T, telles que

( I + I T I ) " ^ a Daf soit bornée, soit 2, un N-plan de (Ex E^) qu 'on identi-
^ ' •" • -X- N jnf ie a L une application linéaire de E x E dans JR ; on désigne par OPS la classe

des opérateurs d e ^ ( E ) dans sJ(E) telle qu' i l existe a dans S"̂  1 )̂
telle que :

A.f = (271)"" J e^-^ a(L(x,ç)) î ( ç ) d ç pour fç^(E)

Définition 2.3 : •

1 ' 2 'On dira que A appartient à OPS (E) s'il existe
"4 ,̂111' ^1^2 ^

a C S ( ]R'J telle que A est défini pour f dansJ (E) par :

A f = (271)-" J e13^ a(î^(x,ç), Ï^(x,ç), ^(x,ç)) î ( ç )dç

Remarque: La classe ne dépend pas des supplémentaires choisis de ^
dans j"^ et j;^ , et des bases choisies, ce qui justifie la notation
(ceci est du à 2.4)

II est montré dans [2"j que A est continu ded? (E) dans ^ ( E ) et que si

a est dans OPS010 , il se prolonge en un opérateur continu de L^E)
c-) «L ^ îJL Q

dans L (E) . 1 "
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On sait comment agit le groupe métaplectique (cf [ 2 ] ) et on peut
trer la proposition suivante :

Proposition 2»4 :

m ,m ,nr m ,m , m '
Soit P dans OPS. , Q dans OPS alors

^1»^2 ^,£2

m +m ,m +m , m ' + m '
P Q ê OPS, 1 " ' (E)

^1^2

-X- m ,m , m '
P est dans OPS - (E)

^1^2

On renvoie à [2] pour une démonstration analogue •

"^"S
S 3 Paramétrixes dans la classe OPS (E) (On suppose m * = 0 )

•^1^2

On dira dans ce § qu 'un opérateur est régularisant s'il est défini par
un symbole dans ~f( K^)

Remarquons que :

"^-Jyni^-j m +m -j
n OPS/ - " == n;ops, - (E) = OPS" (E)
j ^1^2 j £ ^

Autrement dit
"S-J "i^-J

H OPS »
j ^1^2

est régularisant

-yNotons qu 'un opérateur régularisant n'opère pas nécessairement de^E)

/dans^ (E) . Ce n'est vrai que lorsque s, = ( E x E ^ ) .

£-La proposition suivante sera utile.

Proposition 5.1

"1 '"^
Soit P dans OPS (E) ; on suppose qu ' i l admet un "inverse" à droite Q

•^1^2
-m ,-m

dans OPS. .. tel que
•"1^2

P° Q = 1 + R



avec R dans OPS 1-

£. ̂ ;r 2
~ ~ m l î ~ m 2Alors P admet un inverse à droite Q dans OPS tel que

JC-i ÏJ'9^1^2

P o Q = 1 + R

où d est régularisant. On dira alors que Q est une paramétrixe à droite
et que P est elliptique à droite.
L'énoncé de la proposition ainsi que la démonstration (facile) est à
rapprocher des propositions ( 2 . 4 ) et ( 2 . 1 ) du chapitre II.

Proposition 5.2 :

Soit P un opérateur elliptique à droite, alors s'il est inver-
v-P ~"m-j , —nio

sible à droite dans u ( E ) , il admet un inverse à droite dans OPS
•$"1».$"2

Démonstration

De par la propositon précédente, P admet une paramétrixe
à droite Q telle que :

P.Q = 1 + R, où R est régularisant.

Par ailleurs, il existe B continu de'J^E) dansj» ( E ) tel que :

P.B = 1

Alors Q - B^ est l'inverse cherché. Il est effet montré dans [ 2 " | Th.3.1
que si R est régularisant, 3>R est régularisant •
On a la proposition"duale"•

Proposition 3«3

m , m
Soit P un opérateur elliptique a gauche dans OPS „ , alors s'il est

^1^2
inversible à gauche dans ̂  ( E ) , il admet un inverse à gauche dans

-m ,-m^
OPS, - .
^l1̂
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Pour terminer ce § , donnons un exemple d*opérateur elliptique à gauche.

Exemple 5 . 4 ;

1 2Soit P ê OPS (E) , P ç OPS (E) et on suppose qu*il existe
•4 . -2

Q e OPS. \E) , Q.e OPS^E)
1 •L! " ^2

tête que

^1 = I - ^2 = T

Soit P = P P + A avec AÇ OPS 1 ' 2 ( E )
^l1-^

Alors P est elliptique à gauche

§ 4 Dépendance d 'un paramètre

On conseille vivement au lecteur de consulter le § 4 de [21
On suppose maintenant que j' et jf dépendent de manière C°° d 'un paramè-

tre \ de S.Mais dimji^W = \^ = cte dim.^(X) = v = cte dimj* (\) H £ (^) =

v = cte.
m m

Et on considère des classes C°°(z ; OPS 1 2 , . ( E ) ) , associées*
•L^ ^ A - / iJL^V^/

à des symboles dans (^(EîS 11 2( K^))

Un opérateur A est défini par :

A^f = (2Tt)"nJ l e^^ a(X,L^(?i,x,§), 1^0,x,ç), M(\,x,ç ) ) ^(ç)d ç

X parcourt Z (ou un ouvert de Z ) , M ( À . , x , Ç ) désigne une base de

J ' ^ (^ ) H £^(^) et ( L ^ ( X , x , ç ) , M(^ ,x , ç ) J forment une base de £. (À.) ( i=l ,2)

On pose la défini t ion suivante :

Défini t ion 4.1

On dira que A^ dans ^"(z, OPS 1 ' 2 / ) est régulièrement
L-i v"- / Î ^ O "

elliptique à droite, s'il existe Q dansÀ



CM(ï•op%K)m^)) tel que :

A^=I.R^ avec R^ dans C°(E,OPS^;^^)

Alors on montre, en utilisant le fait que

0 (T^OPS^L0 ^J = C ^ ^ O P S ^ ^ E ) ) et le § 4 de [2], le théorème

suivant :

Proposition 4.2 :

Soit A dans C (Z,OPS / - ^ / - x ) u n opérateur régulièrement elliptique
A- JC-l V ^ / Ï.Lr)^/

i droite

Alors si en un point X de S A, est inversible dans ̂  (E) à/ o / A, '

droite

i ) il existe un voisinage V- de X où A- est inversible a
o

droite
-m^,-m^

ii) II existe un inverse à droite Q- dans C (V- ,OPS / - ^ / ^ \ )
o S , ^ ^ ) ̂ ^x)

et on a la proposition duale •

Proposition 4.3 ;

ni^ ,m
Soit A- dans C (S,OPS / - x , . . ) un opérateur régulièrement elliptique

à gauche

Alors si en un point \ de S, A est inversible dans ^(E) à gauche,
0 ^-o

i) II existe un voisinage V de X où A est inversible à gauche
o

i i) II existe un inverse à gauche Q- dans C°°(V- OPS " ^ 2 / , ^ )
o .S'^AJ ,.C^(.AJ

Les propositions 4.2 et 4.3 permettent de résoudre comme dans \_2.~\
le problème posé à la f in du chapitre II.
L 'obje t des chapitres IV et V sera donc d 'étudier 1'inversibilité

de P en tout point v de I; H E^ H S X
E! "2

î1"^

* / ^ ( ^ ) i ^ ^ ' -
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CHAPITRE IV ETUDE DE L'INVERSIBILITE DANS '?

§ 1 Introduction

On étudie maintenant le problème particulier posé dans l'introduction.
Soit P = P^ P^ + Q

l'opérateur considéré et on suppose que Q est un opérateur pseudodiffé-
rentiel d'ordre 0 régulier et que P . ( i = = l , 2 ) est d'ordre 1/2 et vérifie

( H « ) 1 l.P^,'PP > 0 i=l,2

où p . désigne le symbole principal de P . .

Soit 2 . l'ensemble caractéristique de p . :

S . est un sous-cône symplectique de T X\0, on suppose que £, et S sont

quasi-transverses.
On veut construire une parametrixe à droite pour IP. Grâce à la proposi-
tion 2.4 (chapitre II) on se ramène à la vérification de deux points :

point i : L'hypothèse ( H ' ) entraine que P . admet une parametrixe à
1 /? 1droite dans OPS / » ( X , Z . ) .

Le point i ) se déduit alors de l'exemple 2.5 (chapitre I I ) .

point ii : II nous faut étudier î3 ̂
1"^2

p^ n z^ = pl(z^ n s^) • P2(z^ n s^) + (l(o»v)

où q désigne le symbole principal de Q.
On distingue alors les cas suivants :

cas 1 : S et Z? transverses

Dans ce cas, on peut choisir des coordonnées de telle sorte que :

1 22. est défini par u . = 0, u . = 0 ( i = 1 , 2 )



1 2 1 2S FI Zg est défini par u. = 0, u. = 0, u^ = 0, u^ == 0.

Les du" sont indépendantes ( i = l , 2 ; j = l , 2 ) .

Alors £. = £ .

^ n z^) = î ^"-V + a! ̂ -'V i=l-2

C ^ Ç Œ

ou L^d^D ) a été défini' en III. § 1 .

On omettra dans la suite l ' indice (Z.riS^) et on désigne par p. le

symbole de P. c'est une forme complexe sur ( E x E ' ) qu 'on peut consi"

dérer également comme un élément dans le compléxif ié de j * . ,

le 2-plan associé à S. .

Remarquons que l 'on a la propriété suivante :

Remarque 1.1

^tp^p,} = ^K^nz^ ^(z^)3 = l ̂ Ks^ns^) '^(s^ns^

c'est la conséquence du fait que l 'application P ~» P^, de OPS ' ( X , S )
00 1

dans C (Z,OPSj^) conserve les crochets.

Cas B : D i m ( S . H Z ) = 3

Dans ce cas, on peut choisir des coordonnées de telle sorte que :

< S. est défini par u . = 0 , w=0 ( i = l , 2 )

F ^ H S ^ est défini par u^=0, u^=0, w=0

et du- i duoi dw sont indépendantes.

Alors

pi(E nï ) = "i ^"'"u'1^ + p! M(w,u,D^,D^) (i=l,2)
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p. le symbole de P . / - ̂  \ est une forme complexe sur (Ex E ) qu 'on

peut considérer comme un élément dans le complexifié de je.

Cas(C) Z^ = E^

1 2Alors S. = Z est défini par u = 0 , u = 0

où les du sont indépendantes.

P^ = (oc^ î1 + a?î2) (u ,D^) ( i = l , 2 )

0^ ç 0;

On est bien dans la situation générale étudiée au chapitre III, le fait

que F. soit symplectique entraine de plus la propriété suivante :

(1.2) Dans le cas (A) LÎ^(u,D ) , î^u.D )] ^ 0 i=l ,2

Dans le cas (B) [î^(u,D ) , M •] / 0 i=l ,2

Dans le cas (0 [Ï1 , î2] / 0

II résulte de la remarque 1.1 , que P. / - , ^^ ^ qui est dans
1 \ î.'-i 1 *-'e-) )

C^E ns , OPS1 ) , admet une paramétrixe Q. dans C°°(E.nE- ,OPS~1);
- l - ^ l j . 1 l < i l j .

P p- est donc régulièrement elliptique à droite.
^1" ^2

Par conséquent, en vertu de la proposition 4.2 du chapitre III, il suf-

fit de montrer que en tout point \ de S.HZ^, P-, ^_ est inversible
0 1 6 2j^ f 1 Lp

dans 'Ï3 (E) à droite.

Dans le § suivant, on va montrer comment dans les cas ( A ) , ( B ) , (C) ,

on peut en un point de E nz , grâce à des transformations symplectiques
~1mettre p ^ , p p , L", M sous des formes réduites.

^ 2 Classification symplectique

§ 2.1 Le cas transverse (A)

La classification est déterminée par le rang de la 2-forme canonique
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ou sur (Ex E ) restreinte à j*= £, ® j - «

Ce rang est nécessairement supérieur ou égal à 2, car ,£ est symplectique

On distingue donc deux cas :

Cas A.l Rang (JD = 4

Autrement dit, j" est symplectique. On reprend pour (Ex E ) les

coordonnées ( x , Ç ) = (x , •.. ,x ,Ç ,... ,Ç )

Comme J L ( x , Ç ) , L , ( x , Ç ) } / 0 , on peut toujours supporter que

) L ^ ( x , Ç ) , L^ (x , ç )} = 1

y

II existe une transformation symplectique $ de (Ex E ) telle que

L ^ o ^ = x^

L ^ = ^

On note encore

1 2L , L les formes engendrant j - dans ce nouveau système de coordon-
nées

On pose

L^} = k^

L^.çl} = ^ 2

i = 1,2

Alors L^ + k^ Ç^ - k^^^l = L21

commute avec x et Ç et de plus J L * , L* } / 0 (On peut se ramener au

cas où c'est égal à 1) en raison de l 'hypothèse œ non dégénérée.

On peut alors trouver une transformation symplectique sur (x ,..,x ,

^'••^4) $2 telle ^^

^^ = ̂

L^0^ = ^ 2

On s'est ainsi ramené au cas ou :
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L! = x! L^ = ̂ Vl +^! ̂  "r "PI^ E

L^ = Si L^ = ̂ ^l + ^1

2 1Si dans le cas considéré ici, on avait pris L. = R é p . L. = Imp. et

si on avait y fp^ ,P^} = + 1 ,

alors après transformation symplectique ,

Pl^l-^l ' P2"als2 + ̂  + ^1^1 + ^l

où a^ , a^, P ^ , (3^ ê Œ

^fp^,?^} > o
2.1

Re(o^ ^ + a ^ x^) = 0 x^ = 0
çî

Im(a^ ^ + a ^ x^) = 0 ^ = 0

(Conséquence du fait que Rep , Imp définissent s, )

Cas A 2 ; Rang (JL) = 2

On montre qu 'on peut se ramener au cas où

Ll! = x! ^2 = ̂  +^! x! + ^1 ç! ^ ̂ i ç JR

L^ = ^ L^ = x^ +^ x^ +^ ^

PI = ^ i - 1 ^

^ = a! ^ + a 2 x 2 + ^^ l + P 2 X 1

où a^, a^, P^, p^ ç Œ et :

^IP^^} > °

2.2
et Re(a x + a xJ = 0 x- = 0

Im(a^ x^ + a x ) s? 0 x^ = 0

(Conséquence du fait que Rep Inip définissent s, )
iL ̂  1-1 &



§ 2.2 Dimension S, ^ £g = 1 : ^ cas (B)

Le rang de la 2 - forme sur j" = j— + j*^ est nécessairement 2.

Une étude du même type que précédemment montre qu 'on peut choisir ( à
1 2une transformation symplectique près) L ( x , Ç ) , M ( x , Ç ) , L ( x , Ç ) de telle

sorte que (le choix dépend également de la donnée de p et de p ) :

L^x,

M =^

L = x + a. y Ç^

PI ' ̂ l-^l

?2 = " ̂  + p! ^1 + ^2 x!

avec

(2.3)

a € Œ , a/^ 0

1 ! P^,^} > 0

§ 2.3 j^ = J;^ :le cas (C)

Ce cas est connu, on se ramène au cas où

L^ = x^ , L^ = Ç^ p! = ç!~ i x! P2 =: ç!~ i a x! avec Rea > 0"

§ 2*4 Conséquences : réduction du nombre de variables :

Cas A : Pour f dans0( JR ), un opérateur A de OPS ( ]R )
—————— ^1^2 l

est défini par

Af =(2ïi)"4 J e1 x-^ a(L^, L^, L^, L ^ ) ' ï ( ç ) d ç

D'ans le cas ( A . l ) , on obtient en mettant sous forme réduite :

(AfKx^ .^x^) = (27l)-2 J* e1^!^ + x^^ a ( x ^ , ^ , x ^ + ^ x ^ ^ ^ ^2 "^l

.^^

/\

f (^^2 î x 3 1 x 4^ dsl dç2
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On voit aisément que dans le problème qui nous interesse x et x ne

jouent aucun rôle, et on considère que A opère dans^?( ]R )

Dans le cas ( A 2), on obtient :
i x Ç

( A f ) ( x ^ , x ^ , x ^ , x ^ ) = ( 2 7 I ^ l J l e 1 1 a ( x ^ , ^ , x ^ + ^ x ^ -^Ç^x^+'a^ +

^l^^l^^^ dç!

x ne joue aucun rôle, on considère que A opère dans ̂  ( JR ) •

Cas B : On obtient :

(Af) (x^ ,x^ ,x^ = (2TT)-1 J e 1 1 a(x^,^,x^+^x^^^) î(ç^ ,x^) d |̂

x ne joue aucun rôle •o

Cas C ;

,-1 p1^! ̂  . ̂ ^.( A f ) ( x ^ , x ^ ) = (2Tc)-1 Je a(x^, ^)^(^,x^)dç^

x ne joue aucun rôle •

L'existence d'une paramétrixe à droite est donc ramenée à l'étude
de l'existence d'un inverse à droite dans t? pour les modèles suivants

P = P^ P^ + q , -q € Œ

Cas A l

p! -\ - ix!

P2 ^î\+a2x2+ ̂ x^^l

+ conditions ( 2 . 1 ) sur a , , a , P , P
Cas A 2

îll-\-i:tl
PS -»i ̂ "^^l'x^i

+ conditions (2.2)



Cas B

V 3 1 ^ - 1 3 1 !

P^ = a x^+P^D^ + p^ + conditions
(2.3)

Cas C

P, = D - i x,1 x 1

P = D - i a x Rea > 0

C'est cette étude que nous mènerons dans le § suivant .

^ 3 Etude de 1'inversibilité pour le modèle Al

On étudie 1'inversibilité à droite dansrf( ]R ) de

P = P^3 + q = (D^-ix^) Sl^^a^13!1^ + ^ ̂  + 1

II résulte des hypothèses précédentes que :

—1 2(D -i x ) admet un inverse à droite Q dans OPS ( ]R ) , j;, est maintenantx! 1 ï S,^ 1

4
considéré comme un 2-plan de Vt

—1 2
P» admet un inverse à droite Q dans OPS ( ]R ) ; .Co es^ maintenant
- 4 2considéré comme un 2-plan de JR •

Par conséquent, P P +q est un opérateur elliptique à droite et admet
-1 -1 2une paràmétrixe Q dans OPS~ '" ( ]R ) telle que
^1^2

P Q = I + R
avec d ç 0 OPS"'3'"^ ]R2)

j ^1^2

Mais H OPS"31"0 = H OPS"3 = OPS^°( ]R2)
j ^1^2 j •£le£2

(% est donc régularisant , au sens habituel, i.e il opère de'J ( JR ) dans

^ ( l î 2 ) -
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On est presque, dans la situation classique sauf que P n'est pas à indice,
.y.

on va donc étudier (PP qui lui sera un opérateur à indice dans des espaces

adaptés.

On va montrer la proposition suivante :

Proposition 3»1 :

KPP a un inverse dans ^( ]R ) si et seulement si Ker(PP^)U ét( ]R2) = 0

.)(-
On va montrer que PP est elliptique bilatere.

PP^ = (P P + q ) ( P ^ . P ^ + " q ) = (P.PÎ) <PoP^) (module OPS111 )
-l e-i û - L 1 1 ^ ^ J , )-Lr)

(P.P^) admet un inverse bilatere dans OPS" ( ]R2) , d 'où le résultat.i i j^

-2 -2II existe alors Q dans OPS ' tel que :
£^,£3

Q(PP^) = 1 + R

(PP^)Q = 1 + R '

ou R et R ' sont des opérateurs compacts de^dans^Set de^'dans ' ) '

On en déduit que PP est un opérateur à indice d ' indice nul de JQR2) dansîdR^

On est donc ramené à l 'étude du"noyau dans ~) ( TR ) •

Lemme 5.2 Ker (PP^) 0 J\ ]R2) = 0

Démonstration

II suffit de montrer que Ker P"^nJ( 3R2) = 0; on réécrit P"^
sous la forme suivante :

P^ = (D + i x ) ( a ( D + i x ) + )3(D - ix ) + Y < D + ixJ + ô ( D -i x _ ) ) + À
X, 1 X. 1 X , 1 X d, X ^

= ^A+ x •
où P. est inversible à gauche dans^( ]R )



a) Si \ = 0, il est clair que P est inversible à gauche et donc

Ker P^H -S( 3R2) = 0.

b) On suppose donc X / 0 , on introduit les fonctions d 'Hermite
kh ( t ) , k=0,. . ,oo qui possèdent les propriétés suivantes.

2i) c'est une base orthonormale de L ( ]R).

i i ) ( D ^ + i t ) h^t) = \f2 V'kTT h^t)

( D ^ - i t ) h^t) = p \fP h^t)

Soit u(x ,x ) une solution dans Ï? ( ]R ) de P^"u = 0, on développe u sur
la base des fonctions d 'Hermite :

u(x ,x ) = 2 a h^x ) h^x ) = E a ., h31"
- i k 3 4 k 3
J î"- 0 »K

On veut montrer que P^u = 0 o u = 0

or

P(a^ h3111) = o c . 2 V ( j + l ) ( j +27 a^ h^2^

+ (2p j +?.) a .^ h3^

+ 2y (Vr'nTTFTTTTh3-'111'-'1 . a..
3*^

+ 2 6 (VTT'ï'DT'oc.. h3''111'"1

Ok

On en déduit que P^u = 0 »

(3.3) ( 2 { 3 j + \ ) a ^ = - 2 ( x V ' J ( J - l ) ' aj.2,k - ^ ^k1 • "'j-l^-l

- 2 ô V j ( k + l ) ' a . , , ,3-1,k+1
On suppose que :

C2(3j+?0 / 0 , -V^j < j^

Alors (3.3) implique que :

^k = ° ^ k , ^ J < J,

Si donc (2(3j+ ^) / 0, -^ j , alors P^"u = 0 =» u = 0

Si il existe j tel que :
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(2pj + \) = 0 , alors il résulte de ( 3 . 4 ) que

u = (D + i x ) ° v
x!

avec v dans 3( JR )

P^u = 0 o P^(D +ix,) ° . v = 0
A X^ 1

Or on vérifie que pour tout À.

^(\^xl)30-(\+ixl)30 ^2^

Par conséquent, lorsque (2(3j +\) = 0

^R- ° (D^ + i x 1) 3 0 = <D + ^i^0^-2P3^ x^ 1 x^ 1

On reconnaît là un procédé de concaténation LS^

Or Ker P^ UJ? ( K2) = 0 (d'après a))

On en déduit que

P^ (D + i x ) 0 v=0 ^ (D + i x J ° o P^ v = 0—«-p • x^ -i- x^ i o

o P^v - 0

» v = 0 » u = 0

c . q • f . d •

§ 4 Etude de 1 * inversibilité dans*j( ]R ) pour le modèl.e A 2 *

On étudie dans'3 ( ]R ) l 'opérateur

P = P P + q = (D - i x ) ( a ( D + i x ) + |3(D - i x ) + y x + ô x ) + q
1 & X^ 1 X , 1 X, 1 6 0

Comme au § précédent, on se ramène à l 'étude de PP



On montre la proposition 4.1

Proposition 4«1

IPP a un inverse dans ^( 1R ) si et seulement si pour tout (x - , x_ )ç E

Ker (PP^ ) nJ ( ]R) = 0" ̂
On montre comme au § précédent que PP est elliptique, c*est à dire
qu^l existe Q tel que

Q (PP^) = 1 + R avec ff, ç opsj^o( R3)

(PP^)Q = 1 + R* R * ç OPS^°(]R3)

où £ est le 4-plan engendré par x, ,,Ç. ,x ,x , la proposition résulte
alors de la démonstration du théorème 3.1 de L2"](point ( i i i ) -» i).

On vérifie alors aisément que Ker (PP^ ) D d? ( ]R) = 0 ; en effet,
^^

ceci résulte Ker P^ nj?( ]R) = 0
X21 X3

On montre ce point en remarquant que

^^l > ° <» Indice P^ = -2 =» Ker P^ n j ( 1R) = 0x^,x_ x ,x«
[P^,P^ > 0 2 3 2 3

On montre par la même technique que P est inversible à droite dans
^( TR ) , ou j ( ]R) dans les cas B) et C) .
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CHAPITRE V APPLICATIONS

§ 1 : Enoncé des Théorèmes : le cas quasitransverse

Les propositions 2 . 4 , 2.5 chapitre II, 3.2 chapitre III, 4.2 chapitre III,
et 3 . 1 , 3 . 2 , 4 . 1 , nous permettent de démontrer le théorème suivant.

Soient P. et Pg deux opérateurs pseudo-différentiels réguliers sur un

ouvert X de ]R d'ordre 1/2 dont le symbole principal p. (resp. p ? )
vérifie l'hypothèse :

( H * ) - [ p , p } - > 0 lorsque p ( x , Ç ) = 0.i x, ̂

Soit 2 . le cône caractéristique de p . , on a alors :

Théorème 1 . 1 : On suppose que S, et Z? sont quasi-transverses, alors
V A opérateur pseudodifférentiel régulier d'ordre 0, l'opérateur
P = (P o P + A ) admet une parametrixe à droite dans OPS" 1' - 1 f" 1(X,S ,Z ) .
Par passage à l'adjoint, on considère la situation exposée dans l'in-
troduction : Soient P. et P^ deux opérateurs pseudodifférentiels régu-
liers sur un ouvert X de ]R11 d'ordre 1/2 dont le symbole principal p^
(resp. p , , ) vérifie l'hypothèse.

( H ) î [ p , p } < 0 lorsque p ( x , Ç ) = 0

Alors :

Théorème 1 . 2 : On suppose que E. et Sg sont quasi-transverses, alors
V A opérateur pseudodifférentiel régulier d'ordre 0, l'opérateur
P = (P . . Pô + A ) admet une parametrixe à gauche dans OPS"1 ?-1 ? ' " 1 ( X , 2 Z g ) .

En particulier, P-iPp + A est hypoelliptique avec perte d'une dérivée.

§ 2 : Démonstrations des théorèmes 1 . 1 et 1 . 2 dans le cas général.

Soit donc à étudier P P + A où p. et p vérifient la condition ( H )



et les hypothèses du § précédent.

Z est défini dans T X\0 par Rep = 0 , Imp = 0

S est défini dans T X\0 par Rep» = 0 , Imp» = 0
& <L tL

On utilise alors une idée de L G ] .
0

On considère X y]R 5 (x ,z ,z )

et T^XylR2)^ 3 (x, z^ , z^ , ç, q , Ç^)

•${•
On identifie T (X)\0 au sous cône z = 0 , z = 0, Ç = 0, Ç = 0

et soit U le cône défini par I C . I + I C o l < e | ç | .

Dans ce cône U , il est clair que des symboles pseudodifférentiels

sur T (X)\0 peuvent être considérés comme des symboles sur U indépen-

dants de ( z , Ç ) .

Ainsi P», A définissent des opérateurs P» , A opérant sur les micro-

fonctions dans U .

P» est caractéristique sur T, défini dans U par Rep» = 0, Imp = 0.

On considère S, défini dans U par :

^1
^PI + ^T72 = °

l2
1^

Imp! + T-TT72 = °

et soit P. l 'opérateur pseudodifférentiel sur U de symbole

Cl . C2
pl " p l + ITF72 +1^72

On remarque alors que 2^ et Z^ sont transverses dans U et que Z . ( i = l , 2 )

est symplectique de codimension 2 si e est choisi suffisamment petit ;
en effet. :

]• t 'Pi,^) = { [pi,57.1 Pour ^=0, Ç^=0
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- t p ^ » P I ) étant strictement négatif lorsque Rep,=0, Imp =0, - [p,,p }

est strictement négatif lorsque | Ç , | + | Ç - | < e | ç |

^--^m

Imp Î2
i --^T7-2

pour e suffisamment petit.
On considère l'opérateur :

P = P^.P^ + A

alors P é OPS1*1 ̂ (U,^. ,Zg) et vérifie microlocalement dans .U les

hypothèses du théorème 1.2.
De plus le symbole de P ne dépend pas de (z ,z-) .

Il existe Q dans OPS"1 »"'1 ? ""1 (U,S ^ ) tel que

Q o P = I + R

où R est régularisant dans U (ie pour toute distribution ^ dont le WF* est
dans U, Ru est C°°).

De plus le symbole de Q et (l ne dépendent pas de z . ,z? en un sens
évident.

Soit ^ et "P les symboles complets de Q et P, si on désigne par # la loi

des symboles dans U, on a :

(2 .1) î ( x , Ç , C i , C 2 ) f ' p ( x , Ç , e ^ , Ç ^ ) = l+ r (x ,ç ,q ,^ )

où ï est dans S" ( U ) , ^Ï,p\7 ne dépendent pas de z, , z-
On désigne par yy la loi de composition des symboles dans T X\0. Alors

(2 .2 ) ^(x^Ç^) # p ( x , ç , C ^ Ç ^ ) = ' q ( x , ç , ^ , C 2 ) € ) ' p ( x , ç , ^ , C 2 )

= l+?(x,ç,^,^)



# est multiplicative en Ç. , Ç^ sur les symboles qui ne dépendent pas
de (z ,z ) (modulo S~00).

En effet , on a :

'q f 'p = I ( c )

avec c = (2TT)-^-2 He1^^'2-°^(x, ç+t, ̂ Ç')'p(x-^, ç ,Ç ) dx. dç. dz. d^

Formellement, on peut écrire :

I ( c ) = (2 îT)- n Je i x • s .p (x-x ,ç ,C) ^ÏÏr^x.ç+i.ç+^e1^^ d^J dx dÏ

= (210-" Je13"^ p(x-'x, ç,0 . 'q (x ,ç^ ,C) d^ dç •

= P(. , . ,Ç) ( J )q( . , . , C ) .

Cette formule est exacte sous des hypothèses convenables d'intégrabilité
sur ^[.p^.'q.'p (Théorème de F u b i n i ^ . Classiquement^,^, ^[(. , . , Ç ) ,'p(. , . ,Ç )
étant des symboles dans un S^/^ , on peut se ramener à ce cas par
intégration par partie (utiliser un opérateur P tel que :

p^Cx.^.'e) , .iGc.s^.e^ ^ ̂ _

On peut faire Ç = 0, Ç, == 0 dans ( 2 . 2 ) , et on obtient

(2 .3) ' q (x ,ç ,0 ,0 ) ®'p(x,ç ,0 ,0) = ' q ( x , ç , 0, 0) ® p(x , ç)

= l + r ( x , Ç , 0 , 0 )

Posons q ( x , Ç ) = ' q ( x , Ç , 0 , 0 ) , q est le symbole complet de la parametrixe
de P.

La question est de savoir dans quelle classe est q ( x , Ç ) . Il est immédiat
que q ( x , Ç ) est dans S^(T^X) car 'q (x , Ç,^ , Ç ^ ) est dans S ° ^ ( U ) , mais

il est d i f f i c i l e d'être plus précis dans le cas général.
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On a le lemme suivant :

Lemme 2.1 : Soit q'(x, Ç,^ ,^) dans S"1^!»^ (U,2 S ) . On suppose

que tout champ tangent à 2, et S- peut s'écrire comme la

somme d 'un champ tangent à 2. et 2 et d 'un champ nul sur (Ci =0, Çr»=0) ,
-L ^ 1 &

alors q(x ,Ç) est dans S^l^d^X,!; 2 ).

Il importe de remarquer que l'hypothèse du lemme n'est pas vérifiée
dans le cas général.
On pourrait par contre, en utilisant ce lemme ramener l'étude du cas
quasitransverse à l'étude du cas transverse.
Dans le cas général, on a cependant les propriétés suivantes :
Si Q est la parametrixe, Q , QP^, QP^, P^Q, P^Q sont dans OPS° ( X ) ,

ceci nous suffira pour l'application aux systèmes.

§ 3 : APPLICATION AUX SYSTEMES

Utilisant les théorèmes précédents, on montre les deux théorèmes suivants

Théorème 3.1 : Soient P. et Pg deux opérateurs pseudodifférentiels

réguliers d'ordre 1/2 vérifiant ( H ' ) .
Alors pour tous opérateurs pseudodifférentiels réguliers d'ordre 0,
A et B , le système :

p! A

B P.
P = x

admet une parametrixe à droite Q = ( Q . . ) i=l,2 avec Q . . ç OPS° ( X ) .
13 j = l , 2 13 1/2

Théorème 5.2 : Soient P. et P- deux opérateurs pseudodifférenUels
réguliers d'ordre 1/2 vérif iant ( H ) . Alors pour tous opérateurs

psèudodifférentiels réguliers d'ordre 0, A et B, le système

( p ! A \P = ( „ p j admet une parametrixe à gauche Q = ( Q . . ) i=l ,2 avec
v 2/ 13 j= l , 2

Q . . ç OPS.y^(X) . En particulier, le système est souselliptique avec

perte d'1/2 dérivée.



Esquisse de la démonstration du Th. 3.2

v [ P -A\
On pose P =

\ - B P ^ /

IP2P1~AB i:p2'A] \P.P = " 1 2

^ - L B , P ^ ] -BA+P^J

v
Les termes diagonaux de P.P (et dominants) sont du type étudié au §2.

v
On en déduit un inverse à gauche pour P.P, d 'où un inverse pour P̂ .

La classe obtenue dans le théorème se déduit aisément du calcul sym-
bolique.

Le théorème 3.2 répond à une question posée dans [3J.
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