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CONSTRUCTION DE PARAMETRIXES POUR DES OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS
CARACTERISTIQUES SUR LA REUNION DE DEUX CONES LISSES

par Bernard HELFFER.
(Ecole Polytechnique)

INTRODUCTION

On se proposé de construire des paramétrixes pour une classe
d'opérateurs pseudo-différentiels sur X dont l'ensemble caractéristique
est la réunion de deux cdnes C . La construction de paramétrixes pour
des classes d'opérateurs pseudo-différentiels dont l'ensemble caracté-
ristique est un cone ¢” 5 a été réalisée dans de nombreux articles ([7]

[17,[3], etc ...). Rappelons ici un résultat bien connu E4].

Soit P un opérateur pseudo-différentiel sur un ouvert X de
r" régulier d'ordre m(i.e son symbole admet un développement asymp-
totique en termes homogénes) dont le symbole principal p vérifie la

condition

() %ip,}}x,g < 0 lorsque p(x,§) =0

Alors l'opérateur P admet une paramétrixe a gauche Q qui permet en

particulier de démontrer 1l'hypoellipticité avec perte d'1/2 dérivée.

Rappelons également le résultat suivant qui motive 1'étude
faite ici.

Soit P, , un opérateur pseudo-différentiel régulier d'ordre
2m-1, alors P2+P2m_1 admet (sous l'hypothése (H) sur P) une paramétrixe
a gauche Q donnant 1'hypoellipticité avec perte d'une dérivée (cf.[77.)

On considére ici le probléme suivant
Soient P1 et P2 deux opérateurs pseudo-différentiels réguliers

sur X d'ordre 1/2, dont les.symboles principaux pj(j=1,2) vérifient (H) ;

Soit A un opérateur régulier d'ordre O.
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On considere

P =P . P_+A

et on se pose la question suivante

Peut-on construire une paramétrixe pour P donnant 1'hypoellipticité
avec perte d'une dérivée ?

On montrera au chapitre V que c'est toujours possible, le fait intéres-
sant étant que l'on peut se passer de faire des hypothéses sur la
géométrie de T, et I, (ou g (i=1,2) désigne 1l'ensemble caractéristique
de pi).

Dans les chapitres II, III, IV, on supposera que 21 et '3, sont quasi-

2
transverses, mais on montrera au chapitre V que 1l'on peut toujours se

ramener au cas ou z et Z, sont transverses en "ajoutant des variables'.

Au chapitre I, on introduit une classe d'opérateurs pseudo
différentiels adaptée au probléme et qui généralise la classe intro-

duite par L. Boutet de Monvel dans [17].

On montre, au chapitre II, que des hypothéses du type (H)
permettent de ramener la construction de paramétrixes a gauche ou a
droite a 1'étude de 1'inversibilité d'opérateurs différentiels a !
coefficients polynomiaux. On suppose ici que 21 et 22 sont quasi-trans-

verses.

Le chapitre III, calqué sur l'article [2], développe la
théorie adaptée a 1'étude d'opérateurs différentiels a coefficients
polynomiaux. Il s'agit pour l'essentiel de montrer que, si on a une
famille d'opérateurs différentiels a coefficients polynomiaux &épendant
de maniére C° d'un paramétre, alors on peut déduire de l'existence d'un
inverse pour toute valeur d'un parameétre, 1'existence d'un inverse dé-
pendant de maniére C du paramétre. La réponse positive a cette ques-
tion est bien entendu liée a la forme particuliére des opérateurs

' s ’ ’
considéreés.

Au chapitre IV, on fait 1'étude de l'inversibilité pour
chaque valeur du paramétre ; l'algebre linéaire symplectique permet de

ramener le probléme a 1'étude de quatre modéles simples.



Au chapitre V on énonce les théorémes généraux, on montre
comment on peut ramener la situation générale au cas transverse et
on traite une application a la sous-ellipticité des systémes. En

particulier, on répond positivement a la question suivante

Soit

ou P1 et P2 sont des opérateurs pseudo-différentiels réguliers d'ordre
1/2 dont le symbole principal vérifie (H) et ou A et B sont des opéra-
teurs pseydo-différentiels d'ordre O régulier.

Alors P admet-il une paramétrixe a gauche donnant la sous-ellipticité

avec perte d'1/2 dérivée ?

Le plan de cet article est le suivant

CHAPITRE I

m,k1,k2,k

§ 1 Définition de la classe S (U,zl,zz)

§ 1.1 Préliminaires

§ 1.2 Rappels sur la classe de L.Boutet de Monvel
§ 1.3 Le modéle local dans le cas transverse

§ 1.4 Le modéle local dans le cas quasitransverse

§ 1.5 Définition invariante
§ 2 Estimation pour certaines intégrales oscillantes

CHAPITRE II

§ 1 La classe ops™ ¥1:K2:

k
(X,2,,%,)
§ 2 Opérateurs d'Hermite et construction de paramétrixes

§ 3 Le cas de j sous-cones 21,..,2j

65
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CHAPITRE III

§ 1 Introduction
§ 2 Une classe d'opérateurs pseudo-différentiels
§ 3 Paramétrixes dans la classe OPS"1'"2 (g)
142
CHAPITRE IV
Btude de_1'inversibilité dans Y
§ 1 Introduction

§ 2 Classification symplectique

§ 2.1 Le cas transverse
§ 2.2 Le cas quasitransverse Dim £1F\£2 =1
§ 2.3 Le cas quasitransverse £ =5,

§ 2.4 Conséquences:réduction du nombre de variables
§ 3 Etude de 1'inversibilité dans 3jpour.1e modele A1

§ 4 Etude de 1'inversibilité dans 3 dans les autres cas

CHAPITRE V
Applications

§ 1 Enoncé des théorémes - Démonstration dans le cas quasi-

transverse.
§ 2 Démonstration dans le cas général

§ 3 Application aux systeémes



CHAPITRE I ETUDE D'UNE CLASSE DE SYMBOLES

§ 1.1 Préliminaires
Onconsidere Uun céne C° arbitraire de dimension N+1, et U (i=1,2)
un sous cone fermé C° de codimension vy

On dira que T, et I, sont quasitransverses si

1 2
210 ):2 est un sous cone fermé C de U, tel qu'en tout point p de zlﬂ 22,

Tp(Zlﬂ £,) = Tp(z1)n Tp(zz)

On dira que %, et 22 sont transverses s'ils sont quasitransverses et

1

si 210 22 est de codimension \)1+v2.

1 et 22 sont transverses, c'est dire qu'il

. . 8o N . 1 \% 1 Vv
existe des fonctions C sur U homogenes de degre O, ul,...,u11; u2...u22

Localement, dire que T

telles que les formes dui sont indépendantes, et telles que

z, est définie par ui =0 jeee} “\1}1=0
1_o . Va2 _
22 “2-0 Jeoees u, =0
1 Y 1 Y
£, 02, u =0 ... u11=0,u2=0,..,u22=0

Dire que 21 et ¥  sont quasi transverses, c'est dire qu'il existe des

2

. 1
fonctions C° sur U homogenes de degré O, ui,...,u\;1; wl,..,wv,u;,..,u;2

telles que :

- les formes du‘z s dwk sont indépendantes

.

P 1 \Y

21 est definie par u1=0,.--, u11=0, w1=0,..., wV=O
]

I, est définie par ué:O, , u;2=0, w1=0,..., w’ =0

[] . '
v 1 \Y \%
11=0;u =O,...,u2=0;w1=0;...;w =0

L ps 1
n t d i
z Z, es éfinie par u 5 5

1 2 1

=0je003u
On peut prendre alors localement comme systéeme de coordonnées

(“1 ’uzoquyr) = (ul,u2,w,€r)

67
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ou

vl,...,vu sont des fonctions C° homogénes de degré 0(u=N-v1-v2+v)
et r est homogéne de degré 1 strictement.positive.

Dans lanotation du second membre V est un systéme de coordonnées d'un

cone localement isomorphe a RMxR'

Si £ est un sous-cone ¢” arbitraire de U de codimension V,
on notera (d2)2 la somme d'une fonction strictement positive homogéne
de degré -1 et d'une fonction homogéne de degré O s'annulant exacte-

ment a l'ordre 2 sur %.

Si ¢ est défini localement par u1 =0y000, uV:=0, on pourra

prendre

\%
d_ = T u +%
i=1

On utilisera constamment la définition suivante
Soient f et g deux fonctions ¢ sur U, on dira que
fse

si, dans tout sous-cone V de U a base compacte, il existe C> 0 et r,

telle que
f < Cg

pour r> r, dans V.
Enfin, tout ce que nous ferons dans la suite est 'local", c'est a dire

que pour les applications que nous avons en vue, on peut toujours se

restreindre a un voisinage conique.

§ 1.2 Rappels sur la classe de L. Boutet de Monvel [1]

Soit T un sous cone C° dans U défini par u =0. Si on

prend comme coordonnées locales (u,v,r), on pose 1la

Définition 1.2.1

Si m, k sont des réels, on désigne par Sm’k(U,z) 1l'ensemble



de toutes les fonctions C. a(u,v,r) sur U, telles que, pout tout entier
b€ N, tout multi-indice o €NY, BE N, on ait

o a_Q_B(L)p m-p k-lal
(SE) (OV) or a| s Iz

Pour étudier 1'invariance par difféomorphisme, L. Boutet de Monvel

avait montré 1'équivalence avec la définition suivante

N ) . .
Soit ¥ un sous-cone C dans U de codimension V

Définition 1.2.1'

Si_m,k sont des réels, on désigne par Sm’k(U,z) 1'espace de
toutes les fonctions C. a sur U, telles que, pour tous champs de vec-
teurs Xl,.., xP , Yl,.., Y 4 coefficients d”, homogenes de degré O,

avec les Xj tangents a £, l'on ait
Ix'.. xP . yl.. v al < rmdl;_q

L'équivalence locale de ces deux définitions vient du fait que

si X est tangent a ¥, il peut s'écrire sous la forme

= el 2 2
X =2 a_. Ouj + bj v + Cer >r

]

ou a, , bj,c sont C° homogénes de degré O (donc sont dans S ’0) et

J
aj s'annule sur T (donc est dans So’l)

§ 1.3 Le modéle local dans le cas transverse

Soit U le cone RN X R+ » on prend comme coordonnées :

RN« RS ::(u,r) = (ul,uz,v,r) € RV x rY2 x RN-V1-V2 Rt

Soit Z, (i=1,2) le cone défini par u, =0

On définit d par :
R

1 1,1
d T dg d
I %

Soient m,kl,kz,k des nombres réels, on pose la définition

69
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Définition 1.3.1

m,kq ko, k

On désigne par S (U,21,22), 1'espace de

toutes les fonctions C- a(?f) sur U, telles que, pour tout entier p€NN

et tous multi-indices a, €N'1, a, EN'2, eV V17V2 on ait :

(—° )al ( 2 ( <" ger-lagl Ja-lagl )k

bul bu bv 21 ):2 21,22
L'inégalité
1.3.1. " V2¢4 <1 i=1,2 ,r V2¢q <1

5 )05,
entraine 1tinclusion
m, kg ko, k m-1/2.kq- ~1/2.ky= ~1/2.k-

1.3.2. S (V) 51/2 1/2 2 (v)

Rappelons [5] que s" (U) est la classe des symboles tels que

1/2,1/2

1.3.3. Yo ENY, ¥p €N

lal
(bu ( |§Pm+ 2

On notera
m,kq,ko
S (U,zl,zz)‘ lorsque k=0

L'introduction d'une telle classe est justifiée par les rémarques

suivantes :
1.3.4. skl (g n) c s"K1 Oy 5 5 ) :
1 11%2
1.3.5. smk2y 5 ) c ™k y 5)
() 1’72
nl 1] 1
1.3.6. si p, € gmok1, ko, k py€ 8" Wkqs kg, k

: mem' kq +k] ,ko+kh ,ke+k!
PyP, €S

La proposition suivante nous permettra de donner une définition

intrinséque ultérieurement.



Proposition 1.3.2

Soit X un champ de vecteur a coefficients C* homogéne de

degré 0. Alors
i) Si X est tangent a 22, X est dontinu de

m,kq,ko,k m,k1-1,ko,k

s —7s

ii) Si X est tangent a 0 X est continu de

Sm,kl,kz,k__ysm,k1,k2-1 Wk

iii) Si X est tangent a b et Zys X est continu de

gMaky koo k —> (myky ko k

iv) Si X est quelconque, X est continu de

mykyokgok 5 mykq,ky k-1

S
Démonstration
\% \Y N-vq-V
1 2 1-VvV2
X = 3z a; _Q; + % a bi + 3 bi o ., c r2
i=1 bu1 i=1 bu2 i=1 bvl or
ou ag, b. , ¢ sont des fonctions ¢™ homogénes de degré 0, et sont donc
dans §°1°°9°

(iv) s'en déduit aisément.

Si X est tangent a 0

est facile de voir qu'elles sont alors dans S

‘alors les fonctions ai s'annulent sur 21 et il
o,1,0,0

Le point i) (et ii) s'en déduit.

Si X est tangent a 21 et 22, alors les fonctions

1 . 2 L.
ai s'annulent sur 21 et les fonctions ai s'annulent sur % on veri-

2‘
fie alors aisément (iii).

Ces classes ont bien entendu d'autres propriétés, mais que nous
exposerons dans un cas qui généralise la situation précédente, i.e

le cas quasi-transverse.



§ 1.4. Le modéle local dans le cas quasi-transverse

Soit U le cone R'xR' ,

On désigne par

N-vi-vé-v % +

~ : Vi mVa o mY
u=(u,r) = (u1,u2,w,v,r) ERIxR 2xR x R R

la variable de U, et soit

z,(i=1,2) le sous-cdne défini par u;=0, w=0

Ei(i=1,2) est donc de codimension v; = vi +V

d_ est défini bien entendu par : a2 = lul? . w21
Zi 21 1 r
d est encore défini par : d -1 d-1 + d_1
21 [} 22 21 , 22 21 22

on pose la définition suivante

Définition 1.4.1

Si m,ki,kz,k désignent des réels,

on désigne par smk1,k2,k , 1'espace de Fréchet de toutes les
fonctions C° a(;) sur U, telles que pour tout entier p et tout multiia-

dice aIE]NVi , a.zeleé , a€nN’, pen VIVEY | on ait

) ) (o

On notera encore simplement S

kq-laq|l ko-lasl -1
o alagl ko-lagl k-lal
) pa

2 I10Zy

k2 si k = 0.

Lorsque V = O, on retombe sur la définition 1.3.1, de sorte que

m,kl,

tout ce que nous montrerons dans ce § s'applique au cas précédent.

Les propriétés 1.3.1, 1.3.2, 1.3.4, 1.3.5 et 1.3.6 sont bien entendu

vérifiées.

Donnons un exemple de symbole appartenant a cette classe.



Exemple 1.4.2 :

oo

. m L . ~
Soit a dans Sreg(u) un symbole semirégulier (a ‘2 am-j/2)
i=0
et soient k ,k, deux entiers positifs, alors a est dans Rl KL I
et seulement si ’
B, B
- 172 B
(1.4.1) am-j/z (ui,uz,w,v,r) = I%I . CBllBZ!B’j ugu,w
1~ 1
<
|B2| < k,
. +
gyl + 1Byl + 1Bl = (-5 +k +k,)

ou C . est une fonction C. sur U homogéne d‘ordre m-3j/2
E1!B21BQJ

La condition est vide pour j>k1+k

2

Démonstration

La condition suffisante est facile a vérifier ; montrons que

la condition est nécessaire.

Utilisant un développement de Taylor (et raisonnant par j croissants

successifs), on doit montrer que

By P2
obugl f“g_2 oi_a dm-jsz = 0 sUr EEE NI,

dans les cas sl;ivants :
(a) lorsque |B1|+IB2|+|BI+J‘ <k1+k2
(B) lorsque |51l+1321+lal+j =k +ky

(B1) gl + Iazl <ky-j

(B2) Ipl + I | <k -3
Cas A :

I1 résulte de l'estimation sur Zlﬁ }:2 que :

P oP2 Hf ~( Ik1-lﬁll) (kz-lﬁzl) —
- —a_ . <srr 2 r- 2 r 2
buil1 cugz o M- i/2
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Le terme de gauche a comme homogénéité m-j/2, celui de droite

k1+k2-l31!-lszl-lsl ) :
- - d'ou le résultat en faisant tendre r

m -
! 2

vers 1l'ec .
Pour la vérification de (B1) et (B2), on raisonne en tout point
de z, extérieur a 5 ( ou tout point de z, extérieur a 21),.1e résul-

tat est alors celui de [1].

Corollaire 1.4.3

> >
Pour kl__O, k2_ (0]

m,kq,k m m,kq+ko
s 2(U,2y57y) 0 8 (V) a8 U,z N x,)

Ce corollaire évident permet de relier la théorie développée ici a

celle développée dans (1] [2] ; on en verra bientot des applications.

Exemple 1.4.4

Soit a une fonction C” homogéne de degré O s'annulant sur

s, et ¥, , alors a€ So,o,o,l.
1 2
Si a s'annule sur 21

vy .

a(u1,u2,w,v,r) = ¥ u;. bi(ul,uz,w,v,r)
i=1
v
+ j§1 w cj(ul,u2,w,v,r)

ol les b, ey sont C° homogenes de degré O .
\

Z w. c. s'annile sur 22 . On doit donc se limiter a considérer
i=t '

V'1 .

T u; bi(ui,uz,w,v,r)
i=1

On suppose que
VA
13

T o bi(ui,uz,w,v,r)

i=1

est nul sur 22 .
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A\VA)
S
bi(ul,u2,w,v,r) = bi(ui,0,0,v,r) + j§1 u% bij(ul,uz,w,v,r)
v
+ T bik . wk
k=1
Par conséquent
vy vy oo
f= T u; bi(ul,uz,w,v,r) = z u; bi(ul,0,0,v,r)
i=1 i=1
V! \1'2 ij
+ £ T bij(ul,uz,w,v,r)uiu2
i=1 j=1

Dire que cette expression s'annule sur g c'est dire que

2’
Va .
f(u1,0,0,v,r) = 7 u; bi(u1,0,0,v,r) _est identiquement nul.
i=1

C'est a dire que f(et donc a) est dans 1'idéal engendré par (ui ug)

et wk « I1 suffit donc de vérifier la propriété pour (u; u%) et pour

wk. Or on a

d d
(ui uj) d da < 1 = I T

1% S84y Ay ST % q +a
1 2 + z z
dz d2 1 2

1 2
d d
Kk _ %1 T k
w 3 3 car w < d et w < d
+d ~ ~ Ty
21 ,22 1 2

On vérifie facilement les estimations pour les dérivées.

Ceci termine la démonstration du lemme.

On démontre la proposition suivante

Proposition 1.4.5 :

Soit X un champ de vecteur a coefficients C homogene de

degré 0. Alors
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i) Si X est tangent a 5 X est continu de

gmokqska ko gmiky1,k,k

ii) Si X est tangent a 21, X est continu de

sm’kl'kz’k m;kq,ko-1,k

—8

iii) Si X est tangent 3 I, et T,, X est continu de

m,kq ko, k m,kq,ko,k

s —38

iv) Si X est quelconque, X est continu de

‘“Sm’kl’k2’k__?sm’k1’k2'k'1

Le seul point ou la démonstration différe de celle de la proposition

1.3.2 est le point iii) .

Démonstration du point iii)

A\ vt \Y N-vL - vy~ vV
1 2 - Vh
X = 3z a} °i+ z a? °i+ z b.L+ b3 ck—L +d l)
i=1 duy i=t Y duy, =t dowd ko1 v, >r

Si X est tangent a 21 ’ ai et bj doivent s'annuler sur zﬁ, en parti-

culier

a1€ So,l,o,o b € So,1,o,o

i ! J
Si X est tangent a 22 ,z? et bj doivent s'annuler sur 22, en partigu-
lier

0,0,1,0 o,0,1,0

aes , b.€S
i k]

0,0,0,1

On déduit de 1l'exemple 1.4.4 que bj est dans S . La démonstration

est alors aisée.

y 1.5 Définition invariante

On considére un coéne C. arbitraire U, et zic U,(i=1,2) un
sous cone fermé de codimension v, -
I1 résulte des § 1.4 et 1.5 que, lorsque 21 et 22 sont quasitransver-

ses, on peut prendre la définition suivante qui est clairement inva-



riante par difféomorphisme

Définition 1.5.1:.

m,k1,k2,k étant des réels donnés, on désigne par
Sm’k1’k2’k(U,21,22) 1'espace de Fréchet de toutes les fonctions C
sur U telles que
Pour tous champs de vecteurs ot homogénes de degré O, X;,..,X¥1,
1 1 1 j N j N
Xore+sXB2 L ¥ ,.0,¥% 27,..,2P avec XJ tangent a z, xg tangent a I,
yJ tangent a z et 22 , on ait
1 P14l P2 1 a1 _p m ki-py ko-py K-p
Ix1..x1 XgeeoX,%e Y .Y 27,27 al gr d\21 d22 d21’22

Remarque 1.5.2 :

L'hypothése que 21 et 22 sont quasitransverses n'intervient

dans la définition que pour montrer que sik11kooK oot nétrisable. oOn
pourra donc utiliser cette définition avec précaution dans le cas non

quasitransverse.

Remarque 1.5.3 :

Soit X un ouvert de Rn, T*X\O le fibré cotangent a X privé

»U,,U
. 177273 * *
tels que Uy o< U, = Ug (i.e uns )a:r.[}zﬁ §°Xcc Uz N 8 X).

de la section nulle. Soient U des sous-coOnes' ouverts de T*X\O

Soient 21,22 des sous-cones fermés de U3

Alors si a est dans Sm'kl’kz’k(uz,zlriU2,22f\U2), il existe a dans

m,kq,k2,

K ~
7, = .
S (U3'2f 2) telle que a =a dans U1

|Remarque 1.5.4

Soit Voc U alors si a€ s™ ¥ 1Kok (U,5,,3,),
a/vesm 2 v,z 0y, g0V,
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Proposition 1.5.5

On suppose que il et 22 sont quasitransverses.
Soit U' un second cone €, 3 :U'-> U une application ¢, homogéne

de degré 1 transverse a 21,22 et zlrwzz et posons

e .
I =% (zi)(1-1,2)

mykq, ko,

Alors a-> a0 3 est continue de S k(U,Zl,Ez) dans

o
Sm1k11k2ok(ul ,21’22).

Démonstration On prend des cartes locales pour U et U' de sorte

que 21,22,§ sont mis sous forme canonique.

§ 2. ESTIMATIONS POUR CERTAINES INTEGRALES OSCILLANTES

Soit U un cdne €~ s A un sous-cone (ot fermé, 21 et zé deux
sous-cénes C° fermés de U contenus dans A.

On définit diﬁ'dzz'dﬁ’dia,22 comme au paragraphe 1, mais on notera

pour abréger, d d d d

1 "2 Tpr Y120

Soient m,k k2,k,1 des nombres réels, on pose la

1’
Définition 2.1 :

m,ky ,ky,k, 1

On désigne par QS (U,21,22,A) l1'ensemble de toutes

les fonctions C° a sur U telles que, pour tout champ de vecteur homo-
s . 1 1 1 1 1 s
gene de degré 0. X ,..,XP; W).qwq; YP.qu1§~Y2rﬂxg2; Z yeeyZ .

i

ou X~ est tangent a I T, et A, i=l,ee,p
wi est tangent a A izl,e0,q
Y: est tangent a I, et 4 ’ i=1o'°’p1
Y; " " a T, et b v di=l,..,p,

z' est quelconque




On ait
1 p 1 q 1 P1 1 Py ,1 s
Ix7..xP wio.wd v vy Y,..¥52 Z27..2 al <
(2.1) k, k d p d p d
m 1 2 k172, 1+p 1725 P1 1/2% P2 1/2% q g/2
Srtag 4 dn (e %a)) ") 7 (o) T T = )
1 2 12
E}’klskzvkvl
On écrira QS s'il n'y a pas d'ambiguité.
+
1, - 1 - 1, - 1
m,k ,k_,k,1 m—k. - =k - =k ++
21 22 2 2
on a es 1 e 2 v

Les résultats suivants sont immédiats a partir de la définition

1 )
k_,k',1'

m,k_,k_,k,1 m',k ,k,,
SiacQs ' 2 | peqs 12
(2.2)
m+m',k_+k!,k_+k!,k+k',1+1"
alors ab€ QS 11722
(2.3) Si X est un champ de vecteur Coo,homogéne de degré 0, et
myk, ky ok, 1
a€ Qs alors
~ myky kg, k141
X a€ Qs Si X est tangent a Ty15, et A
myk, -1,k k, 141 .
X a€ Qs Si X est tangent a z, et A.
myky ky-1,k, 141 .
X a€ QS Si X est tangent a 21 et A
myk, ko, k-1,141
X a€ QS Si X est tangent a A
X a€ QSm“/z’kl’k2’k’l Si X est quelconque
m,k, k_,k,1 k, k
. 172 m 1 2, 1/2 1 'k
-4
(2.4) Si a€Qs et azr d- 4,7 (r 4, )" aj,
-m, -k ,-k,,-k,-1 '

. alors a_1 € QS
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(2.5) la classe est invariante par difféomorphisme.
On a les propositions suivantes :

Proposition 2.2 :

Soit’zl, Eﬁ deux cdnes C° de.U et on suppose que'Ei coupe
A transversalement le long de Zi(i=1,2).

On suppose de plus que tout champ tfggentlé 21, 22 et A peut s'écrire
comme la somme d'un champ tangent a 21 et 22 et d'un champ nul sur A.

Alors

m,k1,k2,k m,k

K, K-k .=k _=k
S (U.zl,zz) < Qs

1° 2

(U,zi.zz,A)
Nous ne démontrerons pas cette proposition, mais elle est pratiquement

identique a celle de la proposition 2.5.

Remarque 2.3 :

~

Lorsque 21 et 22 sont quasitransverses, et que 21,,22, 210_22
sont transverses a A le long respectivement de 21,22,21r122 .« Alors on
peut écrire en coordonnées locales au voisinage de A tout champ tangent
a 21, 22

champ nul sur A.

et A comme la somme d'un champ tangent 5/51 et E% et d'un

On a le lemme suivant

|Lemme 2.4 :

Soit U = AxRPx RY un cdne défini par (Au,z,A() = Alu,z,C)
Soit § une application < homogéne de degré 1 de U sur A, induisant

1'identité lorsqu'elle est restreinte a A.

Soient 21 et 22 deux sous - cones de A , alors tout champ
homogene de degré O tangent a I et A (resp. I, et A, resp. TiaZ, et
A) s'écrit localement au voisinage de A comme la somme d'un champ

o1 -1 - -
tangent a 3 (Zl) (resp. 3 (22), resp. § 1(21) et § 1(22)) et d'un
champ nul sur A.




Démonstration

Soit § l'application de U dans U définie par
Q(uvzvg) = ,(Q’zag)

C'est un difféomorphisme dans un voisinage conique de A, qui conserve A.
Grace a ce difféomorphisme, on se raméne a démontrer le lemme dans le

cas ou § est la projection de U sur A.

Tout champ tangent a A s'écrit comme la somme d'un champ constant en

’ N
(z,0) : T ai(u) L et dtun champ nul sur A.
i=1 ou,
i
Si % ai(u) L est tangent a Zl(resp. L,y Tesp. T, et ):2) il est encore

ou,
.1 -1 -1 -1 o
tangent a 3 (21) (resp. 3 (22), resp. & (21) et § (22) qui s'iden-
tifie & T x RPx RY (resp. Z, X RPx RY , resp. %, RPx RY et

sz RP x ]Rq).

Ceci montre le lemme dans le cas ou § est la projection.

Proposition 2.5

. m,kl,kz,k
Sous les hypothéses du lemme 2.4 , si a€ S

moky kook, -k -k, -k_

. (A,zl,zz)
(U,zl,zz,A) ou A est identifié °

ialors a°¢ € QS
ié A est Ax {0} dans U.

Démonstration

Comme précedemment, on se ramene localement au voisinage de
A ( mais c'est seulement la qu'on a a démontrer quelquechose) au cas

ou § est une projection de U sur A.

Soit d): la distance a z; dans U (en abrégeé di)
i

'EZ la distance a z; dans A ( ou la distance a Q_I(Zi) dans U)
i

( en abrégé Ndi)

On définit de méme

.l

d . en abrégé d ,.H .
21,22 21,22 12 12



On a
(2.6) 4 ~d v, i=1,2
d, d
(2.7) 1gtc14Ltg (r1/2dA)
d d,
1 1
m,k, K, K ’
Si a€ S (A,Zl,zz) ; aed =a ne dépend pas de (z,()

-(k,-)-(k -)-(k-)
K o(rl/2) 172

(2.8) lal < r 12 "

Ceci résulte de (2.6) , (2.7) et de l'inégalité

d

(2.9) 1 <22 ¢ (/2 q)
a A

1

n

On considere maintenant l'action d'un champ de vecteur homogéne de degré O:
Soit un champ tangent a 22 et A, alors on 1l'écrit comme la somme Y1=Yi +Y¥

d'un champ constant (en z, C) a 22=22xlﬂ& RY et d'un champ nul sur A.

m,k1,k2,k
Alors si a€ S (A,21,22) (considéré comme symbole sur U)
m,k, -1,k _k mk, k,_ k-1
1 P 172
Y1‘ES (A,Zl,zz) +d, + 8 (8,2,,5,)

On identifie les fonctions C° sur U indépendantes de (z,C) avec les
fonctions sur A.
JA est l'idéal des fonctions < homogénes de degré O sur U qui s'an-
nulent sur A.

o

JA désigne par convention l'espace des fonctions ¢ sur U homogénes de

degré O.
I B . -
Si Yl""Yl sont des champs tangents a 22 et A, on en déduit que
P m,k -p +1 ,k_,k-1
1 Py 1 17 TPty KKy
Yi.-eY,o a€ oz (3)7h s (A?21,22)

11=0



De méme, on a :
,k1,k2—p2+12,k—12

Py
1 1
LR 2ac Z (3,025 (8,2,,5,)
=0
2
Si X est tangent a DIERIN et A, alors
m kl’k k m k1,k2,k -1

X a€s +(JA)S

de sorte que si X1...Xp désignent des champs de vecteurs I tangents
a 2112, et A.
‘alors

P myk, yKy k-1
x!'..xP ac (JA)I S 2
1=0

Si W' est tangent & A (homogéne de degré 0)

m,kl,kz,k—q

° . s

1 .aq
W ..W' a€ JA

On en déduit que

P P
1 q ,1 p 1 1.1 2
W..W* X"..X Y1..Y1 Y2 --Y2 ac
P Py P, 11+1 +1 m,ki—p +11,k -p,+1 ,k-11—1 -1-q
s T 22 J.) 2 s 1 2 72 72 2

1=0 1.=0 1=

J

car les champs tangents a A, respectent JA'

Enfin si Z' est quelconque

P
zt..zS wl..ow? xt.xP Y1..Y22 a€
s P p: (1 +1_+1- 1)
SR < S < (3, 2 x

i=0 1=0 11=0 1 =0
m,kl-p1+11,k

-p,+1,,k -1_-1
xS 2 72 1

-l-q+i-s

2 2

On a donc a considérer

M e )4(11+12+1_1)+7§ ky-py +1,, KyPytly Ti1:-11-12-1-q+i-s
A 1 4 12
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qu'on majore, en utilisant (2.6), (2.7), (2.8), (2.9), par :

. P,
(2.10) Izt. .25, wl.owdxtox® vloy 2 al <

17t N

k, k -(kJ)-(k,-)-(k-) P4 +P,+P+q
n F1 Ko kK , 1/2 17~ Ky 1/2 | \P1*Po
Srdn 4,7 (d,)" (k7)) {r ) x
-p -p
-q 1 2 s/2
x (4, )7 (a) '(ay Zr

Ceci termine la démonstration de la proposition 2.5.

On garde les mémes notations mais on suppose que p=q=n.

m,k, kK, 1 s
Soit a dans QS (U,21,22,A) un symbole nul pour ;|Q|+z >-C

(ou C est >0). Comme auparavant, r est une fonction ¢ strictement

positive sur A qu'on identifie a une fonction sur U (indépendante de z,().
Nous posons
(2.11) I(a) = ﬂel z.C | a(u,z,C) dz.dg

alors

|Proposition 2.6 :

Avec les notations ci-dessus, nous avons

m,kl,kz,k
I(a) € S (A,21,22)

Démonstration

P, p
Soit XL;.,Xlg.,X;.., x22,Y}.7Yq,Z}.,Zp des champs Qe vecteurs

homogénes de degré O sur A, tels que :

i i i X '
Xl(resp. X, resp. Y ) est tangent a Zz(resp.zl, resp.T, et 22)

2

Alors

xll......zP 1(a) = I(X}......Zpa)

et
m,k -p.,k,-p,,k-p,1+p, +p,+q+p
x:......zp acQs 1 17272 172
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En effet ramené sur U, X, est tangent a T et &

X, est tangent a T, et A

e DD e R

Y  est tangent a %

zd  est tangent a A

Il est donc suffisant de montrer que

m kl k2 k
lI(a)l( r d d (d ) (d_. est la distance a y. dans A)
~ z T Z,4T . i
1 2 1’72 i
Soit dU B dU les fonctions associées a I. sur A, identifiées avec
. ):i . 2‘1,22 i .

une fonction sur U indépendante de (z,{); il résulte de la proposition
2.5 que

+

def -k -k -m,-k N

c= (%) 1 r’™ e Qs
Zy

11-kga kK +k;+k+

Par conséquent.

b = c.a

o+ o+
0,0,0,0,1+k_ +k_+k

est dans QS 172

et il suffit de montrer que si b est dans la classe ci-dessus, alors

I(b) 5 1. Lok +ko+kT,0\
Choisissons N 2 Sup|———— s
. 2
b = (1+r|z|2 + %|§|2)-Na
+ o+ o+
est dans QSo,o,o,—2N+1+k1+k2+k c s° (v)
- P1/2
' Or, en intégrant par partie, on a
1 N
I(a) = I((1—rA€—rAz) b)

Lorsque b est dans Sg/z(U), on sait que I(b) est majoré (cf. lemme 2.8

de [17).

Ce qui démontre la proposition.



CHAPITRE I1 OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS
m,ki,kz,k
§ 1. La classe OPS (xizitzzl_

Soit X un ouvert de R", U le cone T*X\ {o} = xx { R™\0} et
21, 22 deux sous-cdnes C  fermés de U qu'on supposera, pour simplifier
quasi-transverses.
myky Ky, k

Soit a = a(x,£) une fonction ¢ sur XxR" telle que a€ S (U,Z1,22)

dans U .
Alors,on définit 1'opérateur pseudodifférentiel a(x,D) par

a(x,D) f = (2n) ™™ I eix.§ a(x,t) }(§)d§

pour f dans d:(x).

m,kl,kz,k
On désignera par OPS (X,Ei,zz) l'ensemble de tous les opérateurs
de la forme a(x,D) + R ou a est comme ci-dessus et R est un opérateur
3 noyau C*.

* m,k
Si V est un sous-cone ouvert de T X\{0}, OPS

k. ,k
1°72?

(Vy2,,5,) est
1'ensemble des opérateurs de la forme a(x,D)+ g ou a(x,f) est dans

myky ,koy k

S (V,Z1,22) , et @ envoie toute distribution a support compact
en une distribution dont le spectre singulier (Wave Front) est disjoint

de V.

Proposition 1.1

myky ko K

Soient a et b des fonctions C° sur Xan, a€ S ,

m' kg kb, k!

b €8 et supposons b(x,§) =0 pour x¢ K, ou K est un

compact dans X. mem? ko +ki kg vk, Kk
Alors nous avons a(x,D) ob(x,D) € OPS

Démonstration :

Si nous posons c(x,D) = a(x,D)° b(x,D) nous avons :



-ix
e 13

c(x,8) a(x,D). b(x,D) R

(2n)7® ffeiz'g 5(x,§+g). b(x-z,E) dz.dC

= I(ci)

La démonstration résultera de la proposition (2.6) si 1l'on montre que
01(Xs§,Z,C,) = a(x,§+§)- b(x-z,g)

m+m' ,k, +k! ,k_+k! ,k+k', -k, _-k!_-k,__-k!_-k--k!
.est dans QS 1122 1 1 2 2 dans un

~
domaine ou Ig +§|“‘§ (une troncature permet de se ramener a ce cas).

Montrons par exemple que

m,k_ k., -
a(x,E+C) € QS 172 ‘1.:u

k,y -k -~ky-k

m,kl,k2
si a€8s (U,zl,zz)

L'application §
(X,EqZ,Q) d (X, §+g)

de Ux R"x R" sur R"x R"
vérifie les hypothéses du lemme 2.4 (chap. 1) dans le domaine ou

on s'est placé. La proposition 2.5 (chap. I) donne le résultat.

m' ki ky k', - ki_-k

—_ k!
1’ 1 2= k2

On montre de méme que : b(x-z,E) est dans QS

d'ou le résultat de la proposition 1.1.

iProposition 1.2 :

k., ,k

m,k_, 9
12 ,(x,zi,zz). alors A¥est dans

Soit A € OPS

k_,k
1’72
(x,zl,zz)

m,k
OPS

" Démonstration:
Si a(x,E) est le symbole de a, le symbole de A*est donné par

a*(x,é) = (2n)™" If eiz'g ;(x—z,§+g)dz.dg

Utilisant la proposition 2.5 chap. I, on montre que ;(x-z,§+g) est



mykysky,ky - kg -ky - k-

dans QS , dans un voisinage conique de
{=0,2=0

La proposition résulte alors de la proposition 2.6 chapitre I.

Changement de fonction de phase, changement de coordonnées

)%
Soit 9(x,9) une fonction de phase sur Xx R". Soit zi(i=1,2) deux -

sous-cones fermés C quasitransverses de U = X)(Rn\{o}, et soit
m1k17k29k \Y) \Y)
a€s (U,E&, 22).

On suppose que a s'annule pour 9 petit et pour x¢ K ou K est un
sous-ensemble compact de X.

De plus, (x,6) -->(x,dx ©(x,6)) est un difféomorphisme d'un ouvert
conique voisinage de sup a sur un ouvert conique dans T*X\fo}.

Finalement, spit X (x) € dﬁ(.Rn), avec y =1, si Ixl< e, x =0 si

IxI>2¢ (¢ suffisamment petit).

On considére

Af =J‘j‘ ei(“’(x’@)-w(y,e)) ¥ (x-y) a(x,8) £(y) dy de

On a la proposition

Proposition 1.3

\
Soit g, 1'image de I, par l'application (x,6)- (x,dx ¢(x,6))

Alors (si ¢ est assez petit) , on a A€ OPSm’kl’k2’k(X,21,22)

Démonstration :

On a A = b(x,D) avec

b(x,€) = omiXE , (iXE j-j‘ ei(w(x,@) - o(y,0) - < x-y,§>)x(x_y) a(x,0)dy d
Ecrivons : @(x,0) —‘w(y,e) = < X-y,n>
avec

1
n(x,y,8) = [ 0x(1-t)x+ty,0) dt
(o]



Alors si e est suffisamment petit, l'application (x,y,8) - (x,y,n) est -

un isomorphisme d'un voisinage conique V dans X X% ( R“\{o})
Soit (x,y,n) » (x,y,0(x,y,n) l'application inverse, et on pose
DO

J(x,y,m) = Im

On a
i<x-y,n-g>

b(xvg) ~ Ife x(x")’) a(x,B(x,y,n)) J(x1Y1'ﬂ) dy dn
Par une troncature, on se raméne au cas ou |n-gl <% lel, de sorte que
b(x,8) ~ [ el S¥IEZ g (x,y,8,m) dy dn

avec bl(x,y,g,'n) =x1(§,'n) x(x—y) a(xse(x1y"ﬂ)) J(x,y,mn)

ou y, est dans S°, égal a 1 si 11> 3 (l1€-ml+1) et 0 si lg]l <2(lg-nl+1)
X1

On étend b, a2 Xx R"x R"x R" (prolongement par 0) et on réécrit cette

intégrale en posant

c(x,z,g,g) = b1(x'x‘z’§ 1E+C)
d'on

b(x,8) ~ [ % ¢ c(x,2,6,0) dz a¢ = I(c)

Le seul point délicat est de montrer que

a(x,6(x,x-2,E+L))

est dans - - -
m,kl,kz,k,-k1 —k2 -k
Qs

dans la zone ol lewg | ~ lel
Soit § 1'application (x,§,z,0) - (x,8(x,x-2,E+C))

Pour 2z =0

3 = (x,£,0,0) > (x,6(x,x,£))



Avec ces notations

a(x,9(x,x-2,E£4()) = a o §

qu'on écrit sous la forme

ol 3 est 1'application : (x,0) - (x,dx¢(x,9)
m,k, k_,k

~ ’ ~
aoj 1 est dans S 12 (V,Zl,Ez), car § est un difféomorphisme sur

le support de a.

s 0 & opere de Vx R"xR" dans V, et induit 1'identitié sur V, sur
@(X,G(X,X,g)) = (x1§)

On peut alors appliquer la proposition (2.5) du chapitre I pour montrer

que

k ,k, -k, -k_. -k~

m,k 1 9

a(x,0(x,x-z,6+()). X1(§,§+g) est dans QS 2’

17
La proposition en résulte.

On déduit de cette proposition l'invariance par difféomorphis-
me . Il suffit en effet de prendre une phase de la forme <¥(x), 6> ou

¥ est un difféomorphisme.
p . myk, kK

La classe d'opérateurs pseudodifférentiels OPS (x,%

15o)

peut donc étre définie lorsque X est une variété ¢

Enfin on pourrait montrer par les mémes méthodes (cf.[1]),la proposi-

tion suivante

N

Proposition 1.4

Soient X et Y deux variétés ¢y § : T'X\0 - T¥1\0
Une transformation canonique homogéne de degré 1 et F (resp. G) un
opérateur intégral de Fourier a support propre associé a § (resp.g-i).
On supose que 21 et 22 sont deux sous-cones C~ fermés de T*X\O quasi-
- m,kl,kz,k
transverses, alors si A€ OPS

m'7k17k2sk -
IOPS (Y,Qzl,azz) avec m'=m+deg F + deg G

(X,Zl,Zz), F. AcG est dans




§ 2 Opérateurs d'Hermite et construction de paramétrixes

On garde les notations précédentes et on pose

~ Déf L
) = m=7Jy=Jy=J
(2.1) :»c“‘(u,zl,zz) = Qns (U,5,,5,)

Cette définition sera justifiée par la proposition (2.1) mais il nous

faut auparavant démontrer des résultats préliminaires.

Proposition 2.1 : Approximation successive

On suppose que 21 et 22 sont quasitransverses. Alors :

m,k_ ,k

- . R
i) Soit ajes'“ JoK1:K2 (4 - 0,..0) alors il existe a€s 1 2
tel que pour tout N, a-%£ a_c¢€ gM-Naky ko
§<N
On notera a~ fa_. Deux tels symboles différent par un
élément de ST°(U)
‘. m-j,k -j,k_-j
ii) ; 1 2 i m,k, ,k
» Soit aje S (j=0,..,0),alors il existe a€ § 1'72
m-N,k_ -N,k_-N
tel que pour tout N, a- § a . €S 12
j<N
On écrira a“‘Zaj. Deux tels symboles différent par un élé-
kl + k2
. Nm— 5
ment de ¥

Démonstration

Elle est la méme que celle de la proposition 1.11 de [l]

. o 0,0,0 m’kl’k2
si on remarque que S (U) ¢ 8. (U,Zl,zz) , que S est un

espace de Fréchet (ici intervient 1'hypothése quasitransverse), et

qu'on a2 le lemme suivant (analogue au lemme 3.12 de [17

Lemme 2.2 :
Soit y (£) €C7( R), =0 si ltI<1/2 ,x=1 si Itl>1

0,0,0

i) Soit w;\ =y (r/A), AER", alors (p;\ES et l-w;\E s~

kwi est borné dans Si,o.o

ii) On suppose que Z, est définie localement par u}(x,g): Ojeey

9



V. : .
ul(x,£)= 0 (ol les u’ sont homogénes de degré 0), on pose
i Vi j2
r ¢ z I“i'l
iz j=1
wi = x(r/\) x i=1,2 )
A

0,0,0 21232
9

Alors tp)z\ €S 1 - <pi € ?CO ) )»tpi est borné dans S

Proposition 2.3 :

Si 21 et 22 sont quasitransverses
(U,%,,8,) =¥"(U,5,N5,), od }"(U, NE,) = rE\s“":"‘zij (u,z,0z,)
JEWN

La classe K" a été introduite dans [1]

Démonstration: On prend des coordonnées locales adaptées (cf § 1.4 chap. I)

On a

1/2
d. > 1
i< r dizzl

(2.2)
2
I

2
(ra; d,) 5 (rd m:2) S (rd d,)
Montrons que ’}V('m(U,Z‘,l,Ez) c Km(U,ZlﬂZz) (1'autre inclusion est facile)
Soit alors ae?cm(u,zi,zz) , utilisant 2.2, on déduit facilement que :
a s r™(rd, d )_j 5 " (r a2 )_'j/2
1727 z,NL
1“2
pour tout j.

I1 nous faut montrer que

172 3 %1, =172 p (%2, -1/2 3 B D x (DD
(2.3) I(r ﬁl) (r b_uz) (r bw) (OV) (rbr) al
la, | la,l
2! lpl
s " (rd? yi2 -5 -3 -
5,0 T,

pour tout j.

On se raméne aisément au cas p=0, lal=0,



Par hypothése

lem1/2 2 %1 (172 o %2 (172 ét’ﬁ al

Oul bu2

I‘m (r d1 d2)-'j' '(r1/2d1)'h'1l(r1/2d2)-,'12' (r1/2d12)-lﬁl
pour tout j'.

La proposition résulte alors du fait que pour tout j, il existe j' tel

que

X ch, | ~la |
(2.4)  (ra; a7 ( 1/2d) 1 l_1/2d2> 2 (r1/2d12—{al <

J+|a1l+|a2|+|B|

2 2
S (ra )
210 22
- En effet (2.4) est équivalent a
deloy Lelay l+1pl o y
2 2 v o, 1/2 %9 (r1/2 1/2 Igl
(r d21022) S (raga)? (r'%a) 2) 2 (e a,)

qui est toujours vérifiée pour j' assez grand grace a 2.2.

|Proposition 2.4 : On suppose 21 et I, quasitransverses.
m,k ,k .
Soit P € OPS 1 (X,Zl,zz). Alors P a une paramétrixe a droite Q dans
—m,—kl,-—k2
iOPS si et seulement si
g m kg ook
i) 1I1 existe Q1 dans OPS tel que
PQ, = I modulo 0Ps‘1/2"1/2"1/2(x,21,22)
k1+k2
o T3
ii) Pour tout A dans OPK (X,zl,zz) 4 il existe B dans OPX
tel que
PB = A modulo OP!}C_I/2
Démonstration

Elle est analogue a celle de la proposition 6.1 de [17],



compte tenu des propositions 2.1 et 2.3.
Dans les applications, i) sera vérifié de la maniére suivante :

Exemple de base 2.5

my m2,k
Soit P1 dans OPS

P, (i=1,2) admet une paramétrixe a droite dans OPS
m1+m2—1/2,k1—1/2,k2—1/2

Alors pour tout Q dans OPS ) P1P2 +Q vérifie

k
9
1(X,):l), P, dans OPS 2(X,22) et on suppose que

mirky
(x,zi) (i=1,2)

la condition i) .

Dans les applications, ii) sera étudiée de la maniére suivante. On sup-

m,k_ ,k
pose que P dans OPS 12 est un opérateur pseudodifférentiel régulier.

Dans ce cas, (Corollaire 1.4.3 chap. I) il est dans ops""k1+k2(x,zlnr_2)

L'étude de ii) dans ce cas est faite dans [1] [2] et nous rappe-

lons les résultats qui seront utiles ici.

é.ﬁ Rappels (cf 17,[27

Soit £ un sous-cdne ¢ de T*X\O de codimension V. On choisit dans un
voisinage conique d'unpoint de T, un systéme de coordonnées (u,v) tel
que u(x,€)est homogéne de degré O, v est homogéne de degré 1, et tel
que u = 0 définisse I. -
on pose A™¥(x,p) = ops'“’k(x,z)nops':eg(x)

Soit maintenant Petﬁm“k(x,z) etB dans OPK m'(x,z) de symbole total
p(x,€),b(x,E), alors il existe un opérateur P2 différentiel unique

o B
PZ(V) N aaB(v) u Du

z
lal + 1pl

1A

tel que si a désigne le symbole de PoQ = A

[ -
a - PZ . b soit dans 3™ k/2-1/2

donc
L'étude de PB= A, pour A dans OFKO, P dansu*m’k, se raménel 3 1'étude de
PZ(V) b =a

ol a€X® ', b est cherché dans K-m+k/2.



I1 est alors montré dans [2] que cette étude se raméne a 1'étude de

1'inversibilité de Poov , dans €7(zn s*x ,9(R"Y)) au voisinage dans
. Vi

S*X de tout point de TN S*X.

Dans le cas que nous étudions ici, 1'étude de ii) se rameéne

N

donc a 1l'étude de l'inversibilité a droite de P dans

N Sz(v)

VI+V ! +V
cm((zinzz)ms*x;g(ni 2 )

ou leﬁ 5, est de la forme
o (D 4B
P>:1ﬂ>32 = IIZII aaB(v) u (ou)
. al+ipl < k1+k2
' .
vi 1 Va1 v
15 Ugaeea Ty W e, w )

a !
vec u = (dj,..u

L'objet de 1'article [2] était de montrer que 1'étude de ce probléme

se ramenait, sous certaines hypothéses (non vérifiées ici) a 1'étude de
1'inversibilité dansf?pour v fixé. L'objet du chapitre III sera de

faire une étude analogue pour le cas présenté dans l'introduction.

§ 3 Le cas de j souscones 21,..,2j

Dans ce §,'nous ne prétendons pas a la rigueur, mais présenterons brié-

vement certaines extensions possibles de la théorie.

A o . A p 0
Soit U un cone C arbitraire, 21,...,2j j sous-cones fermés C de U.

Soit (11,..,iq) la donnée de q entiers de [1,..,j] tels que il<i <..<iq

2

On désignera par (il,..,iq)0 le complémentaire de (il""iq) dans

[1,..,51-

On pose

n
-
-

(="
-
+
[

95



d. . - -
11..1q s 1 []
: L. . d,

i=ig,ee,i i

q

i ..i désigne un champ de vecteur homogéne de degré O, tangent a %
1703y
pour tous les i dans (il,..,iq)0

En particulier

X1 j désigne un champ de vecteur quelconque
1°°
X¢ est un champ tangent a tous les %
1, .
ijeed
X. 4 désigne le composé de 1. . champs de vecteurs
11..1q ije.d

tangents a £, pour tous les i dans (il,..,iq)o.
On pose alors la définition suivante

Définition 3.1

A chaque q- plet (i ,..,i ), on associe un réel k. .
1 q 11,..,1q
m,k.

iqgee,i
On désigne par S 1207 (U,Zi,..,zj) la classe des fonctions C.
sur U telles que
Lo kol Tl
m x, 1.9 als " T q, e e
11<12<..<1q 1 q 11<..<1q 1 q

Cette classe a probablement toutes les bonnes propriétés, elle a été
construite pour étre invariante par changement de coordonnées et pour

contenir des classes relatives a un nombre inférieur de sous-cdnes z;e

Citons seulement un lemme relatif au cas j=3 et qui correspond 2 la
vérification du point i) de la proposition 2.4
Ce lemme suggere comment passer du cas j au cas j+1 dans 1'étude de

1'hypoellipticité.



Lemme 3.2

1/2,1

Soit Pi(i=1,2,3) un opérateur dans OPS (X,Ei) et on sup-

pose que

-1/2,-

i) P. admet une paramétrixe a droite Q, dans OPS 1(X,Zi)

ii) Pin+B admet pour tout B dans OPS®, ifZj, une paramétrixe a
droite dans ops'1"1"1(x,zi,zj)

Alors P = P'P2P

1 + XP1+ﬂP2 + VP

3

. : o
z ou (A,1,V) sont Qans OPSreg admet un

-3/2,-1,-1,-1,0,0,0,0

inverse Q dans OPS (X,21,22,23)

tel que
-3/2,-1,-1,-1,0,0,0,0

PQ = I+Rr avec R dans OPS

Nous ne démontrerons pas ce lemme ici, mais remarquons que

. La condition (ii) est plus ou moins, si i) est vérifiée, la
conclusion de notre article

« Dans le cas ou N OPS-:HZ'g”-‘-1/2’-‘]/2’_3/2
J

1'étude de 1'hypoellipticité pour P se raméne a une étude d'inversibilité

(o]
= OPK (x,zlnzznzs)

dans & . On a ramené 1'étude a un probléme sur l'intersection.
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CHAPITRE III ETUDE D'UNE CLASSE D'OPERATEURS DIFFERENTIELS A

COEFFICIENTS POLYNOMIAUX.

Ce chapitre suit étroitement l'article [2} dont nous reprendrons

pour l'essentiel les notations :

§ 1 Introduction

On garde les notations du § 1 du chapitre I. On pose V:(v,r). T, et g

1 2
sont quasitransverses.
qua m,k, sk, .
Alors si P est dans OPS (X,z,,£,) N OPS__ (X), on peut écrire que
172 reg !
~ B, B
P = E: AB B B(ul,u2,w,v) U11U22WB+ B
I, | <k 1772
1 1
<
1321 < k,
I, I+l l+Ipl = Kk, +k
1 2 - 712
o Isihlﬁzhlal i ky +k,
ot € oPs 2 2

45,4858

Ug (resp wJ) est un opérateur pseudodifférentiel régulier d'ordre O de

symbole ug (resp w9)

1 A
J
B. B v B,
i _ 1,71 Jy i .
(U (Ui) o--o(U&) . ) i=1.2
1452
- - 1/2
B est dans OPS
~ Def 5 S
Alors Li = Ui =u o+ T dij —_ 4+ Bi . —
(z,nz,) i=1,2 duy W
~ ~ D
M= W ) =w + 2 — + B. —
(£,0z,) it N RET T B

On en déduit que



P =l

By ~B
~ ~Pq 2 B
(v). L1 L2 M

A
ey Bl <k . By1BgsP
<
IBZI < k,
<
IBII+152I+IBI < kg +k,
. |B1|+|[32!+|B| _
ou A est dans C (I,NnT,) et est homogene de degré m+ —m———
BisB,,B 1“2
172 2
) k1+k2
5 -
E V! +\)é+\)
Si E désigne l'espace vectoriel : R ) (u1,u2,w)

Les symboles complets de Ei, wd peuvent étre considérés comme définis-

sant les plans de (Ex EX)* suivants

_gi(i=1',2)est engendré par les formes linéaires O(ALIE) (ui’ﬁl’ﬁ2’mj=1""vi

et par les formes O(M‘])(w,/l;l,/ﬁz,’\;) j=l, e,V
ou (ﬁl,ﬁz,ﬁ) désignent les variables duales de (u1,u2,w)
M est engendré par les formes O(MJ)(w,Gl,ﬁz,/ﬁ) J=1,yee,V
r_Ei est engendré par les formes linéaires O(zg) , j:l,..,\)i

On a £1ﬁ£2 ="

Ici O(i‘i]) est le symbole complet de TJ‘:

O( M) " " A\ " " M

§ 2 Une classe d'opérateurs pseudodifférentiels
P

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. E* le dual de E.

Soient (x,E) les coordonnées de Ex EX.

Soient u,vl',Vé,V,v1,v2 des entiers positifs ou nuls vérifiant

- ] 1
Bo=ViaVLey

= vt i=
v, = vi +V (i=1,2)
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On utilise la décomposition suivante

V! V! ,
®* = R 1>< R 2x R’ 3 (T1,T2,T )

Définition 2.1

m1,m2,m' .
On désigne par S ( ]Ru) l'ensemble des symboles sur rY qui
vérifient '
V! .
¥a, € N ¥a €N,
o o
1 2 o' m,-la,l m -la,l
O oo 0 a(r,r, ) s (elrlsdle )t (el el 202
ot p1e2 o
1 2
1 1 )m'+la'|

.
1 L}
1+l’|:1|+["c | 1+l'12|+|r |
! m, ,m
9
On notera S 1 2( RY) si m' =0

On a les propriétés suivantes

m,~-j;m,-3
2.2 noos 2wy forY
JENWN
m,,m,,m' ’Tn ,; ,';1' m +% , m +; ,m'+;'
2.3. SiaES1 2 ;bES1 2 ,abéS1 1 272

2.4 Si on fait un changement de variable linéaire inversible du type

suivant
’7!1 = Zai Ti +.2 Bi T'i = al.'r1+[31.r'
’;2 = Za; _T; + Z B; 'L"i = a2.12+B2.‘c'
T o= Zag ot = ag.t!

La classe est conservée.

Soit £i(i=1,2) un V. -plan dans (Ex E*)*. On suppose que m=£1ﬂ_\:2 est de

dimension V
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On choisit alors un supplémentaire Eidans £; par rapport a

On pose

L =MPe® g, = £4+8,

On peut identifier par le choix d'une base N (resp. 'ti’zi"c) a la donnée
d'une application linéaire M(x,E)(resp. Li(x,g),ii(x,g),L(x,g)) de Ex EX
' vV, V! \J'+Vé+\)

dans R’ (resp. R, R ' ,]R1 ) .

Rappelons (cf.[2]) la définition

Définition 2.2

Soit S™( RN) l'espace des fonctions f sur RrRY > T, telles que

(1+l~r|)"“*|"‘l D*f soit bornée, soit g un N-plan de (Ex E') qu'on identi-

fie a Lune applica'.tion linéaire de Ex E* dans ]RN; on désigne par OP%:n la classe

des opérateurs de“g(E) dans‘g(E) telle qu'il existe a dans S™( RN)
‘|telle que

A = (2m)™" T el X% a(L(x,8)) f(e)ae pour vaj)(E)

Définition 2.3

ml,mz,m'
On dira que A appartient a OPS (E) s'il existe
' L1
m,ym,,m 1'*2
a€s (RY) telle que A est défini pour f dansj)(E) par

A= (2m)™™ [ et XS a(L (x,8), T,(x,8), m(x,8)) T(g) ag

Remarque: La classe ne dépend pas des supplémentaires choisis de %
dans £4 et 5:2 ,et des bases choisies, ce qui justifie la notation
(ceci est du a 2.4)

Il est montré dans [2] que A est continu de?j(E) dans :P(E) et que si
a est dans OPS®'® , i1 se prolonge en un opérateur continu de L2(E)
dans L3(g). 172
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On sait comment agit le groupe métaplectique (cf [2]) et on peut mon-

trer la proposition suivante

Proposition 2.4
ml,mz,m' Elfﬁzfﬁv

Soit P dans OPS , Q dans OPS alors
Iy Lol

~ ~ ' N'
m1+m1,m2+m2,m +m

£hs, (E)

PoQ € OPS

m, ,m_ ,m'
P* est dans OPS 12 (E)
£4985

On renvoie a [2] pour une démonstration analogue .

) m, ,m
§ 3 Paramétrixes dans la classe OPS-‘:1 £2(E) (On suppose m' =0)
1°'*+2

On dira dans ce § qu'un opérateur est régularisant s'il est défini par

un symbole dans J(r")

Remarquons que

m,-jym,-j m, +m - j _
n ops, ! 2% snops.t 2 T(E) = oPsT®(E)
) OO ! L i
1°'%2 J
Autrement dit . .
My=Jd momd
n oPs '
i £118,

est régularisant

Notons qu'un opérateur régularisant n'opeére pas nécessairement de 3'(E)

dans J(E). Ce n'est vrai que lorsque g = (Ex ).

La proposition suivante sera utile.

Proposition 3.1

oM
1 2(E); on suppose qu'il admet un "inverse' a droite Q

m
Soit P dans OPS
£1,£2

-my,-m
L1089

2

dans OPS tel que

PoQ =1+g
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avec f dans OPS-l’-1
£,.%
1°72
~ _m17'm2
Alors P admet un inverse a droite Q dans OPS P tel que
17+2

~

P.Q=1+g

~ I . : ~ ’ . ~ :
ou R est régularisant. On dira alors que Q est une paramétrixe a droite

et que P est elliptique a droite.

L'énoncé de la proposition ainsi que la démonstration (facile) est a

rapprocher des propositions (2.4) et (2.1) du chapitre II.

Proposition 3.2

Soit P un opérateur elliptique a droite, alors s'il est inver-
-my ,-m
12712

sible a droite dans Lf(E), il admet un inverse a droite dans OPSI g
1'%2

Démonstration

De par la propositon précédente, P admet une paramétrixe

a droite Q telle que
P.Q = I +QR ou R est régularisant.
Par ailleurs, il existe B continu de:f(ﬁ) dans¥ (E) tel que
P.B =1
Alors Q- Bg est 1'inverse cherché. Il est effet montré dans [27] Th.3.1
que si R es:régularisant,iBﬁ est régularisant .

On a la proposition''duale'.

Proposition 3.3

m,,m

Soit P wn opérateur elliptique a gauche dans OPS 1 £2, alors s'il est
172
inversible a gauche dans ﬁ'(E), il admet un inverse a gauche dans
—mi,-mé
OPS .

£1455




104

Pour terminer ce §, donnons un exemple d'opérateur elliptique a gauche.

Exemple 3.4:

m
Soit P, € OPS 1(E) , P_€ OPS 2(E) et on suppose qu'il existe
1 £1 . 2 £2 .
-m, -m,
Q, € OPS. NE) , Q€ OPS_ %(E)
1 i : 2 g
1 2
tels que
QP =1 , Qp, = I
m1-1,m2—1
Soit # = PP, + A avec A€ OPS (E)
12 L1908y

Alors P est elliptique a gauche

§ 4 Dépendance d'un paramétre

On conseille vivement au lecteur de consulter le § 4 de [2]
On suppose maintenant que g, et g, dépendent de maniére C° d'un paramé-

tre A\ de T.Mais dim;l(x) =V, =cte dim;z(x) =V, =cte dimxl(x) m:z(x) =

2
V = cte.

m ,m )
Et on considére des classes C (% ; OPS 172 (E)), associées"
S e (M) e, (M)

m, ,m
3 des symboles dans C (g;S 12 Rr"Y))

Un opérateur A est défini par
at o= 0™ [P AL (X8, T(0,x,8), MOLx,E)) e)ag

A parcourt £ (ou un ouvert de T ), M(A,x,E) désigne une base de
£1(h)f1£2(h) et (ii(x,x,g), M(A,x,E)) forment une base de ;i(K)(i=1,2)

On pose la définition suivante

Définition 4.1

om

2 .
) est régulieérement
(A),g,(n)7 ©5% Yo n

) m
On dira que A, dans <’ (x, 0PS£1
1

elliptique a droite, s'il existe Q, dans
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-m ,—m2
¢ (z,ops£ ) .s:?_(?»)) tel que
- » 11'
4 Q) = I+R, avec R, dans (s, ops (7»),£2(7»))

Alors on montre, en utilisant le fait que

r; (g, 0Ps_t (h),£2(>\)) =C (2,0Ps£(m(E)) et le §4 de [2], le théoréme

suivant

Prdposition 4.2 :

m, ,m

Soit A dans c°°(z,ops 172

(h) 52(X) un opérateur réguliéerement elliptique
a droite .
Alors}si en un point Ko de Z/ AK ~est inversible dans :F(E) a

o
droite

i) il existe un voisinage Vx de A ou Ay est inversible a
o
droite

“MyaMy

OPSs (M),5,(0))

ii) I1 existe un inverse a droite Qh dans C°(V

A
(]

et on a la proposition duale

Proposition 4.3

m, ,m

. 1 P ; ‘s Lo
Soit AX dans coo(z,OPS£ (X),Sz(h)) un opérateur régulierement elliptique

a gauche

Alors si en un point ho de %, Ak est inversible dans &'(E) a gauche,

]

i) I1 existe un voisinage vy de A, ou AK est inversible a gauche

° -m_ ,~m
OPS )
£, (0),2,(0)

Les propositions 4.2 et 4.3 permettent de résoudre comme dans [2]

ii) Il existe un inverse a gauche Q, dans d”(vx ,
o

le probleme posé a la fin du chapitre II.
L'objet des chapitres IV et V sera donc d'étudier 1'inversibilité

. *
de leflﬁz en tout point v de 21F122 ns'X
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CHAPITRE IV ETUDE DE L'INVERSIBILITE DANS :g

§ 1 Introduction

On étudie maintenant le probléme particulier posé dans 1'introduction.

Soit P = P, P, +Q

1'opérateur considéré et on suppose que Q est un opérateur pseudodiffé-
rentiel d'ordre O régulier et que P, (i=1,2) est d'ordre 1/2 et vérifie
(H') H {p.,p.} >0 i=1,2

i i’%i ’
ou P; désigne le symbole principal de Pi'

Soit Zi 1'ensemble caractéristique de p;

) 3*
Zi est un sous-cdne symplectique de T X\0O, on suppose que 21 et 22 sont

quasi~transverses.

On veut construire une parametrixe a droite pour P. Grace a la proposi-

tion 2.4 (chapitre II) on se raméne & la vérification de deux points :

. AN \ . . . N
point i : L'hypothese (H') entraine que Pi admet une parametrixe a

1/2,-1

droite dans OPS~ (x,zi).

Le point i) se déduit alors de l'exemple 2.5 (chapitre II).

point ii : Il nous faut étudier lenzz

P, =P . P + q(O,"?)
21 n 22 1(21 n 22) 2(21 n 22)

ou q désigne le symbole principal de Q.
On distingue alors les cas suivants :

cas 1 : 21 et £, transverses

2

Dans ce cas, on peut choisir des coordonnées de telle sorte que

I, est défini par ui =0, u? =0 (i =1,2)
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21 n 22 est défini par ui =0, u;, =0, uy =0, u, = 0.

Les dug sont indépendantes (i=1,2 ; j=1,2).
Alors £, = £,
1 1

1 272 .
Pi(Z1 n 22) = o) Li(u,Du) + o] Li(u’Du) i=1,2

J
aiEG

od Li(u,D ) a été défini- en III. §1.

On omettra dans la suite 1'indice (21022) et on désigne par p;, le

symbole de Pi c'est une forme complexe sur (EXE*) qu'on peut consi-
dérer également comme un élément dans le compléxifié de zi’

le 2-plan associé a ;-

Remarquons que l'on a la propriété suivante

Remarque 1.1

1 — = 1 J—
plogop;d = [Pi(zlnzz)’ Pi(zlnzz)] =3 {pi(zlnzz) g Pi(zlﬂzz)]

c'est la conséquence du fait que 1l'application P ~ PZ de OPSm’l(X,Z)

dans Cm(E,OPSi) conserve les crochets.

Cas B : Dim():lﬂ 22) =3

Dans ce cas, on peut choisir des coordonnées de telle sorte que

T, est défini par u;=0, w=0  (i=1,2)
Zlﬂ 22 est défini par u1=0, u2=0, w=0

et dul, du dw sont indépendantes.

2’

Alors

Pi(:1“22) =a; L (u,D ,D ) + B, M(w,u,D ,D ) (i=1,2)
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p. le symbole de Pi( est une forme complexe sur (Ex E*) qu'on

i )31022)

peut considérer comme un élément dans le complexifié de £,

Cas (C) T, =

Alors By =2, est défini par u1 =0 , u2=0

ol les du' sont indépendantes.

P. = (T + o213 (u,0) (i=1,2)
1 1 1 u
I

On est bien dans la situation générale étudiée au chapitre III, le fait

que }:i soit symplectique entraine de plus la propriété suivante :

(1.2) Dans le cas (A) [T.:(u,Du) , i?(u,nu)] £0 i=1,2
Dans le cas (B) Eii(u,l)u) s M £ 0 i=1,2
Dans le cas (C) [’El , ?:2] A0

I1 résulte de la remarque 1.1 , que P,

qui est dans
i (21022)

_1)

oo 1 . . o .
C (}:1(‘22 , OPS; ), admet une paramétrixe Qi dans C (21022 ’OPSLi 5

L,

i
[ est donc réguliérement elliptique a droite.
Zlﬂzz
Par conséquent, en vertu de la proposition 4.2 du chapitre III, il suf-
fit de montrer que en tout point )‘o de 21022, 9'21022 est inversible
dans J (E) a droite.
Dans le § suivant, on va montrer comment dans les cas (A4), (B), (C),
on peut en un point de }:1022, grace a des transformations symplectiques

mettre PysPys EJ, M sous des formes réduites.

1

§ 2 Classification symplectique

§ 2.1 Le cas transverse (A)

La classification est déterminée par le rang de la 2-forme canonique



w sur (Ex EX)* restreinte a £= 516952.

Ce rang est nécessairement supérieur ou égal a 2, car £y est symplectique

On distingue donc deux cas :

Cas A.1 Rang w = 4
Autrement dit, § est symplectique. On reprend pour (Ex E*) les
coordonnées (x,E)= (xl,...,x4,§1,...,§4)
1 2 .
Comme iL1(x,§) , Ll(x,g)} # 0 , on peut téujours supporter que

{L}(x,g) y Lf(x,é)} =1

I1 existe une transformation symplectique @1 de (Ex E*) telle que

1
»

L 08,

1
1
2
Lios, =%

On note encore

L; N Lg les formes engendrant ;2 dans ce nouveau systéme de coordon-
nées
On pose

i

FLgex) =y
i i=1,2
’ FLys 84) = kg
Alors Li + k E. -k X = L'i
2 i1 °1 i2° "1 -T2

commute avec x, et £, et de plus {Léi, L';} # 0 (On peut se ramener au

cas ou c'est égal a 1) en raison de 1'hypothése ®w non dégénérée.

On peut alors trouver une transformation symplectique sur (xz,..,x4,

§2,..,§4) 3, telle que
1
1 -
Ligoey =%,

2
1 -
Liyos, =6,

On s'est ainsi ramené au cas ou

109
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Si

dans le cas considéré ici, onavait pris L? = Rep, L: =Imp, et

. : 1 =
si on avait 1 fpl,pi} =+1,

alors apres transformation symplectique ,

pEsixy

ou agy %5y Byy By €T

Cas

—

1 —
Tipzvpz} >0

A2 :

Pymayfy +ayXy + BiEy ¢ Boxy

Re((x.1 §2 o, x2) =0

Im(a

1 52 vy Xy

x.) 0

x, =0

£, = 0

(Conséquence du fait que Rep2, Imp2 définissent ;2)

Rang w = 2

On montre qu'on peut se ramener au cas ou

ou

a19 a21 Bl’ B2 S

[

1
X4 Ly

2
§1 L2
§1 -ix,

%y Xz tap Xy + ByEy +Byxg

1 -—
1ipyipyt > 0

et

Re(on1 Xg + 0y x2)

+ o

Im(oc1 Xg

2 %)

(Conséquence du

‘et

|
(=}

fait que Rep2 Imp2
k]

PR BiE R
x2=0
x3=0

définissent ,\:2)



§ 2.2 Dimension £, 0g, =1 : Le cas (B)

Le rang de la 2 - forme sur § = £+ 8, est nécessairement 2.
Une étude du méme type que précédemment montre qu'on peut choisir ( a
une transformation symplectique prés) Ll(x,g), M(x,€), L2(x,§) de telle

sorte que (le choix dépend également de la donnée de p, et de p2)

L1 =Xy

M =§.1

P2 ~

L —x2+a2§1

Py =51

= ax, +B1§1+62x1

=]
[
1

avec a€T , afO

2:3) | Lyp 5, >0

§ 2.3 £, =8, :le cas (C)

Ce cas est connu, on se raméne au cas ou
L1=x1,L2=E p1=~'§1--1x1 p2=§1-1ax1 avec Rea > 0.

§ 2.4 Conséquences : réduction du nombre de variables

m, ,m
1 2(]R4

Cas A : Pour f dansj]( ]R4), un opérateur A de OPS
——— L4285 8

).
est défini par

_ -4 i x.E 1 .2 1 2,4
Af = (2m) [ e a(Ly, Ly, Ly, Ly) £(£) d g

Dans le cas (A.i), on obtient en mettant sous forme réduite
(Af)(x1,..,x4) = (2n)_2f el(x1 81 + x282) a(xl,gl,x

2t %y Xy * By by ragxy

?(51’§2’x3’x4) g dg,
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On voit aisément que dans le probleme qui nous interesse x, et x

jouent aucun rdle, et on considere que A opére dans¥ ( Rz)

Dans le cas (A2, on obtient
ix, g
_ -1, %
(Af)(xl,xz,xs,x4) = (2m) J‘ e

By8y) ?@1"‘2"‘3"‘4) dsy

X, ne joue aucun role, on considére que A opére dans‘:g( ]R3).

4

Cas B : On obtient

ix, €
(Af) (x,,xp0%5) = (2)™ [ e 171

X. ne joue aucun role .

3
Cas C :

1 %8y N
(af) (x,,x,) = (2n) [e alx;, £,) T(5,,x,) g,

X, ne joue aucun role .

2

L'existence d'une paramétrixe a droite est donc ramenée a 1'é&tude

de l'existence d'un inverse a droite dans :fpour les modéles suivants :

? =P P, +q ,q €C

1°2

Cas A1

P, =D - ix

1 xl 1

P2 = oy Dx +a2x2+ Ble +B2x1

2 1
+ conditions (2.1) sur a.l,c,z,B

Cas A2

1 ) ~ ~ ~
a(xi,f-;l,xz»roclx1 + Blgl,xs +o, X, +

~ ~ N
alxy 80Xy +ayxy +ay8y) £(8,,x,,x5) d gy

+ conditions (2.2)

1’B2
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Cas B
P1 = Dx1 - ixg
P, =a x,+pB, D + B,y X + conditions
2 2 1 Xy 271 (2.3)
Cas C

P, =D -iax Rea > O
C'est cette étude que nous ménerons dans le § suivant .

y 3 Etude de 1l'inversibilité pour le modéle. A1

On étudie 1'inversibilité a droite dans Y ( ]R2) de

P =P P_ +q = (Dxl-ixi) (a1Dx2+a2x2+Bli1+ Ble) + q

I1 résulte des hypothéses précédentes que :

(D_. -ix,) admet un inverse a droite Q, dans OPS 1( Rz), £, est maintenant
x, 7t %1 1 £, 1

considéré ¢omme un 2-plan de ]R4

P2 admet un inverse a droite Q2 dans OPSEI( Rz) N est maintenant
5

considéré comme un 2-plan de R°.

Par conséquent, P1P2+q est un opérateur elliptique a droite et admet

une paramétrixe Q dans OPS£1’_1( R2) telle que

182
PQ=T1+g
avec g € nops I "I R?)
j L1085
Mais 0 ops“J'_EJ =N ops;'€B = 0PS™( R?)
3 142 17 L2

f est donc régularisant , au sens habituel, i.e il opére aed’( ]R2) dans

9( R?).



114

On est presque, dans la situation classique sauf que f n'est pas a indice,
on va donc étudier PP° qui lui sera un opérateur & indice dans des espaces

adaptés.
On va montrer la proposition suivante

Proposition 3.1

* a un inverse dans 3( Rz) si et seulement si Ker(PP*)ﬁ I Rz) =0

On va montrer que PP* est elliptique bilateére.

* * X = _ % % 1,1
PR = (P1P2+q)(P2.P1 +q) = (P P)) (pzpz) (modulo opssi,sz)

(PiPa;) admet un inverse bilateéere danms 0PS£2( R2) , d'ou le résultat.
i

I1 existe alors Q dans OPS;2'_2 tel que
":1’ 2
QPP*) =1 + g

®P*)Q = 1 + g
ou R et R' sont des opérateurs compacts de:'gdans :r{et de Y'dans Ty]

On en déduit que PP* est un opérateur a indice d'indice nul de :y(]Rz) dans‘f(l!%

On est donc ramené a 1'étude du noyau dansg( ]R2).

Lemme 3.2 Ker (ﬂP*) Irh:?( ]R2) =0

Démonstration

~

Il suffit de montrer que Ker P*nf( R2) = 0; on réécrit P
sous la forme suivante

p* = (Dx +ix1)(a(Dx1+i x1) + B(Dxi-i x1)+ y(Dx +ix2) + f)(Dx

-ix.)) + A
2 2 ,2

[y

* + A

P_P

%

[\M]

ou P‘): est inversible & gauche dans H( Rz)
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a) Si A = 0, il est clair que P* est inversible a gauche et donc
Ker P¥n3(R%) = o.
b) On suppose donc A A0 , on introduit les fonctions d'Hermite

hk(t), k=0,..,° qui possédent les propriétés suivantes.

i) c'est une base orthonormale de L2( R).
i1) (D +it) n(t) = V2 VET K (e)

(D, - it) W(t) = V2 VE )

Soit u(xl,x2) une solution dans ¥ ( Rz) de P¥u = 0, on développe u sur

la base des fonctions d'Hermite

- jk
u(x1,x ) = z L

hJ(x1) hk(xz) = ¥ a, h
J.k . i,k

2 ik

On veut montrer que P*u =0 o u=0

or
j,k _ v—-(——)—(—— Y j+2,k
P(a;jk h ) = a.2((G+ 1)(F + 2) %5k h

+ (2B +A) or.j h‘-j’k

K
- j+1,k+1
+ 2y (F+D&=1)) I -y
3+, k-1

+26(\fj+1kocjk

On en déduit que Pu =0 o

(3.3) (2Bj+A) ocjk=-2oc \ViG-1)° %ok " 2y 3K . aj—l,k—l

ry ]
- 26\)Jik+1 aj-1,k+1

On suppose que

(283+A) £ 0, ¥5< 5

Alors (3.3) implique que
a, . =0 ¥k, ¥j<j,

Si donc (2Bj+ A) # 0, ¥j, alors Pu =0 = u=0

Si il existe jo,tel que



L16

(2Bi, + A) = 0, alors il résulte de (3.4) que

. 3o
u = (Dx +1x1) v
1
avec v dans‘:g( Rz)
P*u =0 & P¥(D +ix)j° vi=0
- ATxy 1 ° -
Or on vérifie que pour tout A
J 3
X ) o _ . ° *
P)\.(Dx +1x1) = (Dx +1x1) P?\+2ﬁj
1 1 o
Par conséquent, lorsque (2Bjo+7\) =0
J J
* . [o] . o ¥
P . e (D, +ix,) =(D_ +ix) P
-2BJO Xy 1 Xy 1 o
On reconnait la un procédé de concaténation [8]
Oor Ker P'); n3(Rr? =0 (d'aprés a))
On en déduit que
¥ (o +ix)j°v—d e (D +ix)j°op*v-o
-2B. x b - x 1 o
J 1 1
o
@ P*.v =0
o

c.qe.f.d.

§ 4 Etude de 1'inversibilité dans§( ]R3) pour le modéle A2 .

On étudie dans‘\g( Rs) 1'opérateur
P = PP, +gq = (Dx1-i xl)(ac(Dx1 + 1x1) + B(Dx1— ixl) + yx2+6x3) +q

Comme au § précédent, on se raméne a 1'étude de e
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On montre la proposition 4.1

IProposition 4.1

PP* a un inverse dans¥( R3) si et seulement si pour tout (xz,x3)€ R?

ker 0¥ ) nd(m) =0
X2,x3

On ‘montre comme au § précédent que PP¥ est elliptique, c'est a dire

qu'il existe Q tel que

Q ®P*) =1 +g avec R € 0PS;( r%)
EP*)Q = I + ' R' € OPS( Rr®)

ou ¢ est le 4-plan engendré par Xy ,}gi.,x2.,x3 , la probosition résulte

alors de la démonstration du théoréme 3.1 de [2](point (iii) » i).

On vérifie alors aisément que Ker (PPi % )y nd(R) =0 ; en effet,
. 99
ceci résulte Ker PZ(; NJ(R) =0

2’

On montre ce point ‘en remarquant que

-

x
(Py,P3]1 > 0 ® Indice p* = -2 = Ker P~ NS(R) =0
* Xg1X3 Xp1X3
[P,,P}] > 0

On montre par la méme technique que P est inversible a droite dans
‘jS( -]R2), ou¥(R) dans les cas B) et C).
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CHAPITRE V_APPLICATIONS

§ 1 : Enoncé des Théorémes : le cas quasitransverse

Les propositions 2.4, 2.5 chapitre II, 3.2 chapitre III, 4.2 chapitre III,

et 3.1, 3.2, 4.1, nous permettent de démontrer le théoréme suivant.

Soient P1 et P2 deux opérateurs pseudo-différentiels réguliers sur un

ouvert X de R" d'ordre 1/2 dont le symbole principal Py (resp. p2)

vérifie 1'hypotheése :

(H") % {p,ﬁ}x £ > 0 lorsque p(x,E) = O.

Soit Zi le cdne caractéristique de p;, on a alors

Théoréme 1.1 : On suppose que 21 et 22 sont quasi-transverses, alors

¥ A opérateur pseudodifférentiel régulier d'ordre O, l'opérateur

P = (P o P, + A) admet une parametrixe 4 droite dans OPS™!

hlx,s Lz,
Par passage a l'adjoint, on considére la situation exposée dans 1'in-
troduction : Soient P1 et P2 deux opérateurs pseudodifférentiels régu-
liers sur un ouvert X de R" d'ordre 1/2 dont le symbole principal Py

(resp. p2) vérifie 1'hypothése.
1 -
(H) I {p,p} < 0 lorsque p(x,E) = 0

Alors :

Théoréme 1.2 : On suppose que Zl et 22 sont quasi-transverses, alors
¥ A opérateur pseudodifférentiel régulier d'ordre O, l'opéréteur

P = (PP, + A) admet une parametrixe a gauche dans OPS-I’-l’_l(X,Zl,Zz).

En particulier, P, P, + A est hypoelliptique avec perte d'une dérivée.

§ 2 : Démonstrations des théorémes 1.1 et 1.2 dans le cas général.

Soit donc a étudier PP, + A ou p, et p, vérifient la condition (H)
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et les hypothéses du § précédent.

I, est défini dans f’x\o par Rep; = 0 , Imp, =0
5, est défini dans TX\O par Rep, = 0 , Imp, = 0
On utilise alors une idée de [6].
On considére X xR? E) (x,zl,zz)

3¢ 2
et T (XxR™)\0 > (x,zl,zz,g,gl,gz)

. s o 3 )
On identifie T (X)\O au sous cdne z,=0,2,=0,(,=0,(,=0

et soit Ua le cdne défini par |51|+|g21 < a|§|.

Dans ce cdne Us’ il est clair que des symboles pseudodifférentiels

3 - . .
sur Te(X)\O peuvent @tre considérés comme des symboles sur U indépen-

dants de (z,{).

Ainsi P2, A définissent des opérateurs P, , A opérant sur les micro-

fonctions dans Ue'

~ ~

P2 est caractéristique sur 22 défini dans U par Rep2 =0, Imp2 = 0.

~

On considére z défini dans U_ par :

¢
Rep1 + TET%7§ =0

Im C2 =0
Py * TE|T7§ =

~

et soit P1 1'opérateur pseudodifférentiel sur U de symbole

. ~ &1 62
N H NG

~ ~ ~

On remarque alors que 21 et 22 sont transverses dans U et que Zi (i=1,2)

est symplectique de codimension 2 si & est choisi suffisamment petit ;

en effet :

1 (~ =~ 1 —_
1 p,9,3 = 1 {p,P;} pour ¢, =0, ¢,=0
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1 -1, . , . 1 o~ ~
T {pl,pl} étant strictement négatif lorsque Rep1=0, Imp1=0, I pl,pll

est strictement négatif lorsque |g1|+|gzl<s|§|

Repl = —W

Imp1 = -TETT7§

pour & suffisamment petit.
On considére 1l'opérateur :
P = PI'P2 + A

~ o~

alors P € opsts1s 1(0,21,22) et vérifie microlocalement dans U les

hypothéses du théoréme 1.2.
De plus le symbole de P ne dépend pas de-(zl,zz).

I1 existe Q dans OPS -1,-1 -1(U 2 22) tel que

~

~ ~

Qo P=1+R

ou R est regularlsant dans U (ie pour toute distribution g dont le WF est
dans U, Ru est C .

De plus le symbole de Q et R ne dépendent pas de 2,,2, en un sens
évident.

Soit E et ; les symboles complets de Q et P, si on désigne par # la loi

des symboles dans U, on a :
(2.1) Ux,8,00,85) # B(x,5,0,,0,) = 1+7(x,8,0,,C,)

ol T est dans S—Q(U), q,P,T ne dépendent pas de 2y, 2y

On désigne parGD la loi de composition des symboles dans T*X\O. Alors

(2.2) T(x,§,6,,0,) # P(x,8,8,,8,) =U(x,8,8,,0,) ®P(x,8,¢,,C,)

147(x,€,C,,Cy)
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# est multiplicative en Cl . g2 sur les symboles qui ne dépendent pas
de (zl,z2) (modulo ™).

En effet, on a :

TH#D = 1)
‘avec € = (217)-“-2 Ijei(;TE+;'Z)E(x,§+E,C+Z);(x-;,E,C) dx. dz.d;. dz
Formellement, on peut écrire

~

1(c) = (2N "[el® 5 5(x-%,8,0) [(2M)2[q(x,8+8,0+0)1e? CdZ ag] oK ag

(2m~" Ieix'g p(x-X, §,0) . q(x,8+E,() dX 4§

p(. ,.,C)@q(. ,.,g).‘

Cette formule est exacte sous des hypothéses convenables d'intégrabilité
sur q,P,9.p (Théoréme de Fubini). Classiquement q,p, q(.,.,(),p(.,.,C)
étant des symboles dans un Sr/z, on peut se ramener a ce cas par
intégration par partie (utiliser un opérateur P tel que

p oi(X.842.0) _ ei(i.g(é.g)’ et [17).

On peut faire {; = 0, {, = O dans (2.2), et on obtient

(2.3) E(X,E,0,0)@;(X,E,0,0) 1x,£,0,0) @ p(x,8)

1+r(x,€,0,0)

Posons q(x,8) = q(x,£,0,0) , q est le symbole complet de la parametrixe
de P.

La question est de savoir dans quelle classe est q(x,§). Il est immédiat

o

% ~ .
que q(x,§) est dans 81/2(T X) car q(x,g,gl,cz) est dans S:/z(U), mais

il est difficile d'2tre plus précis dans le cas général.
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On a le lemme suivant

Lemme 2.1 : Soit E(x,g,gl,cz) dans s™¥1:K2 (U,Zl,Zz). On suppose

que tout champ tangent a 21 et 22 peut s'écrire comme la

somme d'un champ tangent a 21 et 22 et d'un champ nul sur (g1=o,g2=o),
m, k

alors q(x,E) est dans S 1’k2(T*X,21,22).

I1 importe de remarquer que l'hypothése du lemme n'est pas vérifiée
dans le cas général.

On pourrait par contre, en utilisant ce lemme ramener 1'étude du cas
quasitransverse a 1'étude du cas transverse.

Dans le cas général, on a cependant les propriétés suivantes :

. . o
Si Q est la parametrixe, Q, QP,, QP,, P,Q, P,Q sont dans opsl/z(x),

ceci nous suffira pour 1'application aux systémes.

§ 3 : APPLICATION AUX SYSTEMES

Utilisant les théorémes précédents, on montre les deux théoremes suivants

Théoréme 3.1 : Soient P, et P, deux opérateurs pseudodifférentiels

réguliers d'ordre 1/2 vérifiant (H').
Alors pour tous opérateurs pseudodifférentiels réguliers d'ordre O,

A et B, le systéme :

admet une parametrixe a droite Q = (Q..)

o
ij avec Qij € OPS (X).

1/2

Théoréme 3.2 : Soient P1 et P2 deux opérateurs pseudodifférentiels
réguliers d'ordre 1/2 vérifiant (H). Alors pour tous opérateurs
pseudodifférentiels réguliers d'ordre O, A et B, le systéme
P1 A
P = admet une parametrixe & gauche Q = (Q..) i=1,2
B Py 17 a2
=%

Qij € OPsf/z(X). En particulier, le systéme est souselliptique avec

perte d'1/2 dérivée.
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Esquisse de la démonstration du Th. 3.2

v P2 -A
On pose ’ ’ P = )

-B P1

P, P, -AB EP LAl

-(B,p,] -BA+P P

v
P.P =
2

v .
Les termes diagonaux de P.P (et dominants) sont du type étudié au §2.

v
On en déduit un inverse a gauche pour P.P, d'ol un inverse pour F.

La classe obtenue dans le théoréme se déduit aisément du calcul sym-

'bolique.

Le théoréme 3.2 répond a une question posée dans [3].
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