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SUR DEUX CONJECTURES DE SMALL
par

J.-D. THEROND

Soient A un anneau commutatif unitaire, U(A) 1le groupe de ses éléments
inversibles et G(A) le groupe défini en [2, § 7], Si A(4) désigne le groupe des
éléments z € A tels que 1-4z € U(A) (muni de la loi 2z 4 z' = z+2'-42zz') il y
est montré, si q : G(A) ~» U(A)/UZ(A) est définie par ¢(z) = T—E, que le diagram-
me suivant commute :

A(l«l) _ U
G(A) ___"‘__)U(A;l/uzm
Dans [3] Small conjecture, si d > O, les résultats suivants
G@[/d]) # {0} si d= 3(mod 4) et G@&[/d]) ={0}] si d

2 .
On se propose de déterminer G(A) quand A est l'anneau des entiers de QQ/E),

quand d est positif (sinon A(4) est nul),
Comme A est intégralement clos, d'aprés le lemme 6 de [1], l'applica-

tion a est injective., On cherchera donc G(A) en déterminant Im(a).
Lemme 1. Si 2z € A(4) alors =z € Z[/d] et N(1-4z) =1,

d
Preuve, Si d# 1 (mod. 4) A =Z[/d]. Sinon soit O # z = a+ b 1L‘£E A

2
N(1-4z) = N(1-42 ~ 2b - 2bd/&_) = (1-4a - 2b )2— (2b )zd = 1+4k d'ou N(1-4z) =1,
o o o o o

En développant on en déduit bid = (2a0+ bo)(2a0+ bo- 1) qui est pair, or d est
impair denc b est pair et z € z[/4a].
Soit maintenant z = a+b,/d € A(4) C Z[,/d]. Alors
N(1-4z) = + { = N(1-4a-4b /d) =1 + 8(2a- a - 2b2q) ;
seul + 1 convient (et le lemme est démontré) et 2a2— a = 2b2d.

a+1a,

Ainsi a =2 ,b:zﬁb',a>o,p>o, a' et b' impairs et

2a+1a, (2<7c+.2a‘_1 y = 22[-7+1b,2d
Comme a'(2“+2a‘ - 1) est impair on obtient, en égalant les puissances de 2
a+tl =2(@+1) si d=2d' a+! = 28+1 si d =d' impair
a+1

d'ol, aprés simplification par 2 :

a+2a,

at (g 1 =b2
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Si af est le plus grand carré divisant a', a' =3§ a? d'otx
Saf(z"“r2 af §-1) = p'2ar

N . N 2 .
ou § et d sont sans facteur carré et ou § et a1 sont premiers avec

2%*2 a$81 donc & divise d' et a, divise b', Ainsi d'=8cl3 et b’:azy

et alors
2
a+2a81—dy

Comme a est positif et y est impair on en déduit d = 3 (mod 4), Si d est
impair d =d' = Sda et a+2 = 2(B+1) ; 1'équetion dev1ent .

(28+1a )28—1 =d y2 .

1 3

Si d est pair d = 2d' = 28d3, a+2 = 2(B+1)+1 ; 1l'équation devient :

(23+1a1 2251 = dayz .

s : R _ _23+1 . .
Ainsi dans chaque cas, si d = dodS et x = a1 (qui est pair) on a
2 2

dox—d3y =1 dod3=d,dES(mod4) .

2
Comme a = 2a+1a' = 2a+1a 5 on en déduit

1

si d=2d' (d'od a+! =2(@+1)) a= v———§l~——=%d0
T 1)zzs 2
si d=4d"' (d'ot a+1 = 26+1) a= ey =5 d
(ZB+1a )y
Et b= zﬁb' = ZBa1y = ———2--1—: -’%— . D'ou la condition nécessaire de la

Proposition 1, Soit A 1l'anneau des entiers de Q(/E), d > 0, Un élément non nul

z appartient & A(4) si et seulement si

2
=X X
z = do+ 2‘/&_

2
N _ 2 2 .
on dd, =4d, d3 = 3(mod 4) et dox - day =1 avec x pair,

Démonstration de la réciproque, Soit 2z vérifiant les hypothéses, Alors

1-4z = 1—2d0x2+ 2xy /d d'od

N(1-4z) = (1-24 x2)2- 4dx2y2 = 1-4(d x2- d xz(d x2- d y2)) =1
o o o o 3

donc 1-4z € U(A) d'ou =z € A(4), c.q.f.d,
D'aprés le lemme 1, A(4) C Z[/d] donc 1-4z = 19" pour tout z € A(4)
ol £ est l'unité fondamentale de Z[/d] (c'est le cube de celle de A si celle

de A n'appartient pas a Z[/d]).

2
Lemme 2, Soit 0 £z==d o /_E A(4). On a «(z) =+ ¢ si et seulement si
a #1 et d_#-d.
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Preuve, 1-4z = 1«-2(d0x2 + xy /d) = 1- (doxz- dayz) - doxz- d3y2- 2xy /d d'od
1-4z = —(dox2+ d3y2+ 2xy /d) .
Si d, >0 (domc d; aussi) alors 1-4z=-(x/d_+ :,u/Es_)2 et si d<O

1-4z = (x / do- +yy d3 )2. Donc, comme ¢(z) = :__? est équivalent a «(z) 75 E—i_,
on doit avoir x,/d_ + y/d;{z[./E] et x/]'d:[ +y/ dal gz[/d] ¢

puisque d3 = 3 (mod. 4), do 7‘ 1 et do 75 -d. La réciproque est évidente.

'est-a-dire,

Lemme 3. Soit & =7 +Z,d 1'unité fondamentale de Z[/d]. On a -1 € Im(a) si

et seulement si d= 3 (mod. 4) et Z est impair,

Preuve, D'aprés la démontration précédente, si a(z) = -1 alors do = 1, Donc

d = dod3 = dS = 3 (mod., 4) et comme 2z € A(4) 1l'équation x2— dyz =1 a une solu-

tion avec x pair, Comme d= 3, N(g) = nz— ézd =+1 et nZ est pair, Le dévelop-
pement de x + y,/d = (g + 2 \/E)n donne alors

X = nn + én dn/z =1 (mod, 2) si n est pair

x=n" =7n  (mod, 2) si n est impair,
Donc X pair exige 7n pair donc Z impair, Réciproquement si d= 3 (mod, 4) et
Z impair, 1'équaticn x2— dy2 =1 a une solution avec x =7 pair, Ainsi

2
z=%+ Z%—/EE A(4) et a(z) =1,

Lemme 4. Si N(g) = -1 alors G(A) = {0}.
Preuve, Comme N(¢) = -1 implique d ¥ 3 (mod, 4), du lemme 3 on déduit

G(A) CZ/2 Z. 8i 0# z€ G(A), comme 1-4z = i-_en, d'aprés le lemme 1 on obtient
1 = N(1-42) = N(+ e™ =NE™ = WEe)H™ = (-1)® ainsi n=2m donc az) =1 ou

-1 mais ce dernier cas est impossible car d -7( 3.

Théoréme 1. Soit A 1'anneau des entiers de Q(/d), d4 > o.
Si d= 3 (mod, 4) alors G(A)~2/27%Z

Si d# 3 (mod, 4) alors G(A) ~ {0} ou z/27%

et dans ce cas G(A) n'est pas nul si et seulement si les propositions suivantes,

qui sont équivalentes, sont vérifiées :

(a) il existe une décomposition de d en dod3 avec do ;é 1, d0 75 -d,
-5 —
=1

ait une solution ;

dy =3 (mod, 4) telle que 1'équation doxz- dgy

(b) 1'unité fondamentale e =np + % ,/d de Z[/d] vérifie ¥ = O (mod. 4).
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Démonstration, 1) Cas ot d # 3 (mod. 4). Si G(A) # {0}, d'aprés le lemme 3 et le.

lemme 2 la condition (a) est vérifiée avec x pair ; mais s'il y a une solution

comme d3 = 3 (mod, 4) et dc> # 1 (mod. 4), obligatoirement x est pair. D'olu (a),
Réciproquement si (a2) est vérifiée x est pair d'ou

2
z = 3‘—2— d  + %/z—i— € A(4) et a(z) =2 donc G(A) n'est pas nul.

(a) => (b) Si (a) est vérifide il existe O # z € G(A) tel que

1-4z = -(dox2 + day2 +2xy/d) = =-(n + 2 /d—) si d est positif

et 1-4z

+(|Acl°|x2 + |d3|y2 +2xy/d) =e=n +2/d si d_ est négatif
donc, comme x est pair, Z =+ 2xy = O (mod. 4).

(b) => (a) Si Z = O (mod. 4) alors N(e) =n2- ézd = nz (mod, 16) donc N(g) =1

1 (774+ d) appartient & Z[/d].

Et comme 1-4z = +¢ , a(z) #T donc G(A) n'est pas nul et (a) est vérifiée.

d'ou n = +1 (mod. 8). Ainsi une valeur z =

2) Cas ot d= 3 (mod. 4) (donc dos 1 (mod. 4)). Si (a) est véri-
fiéde avec x impair 1'équation -d3x2- (--do)y2 =1 (ou —do = 3) a une solution
avec x pair (la valeur y de doxz— d3y2= 1). Ici encore (a) et (b) sont équi-
valents. Ainsi, d'aprés la condition (b) (£ = O (mpd., 4)) et le lemme 3 (Z = 1 ou
3 (mod. 4)) 1 et 1_; ne peuvent, compte tenu du lemme 2, appartenir simultanément
a Im(a). Donc dans ces trois cas G(A) :z/z 7. Comme le cas % = 2 (mod. 4) est

exclu (car 172- (‘gzd =1 impliquerait 4d = O (mod. f)) le théoréme est démontré,

Corollaire, Si N(g) = -1, alors G(A) est nul et, si d est impair, la récipro-

que est vraie,

Preuve, La condition est nécessaire (c'est le lemme 4), Réciproquement si

G(A) = {0} =alors d# 3 (mod. 4) donc d= 1 (mod. 4) et d'aprés le théoréme 1 on
a Z #0 (mod, 4), Si Z est impair, n est pair donc N(g) = 172— ézd = -1 (mod.4)’
donc N(g) = -1, Si Z = 2 (mod. 4), N(¢) = 1-4d (mod, 8). Si N(g) =1 alors

4d = 0 (mod, 8) impossible car d impair et si N(¢) = -1 alors 2= 4d(mod. 8)
impossible, Ce cas est donc exclu,

Comme N(5 + 2 /E) = +1, la réciproque est fausse pour d pair,

Remarque 1, Le théoréme 1 démontre la conjecture de Small pour d= 3 (mod, 4), Il
infirme celle pour d = 2 (mod. 4) car G@&[/d))~Z/2Z pour d =14, 46, 63, 94
et 138 car les cinq expressions suivantes, qui fournissent explicitement des va-
leurs de z telles que a(z) = :__e, valent 1 :

2 2 2 2

2,27 - 7,147 = 2.782 - 23,23 =2,4" - 31.12 = 2.7322- 47.‘512 =

=6.22- 2312 =1 .
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Remarque 2, La comparaison du théoréme 1 avec le théoréme 1 de [5] montre que le
cardinal de G(A) est plus petit ou égal a celui de Qfs(A) groupe des extensions
quadratiques séparables libres de A, En est-il ainsi pour tout anneau A ?

Notons (A,a,b) 1l'extension quadratique séparable libre B — A ® Ax ou
x2 =ax + b et a2+ 4b € U(A) et [A,a,b] sa classe d'isomorphisme. Comme d'a-

prés [4] la loi sur Qfs(A) est

[a,a,b] [A,c,d] = [A,ac,azd + c%p + 4bd]

les éléments [A,1,b] forment un sous-groupe de Q. (A).

Théoréme 2., Soient A un anneau commutatif unitaire quelconque et Qfs(A) le

groupe des classes d'isomorphisme des extemnsions quadratiques séparables libres de

A, Le groupe G(A) est isomorphe au sous-groupe formé des éléments [A,1,-z] de
A).
Qfs( )

Zr

Démonstration, Soient z € A(4) et z € G(A), Si =z =2z', d'aprés [2],

z' =z - (xz— x)(1-4z) donc 1-4z' = (1-4z)(1—2x)2. Comme 2z et =z' appartien-

nent & A(4), u = 1-2x € U(A) et donc v =ﬁ;e A. Ainsi

-z2' = -z + (x2-x)(1-4z) = uz(v—z-vz) et u(1-2v) =1

donc, d'aprés le lemme 1 de [4], on a (A,1,-2) ~ (A,1,-2'). L'homomorphisme
g : GA) > Q. (4)

z > [A,1,-2]
est donc bien défini, Considéré comme application & valeurs dans le sous-groupe des
;o (&) étant [A,1,0] si
g(z) =[A,1,-2z] =[A,1,0] d'aprés le lemme 1 de [4] il existe u € U(A) et v € A

tels que 1 = u(1-2v) et 0 = uz(v.1-z-v2), donc z = v-v2 = 0—(v2—v)(1—4.0) donc

éléments [A,1,b] il est surjectif, L'élément neutre de Q

z~ OE€ A(4) donc z=0 et g est injective.

Elle peut ne pas Stre sur jective : la comparaison entre le théoréme 1 et
le théoréme 1 de [5] montre en effet que pour les trois cas d= 1, 2 ou 3 (mod, 4)
les plus petites valeurs de d telle que G(A) soit un sous-groupe strict de

QfS(A) sont respectivement d =5, 6 et 39 (les unités fondamentales étant

132@, 5+2/6 et 25+4/39). Dans le cas ot d= 1 (mod, 4), si ¢ € z[,/d] alors
G(A) » Q, (A) (carz pair implique % = O (iod. 4)) et si ¢ ¢ z[/d],
G(A) ~ Qfs(A) si et seulement si N(¢) =1 (car, n+z,/d désigmant 83, N(e) =1
implique Z = O (mod. 4) et N(¢) = -1 implique Z impair), \

Comme QfS(A) est un sous-groupe de Q(A) (cf, [3], théoréme 2), on
déduit du théoréme 2 le corollaire suivant :

Théoréme 3, Soit A un anneau commutatif unitaire, Le groupe G(A) est un sous-
groupe du groupe Q(A) des extensions quadratiques de A,
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