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CARACTERES QUADRATIQUES DE GROUPES ABELIENS FINIS
ET SOMMES DE GAUSS

par

T. A, SPRINGER

Dans cette note on discute d'abord, au paragraphe 1, des propriétés géné-
rales (trés élémentaires) des sommes de Gauss associées & un ceractére gquadratique
sur un groupe abélien fini, Mentionnons, en particulier, la "formule de réciproci-
té" de 1.7.

Au paragraphe 2, nous donnons que%ques exemples, et au paragraphe 3 on
indique comment obtenir dans le ccntexte des sommes de Gauss, des lois de récipro-
cité, tel que celui de A, Weil [6] pour les formes quadratiques sur un corps de nom-
bres, Des résultats analogues de Knebusch sont discutés briévement dans [3, Apgp. 4].
On indique aussi au paragraphe 3 comment la démonstration donnée par Siegel [4] de
la loi de réciprocité dans un corps de nombres (de Hecke-Hasse) se transpose dans

notre contexte,

1. Bicaractéres et caractéres quadratiques

1.1, Soit A un groupe ubélien additif. Un bicaractére de A est une fonc-
tion f : A x A~ @ qui est multiplicative en chacune des variables si 1l'autre
est constante, f est symétrique si f(x,y) = f(y,x) pour tout x,y € A,

Supposons f symétrique. Le noyau Nf de f est le sous-groupe

Nf:{xeA] £(x,A) =1} .

f est non-dégénéré si Nf = 0, Deux éléments x,y € A (ou deux sous-ensembles
S,T de A) sont orthogonaux si f(x,y) =1 (resp. £(S,T) = 1), Si B est un sous-
groupe de A, on désigne par BJ' le sous-groupe orthogonal
BJ':{xEA| £(x,B) =1}
Un caractére quadratique de A est une fonction @ : A > € telle que

£, ¢ (x,y) P 0(x+y) 9(X)_1

1 R R .
6(y) soit un bicaractére, c'est le bicaractére (symé-

0
trique) associé a4 ¢, Le noyau NG de 6 est celui de f9° La restriction de §
a Ne est un caractére de Ne, son noyau est le radical R9 de f. Nous dirons que

6 est non~dégéﬁété si RG = 0 et non-défectif si NB =0,

Soit 6 un caractére quadratique de A et posons fe(x,y) = <x,y>, donc
) 6 (x+y) =8(x) 6(y) <x,y>
On tire de (1)
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1
(2) 6 (nx) = 0 (0™ <x,x> 2"V mez) .
Le lemme suivant est une corséquence directe de (2). Hy dénote le groupe des raci-
iéme .
nes d de 1'unité,.

1.2, Lemme, Si "x € A a ordre d, alors 6(x) € Hq si d est impeir et

0(x) € puyy si d est pair.

1.3. Lemme, Il existe des caractéres y : A= C* et e : A~ {1,-1] tels que

(3) 6 (-x) = x(x) 6(x)

(4) e(x)2 = gx(x) <x,x>
Posons 6'(x) =6(-x), alors 6' est un caractére quadratique avec fe, = fe, d'ou
l'existence d'un caractére y satisfaisant (3), On voit pareillement qu'il existe
un caractére u de A avec 0(x)2 = u(x) <x,x>, Alors :

L) <x,x> =0 (-2 = x 0% 602 = 402 L) x>,

d'ot l'on voit que ¢ :'X-1U a les propriétés requises,

1.4, Dorénavant, nous supposerons A fini, Alors les valeurs de 0 sont des
racines de 1l'unité, d'aprés 1.2, La somme de Gauss s(f ; A) est définie par

s ;) =) 6(x) .
_ xtA
6 définit un caractére quadratique 6 du groupe A/hs et il est clair que

s(@ ; A) = |R9] s ; A/hs) .

1.5. Lemme, (i) Pour que s(§ ; A) # O il faut et il suffit que R_ = N_ ;

] 6
(ii) si s(@ ; &) #0 ona |s(,a)] = ]A]j'fz |RB|1 2,
On a :
s 3 m|1%2= T e = T e xy =
x,y€EA x,y€EA

=1al ) o)
S,

ce qui implique les assertions du lemme,

1.6, Nous posons )
@ ; A) = |A|_1/2 ]R6]_1/2 s(6 ; A) .

D'aprés 1.5., on a [y(6 5 A)] =0 ou 1.

Supposons 6 non-défectif (alors |y 3 A)] =1, d'aprés 1.,5,), Si B
est un sous-groupe de A et B 1'orthogonal (par rapport a fe), on a (Blﬂl'z B
et [B‘-|.— [A] |B|". Nous dirons que B est bon (pour 6) si §|B N Bl=1, clest

4

le cas, par exemple, si BN B“=0 (B non-dégénéré) ou si ¢|B =1 (B isotrope).
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Le théoréme suivant donne une formulation générale de la "formule de réci-

s - ”
procité des sommes de Gauss ,

1.7. Théoréme, Si B est un bon sous-groupe de A, alors

(5) v 3 &) =y@|B ; B) y(|B+; BY .
‘On a @
s(6 ; A) ;(0|B'L; b = Yoo o) = Sa(x) <x,y> = |BL[ s(9|B ; B).
*CA x€A :
yEBL yEB‘L

- - Loiq oz . .
Comme N0|B _'NGIB* B N BY, il résulte de 1.5. (i), que s(9|B ; B) #0,

s(a|B+; BY) # 0. la relation précédente et 1.5. (ii) impliquent alors 1.7,

Mentionnons explicitement quelques cas particuliers,

1.8, Corollaire, (i) Si_ B est un sous-groupe non dégénéré de A, alors 6|B

et 9|BL sont des caractéres quadratiques non-défectifs de B et B+, et on a (5),

(ii) Si B est un sous~-groupe isotrope de A, alors :

y(e ; A) = y(BIBJ-; b

1.9, Corollaire, Soit A la composante p-primaire de A, Alors Ap est un

sous~groupe non-dégénéré de A, ep ::BIAp est un caractére quadratique non-défectif
de Ap et on a
v ;3 A) = 2 y(ep ; Ap) .

Si B est un sous-groupe tel que |B| et |BY soient relativement
premiers, il est clair que B N Bt = 0, par conséquent B est non-dégénéré, 1,9,
résulte de cette remarque et de 1,8, (i),

Pour calculer y(§ ; A) on peut se servir du résultat suivant (qui remon-
te 4 Minskowski),

Soit A un groupe abélien fini, soit f un bicaractére symétrique non-
dégénéré de A, Nous dirons qu'un sous-groupe B est non-dégénéré pour £ si

£|B 1'est.

1.10, Proposition, Il existe une décomposition en somme directe A = @)Ah ou
h —

les Ah sont des sous-groupes non-dégénérés deux & deux orthogonaux, et de 1'une

des deux formes suivantes g

(a) un groupe cyclique,

(k) somme directe de deux 2=-groupes cycliques de méme ordre.

I1 suffit de démontrer 1,10, dans le cas ou A est un p-groupe, Nous
raisonnons par récurrence sur A, le cas |A| = p étant trivial, Soit pe 1l'ordre

maximal des éléments de A,
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Supposons d'abord 'p impair, Si f(x,x) € pu pour tout x € A, on

ée-1

aurait f(x,y)2 € u (x,y € A), d'ou f(pe-1A,A) =1, une contradiction., Donc

e-1

il existe x € A d'ordre pe avec f(x,x) € pu o H emt® Soit B 1le sous-groupe

cyclique engendré par x, Alors B est non—dég}é)néréz, on a une décomposition or-
thogonale A =B @ B‘L et l'assertion résulte en appliquant 1l'hypothése de récurren=
ce a B'L.

Dans le cas p = 2, il reste & considérer le cas ou f(x,x) € pour

i/2°7 !
e . On voit facilement qu'il existe x,y € A ayant

ordre 2° et tels que f(x,y) =Z. Alors f(x,x):ga, f(y,y):gb ou a et b

tout x € A, Soit Z =

sont pairs, )
Si mx + ny € BmBL, alors
ma + n=m+ bn= 0 (mod 2e),
d'ol m=n= 0 (mod 2e). Par cgnséquent, B est la somme directe des groupes cy-

L

cliques engendrés par x et y, et BN B~ =0, L'assertion résulte encore par ré-
currence,

Soit maintenant @ un caractére quadratique non-défectif de A, Si les
A, sont comme dans 1.10, avec £ = fe, alors il résulte de 1.8, (i).et 1.10, que

v 3 A) =1 y(elA.h PA) .
h

Ceci réduit le calcul de (6 ; A) (théoriquement, @u moins) au cas ou A a l'une

des deux farmes de 1,10,

2, Exemples
Dans ce numéro nous discuterons un nombre d'exemples,

2.1, Groupes cycliques,

Soit A =Z/n Z, soit 6 wun caractére quadratique non-défectif de A.
Nous l'identifions i une fonction sur Z, similairement pour fe. Posons Z = UEAS

Si x,y €Z ona: > = é2uxy ,
ou (u,x) =1, Alors xpP 6(x) Z—uxz est un caractére e'g on voit qu'il existe

v € Z avec

<P b =W E

Comme @(x+n) =6(x), ona un + v=0 (mod 2), (1) donne la forme générale d'un
caractére quadratique non-défectif sur 7/n 7. Ecrivons g = eu,v ’

y(u,v ; n) = y(eu,v s 2/n7). '
Si n est impair on a

y(u,v ; n) = y(4u,2v ; n) ,
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et on constate facilement que

—4uw?
y(4u,2v ; n) =2 duw Z(4u,0 3 n) ,

ol 4uw + v= 0 (mod, n)., Or

- n N 2
y(4u,0 ; n) =n 1/2 Z g miux /n .
x=1 n=-1.2
2u, ) 1/2
La somme est une somme de Gauss ordinaire, de valeur (=) i n [2, p. 153]
(symbole de Jacobi),
Si n est pair on a.
-uw?
yG,v 3 n) =27 y(u,0 3 n)
ou maintenant uw + -é—v = 0 (mod, n), et
2n .2
p(u,0 5 1) =-1—n 1/2 T ez-nlux /2n .
2 )
x=1
C'est encore une somme de Gauss ardinaire,
2.2, Dans la situation de 2,1.,, soit n =ab ou (a,b) =1, Posons

B=a Z/n A «__._Z/b 7., Alors B est un sous-groupe non-dégénéré de A et

B‘L= b‘z/n 7 ~ 7/a 7. Application de 1,7, donne la formule de réciprocité

(2) y(u,v ; n) = yp(au,v ; b) y(bu,v ; a) ,
Si n est impair, u =2 et v =0, alors (2) implique la loi de réciprocité qua-
a-t bt '
aratigue () D =12 " ? , s a>o0,b>o0.
2,3, Considérons maintenant le cas d'un groupe A du type (b) de 1,10, Soit
6 un caractére quadratique non-défectif de A, tel que le bicaractére associé fe
soit comme dans le derniér alinéa de la démonstration de 1,10, Identifions 6 a
une fonction sur Z x Z, Posons |A] = 22e, z = e 29—1. I1 résulte de la démons-
tration de 1,10, que nous pouvons supposer que :
0(x,y) = gax2+xy+by2+cx+dy ,
ol 2 et b sont pairs, Prenons d'abord c¢ = d = 0, et écrivons 7Y(a,b ; e) =

=y( ; A).
Si e > 1, le sous-groupe B = 2e-1A est isotrope (voir 1,6,), on a
B = 2A, Application de 1,8, (ii) montre que :
Y(a,b ; e) =%(a,b ; e~2) (e>2) ,

d'ou

Il

Pa,b 5 e) =1 (e pair)

~ ab . .
y(a,b ; e) = (=1) (e impair)
Dans le cas général, on réduit le calcul de y(§ ; A) aucas c=d=0

par une translation des variables, ce qui introduit un facteur supplémentaire,
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2,4, Formes quadratiques sur un corps fini

Soit k wun corps fini &4 q éléments, de caractéristique p, Nous dési-
gnons par y le caractére de (Fp avec x(n mod p) = ez'”:.Ln p.

Soit V un espace vectoriel sur k, de dimension finie et Q une forme
quadratique sur V, Alors

o(v) =)((Trk/le Q(v))

définit un caractére quadratique sur le groupe V, Nous supposerons § non-défectif
ce qui veut dire que Q est non-dégénérée si p 75 2 et non défective si p = 2,
Soit d'abord p 75 2, On désigne par Ty le caractére non trivial d'ordre
2 de k¥, On a
T, (x) = (N x)
k T Tk ’
p /{FP
et
n
T (n mod p) = (E) .
P
Soit (el,...,em) une base orthogonale de V par rapport a Q et po-
sons Vi = kei. D'aprées 1.8, (i), on a :
m
yo ;3 v) = T y@|v, ; v.)
. i i
i=1
ce qui réduit la détermination de (8 ; V) au cas o dimV =1,

Supposons d'abord k =WF _, Si dim V = {1, le calcul des sommes de Gauss

montre que (&1,
. 2
y 3 v) =1 . TtFp (CICPP
' s -
d'ou dans le cas général m(p_1)2
y@ 3 v) = i 2 T %) ,
P

ou § :Q(e1) Q(em).
Si k est quelconque et dim V =1, on voit que @ est le caractére

quadratique défini par une forme quadratique xp Trk/ﬁ«‘ (axz) sur k, considéré
P

comme espace vectoriel sur lEp. D'aprés ce qui précéde, on aura
-1.2

d('pz—)

v ; V) = i

oh d=[k : [Fp] et ol §, est le déterminant de la forme bilinéaire

(x,y) & Trk/ﬂ“ (axy) sur k, par rapport & une base (x1,...,xd) de k sur F ,
p p

Alors : _ 2
8y = Nk/,u-‘p(a)‘i '

J=1
. az q
g = dét (x:,L )1<i,j<d .

or £%=(-1%"%, aton
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2 da-1
T &™) = (-1 .
o P
Mettant tout cela ensemble on trouve finalement, dans le cas général

md(p'T1)2+2m(d-1 )

O 5 V) =1 7, (8)
ol d=[k s (Fp], m=dim VvV, § = Q(ei) +.. Qe ). On notera que
v(@6 ;V)2 = Tk(-l)m o
2,5, Soit maintenant p'= 2, La forme Q étant non-défective, m = dim V est

. . . . . 1
pair, Soit (ei)1 <im une base symplectique de V., Soit V. 1<ig 5 m) le
Alors :

1/2m

v 3 V) = 121 y(e\vi H Vi) ,

sous-espace engendré par e., e,
P g P i’ ®i+1/2m’

ce qui nous réduit au cas dim V = 2,
Supposons dim V = 2 et soit (e,f) une base symplectique, Alors: :
Q(xe+yf) = ax2+xy+by2
ou a,b € k, On a :
2 2
Tr (ax” +xy+by )
- e,

y@e s v)y=a ) (1) .
X,y€k
Comme ¢

2 3 2 —
Trk/th(x ) (Trk/sz(x)) Trk/ﬂ“z(X) ,

on a aussi
Trk/@z(a1x+xy+b1.,)

y@ sV =q" T (=) ,
x,y€k
ou af = a, b? = b, Un calcul facile montre alors que
Trk/le(a1b1) Trk/(Fz(ab)
ylo 3 V) = (~1) = (-1) .

Ceci implique que dans le cas général on a @

Trk/sz(A(Q))
v@®@ 3 V) = (=1)

ou A(Q) est 1l'invariant d'Arf de Q.

2,6, Soit M un groupe abélien de type fini, de rang m, Soit F une forme
bilinéaire symétrique sur M, & valeurs dans Z, de déterminant impair,

v =M/2M est 'un espace vectoriel sur th. Nous écrivons X = x+2M, On
définit un caractére quadratique non-défectif sur V par

(_) %—wiF(x,x)
6 (x = e .
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Nous allons déterminer (6 ; V),
Choisissons a € M tel que
F(x,x) = F(x,a) (mod, 2) .,
Alors F(a,a) = dét F + m~1 (mod, 4) (voir par exemple [5, p, 10]), en particu-
lier on aura F(a,a) = m (mod, 2),

Posons
G(x,y) = F(x,y) + F(x,a) F(y,a) ,

alors G(x,x) = 0 (mod., 2), Définissons une forme quadratique Q sur V par
QGO = 2 606,x)  (mod, 2) .

Si Q est défective, il existe b € M~-2M avec
F(x,b) + F(a,b) F(x,2) = 0 (mod, 2) ,

ce qui n'est possible que si b= a mod, 2M, m impair,

On a m -;—111 (G(x,x)-F(x,a)z)

e
XEM/2M

Si a€ 2M, ona (@ ; V)= (-1)A(Q), d'aprés 2.5, Soit maintenant a ¢ 2M et m

ye s V) =2

[STEN

pair, Choisissons b € M tel que G(a,b) = 1 (mod, 2), Soit V1 le sous—=espace

de V engendré par a et b et V son orthogonal, D'aprés 1,8, (i) :

2
y@ ;3 V) =y(e|v1 PV vV, s vy,
et d'aprés 2.5, @
v@lv, 3 v, = -2 @lva)

'y(e]V1 H Vl) se trouve facilement par un calcul direct, On trouve finalement :
v@ ; V) ==(~17A(Q) si F(a,a) =0 (mod, 4) ,

y@ ; V) =-i (-I)A(Q) si F(a,a) = 2 (mod, 4) ,
Si a ﬁ 2M et m est impair, écrivons V ==Wé a + V1, ol maintenant :

v, = {x|F(x,2) = 0 (mod, 2)}. On trouve :

Tm sy
y@ V) =e -1 si F(a,a) =1 (mod, 4)
- i—ﬂi A(QIV,‘)
v 3 V) =e -1) si F(a,a) = 3 (mod, 4)

3. Invariants de formes quadratiques sur certains corps

3.1, Soit A un anneau de Dedekind avec la propriété que les quotients pour
un idéal maximal soient des corps finis, Soit K 1le corps des quotients de A,
Fixons un caractére complexe X du groupe additif de K, tel que XIA =1, On sup-
pose que l'ensemble des x € K tels que x(xA) =1 soit un idéal fractionnaire,

C'est alors 1l'inverse 2:1 d'un idéal d = SX de A (la différente de y).
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Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur K et Q une forme
quadratique sur V, On désigne par ( , ) 1la forme bilinéaire associée, on la sup-
pose non-dégénérée,

Soit L un A-réseau dans V tel que Q(L) C A, Posons ¢

L'={x€Vv| (x,L) C A} ,
c'est encore un réseau et L C L' C g-iL'. Le groupe g_iL'/L est fini, Nous
définissons un caractére eL sur ce groupe par

eL(x+L) = x(Q(x)) .

Le bicaractére associé fe est donné par :
L
£, (x+L,y+L) = y((x,y)) ,
L
d'ol 1l'on voit que 0., est non~défectif,

Le résultat suivant généralise quelque peu ce qui est établi dans [3,

p. 128].

3.2, Proposition, 'y(GL H g)?L'/L) est indépendant du choix de L,

Il suffit de montrer que ce nombre ne change pas si L est remplacé par
un sous-réseau L1. Alors L! C L; et g'-1L'/L1 est un sous-groupe de g-1L1'/L1.
L'orthogonal de _g_-1L'/L1 par rapport a fe est L/L1, ce qui implique que

I
g_1L'/L,I est 1'orthogonal d'un sous-groupe isotrope de g_‘IL{/Lr Alors, 1.8, (ii),
montre que @ -1, - -1, -1,
?(0L1 P4 LI = y(eL/%( L'/t 5 &L/t
On voit facilement que le second membre égale -y(eL ; %‘(1L'/L), d'ol la proposition,

Posons y(Q) =yX(Q) =y, 3 g_L"L'/L), clest légitime d'apreés 3,2,

3.3. Proposition. (i) Ona (2 ®9,) =y (Q) 3 @), v, (-0 = yX(Q)" ;

(ii) Yy définit un caractére du groupe de Witt des formes

quadratiques de K,

3.4, Soit char K 75 2 et soit (ei)‘l < i < n une base orthogonale de V, Po-
sons Vi =Kei. D'aprés 3,3, (i), on a
m
@ = 1 Q|v.,)
'Vx 1= 'YX | i ’

ce qui réduit la détermination de p (Q) au cas V =K, On a alors Q(x) = a.x2

(ce que nous écrivons Q = <ad>),
Soit V=K, Q =<a> et posons L = a, un idéal (fractionnaire) tel que
aéz C A, Alors L' = ('zag)'1 et g-iL'/L: (Zag__q)"/g. Si i est un idéal de A
a

°
.

nous posons Ni = |A/é| . Alors on
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<P y @) =neee) * e
(2080)"'/a

(sommation sur un systéme de représentants des classes de (Zaﬂ)_1 modulo a),

3.5, Considérons le cas ol A =J et ol le caractére de @/Z est défini par
Xq(x) - e21r1x
Ona d=%, Posons y_ =7y , Alors (1) donne :
- o 2|a] .2
'yQ(<a>) = |2a] 2 Z e2mix /42 .

o x=1
D'aprés les formules pour les sommes de Gauss [2, p. 153] on trouve :
'))Q(<a>) — e1/4 7i sgn a
ce qui implique
1/4 7i sgn
vQ(Q) =e / 4 gn @ ’

ol sgn Q est la signature réelle de la forme quadratique Q,

3,6, Soit maintenant A 1'anneau des entiers d'un corps de nombres K, de de-

gré fini sur @, Le caractére de K/A est défini par
X) = Tr, b .
xK( ) XQ_( X/a )

La différente est alors la différente —%K/Q du corps K, Posons Y = yX .
K

Si a € K et si v est une place réelle de K, on dénote par sgnva le
signe de a dans la complétion de K définie par v, Si Q‘ est une forme quadra-
tique sur K, sgan a une signification analogue,

On voit immédiatement que

yE<e>) = VQ(Qi) ’
ou Q1 est la forme quadratique sur le @Q-espace vecteriel K définie par :
' _ 2
QI(X) = TrK/Q(ax ) .

I1 résulte alors de (2) que
1 ,
z i Z sgnva
(3) yK((a>) =e v
par conséquent @ -14-111 >—~ sgn_Q
— o v
vK(Q) = e v o

Soit alors a un nombre totalement 'p'ositif de K et u une unité de A,

I1 résulte de (1) et (3) que (g étant comme dans 3,4,)

XK(uaxz) — i-M(u) Z XK(aXZ) ,

(2ag__c!)v-1/g (2agg)-1/§
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s

ot M(Cu) est le nombre des places réelles v avec sgn_u = -1, Ceci est 1lié & un
résultat d'Armitage [1].

3.7, Soit encore K un corps de nombres et A son anneau des entiers, Si p
est un idéal premier de A, on dénote par K la complétion correspondante de K

et par AE 1l'anneau des entiers de KE. I1 existe une bijection ¢

(4) K/AS @K /A
PP
g - =
(p parcourant l'ensemble des idéaux premiers de A), Si y est un caractére (quel-
conque) comme dans 3,1., l'isomorphisme (4) lui associe un caractére XE de 1(2,

qui a les propriétés de 3,1, (pour Kp et Ap).

Soit Q une forme quadratique non—dévgénérée sur le K-espace vectoriel
V. On dénote pour Q la forme induite sur V_ =K ®K V.
P P B
3,8, Théoréme, Q=1 Q) .
o LACOICME. )’X b 'YX P
P
Soit L comme dans 3,1, et posons LE = AB ®A L, c'est un Ap-réseau

dans VE. Si QP est la différente de XP' le groupe fini g-1L'/L est 1la somme
directe orthogonale de sous-groupes isomorphes aux g;L'/L et 1'assertion résulte
de 1.8, (i), B

=Y ) La formule de 3.8, devient
o

2

Si en outre y = Xg TDous posons yy

]

alors :

yK(Q) = Yk (QP) .

il

.

C'est la loi de réciprocité de Weil (voir [6 , p. 133]). Le premier membre a été
déterminé ci-dessus, Les facteurs du second membre s'obtiennent, en principe, par

des calculs locaux, Nous n'y insistons pas,

3.9, Soit encore K un corps de nombres, (1) et (3) donnent alors le calcul de
certaines sommes de Gauss, Nous allons en déduire quelques autres formules, Nous'
prenons y =y dans (1), v

Soit a € A premier & 2; et choisissons c € K totalement positif tel

s

que ¢ d scit un idéal entier, premier & 2aA (ou d = ). En appliquant (1)
= = =] /Q

avec a 1c au lieu de a et a = aA, il résulte de (3) que :

- —;‘ -1 2 .%wi z sgn_a
N(2acd) 3 Xg(a exy=e v Y
(ch)-1/aA

Posons
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1
o—c(a) = N(acg) 2 Z XK(a-1cx2) N
(cg)_1/a.A

|-

ol(a) = N(ad) Yo oxgaledy
A7’aA.
1

2 1 2
T_(a) = N(24) S x5 oacx®) .
c A7'2A K'4

I1 résulte de 1.8, (i), appliqué au caractére quadratique sur le groupe (202)-1/8A
défini par xHXK(a—lcxz) et au sous=-groupe (cg)-1/aA que

1

—7i sgn_a

(5) o (a) 5 (a) = et gg"
c c *

Soient maintenant a,b € A tels que a,b,2 soient premiers entre eux et
prenons c¢ totalement positif tel que cd soit un idéal entier premier & 2ab,
Soit (%) le symbole de Jacobi,

En appliquant mairtenant 1.8, (i), au caractére quadratique sur
(cg)-1/a.b A défini par x» xK(a-1b—1cx2) et au sous-groupe b(cg)_1/abA on
trouve - a. b

= (—)(— 1
o*c(ab) (b)(a) crc(a) crc(b) .
Il en résulte que ¢
-1
! =
Uc(b) G’C(b) o'c(i) ’

d'ol

a, by, _ -1 -1

@R = o @) o @ o ) o (1),

et (5) donne : sgnva-i sgnvb-'l

2 2 ° 2
v

6) S = T a0 e _(a)e (o) (DT,

or rrc(a) est un nombre (9 ; V) comme dans 2,6, (6) est la loi de réciprocité
quadratique dans K,

Si a=b=1 (mod, 2A), le second membre se calcule plus explicitement,
d'aprés Siegel [4].

Si y € A, il existe u(y) € A tel que

Il

2 "
TrK/Q(cx y) = TrK/Q(cx-u(y)) (mod, 2),
pour tout x € A, et on a ¢

TrK/Q(cu(x)u(y)) = TrK/ (xy) (mod, 2)

Q
(ceci résulte de [loc, cit., p. 347]).

Soit a=b=1 (mod, 2), et posons a = {+2a', b = 1+2bb'. Un calcul
facile montre que :

- % ri TrK/Q(cu(a' )2)

'r:c(a) =e 'tc(‘l) ’
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dlol :
_ _ ~ri Tr, ;, (cu(a')u(b'))
T (ab) 7 _(a) ! T 7 () =e ¥/
T! (a'b'
ey R .
Ceci donne la formule de Hasse
sgnva-1 sgnvb-1 am1 bei
oo h T TET T G )
(BQ(;Q = (-1) .
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