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SUR LES GROUPES A(n)
par

A, MICALI et J.-D. THEROND

Les groupes A(n) sont directement issus de la théorie des formes quadra-
tiques et de celle des algébres de Clifford. En effet, le groupe G(A), qui est 1lié
aux groupes A(2) et A(4) intervient (cf. [6]) dans la classification des algé-
bres de Clifford.

Nous nous intéressons & de:s propriétés concernant essentiellement les
grounves A(n) et & des phénoménes de nature cohomologique qui s'y rattachent. Nous
déterminons, en derniére partie, des groupes A(n) pour certains anneaux d'entiers
de corps de nombres,

Tout anneau est commutatif & élément unité et U(A) désigne le groupe
multiplicatif des éléments inversibles de l'anneau A, De plus, Ann désigne la ca-

tégorie des anneaux et Ab celle des groupes abéliens,

1. Préliminaires, Le groupe G(A)

Soient A un anneau, n > O un entier et A(n) = {aja € A, 1-n a € U(A)},
ILa loi de composition a ¥b=a+b-nab pour a et b parcourant A, munit
A(n)  d'une structure de groupe ahélien et on définit ainsi un foncteur covariant
.(n) : Ann - Ab, h

Pour tout anneau A, on notera Ip(A) 1le groupe des idempotents de A

muni de la loi de groupe abélien donnée par e Yel=e+e'=2ce e', e et e!
parcourant Ip(A), On définit aussi, de la sorte, un foncteur noté Ip défini
dans Ann 4 valeurs dans Ab, Voyons comment le groupe des idempotents de. 1l'anneau
A est 1ié aux groupes A(n), Pour cela, on remarque que l'application ¢ : A(2) =
> A(4) définie par xpP x - x2 est un mornhisme de groupes abéliens dont le noyau
est Ip(A)., Si 1l'on désigne par G(A) son conoyau, on a la suite exacte de groupes

abéliens 0 - Ip(A) » A(2)—23 a(4) » G(a) » o.

Exemples {.1. Pour tout anneau A, A(0) = A+, le groupe abélien additif sousjacent

4 l'anneau A,

1.2, Si A est un anneau de Boole, Ip(A) = A(2), donc A(4) ¥ G(A) est un iso~

morphisme de groupes abéliens,

1.3, Pour tout anneau A, l'application A(n) = U(A) définie par a\> 1 - n a est
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un morphisme de groupes abZéliens, car quels que soient a et b dans A(n),
1-na¥b)=({1 -na)(1 -nb), Si n n'est pas diviseur de zéro dans A, ce
morphisme est injectif, De plus, si n est inversible dans A, c'est un isomorphis-’

me, l'isomorphisme réciproque A(n)¢— U(A) étant défini par ‘; (1 = a)eqa,

1.4. Considérons le sous-groupe UZ(A) = {azla € U(A)} de U(A), pour un anneau
A donné, et soit ¢ : A(4) » U(A) 1le morphisme défini par ai> { - 4a , Si

x € Im(A(2) > A(4)), il existe un élément a € A(2) telque x=a - az, donc
Pp(x) =1 ~4x=(1 -2 a)2 € UZ(A). Par passage aux quotients, il existe un unique
morphisme de groupnes abdliens ;{: : G(A)—-~-~> U(A)/UZ(A) rendant commutatif le
diagromme

Ay —2% 5 v

L

n %
G(A) N U(A)/UZ(A) ,
ol les fléches verticales sont canoniques, Si 2 est inversible dans A, le morphis-

me $ : G(A) 3 U(A)/Uz(A) est un isomorphisme de groupes abéliens,

1.5. Soit ((A) 1le groupe des extensions quadratiques de l'upneau A (cf, [2],
Ch, IV, § 3), Si A est un anneau local, on sait (cf. [7]) que toute extension
quadratique de A s'écrit sous la forme A[x] avec x%- x + a = O, ot a€ A et
1 - 4 a est inversible dans A, L'application (A(A) » G(A) définie par A[x] b a
est alors un isomorphisme de groupes abéliens,

On remarque, finalement, que G est un foncteur covariant défini dans la

catégorie Ann & valeurs dans la catégorie Ab,

2, Les morphismes ¢ : A(m) = A(n)

On se pose ici le probléme de savoir si pour un anneau A donné et pour
deux entiers m,n } O donnés, il existe toujours un morphisme non trivial de grou-
pes abéliens ¢ : A(m) - A(n), i, e,, tel que ¢(x + y = m x y) = $(x) + ¢(y) =
- n ¢(x) ¢(y) pour x et y parcourant A(m)., Dans un premier temps, nous cher-

cherons les solutions continues de cette équation fonctionnelle,

Supposons donc que ¢ : R > R soit une fonction continue et différentia-
ble vérifiant 1'équation fonctionnelle ¢(x +y = m x y) = ¢p(x) + ¢(y) = n ¢(x) ¢(y)
quels que soient x et y dans R. On voit donc que pour tout x € R et pour
h ? 0, ¢(x + (1 = m x) h) = ¢(x) = (1 = n ¢$(x)) ¢(h) et si l'on remplace h par

Tomc ? O @ ¢(x+ h) =¢x) = - n¢x) ¢(‘I—_1l:\x)° En divisant par h et en pas-

sant 4 la limite pour h - 0, on a ¢'(x) = 1-—?_-%}‘&)- ¢'(0).
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Si m#0 et n#O0, cette équation différentielle nous donne ¢(x) =

n ¢'(0)
m ot ¢'(0)x

~—‘-;_17(1—(1—mx) ); si m=0 et n#0, ona ¢(x):;11-(1- )

]
si m ;é O et n=0, ¢(x) =~ 9—% log(1 - m x), Finalement, pour m =n = O,

P(x) = ¢'(O)X. n tl(o)

Supnosons que  ¢(x) =1; 1 -1 ~-mx) m ), Le développement de
0
- . 1 (k k
Taylor de ¢(x) au voisinage de l'origine nous donne ¢(x) = z TR )(O)X , car
(k+1) k ok -
$(0) =0, ou ¢ (0) = (1) ¢'(0) 1 (n ¢'(0)-j m), pour tout entier k > 1,

J=1

Supposons qu'il existe un entier k tel que n ¢'(0) = k m = O ; dans ces condi-

tions, 1) =0 et ¢

k . .

= Z ';—I‘(ﬁ(J)(O) xJ pour tout x dans R, Mais il n'est pas encore dit que 1l'ap-
F 9

plication ¢ : A(m) - A(n) ainsi définie soit un morphisme de groupes abéliens,

1 (&)

Pour cela, il suffit que les coefficients 3T ¢ “"(0) soient des nombres entiers

(0) =0 pour tout entier j > k+!, donc ¢(x) =

pour j=1,...,k.
Nous avons déji vu que pour tout anneau A, l'application ¢ : A(2) »> A(4)
\
définie par xb x - xz est un morphisme de groupes abéliens, D'autre part, nous

avons déja vu que, en général, le morphisme ¢ : A(m) - A(n) fourni par la formule
n ¢'(0)
¢ (x) :% 1~-U~-mzx) m ) pour tout x dans A(m), peut ne pas exister, m
et n entiers > O quelconques,
Pour tout enlﬁier m > O, considérons donc 1l'application ¢ : A(m) > A(mz)
définie par xk x = Z (—l)k(E) mk-'2 xk. Il est clair qu'il s'agit d'un morphisme

k=2 P . .
pour les structures de groupes abéliens de A(m) et A(mz) respectivement (ceci

2 P
correspond au cas continu dans lequel n =m" et ¢'(0) = 1), Désignons par Ipm(A)
et G (A) respectivement le noyau et le conoyau de ¢. 8i p () = fala € u(a),
a = 1? désigne le groupe multiplicatif des racines mlemes de 1l'unité, la formule

1 -m x)m =1 = m2 ¢(x) pour tout x € A(m) nous montre que l'application
Ipm(A) ->-um(A) définie par x¥ 1 = m x est un morphisme de groupes abélbens, On
définit de la sorte un morphisme de foncteurs Ipm -> Hpe De plus, le morphisme
Ipm(A) > /,zm(A) est injectif si m n'est pas diviseur-de zéro dans A ; c'est un
isomorphisme, si m est inversible dans A, Dans ce cas, l'isomorphisme récipro-
que Ip (A) (-um(A) est donné par l:|-—(1 - x) &x,

Soient m et n deux entiers 2 1. Pour tout x dans le groupe A(m),

~ ~ s
on posera n,Xx =X + ,.. + x (n fois),

Lemme 2,1, Soient m et n deux entiers > 1, Pour tout x dans A(m), on a
n
k+1 k- k
nx =% (=) (;:) KK et 4-m(n.x) = (1-m x)".
K=1 -
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La démonstration se fait par récurrence sur n, le cas n =1 étant tri-

vial, .D'aprds l'hypothése de récurrence on a n,x = (n-1).x ¥ x =

n—-1 n-1
_ Z (=1 )k+1 (n-1) mk—1 xk X =mx y\ (-1 )k+1 (n—1) mk-‘l xk _
k s k
k=1 k=1
n-1 n n
k+1 ,n-1 k-1 _k o k  n=1 k~-1 _k k+1 ,n, k-1 k
=kz1 EOF D x+x-12f2 CPIN IS =k; GO

pour tout x dans A(m), L'autre formule se démontre aussi par récurrence,

Proposition 2.2, Si ¢ : A(m) = A(mz) est le morphisme défini. par x& x -
L k m

- ) DT
k=2

k= k
<2 x , alors m.x =m ¢(x) pour tout x € A(m).
Ceci résulte immédiatement du lemme précédant, compte tenu de la défini-
: 1 N ~ .
tion de ¢. Il s'ensuit que (Z/(m)) ®l Ipm(A) ~ Ipm(A), donc Ipm(A) est muni
d'une structure naturelle de Z/(m)-module. En particulier, le groupe des idempo~
tents de l'anneau A est muni d'une structure naturelle d'espace vectoriel sur le

corps Z/(z).

3, Le groupe qpn(A)

Soient A un anneau, n > 1 un nombre entier et 6KJH(A) 1'ensemble des
couples (P,a), ou P est un A-module projectif de type fini et de rang 1 et
a ¢ P®1:'> A est un isomorphisme de A-module. De plus, on dira que deux éléments

(P,a) et (P',a') de P (a) sont égaux,et on écrit (P,a) = (P',a'), sijet seu-

n
lement si, il existe un isomorphisme de A-modules f : P 3 P! rendant commutatif
Rn
le diagramme : f
PP _T—"
\ /a'

A
On munit alors @H(A) d'une structure de groupe abélien en posant s i
' ~
(Pya) + (PLa) = (P@®P' , a*a'), oh a*a': PeP) I FRgpa®aly
TA®RA B A est 1'isomorphisme composé évident, y ¢ A® A > A étant la multipli-
cation de 1'inneau A, L'élément neutre de & (A) est le couple (A,u) ou y :

n :
A 5 A est la multiplication de A et 1'opposé de (P,a) est (P,a) + ...

eee + (P,a) (n-1 fois), que l'on notera (n-1)(P,a). En effet, n(P,x) =

_ &0 *n () I P

= (P” ,& ) = (A,u), On remarque que Ji(A) est le groupe trivial et que n(A)
dépend fonctoriellement de A, pour tout entier n 2 1. Nous allons donner une in-
terprétation colhomologique pour @n(A) analogue & celle donnée dans [7] (cf. §
3,2,) pour @Z(A)' Notre démarche sera néanmoins différente de celle utilisée dans

[7] et pour ce faire, établissons tout d'abord le résultat suivant (cf. [5], Pro-
position 2,4,15, pour le cas n = 2),
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Proposition 3,1, Pour tout anneau A et tout entier n 2 1, on a la suite exacte

de groupes abéliens O = un(A) > Uua) 3 ua) > @n(A) - Pic(a) 3 Pic(A), ou 3

désigne 1'élévation & la puissance n, @n(A) - Pic(A) est le morphisme qui a la

classe de (P,x) associe la classe de P dans Pic(A) et U(A) > @n(A) est le

morphisme défini par alb> (A,a ).

Ici Pic(A) désigne le groupe de Picard de l'anneau A, Il est évident

que la fldche composse U(A) = @n(A) - Pic(A) est nulle, Si (P,a) € C~?n(A) a

une image nulle dans Pic(A), alors P est un A-module libre de rang 1, disons

P = Ae, et si l'on pose a :a(e&l), alors a € U(A) et awv (P,a). Ainsi, la suite
ci-dessus est exacte, D'autre .art, la fliche composée g)n(A) > Pic(A) 3 Pic(a)
est nulle et soit P un A-module projectif de type fini et de ransz 1 tel que

13’@h soit isomorphe & A, Choisissons un isomorphisme particulier o : P®n XA ;
alors (P,a) € @n(A) et il s'envoie sur P par le morphisme CS)n(A) - Pic(A).
Ceci nous dit que la suite G«?n(A) - Pic(A) 3 Pic(A) est exacte, Montrons finale-
ment que la suite U(A) 3 u(a) » @n(A) est exacte, En effet, la fli3che composde
est nulle et si a € U(A) a une image nulle dans C.)-)H(A), cela signifie qu'il

existe un isomorphisme de A-modules Ae = Ae, et be, oi b € U(A), rendan® com~

A e®'l — 5 A e:(gx1
% /
A

. n N . . s
soit encore a = b , Cela achéve la démonstration de la proposition,

mutatif le diagramme

Corollaire 3,2, Pour tout anneau A et pour tout entier n} 2 on a la suite

exacte de groupes abéliens

0> U 4ny) @n(A) > Pic_(A) >0

ou Pic»n(A) est le noyau du morphisme Pic(A) 3 Pic(A), éldvation a4 la puissance

n, En particulier, si Picn(A) =0, (c'est le cas si Pic(A) est sans Z-torsion),

il existe un morphisme de groupes abéliens U(A)/Un(A) 3 (‘Pn(A).

Consid3rons sur Ann 1la topologie f. p. p, f, -fidélement plate de pré-
sentation finie- que nous noterons ¥ (cf. [1] pour les différentes notions con-
cernant les topologies de Grothendieck), Comme sous ces conditions, les faisceaux
engendrés par les préfaisceaux U et " coincident et sont égaux a U, la suite
exacte de préfaisceaux O - pyZ U U™ > 0 nous donne la suite exacte de fais-
ceaux O = Hy 2> U 3 U > 0, Si 1'on passe en cohomologie, on a la suite exacte

longue de groupes abéliens O = un(A) > ua) 3 ua) » Hi(x,A,un) - H‘(X,A,U) 3

2
3 H1(3€,A,U) > H (X,A,un) 2> .., ; or, on sait (cf, [1]) qu'il existe un isomor-
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phisme de groupes abéliens H1()€,A,U) X Pic(A), donc d'aprés la proposition 3.1.,
on déduit un isomorphisme de groupes abéliens ‘fpn(A) < H1 (X_,A,yn). On a donc dé-

montré le résultat suivant :

Théoréme 3,3, Si X est la topologie f. p., p. f, sur la catégorie Ann, pour

s P . - ~ I
tout anneau A on a un isomorphisme de groupes abéliens “?H(A) ~ H (}:,A,un).

I1 est clair que pour les anneaux A dans lesquels n est inversible,
on a4 un isomorphisme de groupes abéliens Hi(}:,A,Ipn) 3 Hi(X,A,yn), pour tout
entier i > 0, mais en géniral, on ne sait pas interpréter les groupes H1(£,A,Ipn)
pour n } 3. Par contre, si (R.(A) est le groupe des extensions quadratiques de A
et si X est la topologie f. p. p. f. sur Ann, il existe un isomorphisme de
groupes abéliens QA) X H’(}E,,A,Ip) (ef. [7], § 3.1., théoréme 1). Ceci nous per-
met de donner une interprétation cohomologique du groupe G(A) dans le cas d'un
anneau local A, Mais, en général, G(A) est un so:s-groupe du groupe (@A) des
extensions quadratiques de A (cf, [9]). En effet, pour tout anneau A, il existe
une suite exacte de groupes absliens O - Ip(A) = A(2) = A(4) » G(A) » 0, ou
A(2) » A(4) est le morphisme de groupes abéliens défini par xb x = x2. Or, quit-
te & étendre 1l'anneau A, on peut toujours supposer que 1l'équation x =~ x2 =a,
ou a € A, soit résoluble dans A, Ceci nous dit que, en tant que faisceau, G est
trivial, ce qui nous donne la suite exacte de faisceaux O - Ip = ,(2) = ,(4) » O,
En passant en cohomologie, pour la topologie f, p. p. f.,, on a pour tout anneau A
la suite exacte longue de groupes abéliens O - Ip(A) - A(2) - A(4) - H‘l (¥X,A,Ip) >
> 1 (6 ,a,.(2)) > 51(E ,4,.(4)) > 52X ,A,Ip) > ..., d'ol la suite exacte O -
= G(A) > QAa) ~» H’(Pf,,A,.(z)) -> H'(X.,A,.(4)) -> HZ(}C,A,rp) - ... . En particulier,
si A est un anneau local, ceci nous donne la suite exacte de groupes abéliens
0~ H1 (X,4,.(2)) » H1(X,A,.(4)) -> HZ(X,A,Ip) > 4., Si A est un anneau (non
nécessairement local) dans lequel 2 =0, on a l'isomorphisme de groupes abéliens
G(A) 3 @A) ; mais cet isomorphisme peut étre établi directement sans passer par

des considérations cohomologiques,

Exemple 3,4, On a vu plus haut que si n est inversible dans un anneau A, pour
tout A-algébre commutative & élément unité A > B on a, pour tout i >0,
Hi(B/A,Ipn) = Hi(B/A’”n) (cohomologie d'Amitsur), Par contre, on peut avoir un tel
isomorphisme sans que n soit inversible dans A, En effet, on remarque que si n
est impair, 1l'unique racine niéme de 1l'unité dens Z[i) & Z[i] est 1 ®1 ;
alors que si n est pair il peut y avoir plusieurs racines niémes de 1'unité, Par
exemple, pour n = 2, les racines carrées de l'unité dans Z[i] & 7Z[i] sont
+1®1, +i®i ; si n=4, les racines sont +1®1, +i®1, +1®1i, +i®i,

Mais, duans tous les cas, pour n pair, les seules cocycles sont 1 ® 1 et -i® i
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et parmi ces deux cocycles, 1 ® 1 est 1l'unique cobord, Ceci nous montre que

1 . . . ; 1 . s :
air e =

H (Z[l]/z,u ) O si n est impair et H (Z[l]/z,,u ) Z/(z) si n est pair,

En ce qui concerne Ipn, il est facile de voir que 1l'unique solution de 1'équation

n
X = Z -k (;:) 02 ¥ = 0 dans 1'anneau intégre Z[i] & 7Z[i] est x=o0. I1
k=2

s'ensuit que Hi(z[i]/z,lpn) =0,

4, Quelques déterminations de groupes A(n)

On s'intéressera a4 1'anneau A des entiers d'un corps de nombres algé-
briques K. Si K posséde s plongements réels et 2t plongements complexes, sa
dimension sur @ est m=s + 2t et, d'aprds le théoréme de Dirichlet, U(A) est
isomorphe a4 d x z¥ ot r=s+t-1 etol H est le sous-groupe (cyclique d'or-

dre pair) des racines de 1l'unité de K,

Lemme 4.1. Soit Z 75 1, une racine de 1'unité d'un corps de nombres K dont 1l'an-

neau des entiers est A, Si z € A ona 1{-n z =-1 si et seulement si n =2 et

z=1 et,pour tout n>2, si Z ¢ R, alors 1-nz #Z.

Si 1=nz=-1, 2 =n z d'oul, si N désigne la norme pour l'extension

m

K de @, 2™ = N(2) = N(n z) =n N(z) ol, comme =z est entier algébrique,

N(z) € Z, Donc n =2, d'oud 2z =1, La réciproque est évidente.
1 -7 €

Soit ;h un générateur de H,g=§: et z=—%W Q%h) d'ou, si

N! désigne 1a norme de l'extension Q(gh) de ® et ¢ 1l'indicateur d'Euler,

N(z) = N'(NK ]Q(g )(Z)) — Nu(zm/‘ib(h)) — (N'(z))m/¢(h)
h

car [Q(gh) : @] =¢Ch), Or z € A (c'est-a-dire 2z est entier algébrique) donc

N(z) € Z ce qui est alors le cas si et seulzment si N'(z) €Z, Si Z ﬁR,
[1 -=¢| <2 donc, G désignant le groupe de Gulois de Q(Z,h) sur @ :

INt()] = | m A=) "‘;( h¢n U "n"( 0« (%)‘Mh) <1
G otG
donc N'(z) Q/Z, contrairement & l'aypothése =z € A,

<

Proposition 4,2, Soient K un corps de nombres de dimension m = s + 2t sur
13 Py ’

A 1l'anneuau des entiers de K et r = s+t-1,

Si n > 2, A(n) est isomorphe & un sous-groupe de Z-r et A(2) est

isomorphe au produit de Z/Z par un sous-groupe de Zr.

Soit (81,...,8r) un systéme d'unités fondamentales de U(A) ; alors

k .
pour tout u € U(A), u =Z_,: er" eee el;". Comme n est régulier, A(n) - U(A) est

injective, doac il en est de méme de 1l'application composée
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6 : A(n) = U) > HxzF

z P 1-nz=Z_,: 811{1 vee s:\r = (7;:, k1,...,kr) ;

A(n) est donc isomorphe a un sous-groupe de H X Zr,

Supposons que z € A(n) et z' € A(n) vérifient

a _k k. b _k Ky
- = 1 _-nz! = 1 .
{=nz gh s,‘ ees €] et 1-nz Z->h€1 e 8V
si z°¢€ A(n) est l'opposé de z, 1-nz° :2;;3 s;k1 e e-i“' et z=2'% 2% A(n)
vérifie 1-nZ = (1-nz')(1-nz") :;b—a . Donc, d'aprés le lemme, éb-a =+1 si

n=2 et ;b-a =1 si n > 2, On peut donc définir une application (projection)
' + 1 xz¥ » z¥ si n>2
9":szr—>z/2zxzr si n=2

telle que 6! o 0 soit injective ; ainsi A(n) est isomorphe & un sous-groupe de
Zr (resp. Z/ZZX Zr) si n>2 (resp, n=2), Mais comme 1 € A(2), si z € A(2)
z¥ 1€ A(2) et 1-2z et 1-2(z ¥ 1) n'ont pas méme projection suivant Zr. D'ou

le résultat pour A(2),

Corollaire 4,3, Si K est un corps quadratique imaginaire, A(2) :Z/ZZ et

A(n) ~ fo} si n>2,

En effet r = O, On supposera maintenant r > O et on remarque que, dans
ce cas, A(n®) est nul pour tout « > 1 si et seulement si A(n) 1'est, En effet,
si O ;ﬁ z € A(na), d'aprés le lemme 4,1., 1-n%z € U(A) est d'ordre infini, donc

o:+1 (1=(1-1"2)™) qui appartient a A(na+1) n'est pas nul,
n

Théoréme 4,4, Soient A 1l'anneau des entiers d'un corps de nombres K de dimen-

. S . X1 R .
sion m=s+ 2t sur @ ou r=s+t—17£0. Si p1 ...p{) est la décomposi-

tion en produit de facteurs premiers de n > 2 et si A(pil) ~ (Z/% )Y kig Z% ...
«

vee X kir Z ou y =1 ou O suivant que pi1 égale 2 ou non, alors A(n) ~ k1Z X
o Xk ou k., est un multiple du p.p.c.,m. de k, .,...,k .,
rZ — i 1P P.P.Com. O Ky 5 M |
ay -y
En effet, l'application A(n) = A(pi ) définie par zl> np, 'z est in-

o
jective donc A(n) est un sous-groupe de A(pil) ; ainsi ki‘ divise kj pour

tout i =1,...,v, d'ou le résultat,

Théoréme 4.5, Soit A 1'anneau des entiers d'un corps de nombres K qui soit,

un corps quadratique réel, ou un corps cubique irréel, ou un corps biquadratique qui

tations précédentes si A(p?i) ~ (Z/ZZ )Y kiZ alors A(n) ~kZ ol k est le

p.p.c,m, de k1""'kv ou son double,
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On a respectivement (s,t) = (2,0), (1,1) ou (0,2), donc r =1 ; et
k est, d'aprés le théoréme 4,4., un multiple du p.p.c.m, des ki' Dans les deux
premiers cas, les seules racines de l'unité sont + 1 (car s #0, cf, [3], chap,
11, § 3, Ex. 3). Dans le troisiéme, si gh € A comme @Q C chh) C K entraine que
$(h) = [Q(gh) = @] divise [K : @] =4, ¢(h) =2 ou 4, Comme ¢(h) = 4 est équi-
valent & h =5, 8, 10 ou 12, ce cas est exclu car les corps Q(§5) :¢Q0210)’
QG;S) et QC;12) possédent un sous-corps quadratique réel QQ§h+ éh ) isomorphe
respectivement & @(/5), @(/2) et @(/3). Si ¢(h) =2, h =23, 4 ou 6, donc K
est une extension guadratique de Q(j) :.Q(ge) :,QQ/:E) ou de Qi) = QQ/:T) con-
trairement & 1l'hypoth3se,.

Ainsi, dans les trois cas, U(A) ::Z/éz x 7 donc si z'€ A(pg*),

N

k . k
1 - le =+e * ol e est l'unité fondamentale de K, donc € ' = + 1 (mod,

p:i) (ce qui signifie, puisque A est un Z-module libre de base (1, e2,...,em),
que la premiére coordonnée est congrue & + 1 modulo p@ et les autres a 0).

Soit kili =4 1le p.p.c.,m, des k.. Alors el = (ski) 1 (1_1)1i = + 1 (mod.

o . ; ) . A ya
p.%) pour tout i ; donc, si le signe est toujours le meme, ¢ = + 1 (mod, n) et
i *

Tt 24 1=
€ €A(n) ; sinon ¢ 1 (mod, n) et z= ———;g——-E A(n),

n ’

Corollaire 4,6, Soit A 1l'anneau des entiers d'un corps de nombres défini au
théorzme 4.5, A(p) ~ k; 7Z impligue A(pa) :_k& 7 ou k; < pa—1 k{ pour tout p >2

ot A x £,Z imligwe A) o Lz ob

£ <fd9-2 . Et il existe un algo-
B £

rithme fini de détermination de A(n) a partir de A(2) ou A(4), si 2 ou 4 divi-

se n, et des A(p) ol p est un diviseur premier de n ,

'
Si A(p) ~ k! Z, il existe z € A tel que 1-pz = i_ek1 donc

1
=1, 4 ot o-1
i_ep ky (1‘ek’)p =(1 =~ pz)p =1 ~p%2' ot z' € A donc z'¢€ A(p ) ~
:_k& 7 et k; < pa-1 k! . De meme pour A(zﬁ). R

L'alzorithme est défini par le théoréme 4.5. En effet, A(n) ~ kZ ou k
est le p.p.c,m, de k1""’kv ou son double, chaque kj étant majoré par

oy =1

P k3 . L'algorithme consiste & calculer les puissances successives de & et de

J
voir la premiére congrue & + 1 modulo n, Si ce n'est pas le cas pour aucune
(jusqu'au p,p:c.m, ou son double), alors A(n) est nul,

On va montrer maintenant que si A est 1l'anneau des entiers de Q(/d),
il existe un algorithme fini de détermination de A(n). Vu le corollaire 4,3,, on

suppose d positif et comre A(1) ~ U(A) est di3fini par 1'unité fondamentale que
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l'on sait calculer, on se limitera a n} 2, Il suffit, d'aprés le corollaire 4.6.,
de trouver un algorithme fini pour A(2), A(4) ou A(p) pour tout p premier
inpair,

On rappelle d'abord que si 1l'unité fondamentale de A n'appartient pas a

ZNd(c'est parfois le cas pour d= 5 (mod. 8)) sou cube, lui, appartient a Z[./E]

Proposition 4,7, Soient A 1'anneau des entiers de QG/E) ou d> 0, e son uni=-
té fondamentale, 71 + Z /d_ celle de Z[,/E]. Alors A(2) est isomorphe :
- si d# 1 (mod, 4)_4_‘1_Z/2Z XZ si Z est pair

Z/Z X227 si £ est impair
- si d=1 (moa, 4) & Z )y 2 si e €2 [/d]

z/zzxaz Eegfz[ﬁﬂ .

2
Dans le premier cas &2 = + 1 (mod, 2), donc 1—223—6 z[/d] et, de plus

si Z est pair 1——;;8{ 2[/d] d'ol le résultat. Si d= 1 (mod, 4), on a

z[/d] C A, et si ¥ est pair z=12 ("Z De 4 ; si Z est impair, n + 1
l'est ; donc 2z appartient aussi & A, donc, si € € Z,[/cﬂ, A(2) est isomorphe a

2
2y gX%e St e ¢2[/d], ni 2 ‘;‘8 ,ni 1£8°  rappartient & A, d'ot le ré-

2
sultat,

Proposition 4,8, Soient A 1l'anneau des entiers de Q(./E) ou d } 0, € son uni=-
té fondanentele, 7 + & /E celle de ZQ/d_).
Si d# 1 (mod, 4) et N(e¢) =-1, alors A(4) ~ 4Z .
Si d# 1 (mod, 4) et N(e) =1, alors A(4) ~2Z si Z# O (mod, 4) et
- o T M)~ Z sl Z=0 (mod, 4).

Si d=1 (mod. 4), A(4) ~a B Z ol a=1932 suivant que N(g) = + 1

ou -1 et =1 ou3 suivant que & € Z[,/d] ou non,

2
si e £2[/d], ni L _-4te , ni 1 145 ntappartiennent & A, donc

A(4) ~B3aZ ol a est défini par Z[/d] (4) ~a Z, Si d est impair 1% est
pair donc 1 +e® =1+ (n® + Z? d) (mod. 4) peut étre congru & O modulo 4. (en
choisissant le signe convenable), Si d est pairona 2171 Z = 0 (mod, 4) si,et
seulement si, N(g) =+ 1 et,dans ce cas,

1=-e2=1~(P+2 1/ dg?d) =1~ Ne) +21Z,/d+2%%2d=0 (mod. 4).
Ainsi dans tcus ces cas, Z[/d] (4) D 2Z. De plus, 1 + (n +Z,/d) = 0 (mod, 4) si
et seulement si Z = O (mod, 4) et dans ce cas Z[/E] (4) ~Z, 8i @ est pair et
N(E) = -1, 1 ~ef=0 (mod, 4) et 1 ies;‘(o-?/ 1 182 donc A(4) ~ 47, Le cas
d % 1 est terminé, Vue la premiére remarque et le fait que si ¢ ¢Z[‘/3],
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Z = 0 (mod, 4) si et seulement si N(e) =1, le cas d= 1 1l'est aussi,

Proposiiion 4,2, Solent un entier. d > 1, A 1'anneau des ertiers de @(/d) d'uni-

té fondamentale g, €' =7 + % 1/3 celle de Z[ﬁ] et p un nombre premier impair.

I1 existe un algorithme fini de détermination de A(p) et A(p) ~pZ ou 3p%Z
suivant si e € Z[,/d] ou non ot 0 plp-1 (et mére p divise (p-1)/2 si p

divise d),

k
Comme p > 2, si ek ¢ z[/4] , -1——:—€—-¢ A, Donc si k est le plus petit

k
'
entier tel que z = -1—1-]-)8—— € 2[/d], alors A(p) ~kZ ou 3 kZ suivent si :

e € 2[/d] ou non, ¢
On écrira k er base p (d'ou k = Z kipl, ngi < p) et comme
i=0
p-1 p-1

s'p=(n+z_’,1/_d_)p-=- np+?;pd2 J/d = 77+z;d2 /d (mod, p)

on distinguera les trois cas, donnés par le symbole de Legendre, (%) =0, 1 ou -1,
S'il est nul, c'est-a-dire si p divise d, alors etP = n (mod, p) donc
i i=
Pk o p 1ki -1k kg
€ = (ey) = (n ) T =1 (mod, p) .

si 'rp(k) est la somme des chiffres de k exprinée en base p, o a

L pk 4k, T (k)
el;:]'l €y iz g n1=np (mod, p)
i=0 i=0 .
T_(k) T2 (k) 73 (k)
ol q:p(k) < k. Comme 7 = 7 (rod. p), de méme 7 =n P =9 =

(mod. p). La suite d'entiers positifs k, 'rp(k), ’E;(k), fc;(k), +.. étant décrois-

sarte, elle est staticnnaire ; sa limite 7_(k) est strictement inférieure & P

T_(K)
(car si k2 p, 'rp(k) < k) ; on a alcrs 911( =7 pp_1 o 0 'r:p(k) <p. 8i A(p) ~
' %’1' ! 1812
~pZ, comme 7 =+ 1 (mod, p) impligue b € 7 [/d], on en déduit

pZ > R;;'—z , donc p divise i’;—‘ c.q.f.d, Et l'algorithme est la détermination
du plus petit diviseur p de P%—' tel que nP = + 1 (mod, p).
1
S'il vaut 1, c'est-3~dire si d 2 = 1 (mod, r), alors e'pz e! (mod, p)
s
dlfou L 4 I N € rF;)(k)
gy = 1 (81 ) T =1 ey =gy =g, (mod, f)
i=0 i=0

et p est le plus petit entier inférieur & p tel que ef: = + 1 (mod, p) (c'est O

si ce n'est jamais vérifié),
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-1
S'il vaut =1, c'est-a~dire si ¢ 2 2oy (mod, p), eP=p - z,/d=
1P pi—1ki i K ks
=og(e?') (mod, p) ainsi ¢ = o) =g (") qui est corgru a €y
k.

ou 0'(81) ' suivent la parité de i. Ainsi, si Tl;(k) désigne la valeur absolue
de la différence entre la scrme des chiffres de reng pair de k et celle de ceux
de rang impair et si k' est la plus petite de ces deux sommes

. k, 7! (k) 7! (k)
e™=note 1=N(&:')k_'€'p ou NeH* gt P

k
Mais si z € A(p), e' = + 1 (mod, p) ; cela implique e' = o(e') (mod,
p) puis 7' (k) TT(k)
+1=e! =e! (mod, p)
ol Eg est la limite définie & partir de TI” de la réme maniére que pour 'rp.
L'algorithme est le méme que dans ce cas car O < i(k) < p.

Ces trois propositions permettrons de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 4,10, Soient A 1l'anneau des entiers de @Q(/d) ol d >0, e son. unité

fondamentale, 7 + % ,/d celle de Z[/d], Si n > 2, A(n) ~kZ si g€ z[/d] et

A(n) ~ 3kZ si e gZ[/d] ol, ¢ étant l'indicateur d'Euler, k vérifie les iné-
galités

0 k< 4¢(n) si d= 2 (mod, 4) et N(E)=-1 et n pair
0Lk 2 ¢(n) sinon |,

k
C'est la plus petite valeur telle que (n + % /E) = + 1 (mod, 4) et 3i ce n'est
jamais le cas pour 1k 4 ¢(r) (resp. 2 ¢(n)), k est nul et A(n) ~ {0},

D'aprés la proposition 4.8,, si d= 2 et N(g) =-~1, A(4) ~ 47, donc
d'aprés le corcllaire 4,6.,, A(Zﬁ) ~ ,Lﬁz ou 'Lﬂ < Zﬁ =2 ¢(2ﬁ). Duns tous les autres
cas ",8 < #1 =¢(ﬁ9) et, d'aprés le corollaire 4,6, et la proposition 4,9,, si
p est premier impair A(pa) ~ kaZ ou ka < pmm1 (p~-1) = ¢(pa). Comme le p,p.c.m,
de plusieurs nombres est inférieur ou égal a leur produit, on déduit du théoréme

4,5, que, dans le second cas,

0(1 24 a, 24
k<2 ¢y ) oo (0 ") =2 600, ... p,") =2 ¢(n)

et k< 4 ¢(n) dans le premier si n= O (mod, 4) ; il en est de méme si n= 2
»

(mod, 4) car la projection de A(2) suivant z/2 7 est Z ou 2Z et 2=2 ¢(2)
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