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QUADRATISCHE FORMEN UND DIE ARTIN - SCHREIERSCHE
THEORIE DER FORMAL REELLEN KORPER

par

F. LORENZ

In der Theorie der formal reellen KSrper treten quadratische Formen in
naturlicher Weise auf, Man kann sogar behaupten, dos - etwas metaphorisch gespro-
chen - die Artin-Schreiersche Theorie der formal reellen KGrper in der Theorie der
quadratischen Formen eine 'analytische Fortsetzung' besitzt, Im folgenden soll da-
bei besonders betont werden, dass in diesem Zusammenhang Wesentliches bereits auf

sehr elementarem Niveau diskutiert werden kann,

1. Im folgenden bezeichne k stets einen Korper der Charakteristik # 2,
Der Gegenstand der Artin-Schreierschen Theorie sind (total) geordnete Korper %,Q.
Eine Ordnung g von k ist durch die Angabe ihres Positivbereiches
Pp=1fac k]a > 0} gekennzeichnet, P besitzt die Eigenschaften
P+PCP PPCP
PN -P = {o} PU-P =k

)

Jede Teilmenge P von Kk mit diesen Eigenschaften definiert umgekehrt eine Ordnung
von k mit dem Positivbereich P, Wir nennen daher auch eine solche Teilmenge P
von k eine Ordnung von k und bezeichnen einen geordneten Korper auch mit (k,P).
Die erste wesentliche Feststellung, die man Uber diesen Begriff treffen kann, ist
die, dassQuadrate in k positiv sind. Bezeichnen wir mit
Qs () ' (2)
die Gesamtheit aller Quadratsummen eines Ksrpers k, so gilt somit fur einen geord~
neten Korper (k,P)
Qs(k) € P (3)
Die Menge T = QS(k) ist daher der Grundkeim jeder moglichen Ordnung eines Korpers
k, Sie besitzt die folgenden Eigenschaften
T+TCT ’ TTCT (4)
2, Im folgenden wollen wir einige Grundlagen in einem allgemeinen Rahmen

formulieren. Es sei A ein kommutativer Ring mit 1.7 O, Mit QS(A) bezeichnen wir

die Gesamtheit aller Quadratsummen in A, Eine Teilmenge T von A mit den Eigen=-
schaften
T+TCT N TTCT N QS(A)‘_C_T (5)°

wollen wir eine quadratische Praordnung des Ringes A nennen, Ist T eine quadra-
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tische Praordnung von A, so ist T + aT fur jedes a aus A eine quadratische

Prgordnung, die a enthalt,

Lemma 1, Sei T eine quadratische Prgordnung won A mit -1 ¢ T. Seien a,b Ele-
mente aus A und gelte ab € T, Dann ist T + aT oder T - bT eine cuadrctische

Praordnung T' mit -1 ¢ T'.

Beweis, Gelte im Widerspruch zur Behauptung -1 = t,+ at_, = t_- bt mit t1, t

1 2 3 4 2’
t3’ t4 € T. Es folgt —at2 =1+ t1, bt4 =1+ ts. Multiplikation dieser beiden
Gleichungen ergibt —abt2t4 =1+ t5 mit t5 € T, SO?lt ’-1 = F5+ abt2t4 €T im

Widerspruch zur Voréussetéung -1 ¢ T,

Lemma 2, Sei T unter den guadratischen Prﬁordnungen mit -1 f T -maximal, Dann
besitzt T die folgenden beiden Eigenschaften :
(i) TU-T=A (d, h.T ist eine totale quadrztische Praordnung)

(ii) T N -T ist ein Primideal von A,

Beweis, (i) Sei a € A, Anwendung von Lemma {1 mit a =b ergibt wegen der Maxima-
litat von T, dassa oder =-a in T enthalten ist, (ii) Wegen (i) ist TN -T

ein Ideal von A, Aus (i) und Lemma 1 folgt, dasses ein Primideal sein muss,

Lemma 3, Sei T eine quadratische Prgordnung von A mit -1 ¢ T. Dann existiert
eine quadratische Prgordnung T' von A mit den foigehden Eigenschaften :

TCT' , T'U-T'=A , T'N-T' ist ein Primideal von A

Beweis, Zorn's Lemma und Lemma 2,

3, Sei jetzt k wieder ein KSrper der Charakteristik »# 2. Fur eine
qguadratische Prﬁordnung T von k gilt dann
“1gT &S TN-T=0 <= -T#k .

Grundlage der Artin-Schreierschen Theorie ist der folgende

Satz 1, Fur jede quadratische Praordnung T von k gilt |

T= N P . (6)
TCP

wobei P samtliche Ordnungen des Ksrpers k mit TCP durchlauft, Ist insbeson-

dere -~1 ﬁ T, so gibt es eine.Ordnung P des Kgrpers k mit T CP.

Beweis, Fur T =k ist nichts zu zeigen, Sei also T %:k und folglich -1'{AT.
Sei a ein Element von k mit a ¢ T, Dann ist T! = T - aT eine quadratische
Praordnung von k mit -1 { T', Nach Lemma 3 existiert eine Ordnung P des Kor-
pers k mit PDT'DT. Es ist -a € P, folglich a ¢ P,

Damit kommen wir bereits zu dem folgenden
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satz 2, Seien (k,P) ein geordneter Kgrper und K/k eine Ksrpererweiterung. Wir
setzen
s K) =1 a b | a €P, b, €K . )
P AR U} i P

Es gilt dann

Qs (K) = fb € K| b€ P' fir zlle Ordnungen P' von K mit.P' D P}

. ! (8)

Beweis, Offenbar ist T = QSP(K) eine quadratische Prgordnung von. K mit PCT.
Daher folgt die Behauptung aus Satz 1,

Als unmittelbare Folgerungen aus Satz 2 erkalt man
Korollar 1 (Artin-Schreier, vgl., [1])., Sei (k,P) ein geordneter Korper, Dann
sind fur eine Kgrpererweiterung K/k die folgenden Aussagen gleichwertig : (i) Es
gibt eine Ordnung P' von K mit P' D P, (ii) -1 f QSP(K). (iii) Fur beliebige
a, >0, «.u, an > 0 aus .k ist die quadratische Form a1X1 RO anxi anisotrop

1
uber K,

Korollar 2 (A-S), Fur einen beliebigen Korper K (der Charakteristik # 2) gilt
QS(K) = {b € K'| b € P fur alle Ordnungen P von K} (9)
Korollar 3 (A-S). Fur einen beliebigen Korper K gilt : Genau dann ist K reell,

d. h, -1 ﬁ QS(K), wenn es eine Ordnung P von K gibt,

Zum Beweis der Korollare 2 und 3 hat man in Satz 2 nur = Q@ zu setzen,

4, Der vorausgegangene Abschnitt zeigt bereits deutlich, dass quadra-
tische Formen in der Theorie der formal reellen Kﬁrper in nétﬁrlicher Weise auf-
treten ; vgl, insbesondere die Foéﬁulierung von (iii) in Korollar 1, Def folgende
Satz, der die erste spezifische Aussage der Artin-Schreierschen Theorie darstellt,

ist nun sogar ein Spezialfall eines Satzes Uber quadratische Formen,

satz 3 (A-S). Sei (k,P) ein geordneter Korper., Ist ddnn K/k eine endliche
Kgrpererweiterung von ungeradem Grad, so gibt es eine Ordrung P' von K mit

P' D> P,

In der Tat ist Satz 3 im Hinblick auf Korollar { ein Spezialfall des fol-

.genden Satzes,

Satz 3' (Springer [10]). Ist K/k eine endliche Korpererweiterung von ungeradem

Grad, so ist jede anisotrope Form Uber k auch anisotrop Uber K.

Beweis, Man kann den Beweis von Artin und Schreier fur Satz 3 unmittelbar ubertra-

gen : Wir nehmen im Widerspruch zur Behauptung an, die Gleichung

n
-1 = Z a xf mit a, €k (10)
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sei losbar in K, aber nicht in k, Ferner sei der Korpergrad K : k minimal, Es
ist K= k[x]/f mit einem irreduziblen Polynom £ € k[X], Nach (10) existieren dann
in k[X] Polynome gi(X), h(X) mit
n 9 .

1 +ZJ a, g (X)” = hX) £(x) (1
Dabei kann man noch voraussetzen, dass die gi alle einen Grad < K : k haben, Es
ergibt sich dann aus (11), dass der Grad von h ungerade und echt kleiner als
K ¢ k ist, Somit besitzt h einen irreduziblen Teiler f£' von ungeradem
Grade < k : k, Setzt man daher eine Nullstelle von £' in (11), eir, so erhalt man

einen Widerspruch zur Minimalitat von X sk,

Satz 4 (A-S), Sei (k,P) ein geordneter Korper, Dann ist die Ordnung P von k
fortsetzbar zu einer Ordnung P' des Erweiterungsksrpers K = kg/E | a € P),

Wir Gbergehen an dieser Stelle den Beweis von Satz 4, der sich mittels
Kor, 1 leicht fuhren lasst,

Nach Artin-Schreier heisst ein reeller Korper R reell abgeschlossen,

wenn fur Jjede algebraische Kgrpererweiterung E/R gilt : Ist E reell, so ist

E =R, Ist R ein reell abgeschlossener KSrper, so folgt aus Satz 4, dass die Men~
ge P = {azla € R} der Quadrate in R eine Ordnung von R ist und somit R nur
diese einzige Ordnung besitzt, Ferner folgt aus Satz 3 und Satz 4 mit etwas Ksrper—
theorie der Satz von Euler-lagrange : Ist C die algebraische abgeschlossene Hulle

des reell abgeschlossenen Korpers R, so ist C = R(i) mit 12+ 1 =0,

Lemma 4, (i) Sei k ein reeller Ksrper. Dann existiert ein reell algeschlossener
Erveiterungskorper R von k, so dass R/k algebraisch ist, R heisst eine reelle

Hulle des reellen KSrpers k.

(ii) Sei (k,P) ein geordneter Korper, Dann existiert eine reelle Hulle
R von k, deren Ordnung eine Fortsetzung von P ist, R hgisst eine reelle Hulle

des geordneten Korpers (k,P).

Beweis, (i) Lemma von Zorn, (ii) Nehme reelle Hulle des reellen Korpers

k(/a |a € P),

5., Eine wesentliche, nicht ganz unmittelbar zugﬁngﬁche Aussage ist nun

Satz 5 (A-S). Sind R1, R2 reelle Hullen des geordneten Korpers (k,P), so gibt

es (genau) einen k-Isomorphismus von R auf R2, und dieser ist ordnungstreu,

1

Fur den Beweis ist im wesentlichen nur zu zeigen : Hat eine Polynom

f € k[X] eine Nullstelle in R,, so besitzt es auch eine Nullstelle in R . Dies

1’ 2
folgt nun aus dem folgenden.
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Satz 6 (Sylvester, et al,). Sei (k;P) ein geordnter Korper. Zu f aus k[X]
gibt es dann eine quadratische Form bf/k mit folgender Eigenschaft : Fur Jjede
reelle Hulle R von (k,P) ist die Anzahl der Nullstellen von £ in R gleich
der Signatur (= Sylvesterscher Tragheitsindex) der Form bf/k bzgl., der Ordnung P
von k :

|[fa € R | £(a) =0}] = sgnp(bf/k) 12)

ESYSZE- Sei A eine endlich-dimensionale Algebra Uber einem KSrper k., Mit
TrA/k ¢ A > k bezeichnen wir die zugehsrige Spur (der regularen Darstellung von A),
Ist q eine symmetrische Bilinearform uber A ; so ist
TrA/k(q) s = TrA/k o a (13)
eine symmetrische Bilinearform uber k, Die Artikulation dieser einfachen, aber
wichtigen Tatsache verdankt man Scharlau [9].
In der Situation von Sttz 6 betrachten wir nun speziell A = k[X]/f und
setzen
bf/k =TrA/k(<1>) (14)
wobei <¢1> die Einsform auf A, d., h. die Multiplikation von A bezeichnet, Nun ist
offenbar :
sgn (bf/k) = sgn (bf/k ® R) = sgn (bf/R) (15)
Lediglich aus Bequemlichkeitsgrﬁnden nehmen wir im weiteren an, f sei irreduzibel

Uber k, Sei dann

f = f1 fz e fr (16)
die Primfaktorzerlegung von f Uber R. Es ist
R[x]/f = R[x]/f1 X wes X R[X]/fr “7)

(Isomorphie von R~algebren), Daher ist

b, =b @...@b (18)
£/R f1/n fr/R 4

die orthogonale Summe der bf /h' Folglich
i r

sen(by /) =Z{ Sg“("fi/a) : (19)
Nun ist aber offenbar bf /R = 1> bzw. <1> @ <-1>, je nachdem ob grad fi =1
i

bzw, grad fi =2 1ist, Hiermit ergibt sich aus (19) und (15) di Behauptung (12). Die
erste Publikation einer solchen Beweisidee fur Satz 5 findet man m, W, bei Knebusch
[5] ; vgl. auch Becker und Spitzlay [2].

Auf der Grundlage von Satz 5 kann man mit der im Beweis von Satz 6 ver-

wandten Methode leicht einige Folgerungen ziehen :

satz 7, Seien (k,P) ein geordneter Korper und K/k eine endliche Korpererweite-
rung. Dann gilt -

|f@ | @ Ordnung von XK mit Q 2'P}| = sgnP(TrK k(<1>))
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Beweis, Satz 6 und Satz 5,

Allgemein gilt

Satz 8 (Knebusch [5])., Voraussetzunden wie in Satz 7, Dann gilt fur jede quadra-
tische Form q Uber K die Formel

sgn (Tr,, (q) = E: sgn_(q) (20)
P k
K, Q3 r Q
wobei uber alle Ordnungen Q von K, welche P fortsetzen, summiert wird.

Beweis, Zunachst konnen wir o, E, voraussetzen, dass q eindimensional ist :

q = <a>, a € K*¥, Unter Verwendung von Satz 7 erkennt man leicht, dass man daru-
berhinaus K = k(a) annehmen darf, Sei f das Minimalpolynom von a uber k, und
sei R eine reelle Hulle von (k,P). Nun kann man genauso wie im Beweis von Satz 6
vorgehen : Es ist K = k[X]/f und daher entsteht die R-flgebra A' = R[X]/f

durch Konstantenerweiterung aus der k-Algebra K, Folglich ist sgnPTrK/k(<a>) =

= sgn Tr
s
E; sgn(ai) ist, wobei 81, ceny as die verschiedenen Nullstellen von f in R

A,/R(<a>). Mittels (17) verifiziert man dann, dass dies gleich

sind, Im Hinblick auf Satz 5 ist diese Summe aber gleich dem Ausdruck auf der
rechten Seite von (20).

Die Formel (20) ist eine gewiss bemerkenswerte Formel, Welche Bedeutung
ihr.zukommt, ist nicht ohne weiteres auszumachen, Jedenfalls scheint sei einen
'Archetyp' mathematischer Formeln zu vertreten aknlich der Formel E: e fi =n in

der Bewertungstheorie,

6. In diesem Abschnitt soll auf das 17, Hilbertsche Problem eingegangen
werden, dem die Theorie der formal reellen Karper ihre Entstehung.verdankt, und

welches Artin mittels derselben im positiven Sinne gelSst hat

Satz 9 (Artin), Sei k ein reeller Korper, der genau eine Ordnung besitzt, und
sei R eine reelle Hulle von k, Ist dann f € k[X1,...,Xn] ein Polynom in n
variablen uber k, fur welches f(ai,.,_,an) >0 fur alle 8y5e..58  BUS R gilt,
so ist f Summe von Quadraten rationaler Funktionen aus k(X1,...,Xn). Allgemeiner
formuliert (vgl, auch [4]) : Sei V eine (Uber k definierte) irreduzible alge-
braische Varietat # @ von R" mit dem Verschwindungsideal I(V) von V in
k[X1,...,Xn]. Die Elemente f von k[V] : = k[X1,...,Xn]/I(V) konnen wir dann als
Funktionen auf V mit Werten in R auffassen, Es gilt dann : Ist £(a) >0 fur
alle a = (31,...,an) € V, so ist f Summe von Quadraten im Quotientenkorper k(V)

von k[V].
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Beweisansetz, Sei F = k(V), Wir nehmen im Widerspruch zur Behuuptung an, dass
f ﬁ QS(F) 1ist, Nach Korollar 2 zu Satz 2 gibt es dann eine Ordnung < des KSpers

F mit
£ <O 21)

Es genugt dann zu zeigen, dass aus (21) die Existenz eines a = (a1,,,.,an) aus V

folgt mit
f(a) <O (22)

Dies wird sich aus dem folgenden Satz ergeben,

Satz 9', Sei k ein reell abgeschlossener KSrper, und sei K = k(xi,...,xm) ein

von den endlich vielen Elementen x1,...)xm erzeugter Erweiterungskgrper von k.,
Ist dann K reell, so existiert ein Homomorphismus
k[x1,...,xn] > k

von k-Algebren,

Beweis von Satz 9 mittels Satz 9', Wir Ubernehmen die obigen Bezeichnungen, Seien

x1,...,xn der Reihe nach die kanonischen Bilder von Xi,...,Xn in k[V]. Somit hat
man k[V] = k[x1,...,xn] und F = k(x,,..+,% ). Sei Ry eine reelle Hulle des

geordneten Korpers (F,Q). In Ry gilt f < O, also gibt es ein h in R, mit

f = —hz. Wir betrachten den algebraischen Abschluss R' von k in RF' Man er-
kemnt leicht, dass R' reell algeschlossen und somit ein reeller Abschluss des
geordneten Karpers k ist, Aufgrund von Satz 5 sind wir berechtigt, R' = R vo-
rauszusetzen, Wir wenden nun Satz 9' auf den Erweiterungskorper R(x1,...,xn,h) von

R an, der als Teilkorper vorn RF reell ist, Wir erhalten die Existenz eines k-
Algebrenhomomorphismus
¢ k[x1,...,xn,h, %» - R

Seien a1""’an der Reihe nach die Bilder von x1,...,xn unter ¢. Dann ist
einerseits (81""’an) € V, andererseits ist in der Tat
fay,e0.,2 ) = -h(a1,‘..,an)2 < o.

Somit lauft alles auf den BeWweis von Satz 9' hinaus, Man erkennt leicht,
dass man sich dabei auf den Fall

Trgd(K/k) = 1
beschranken kann, Sei namlich K' ein Zwischenkorper von K/k mit Trgd(K/K') = 1
(o. E, sei Trgd(K/k) > 1, sonst ist K =k und nichts zu beweisen), Sei R' eine
reelle Hulle von K' innerhalb einer reellen Iiulle R von K, Wenn unsere Be-
hauptung fur Erweiterungen vom Transzendenzgrad 1 richtig ist, erhalter wir eineﬁ
Homomorplismus
¢ : R'[x1,...,xm] - R!

von R'=Algebren, Nun ist aber Trgd(k(¢ x1,...,¢ xm)/k) < Trgd(K/k) - 1, Per In-

duktion sind wir fertig.,
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Sei jetzt also K = k(x,y1,...,yr), wobei x transzendent uber k und

die vy algebraisch Uber k(x) sind, Gesuckht ist ein k~Algebrenhomomorphismus

k[xIY1!'°'1yr] »> k
Nun gibt es nach dem Satz vom primitiven Element ein y aus K mit K = k(x,y) =
= k(x)[y], wobei man y noch ganz uber k[x] annehmen darf, Fur die v, eilt dann

_ s

i T hi(x)
mit Polynomen g, (X,Y) € k[X,Y], 0 #£ hi(X) € k[X]. Wir erkennen somit, dass es ge-
nﬁgt, die Existenz von unendlich vielen k-Algebrenhomomorphismen

o] k[x1Y] > k

sicherzustellen, Sei

f = £(x,Y) = o c1(x) Yn_'1

+oae. + cn(x)
das Minimalpolynom von y uber k(x). Wegen der Ganzheit von y uber k[x] liegen
samtliche ci(x) in k[x]. Es kormt daher darauf an, zu zeigen, dass es unendlich
viele a aus k gibt, zu denen ein b € k existiert mit

o ‘ f(a,k) = O
Zu a € k betrachte man das Polynom . : : ¢

fa(Y) = f(a,Y)

Nach Voraussetzung ist der Korper K = k(x,y) reell, besitzt also eine Ordnung P,
Sei R eine reelle Hille des geordneten Korpers (K,P). Wir wissen, dass das Po-

lynom
£ = £(x,Y) € k(x)[Y]

eine Nullstelle in R Dbesitzt, némlich y € K C R, Folglich ist nach Satz 6
sgn(bf/k(x)) >0

Sei die symmetrische Bilinearform b Uber k(x) Equivalent zur Diagonalform

£/k(x)
<h1(x),...,hn(x)> mit hi(x) € k[x]) (23)

Es gilt nun das folgende

EEEEE' Sei k ein reell abgeschlossener Korper, und seien h1(X),...,hn(X) € k[x)
endlich viele Polynome einer Variablen uber k., Sei < eine Ordnung des Korpers
k(X) und werde mit sgn h das Vorzeichen eines Elementes h aus k(X) bzgl,
dieser Ordnung bezeichnet, Es gibt dann unendlich viele a aus k mit

sgn h,(a) = sgn h; (X) fur i=1,2,...,n (24)

Beweis, Weil k reell abgeschlossen ist, genﬁgt'es, die Behauptung fur endlich
viele Polynome der Gestalt X - ai’ ai € k zu zeigen, Dies aber ist trivial,
Aus dem Lemma folgt nun, dass fur unendlich viele a aus k die quadra-

tische Form
<h1(a),...;hn(a)> (25)

die gleiche Signatur hat wie die Form unter (23), Man kann sich aber leicht davon

Eberzeugen, dass fur fast alle a aus k die quadratische Form unter (25) aqui-
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valent zu b, /i ist. Folglich ist fur unendlich viele a aus k
a’
sgn bfa/k >0 ,
und es existiert daher zu jedem dieser a ein b aus k mit fa(b) = f(a,b) = 0.
Dies beweist Satz 9' und damit auch Satz 9,
Nebenbei sei noch bemerkt, dass Satz 9' u.a, den folgenden Satz nach sich

zieht (aus dem umgekehrt Satz 9' sofort folgt) :

Satz 9", Sei k ein reell abgeschlossener Karper, und sei K ein Funktionenkor-
per einer Variablen Uber k., Ist dann K reell, so gibt es ein Element x aus K,

i
fur welches K : k(x) ungerade ist.

Beweis, Mittels Satz 9' folgt in der Tat aus dem Satz von Riemann-Roch, dass ein
x aus K existiert mit K : k(x) = 2g+1, wobei g das Geschlecht von K/k be~

zeichnet,

7. Es sei k ein reell abgeschlossener Korper und B = k[X1,.,,,Xn] der

Polynomring in n Variablen uben k. Fur ein Ideal &L von B sei N(6L) = Nk(et)
die Gesamtheit der Nullstellen a = (31,...,an) von -OL in kn. Ein Primideal #
von B nennen vir reell, wenn der QuotientenkGrper von B/F reell ist, Wir konnen

darn Satz 9' folgendermassen formulieren :

Setz 9', Sei k reell abgeschlossen uid # eir reelles Primideal von
K[X,,...,X ]. Dann ist "N(F ) #d.
Diesen Satz konnen wir nach den im Beweis von Satz 9 mittels Satz 9' ge-

machten Uberlegungen folgendermassen verscharfen. :

satz 9™, Sei k reell abgeschlossen und P ein reelles Primideal von

k[xi,..,,xn] mit Restklassenring k[x1,...,xn]. Sei < eine Ordnung des Quo-
tientenkorpers K von k[x1,...,xn]. Ist dann g < O fur ein g aus
k[x1,...,xn], so gibt es ein a € N(f) mit g(a) <O,

Man kann aber Setz 9' noch in anderer Weise erweitern, Sei Ol ein Ideal

von B, Mit r-Rad(0l) bezeichnen wir das reelle Radikal von 9 , d. h. das Ideal

von B, welches aus allen f aus B besteht, zu denen es jeweils eine ganze Zohl

n;? O sowie eine Quadratsumme q aus QS(B) gibt mit
oh
£ + q € OU . (26)

Mit IN(OL) bezeichnen wir das Verschwindungsideal von N(®, d. h, die Menge aller

f aus B, die auf N(O() verschwinden, Dann gilt

Satz 10 ('Reeller Nullstellensatz', vgl, [8]). Es ist
IN(OL) = r-Rad(®v) (27)
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fur Jjedes Ideal #©L von B,

Fur den Beweis ist im wesentlichen nur der folgende Spezialfall von (27)
zu zeigen :

Aus Aus N(OU) = @ folgtl 1 € r-Rad(®) (28)
Dann ergibt sich die allgemeine Aussage (27) aus (28) mit dem 'Trick von Rabino-
witsch' analog wie im Fall des Hilbertschen Nullstellensatzes fur algebraisch ab-
geschlossere Grrndkgrper. Den Nachweis fur die Gﬁltigkeit von (28) aber kann man
nach einer Idee von- A, Prestel (Mitteilung in Oberwolfach 1975) erbringen, ir dem

man folgende Ergﬁnzung zu Setz 9 beweist

Zusatz zu Satz 9, Es gelten dieselben Bezeichnungen und Voraussetzungen wie in
Satz 9. Sei f € k[V]. Ist dann £f(a) >0 fur alle a aus V, so gibt es Quadret-
summen q und q' im Ring k[V], so dass sich f in der Gestalt

1
f = 1 +4d (29)
q

darstellen lasst.

Beweis von (28) mittels des Zusatzes zu Satz 9, Sei OU von - 1,....fr erzeugt.

Ist N(6&) = @, so kann man den Zusatz zu Satz 9 auf V = B und £ —'f? +aoaot f
anvenden, Es gibt dann q,q' € QS(B) mit 1+q' =q £ € OU , Folglich ist
1 € r-Rad OL, womit (28) bewiesen ist,

Zum Beweis des Zusatzes zu Satz 9 erggnzen wir Abschnitt 2 durch das fol-

gende

Lemma 5, Sei A ein kommutativer Ring mit 1 # O, Sei a ein Element von A und
gelte q a # 1+q' fur alle q,q' aus QS(A), Dann gibt es ein Primideal F von
A und eine Ordnung < des Quotientenkarpers K von A/f , so dass Z'g 0 gilt
(wobei a das Bild von a in AAF bezeichnet).

Beweis, Die Voreussetzung bedeutet, dass die quadratische Prgordnung
T = QS(A) - aQs(A) das Element =1 nicht enthalt, Die Behavptung folgt dann

unnittelbar aus dem Lemma 3 in Abschnitt 2,

Beweis des Zusatzes zu Satz 9, Wir nehmen an, die Behauptung gelte nicht, Weil

k(V) reell ist, konnen wir dann Lemma 5 auf A = k[V] und a =f anwenden, Wir
erhalten ein Primideal fI von k[X greees¥y ] mit £ 2 I(V) sowie eine Ordnung <
des Quotientenkorpers K von k[X1,...,x ]Ap Mskr, Nach Satz 9'"" gibt es
dann aLer//a € N(OL) CV mit g(a) = £(2) < O. Widerspruch,
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8, Nach den vorangegangenen Ersrterungen kehren wir jetzt starker zu
unserem Thema zuruck und zeigen in der Tat, dass die Theorie der formal reellen
KBrper im Prinzip ganz in der Theorie der quadratischen Formen aufgeht., Zuvor die

folgende

Definition, Jeder Ringhomomorphismus W(k) - Z des Witt'schen Ringes W(k) von
k in den Ring Z der ganz-rationalen Zahlen heisst eine Signatur von k.,

Diese Definition erh&lt ihre Berechtigung aus

Satz 11 ([7]). Fur einen Korper k gilt : Ordnet man jeder Ordnung P von k die
zugehSrige Signaturabbildung sgnP von W(k) in Z =zu, so erhalt man eine um-
kehrbar eindettige Entsprechung zwischen der Menge aller Ordnungen von k und der
Menge Sign(k) aller Signaturen von k.,

Ausserdem gilt

Satz 12 ([7]). Ist k reell, so vermittelt die Zuordnung s+ Kern s eine um-
kehrbar eindeutige Entsprechung zwischen der Menge Sign(k) aller Signaturen von

k und der Menge aller minim@len Primideale von W(k)., Ist k nicht reell, so ist

das Fundamentalideal I(k) der Formen gerader Dimension das einzige Primideal von
wk).

Die Satze 11 und 12 ergeben sich gemeinsam fast unmittelbar aus den fol-
genden beiden in - W(k) gﬁltigen Relationen, namlich erstens der trivialen Bezie-

hung .
(1 +<a>) (1 - <a>) =0 fur alle a € k*

‘und zweitens der Witt'schen Relation
<a> + <b> = <a+b> (1 + <ab>) fur alle a,b € k* mit a+b £ 0 (31)
Fur einen detaillierten Beweis (sowie etwas uber die Satze 11 und 12 hinausgehende
Informetion vgl., die Arbeit [7]).
Aufgrund von Satz 11 kann man statt Ordnungen von Korpern Signaturen von
Kgrpern betrachten, Wir wollen diese Formulierungsmgglichkeit an einigen Beispielen
demonstrieren, An die Stelle von Korollar 3 zu Satz 2 etwa tritt die Aussage :
k reell <> Sing(k) # @ (32)
Sei K/k eine Erweiterung. Dann erscheint die Frage, unter welchen Umstanden eine
Ordnung von k 2zu einer solchen von K fortgesetzt werden kann, in einem neuen
Licht, Eine Signatur t von K ist namlich die Fortsetzung einer Signatur s von
k, wenn das Diagramm
W(k) —5 W(k)

s\z/{

kommutativ ist, Wir schreiben dann t|s. An die Seite von Korollar 2 tritt dann die

folgende
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Feststellung., Sei K/k eine Erweiterung, s € Sign(k). Dann existiert gensu dann

ein t € Sign(kK) mit t|s, wenn Kern(W(k) - W(K)) C Kern s.

Beweis, Sei B = Bild(W(k) - W(K)), und sei s' der nach Voraussetzung existieren-

de Ringhomomorphismus B - Z, so dass
Wk) ——> B
z
kommutativ ist, Nun ist Kern s' eine minimales Primideal, also existiert ein mi-
nimales Primideal £ von W(K) Uber Kern s', Sei t € Sign(K) die dazugehorige

Signatur mit Kern t = P , Dann ist leicht zu sehen, dass tls gilt,

Als weiteres Beispiel erhalten wir einen zweiten

Beweis von Satz 3, Sei =-sgnp. Wegen Satz 7 genﬁgt es zu zeigen, dass

s TrK/k<1> £ 0

ist, Sei q = TrK/k<1>. Dann gilt s(q) =dim q =K : k mod 2, somit s(q) # 0.

Schiesslich geben wir noch einen

Beweis von Satz 4, Im Hinblick auf die obige Feststellung ist folgendes zu zeigen :

Ist q € Kern(W(k) - W(X)), so folgt sgnp(q) = 0. Man erkennt dann, dass man dies
nur fur K = kQ/E) mit a € P nachzuweisen brauvcht, Es folgt dann bekarntlich
(vgl, [7]), dass q in (K1> + <-a>) W(k) 1liegt., Somit ist in der Tat sgnp(q)ZJO.
In [7] wurden die Primideale des Witt'schen Ringes ursprunglich auch
deshalb studiert, um eine Aussage Uber die Nullteiler des Witt'schen Ringes machen
zu konnen, Das Ergebnis immerhin soll hier erwahnt und folgendermasser: formuliert

verden @

Satz 13 ([7]). Sei N die Menge der Nullteiler von W(k), Dann gelten die folgen-
den Aussagen : (i) Genau dann ist N = I(k), wenn 1+1 in N liegt. (ii) Genau
dann ist 141 ¢ N, wern k reell und pythagordisch ist, (iii) k ist genau dann
reell und pythagorgisch, wenn N aus allen q aus W(k) besteht, zu denen je-

weils ein s € Sign(K) mit s(q) = 0 existiert.

9.  Der Grund dafﬁr, dass wir den durch die Satze 11 und 12 des vorigen
Abschnittes ausgedrﬁckten Sachverhalt in zwei getrennten Sdtzen formuliert haben,
ist der folgende : Es zeigt sich nﬁmlich, dass Satz 12 fur sich weitestgehender

Verallgemeinerung fahig ist :

Satz 12', Die Aussage von Satz 12 gilt fur einen beliebigen zusammenhgngenden kom—

mutativen Ring A (statt k) mit 1 # O,
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Dabei heisst naturlich ein kommutativer Ring A reell, wenn Sign(A) # ¢,
d.h, wenn es einen Ringhomomorphismus W(A) - Z gibt (vgl. (32)). Der Beweis von
Satz 12' folgt direkt aus einem (selbst ellerdings nicht besonders leicht zugén-
glichen) Prinzip von Dress [3] in der K-Theorie. Der Satz 12' ist eine wichtige
Grundlage fur eine msgliche Verallgemeinerung der Artin-Schreierschen Theorie auf
beliebige (zusammenhi@ngende) kommutative Ringe (vgl, [6]), Was die Nullteiler in
beliebigen Witt'schen Ringen betrifft, .so kann mun aufgrund von Satz 12' wenigstens

soviel sagen

Satz 13', Sei A ein zusammenhangender kommutativer Ring mit 1 # O, und sei N
die Menge der Nullteiler in W(A), Mit W(A)t bezeichnen wir die Torsionsunter-

gruppe von W(A), Dann gelten die folgenden Aussagen : (i) Genau dann ist N =

I1(A), venn W(A)t 2~primdr und nichi-trivial ist, (ii) Genau dann ist W(A)t =
=0, wenn N oaus allen q in W(A) besteht, zu denen jeweils ein s € Sign(A)

mit s(q) =0 existiert,
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