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TRANSFERT DE SCHARLAU ET FORMES QUADRATIQUES
*D'ENLACEMENT DANS LES CORPS DE NOMBRES

par

J. LANNES

§ 1 - Généralités ([2], [4])

Soient A un anneau de Dedekind et K son corps des fractions,

1.1. Un ge-module sur A est un A-module de torsion, de type fini, muni d'une
forme quadratique non dégénérée a valeurs dans K/A (forme quadratique d'enlace-

ment),

1,2, Un qe-module est neutre, s'il contient un sous-module I tel que :

L et q(I) =0,

1.3, On note WQ(K,A) 1le groupe de Witt correspondant & ces notions,

1.4, Soit E un espace vectoriel sur K muni d'une forme quadratique non dégéné-
rée (E est un g-espace vectoriel), Soient P un réseau sur E tel que q(P) C A
et P# son réseau dual ; ona P C P# . La forme quadratique de E induit sur

P# /P une forme quadratique non dégénérée a valeurs dans K/A. On définit un homo-
morphisme § : WQ(K) - WQ(K,A) par :

s ([e]) = [o% fp] .

THECREME, La suite :
0 > WQ(A) » WQ(K) - WQ(K,A)

est exacte,

1.5, Soit C un qe-module, la décomposition de C en composantes P -primaires,
§ décrivant 1'ensemble des idéaux premiers non nuls de A, est une décomposition
orthogonale ; il en résulte un isomorphisme entre WQ‘(K,A) et la somme directe

%WQ(K,A ). En outre il y a identité entre la notion de qe-module sur A et

(£) p)

celle de ge-module sur le complété AP . Notons Kf’ le corps des fractions de

A;J N lfhomomorphisme naturel :

QKA ) > R A )

oy B

est un isomorphisme.

1.6. Dans le cas des formes bilinéaires on a, mutatis mutandis, une suite exacte

0= W(A) > W(K) - W(K,A)
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et des isomorphismes :

W(K,A ) ~ W(K

5
- $)°

11 est & remarquer par contre que WQ(K,A

“P)
X étant le corps résiduel de A

2

On retrouve la suite exacte classique,
_ o )) ne dépend plus seulement
de Kys- Par exemple :

WQ@Z () ~7/2 ®2/8 , VQQ1),2[1] (1 ;) » @/, WalE, 00 Fy[X] )

n'est pas un groupe fini,

1.7, Soient P un b-module sur A (i.e, un A-module projectif de type fini muni
d'une forme bilinéaire symétrique non dégénérée a valeurs dans A) et C un gqe=-
module sur A, On peut considérer le produit tensoriel sur A des deux applications

P > Hom,(P,A) = P* et C - Hom, (C,K/A) = é

NS . .
comme une application de P ® C dans (P ® C). On obtient ainsi une forme d'enla~
cement sur P ®C (i, e, une forme bilinéaire symétrique non dégénérée a valeurs

dans K/A).

PROPOSITION, Il existe sur le produit tensoriel P ® C une et une seule forme qua-
dratique d'enlacement, associée a4 la forme d'enlacement définie précédemment telle
que l'on a :

a(x ® y) = (x.x) q(y)
pour tout x € P et tout y € C,

Cette construction munit le groupe WQ(K,A) d'une structure de W(A)-
module, La suite exacte (1,4) est une suite exacte de W(A)-modules,

Dans [4] nous appliquons & l'anneau des entiers d'un corps de nombres le
formalisme décrit ci~dessus qui n'est d'ailleurs qu'un cas particulier de la théorie
de la localisation des formes quadratiques (en un sens trés général) développée par
M. Karoubi, Dans ce qui suit nous nous limitons & la détermination du conoyau de

1'homomorphisme §.

§ 2 ~ Le transfert

2.1. Le cas ou la différente est principale

Soient A un anneau de Dedekind de corps des fractions K et L une ex-
tension, de degré fini, séparable de K. On note B 1la fermeture intégrale‘de A
dans L., On suppose que la différente @B/A est princiﬁale.ySoit g € E! un généra-
teur de la différente, la forme linéaire s ¢

Y
L—— K. , 4 —o— trL/K(E)

induit deux applications A-linéaires notées encore s

B-——> A et L/B S K/A .
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La propriété caractéristique de s est la suivante : 1l'application - A-bilinéaire. :
BXB ——> A y ¥,y —e—a s(xy)
est non dégénérée, )
A l'aide d'une teile forme linéaire on définit comme dans le cas des corps
les transferts : ‘
g-modules sur B — 5 g-modules sur A
qe-modules sur B . ge-modules sur A
et les homomorphismes de transfert entre les groupes de Witt correspondants ; le
diagramme ci~dessous ou les fléches verticales sort les homomorphismes de transfert

est commutatif :

WQ(B) 5 Wa(L) % | WQ(L,B)

l - l - L o

WaA) o wa®) 5 wek,a)

2.2, Le cas des corps de nombres

On va utiliser le théoréme 176 de Hecke [3] :
"La différente est dans le carré d'une classe'
Autrement dit il existe un élément a de K* et un idéal fractionnaire & tel que
2 =a 82.

Quand on localise en un nombre premier rationnel p on se retrouve dans
le premier cas, plus précisément il existe b dans K* tel que (A ):Z(p)® A)

2
2 =7 ® 9P = ab” A
Apy? oy @ P

(p
(p)
L'homomorphisme de transfert correspondant :

WQ(K,A W

Q(K, (p)) _— Q(Q,Z(p))
ne dépend pas du choix de bp. Comme les groupes WQ(K,A) et WQ(®,Z) sont respec-
) ?t @WQ(Q:Z

p

tivement les sommes directes @ WQ(K,A la collection de ces

® "
homomorphismes définit un homomorphisme Ta ¢+ WQ(K,A) —_ 5 WQ(®,2).
Posons s, = trK/Q(T)'

PROPOSITION, Le diagramme

WQK) — 5 WQ(®)
5 sl
Ta

WQ(K,A) > WQ(Q,z) .
est commutatif, Si la différente est un idéal principal engendré par a, l'homomér—
phisme Ta coincide avec 1'homomorphisme de transfert s*a‘ défini précédenment,

Le théoréme 176 de Hecke est nécessaire (en un sens a préciser) a la théo-

rie du transfert des formes quadratiques d'enlacement, voici en contre-partie une

(*)

démonstration de ce théaréme basée sur le transfert de Scharlau
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§ 3 - Le thdoréme 176 de Hecke

3.1, Considérons une extension quadretique L/K (L = K[,/E]) qui est strictement
non ramifiée (une place réelle de K se décompose en deux places réelles de L), Le
symbole d'Artin de cette extension donne un caractére y d'ordre 2 non trivial du
groupe des classes d'idéaux de A ; la théorie du corps de classes montre que la
correspondance qui associe le caractére y & l'extension L/K est bijective (dans
[4] nous donnons une démonstration "élémentaire' de ces propriétés dont les ingré-
dients essentiels sont la loi de réciprocité quadratique pour les corps de nombres
et le théoréme du carré global),

Soit B 1l'anneau des entiers de L, la norme : E > A est une forme A~
quadratique associée a la forme A-bilinéaire :

BxB______3A , Xy _ o tr(xy)

celle~ci est non dégénérée parce qu'aucun idéal premier (sous entendu non nul) de A
ne se ramifie dans B, Nous notons B 1le qg-module sur A décrit ci-dessus. la
classe d'isomorphisme de K ®A B est <2>® <1,-d>, Le discriminant de tr*B est
NK/Q(d)’ c'est un carré (VP (d) est pair pour tout idéal premier H de A et
d est positif & toutes les places réelles de K). La classe de Witt de tr¥ B est
donc dans IZ(Q).

Pour tout nombre premier rationnel p posons :

@p =1 % Vi (2)
P/p

Nous nous proposons de montrer

= %
X(@p) ap(tr B)

nous avons donc 2 = [ 9 _,
p P

La loi de réciprocité pour @ donnera alors x(2) =g (tr* B) =1,
o 2
I& localisé Z(p) ® A est principal, soit g un générateur de Z(p)® D
Nous avons :
@)= 1 ¢
X 1 1—1/

(g,=1>® B) = ey [tr* (<g,~1>® B] .
P

?
La deuxiéme égalité est une propriété générale dégagée par Scharlau [5]., La premiére
est conséquence du lemme suivant ¢

" 2
LEMME, Pour tout x de K¥% /I(* H

PR

v}! (x)
e (<x,=~1>® B) = [y ()] .

Démonstration, Par définition

s 1 si d est un carré dans K‘“F
x(p) =
l -1 si d n'est pas un carré dans K* .

Si 'd est un carré dans K}‘J il n'y a rien & démontrer, Dans le cas contraire les

" s - & 2
deux membres sont des 'formes linéaires' en x, non nulles sur Kﬁ ,/K* et nulles

P
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sur A% A*z qui est de codimension 1.
BoF

Revenons au calcul de x(@p).

x(@p) =e, [tr*(<g> ® B)] ep(tr* B)
D'aprés 2,1, la classe de Witt de Qp ® tr (K<g> ® B) (Qp ® tr (<é—> ® B)) est dans
WQ(Zp)° La démonstration s'achéve en remarquant que WQCZp) N Iz(Qp) =0 ; ceci ré-

sulte du fait que 1l'homomorphisme naturel : WQCZP) -> WQGFp) est un isomorphisme,

3.2, Généralisations

- 8i 1l'on suppose seulement L non ramifiée (pas de conditions & 1l'infini) y de-
vient un caractére du groupe des classes d'idéaux au sens strict (deux idéaux I et
J de A sont strictement équivalents s'il existe un élément m totalement positif
de K tel que J=m I), on obtient (Armitage [1]) :

Lo Ctes B) £y
x(@) =e_ (tr* B) = (1) = (-1

M étant le nombre (pair) de places réelles oi d est positif,

-~ Soit k un corps global de caractéristique non nulle et K/k une extension sé-
parable, la classe du diviseur de la différente %K/k est un carré (Armitage [1],
Weil [6]). Ce résultat peut se démontrer par le méthode ci-dessus (la caractéristi-

que 2 ne fait pas exception).

§ 4 - Le conoyau de § : WQ(K) =~ WQ(K,A)

4,1, Notons respectiverment Ya et Ga les composés :
Ta by
WQ(K,A) e 5WQ(RZ) Ko
ol 7y est l'homomorphisme qui associe & la classe dun gqe-module C sur Z le

nombre complexe suivant (qui est une racine huitiéme de 1'unité) :
1

(#C) 2 Z ezi'rrq(x) ;

XEC
Y

WA X WQEK,A) 5 WQ(K,A) 2 5

ou la premiére fléche correspond & la structure de W(A)-module de WQ(K,A).

La formule de Milgram entraine 1la suivante H
Pour w € W(A), w' € WQ(K) :

BL Y (@) o, o )
G_(w,5 w') =e VeV
a ©
ol V  désigne l'ensemble des places réelles de K et o, la signature en une
=]

place réelle v,

On en déduit que 1'image de § est orthogonale a la torsion de W(A),

nous montrons en fait dans [4] que G, met en dualité le conoyau de § et la
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torsion de W(A) (qui sont des groupes finis), s

Exemple, A =7[i], Soient g, et g, les homomorphismes de wQ(Q[i],z[i]) dans

Hy qui associent 4 la classe d'un gqe-module C les sommes de Gauss :

1

g,(c) = (#0) 2 3 e211riie[q(x)]

[}
. w) 2imIm[ q(x)]

g (C)=(#cC) N oe
2 x€C
La suite :
g% gy,
wa@[i]) — s wa@[i]z[i]) % 5 opoxp, 50

est exacte,

4,2, Remarque, On déduit de 4,1, que les noyaux de Ga sont respectivement

12) et §[Tors wWQ(K)].

4,3, Généralisations, Soient P un ensemble d'idéaux premiers de A et A

(P)
1'énneau N A(fl)‘ L'application Ga me tr en dualité les deux groupes finis sui-
PEP

vants ¢

d'une part le noyau de 1'homomorphisme naturel :

Tors W(A) — 5 0 W(EKg)
nge O
d'autre part le conoyau de 1'homomorphisme § ¢
WQ(K) — 5 WQ(K,A(_p)) .

Ce résultat est une simple conséquence du cas ou P est l'ensemble de tous les i-
déaux premiers de A,

On obtient facilement des résultats analogues dans le cas des corps glo-
baux de caractéristique non nulle, la variante essentielle est la suivante,

Soient k un corps (fini) et C un ge-module sur k[X], C est aussi
un espace vectoriel sur k de dimension finie et la composition ¢

c % 5 xe)/k[x] T, x

est une forme k-quadratique non dégénérée, On définit ainsi un homomorphisme Res :
wQ(k(x),k[x]) —_— 5 WQUk)
qui Jjoue le role tenu précédemment par 1'homomorphisme 7y
wQ(Q,z) — He

(comparer [5]),



Transfert de Scharlau 59

BIBLIOGRAPHIE

[1] J.V. ARMITAGE - On a theorem of Hecke in number fields and functions fields,
Inventiones Math,, 2 (1967), p, 238-246,

[2] J. BARGE, J. LANNES, F. LATOUR, P, VOGEL - A-sphéres, Ann, Sc, E.N.S., t. 7,
1974, fasc, 4, p. 463-506,

[3] E. HECKE - Vorlesungen uber die Theorie der algebraischen Zahlen, Lepipzig.
Akad, Verlag 1923 and 1954,

[4] J. LANNES - Formes quadratiques d'enlacement sur l'anneau des entiers d'un
corps de nombres, Ann, Scient, Ec, Norm, Sup, 4éme série, t, 8,
1975, p. 535-579,

[5] W, SCHARLAU - Quadratic reciprocity laws, J. Number Theory 4, 78-97 (1972),
[6] A, WEIL - Basic Number Theory, Springer (1967).

Référence (*) , Cette démonstration est sembable & celle de M, KNEBUSCH et
W, SCEARLAU dans "Quadratische Formen und quadratische Reziprozitgtsgesetze". Math,

Z. 121, 346-368 (1971).

Département de Mathématiques
Universi té de Tunis

Campus Universitaire

TUNIS

TUNISIE



