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REUNIONS D'ENSEMBLES DE CONVERGENCE ABSOLUE
par

Jacques LAFONTAINE

I. On dit qu'un sous—ensemble E de la droite réelle R est un ensemble de con—
vergence absolue (ou ensemble du type N) s'il existe une série trigonométrique abso—
lument convergente en tout point de E et dont la série des modules diverge. On
trouvera dans [1] et [3] des exposés des principales propriétés de ces ensembles. On y
démontre notamment que tout ensemble du type N est de mesure nulle, et que tout
dénombrable est du type N j que si E est un ensemble du type N et D un dénombra-
ble, la réunion E UD est du type N. Nous allons voir que contrairement & une

assertion de [1] , cette dernidre propriété est la meilleure possible.

II. Théoréme. Soit E une partie fermée de R. Si l'union de E avec tout en-

semble du type N est elle-méme du type N, alors E est dénombrable.
Démonstration. Supposant E non dénombrable, nous allons construire un ensemble

de convergence absolue F tel que, pour presque tout réel X de [0 , 1], la somme

XE + F soit un ensemble de mesure positive. Il en résultera (cf [3]) que EU %P

n'est du type N pour presque aucun A de [0 ’ 1].

Soient p et ¥ deux mesures portées par E et F respectivement. L'ensemble
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AE + F porte la mesure By * v (;4.)\ étant définie par f(x)dp.x = ff()\x)dp),

dont la transformée de Fourier est ,,:(Au) 3(\1). Si l'on a

+
8

-~ a

(1) [MAn) ¥(n)[? < +

1
8

1'ensemble AE + F modulo 2% sera de mesure positive d'aprés le théordme de

Plancherel, et par conséquent AE + F aussi. On aura (1) pour presque tout A de

[0 ’ 1] si

1 +o00 . - 2
J [n(An) v(@)]? ar <+ oo
0 - o
ou encore
4+ 00 L ‘2 1 . 2 :
l\?(n)] j lp.()\n)l dA < +00.
- o

Si le fermé E n'est pas dénombrable, on peut prendre p diffuse, et dans ces condi-

tions, on a

1 .
lim J k(an)[2ax =0 (et [6]).
|n|—v+00 o

On est donc ramené au probléme suivant : une suite positive (“n)nez tendant vers

zéro quand |n| tend vers 1'infini étant donnée, construire un ensemble de convergence

absolue F et une mesure y portée par F tels que

5 2
+ .
(2) 3 w2 e <+ e
La construction de F résulte des travaux de Salem. Tout d'abord, si P est le
{5}
parfait symétrique construit sur [0 ’ 27!'] en prenant les Ek (0 ¢ Ek« 15) pour

rapports de dissection successifs, et si M(p) = 21 .ZP. §1 22 cee Ep est la somme

des longueurs des segments de la p-idme étape de la construction, on démontre dans [5]
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que les coefficients de Fourier-Stieltjes (bn)nGZ de la mesure de Lebesgue de P

vérifient

ZM([:\ log |n|])[bnlz < 4+
ol {x] désigne la partie entitre de x.

On prend F =P sauf pour une suite {i ;l} pour iaquelle

Nl =

{E p}, avec Ep

Ei = 2‘—3.. Alors, comme nous allons le voir au paragraphe suivant, F est du type N;
et M(p) peut tendre vers zéro arbitrairement lentement & condition de choisir la

(1)

suite {ij} suffisamment lacunaire. c.q.f.d.

III. Les mémes considérations s'appliquent aux ensembles de Dirichlet. On.dit
qu'un compact E de R est un ensemble de Dirichlet si

lim ing [e22* - 1|
IA|=>

c(E) = 0
ou, ce qui revient au méme, s'il existe une suite d'entiers positifs {nk ’ tehda.nt

vers 1'infini, telle que

lim  ||sin n x| = 0.
k — +00 & C(E)

Tout ensemble de Dirichlet est un ensemble du type N ; par contre, l'union de 0 et

d'une progression géométrique tendant vers zéro est un ensemble du type N qui n'est

(1) L'existence d'ensembles parfaits satisfaisant & (2) est également établie dans [3] ’
chapitre III, par des méthodes de théorie du potentiel. L'existence d'ensembles
du type N vérifiant (2) résulte alors de ce que, pour toute fonction déterminan-

te de Hausdorff h telle que lim h(t)/t = 0, il existe un ensemble du type N
t — o0
de h-mesure infinie.
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pas de Dirichlet (cf [2]). On en déduit qu'il existe également des parfaits du type N

qui ne sont pas des ensembles de Dirichlet, par exemple

2
G={0}U(U 1/2P+§: ek/zk) avee g =0 ou 1.

p>0 kyo

L'ensemble F construit précédemment est un ensemble de Dirichlet, d'aprés la démons—
tration de Salem ([4]) :

Prenons p = i;j' Les origines « k=1, 2, 4ue Zp) des 2p intervalles de

Pk

la p-iéme étape sont données par
=21 - i - eee + cee -
G = 2X (e (1= ) + e, By(1 =) o+ e B By cen B (1-8))
. _ ~P . \—1 . _ oP(. '
et ces intervalles ont tous pour longueur '1lp =2r2 - (§!) . si nP =2(j-1),
on a

£ 2nr/j et n

plp = 1/3 -

sin n_«

P Pkl
Par conséquent
sin anl < (@r +1)/j

pour tout x dans F.

Le théoréme du §2 est donc encore vrai pour les ensembles de Dirichlet.
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