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LE POINT DE VUE COMPLEXIFORME

E. MOTZKIN

00 nSoit K-un corps ultramétrique complet. Alors la série f(x) = 5"" a X (resp.

g(k) = 2_ a X ) converge pour f x ( = r si et seulement si (a ( r11 —^Ô quand
—oo n

n —^+ co (resp. quand n —-^± oo ) . On notera conv(f) (resp. conv(g)) l'ensemble des r

tels que lim a r = 0. Cet ensemble est un intervalle. Nous allons étudier lesn
propriétés des fonctions sommes de série de Taylor ou de Laurent, qu'on appellera
fonctions analytiques.

1. Les inégalités de Cauchy.

Théorème 1 . i) Si la valuation de K est dense dans R ou si le corps de restes est

infini, on a pour r appartenant au groupe des valeurs,

1 ) sup | f (x)( = sup la^lr" ; sup j g ( x ) | = sup |a | r11

lx(= r n \x\= r n

2) sup l f (x) l = sup |a l̂  ; sup ) g(x)l = max(sup ( a \f^ , sup|a | r11)

| x (^ r n /^[x|^r n ri

ii) Si la valuation est dense

3) sup | f (x ) | = suplajr11 ; sup | g ( x ) ( = max(sup( a^11 , sup|a^|r11)

(x|<r n /^|x|<r n n
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Remarques :

1 . Comme K est complet on a

K localement compact <==4 la valuation est discrète et le corps des restes est
fini.

L'hypothèse dans i) peut donc s'exprimer en disant que K n'est pas localement

compact.

2. Si les hypothèses sont en défaut, le théorème est faux.

Contre-exemples :

i) Soient o(. » . * . » o< des représentants du corps de restes (lequel est
n n kfini). Considérons la fonction f(x) = 7T (x-û(.) = ^ a . x

i=1 1 k=1 k

On a a = 1 et f a - | ^ 1 pour 0 ^ k ^ n-1. Alors si l x j ^ } , il existe un i

tel que ( x - < » < . ( < • ( . Comme la valuation est discrète j x - <^ . / ^ ^ < -1 . O n a

donc | f(x)( .̂ S" et par conséquent

sup | f ( x ) l $ sup | f ( x ) L < $ ' < 1 = sup a
K.

|x|=r |xl .<r k

ii) Prenons f(x) = x, alors sup l f (x) | = S" < 1 .

( x i < 1

Nous supposerons désormais que K n'est pas localement compact.

Corollaire 1 . (théorème de Liouville). S^ f(x) est entière et bornée, f est cons-

tante. Si f est entière et —' . est bornée, alors f est un polynôme de degré—— Mxr
inférieur ou égal à k.
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Corollaire 2. Si les fonctions f sont développât)! es en série de Laurent dans la

couronne ^ A ; P^|x | ̂  r et convergent uniformément sur les cercles

C^ : | x l = ^ ) ^ t C ^ : l x j = r alors les f^ convergent uniformément sur A vers une

fonction f développable en série de Laurent dans A .

2. Le principe du maximum.

Il résulte trivialement du théorème 1 que si K n'est pas localement compact et

si r appartient au groupe des valeurs alors

sup |f(x)| = sup l f(x)| .

1 x 1 ^ r Ix | =r

Nous allons préciser ces résultats et étudier si le maximum est effectivement

atteint sur le cercle ( x ( = r.

Théorème 2.

i) Si le corps des restes est infini et si r appartient au groupe des valeurs,

il existe x £ C(O.r) (c'est-à-dire |x( = r) tel '• que lf(x)\ = sup i f(y)|

lyl=r

1;L) Si la valuation est dense et si le maximum de j f ( dans D(0,r") (c'est-à-

dire | x j < r) est atteint en un point de D(0,r ) (c'est-à-dire ^ x, 1 x l < r et

/ f ( x ) j = sup |f(y)|), alors lf| est constant dans D(0,r~).

ly/<r

iii) QJL K n'est pas localement compact et si le maximum de ( f | dans D(0,r ) est

atteint en un point de D(0,r"L alors ( f | est constant dans D(0,r~).

Remarque : Contrairement à ce qui se passe dans le cas complexe, | f [ peut-être

constante dans un disque sans que f soit constante. D'ailleurs ( f | est constante

au voisinage de tout point ou f^n'est pas nulle.



282 E. MOTZKIN

3. Les polygones de valuation et de Newton.

On suppose que K n'est pas localement compact. On introduit la fonction

M ( f , r ) = sup t f ( r ) | , définie pour r appartenant au groupe des valeurs, et on pose

jx 1 =r

LO ( f , |^) = L o g ( M ( f , r ) ) pour ]̂  = Log r.

Théorème 3. (de Hadamard) La fonction eu ( f , (^ ) est convexe.

Démonstration. D'après le théorème 1, co ( f , |̂  ) = sup(Log / a | + n |-i ) . C'est donc

une fonction convexe, puisque c'est l'enveloppe supérieure de fonctions affines.

Remarque. La fonction sup(Log < a | +n H ) à l'avantage d'être définie pour tout U
réel dans Log(conv(f ) ) et pas seulement pour ^ = Log r avec r appartenant au groupe

des valeurs. Le graphe de cette-fonction est un polygone convexe appelé polygone de
valuation. C'est le polygone dual du polygone de Newton défini comme suit :

Le polygone de Newton es-b la fr.ontière de l'ensemble convexe engendré par les

points (n,-Log |a |) . Les sommets du polygone de Newton correspondent par dualité

aux côtés du polygone de valuation et réciproquement.

Autres propriétés du polygone de valuation :

Proposition 1 : i) Pour L> £• Conv(f) Q Conv(g)

^(f-^g» ^ ) ^ max(<J(f,^), a)(g, (^)),

l'égalité étant réalisée si (J(f, IA ) ^ co(g, y ) .

ii) Pour ^ 6 Conv(f) f\ Conv(g)

^ (fg, ^ ) = ^(t. ̂  ) Cù(g, ^ ) .

(Note : il faut d'abord remarquer que fg est bien dél'ini et que

conv(f) f\ conv(g) c conv(fg).) .
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U. Les zéros d'une fonction analytique.

Le.plygone de valuation renseigne sur les zéros de la fonction f.

On considérera désormais des séries de Laurent.

Théorème 4. (Leimne de Hensel). Soit f une série de Laurent, r C Conv(f), p le^

changement de pente du polygone de valuation au point

Log r (p = C0 ' ( f , ^ +0) - ^(fÇ ^ - 0) avec ^ = (Log r)). Il existe un unique

polynôme unitaire de degré p, P(x) =' c + c x +. .. + xp , avec

le | r $ r = |c | , et une série de Laurent g, avec conv(f) = conv(g),
K. 0 —————'————————~~~—~~~~—~~"—~ ——•——

tels que f = Pg .

Corollaire 3. G^ K est algébriquement clos, f a exactement p zéros dans le cercle

C(0,r) qui sont les zéros de P.

Corollaire U. (Théorème de Picard). Soit K algébriquement clos et f une série de

Laurent ayant 0 comme point singulier essentiel (i.e. f(x) = V a x11 ,
n € Z n

Conv f =Jo,^), et V N il existe n < N tel que a ^ 0), alors quel que soit

r £ J 0 ,û [ , r! 'image par f de la couronne 0 < |x | < r est K tout entier.

Corollaire t?. (Principe d'unicité). Soit f analytique telle que F/3»1'] û conv(f),

S'il existe une infinité de points a. , tels que ^^|a.| ^ r et que f(a.-) = 0,

alors f est identiquement nulle (i..e. tous ses coefficients sont nuls).

Corollaire 6 . Soit f avec conv(f) ̂  I. Pour que - soit développable en série de•i " " ""^ i
Laurent avec conv(-;) ^) I, il faut et il suffit que le polygone de valuation de f
n'ait pas de changement de pente dans l'intervalle Log I.

Corollaire T. Qj. K est algébriquement clos et si R est une fonction rationnelle sans
pôle dans une couronne 2̂  » alors R est développable en série de Laurent dans la
couronne û .



28U E. MOTZKIN

Le problème de Weierstrass.

Si P ( x ) = c^ + c^ x + . . . + x1' avec 1 c^l = r1' et | ej r 1',< r33 , 1 ̂  k s p-1

on dit <lue P est r-extréaal. D'après le lemme de Hensel, à une série de Laurent
correspond la famille de ses diviseurs P̂  qui sont des polynômes r -extrémaux, les
seuls points d'accumulation des r̂  étant les bornes de l'intervalle conv(f). Réci-
proquement, si on se donne une famille de polynômes P r -extréma'ux avecn n
lim r̂  =^> et lim r̂  = ̂  . où conv(f) = ]/yC . existe-t-il une série de
n -> -oo n -y -M
Laurent f dont les diviseurs sont exactement les P ?n

1 . Si la valuation est discrète, la réponse est oui, et l'on a

w f » ir ^ ̂  ,
n

le terme correctif Q étant par ailleurs un polynôme.

2. Si la valuation est dense et si K n'est pas maximalement complet, la réponse
est. pas toujours. On peut construire une famille de polynômes r -extrémaux et
montrer qu'ils ne sont la famille des diviseurs d'aucune série de Laurent.

On peut cependant toujours construire une série de Laurent f telle que chaque
P divise f.

3. Si la valuation est dense et K est maximalement complet, la réponse est oui.
La méthode de construction de f n'est pas explicite. Le problème se pose de savoir
si l'on peut obtenir une formule de factorisation analogue à ( ) ( • ) . Si f est une
fonction entière, on peut obtenir une formule de factorisation. Sinon, on a le
résultat négatif suivant (on suppose toujours que la valuation est dense dans R4') :

Proposition 2. Soj_t f non nulle avec conv(f) ^ K. Supposons que les diviseurs P de
f soient en nombre infini et que deg(P^) < s pour tout n. Alors il n'existe aucune
factorisation de f f- n f

n ^1 n
où le8 f̂  sont tels que conv(f^) o conv(f) et chaque f n'a qu'un nombre fini de
diviseurs dans conv(f) (c-a-d r-extrémaux avec r C e o n v ( f ) ) , pour tout n ) .
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