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OPERATEURS DIFFERENTIELS D'ORDRE INFINI

DANS DES ESPACES DE FONCTIONS ENTIERES

par Laurence GRUMAN

Si f(Z) €gC(®N)est une fonction entiére de plusieurs variables, et

Mf(r) = sup If(Z)I (o |12]| est la norme euclidienne), on définit l'ordre p de
Zl|l= r

£(2) comme
o= lim ¢n 4n Mf(r) 4n r

Ir— oo

et son type o par rapport & l'ordre p comme

o= T i u(r)k?

Ir— oo

f(Z) est dite de type minimal si o= 0 , de type normal si O < g < o et de type

maximal si o = + o .

Un ordre précisé (de Valiron) p(r) est une fonction telle que

[
o

lim p(r) =p , lim p'(r) r fnr = 1lim p"(r) 2 far

Ir—> oo ' r—> oo Ir— oo
On peut également définir le type d'une fonction d'ordre p par rapport & un
ordre précisé p(r) , et pour chaque fonction entiére d'ordre p , il existe un or-

dre précisé par rapport auquel il est de type normal [7].

Si £(Z) est de type normal par rapport & p(r) , on définit son indicatrice

de croissance radiale [6]

h* (2z) = lim [ lim tn|f(rz')|ﬁp(r)]r>o
r,f
2'»Z r—ow
qui est une fonction plurisousharmonique positivement homogéne d'ordre p est en
particulier semi-continue supérieurement.
Les résultats que nous allons exposer sont également vrais pour le cas des
ordres précisés, bien que nous ne les décrivions que dans le cadre plus restreint

des ordres constants, afin de simplifier la présentation.
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1, — Familles de fonctions entiéres.

Pour une fonction (réelle) g(Z) , nous définissons 1'espace de Banach Bg

(resp. Bg) comme l'espace de fonctions entitres f(Z) telles que
(1) sup |£(2)exp(-g(2))| < =
Z

(resp. |£(2) exp(-g(2))] = 0 quand |[z|| > ) muni de la norme

Il = Slzlplf(Z) exp(-g(2))] .

Si {gn} est une suite decroissante de fonctions, nous notons l'espace de

Fréchet E =MB (resp. E* = M B* ) muni de la topologie limite projective
g n & g n &

' resp. E* = B* .
g(pgug)

avec son,dual E' = UB
& u °n n °n

L'espace Bz est composé des mesures p telles que p . exp gn(Z) soient
n
bornées [8].

Supposons maintenant que p(Z) soit une semi-norme complexe (i.e. p(AZ) =
[n|p(Z) , A € €) . Nous notons par E° 1'espace que nous obtenons en mettant
gn(z) = {p(z) + ﬁ'HZH}p et par E° celui que nous obtenons en mettant gn(Z) =

“Z“1/n ; Eg est 1'espace de fonctions f(Z) telle que h* f(Z) < (p(2))P et °
’

est l'espace de fonctions entiéres d'ordre zéro.

2, - La transformée de Fourier-Borel,

A. MARTINEAU [8] a étudié et caractérisé les espaces (Eg)' pour p(Z) une
norme complexe et p une constante, p ) 1 avec l'aide de la transformée de Fourier

Borel

Fa(u) = alexp <u,2>) , o€ (Eg)'

qui est une fonction holomorphe dans un domaine de & (dans tout & pour p > 1).
Nous allons définir la transposée de Fourier-Borel m&me pour le cas p < 1 c'est-a-
dire méme quand les fonctions exponentielles ne se trouvent pas dans notre espace.
Cela nous permettra de définir les opérateurs différentiels d'ordre infini & coeffi-
cients constants dans ces espaces, et, suivant les raisonnements de MARTINEAU, de
démontrer l'existence de solutions, En mdme temps, nous améliorerons les démonstra—
tions de MARTINEAU pour le cas p ) 1 .

Pour une fonction d'une variable complexe u avec développement de Taylor &
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ltorigine f(u) = g °y uw! llordre et le type sont donnés par la formule [1,7].

(2) (oo )= T @ o |
q—> oo

Pour une fonction de plusieurs variables, nous écrivons f(Z) =3 Pq(z) ,
somme de polyndmes homogenes d'ordre q .
si Aq = (q/eP )q/b , nous désignons par ft(Z) =3 Aq Pq(Z) qui est une fonction
holomorphe dans l'ouvert D = {Z : p(Z) < 1} et quand nous munissons 1'espace (D
des fonctions holomorphes sur D de la topologie de la convergence compacte, l'ap-
plication f v»ft est un isomorphisme entre Eg et j‘{D) . Pour ¢ € (Eg)' nous
définissons ay € ' (D) par (ft , at) = (f , «) qui définit un isomorphisme
entre (Eg)' et (D)

Une fonctionnelle linéaire «y € iL'(CN) est portée par le convexe K si, pour
chaque voisinage ouvert @ de K , il existe une constante CQ telle que
JOIRERE

Nous définissons la transformée de Fourier-Borel de vy comme

Fy(u) = y(exp <Z,uw>) ,

et, si la fonction HK(u) = sup Re <u,Z> , on a (cf. [5]).
Z€K
PROPOSITION 1. - y est portée par le convexe compact K si et seulement si

]FY(u)lg C exp(HK(u) + 8fu)) pour tout & > 0.

Chaque ay € 4' (D) est portée par un ensemble Kh = {Z : p(z) + ﬁﬂZ“< 1} .

Alors, si pﬁ(u) = sup Re <u,Z> , qui est une famille croissante de normes com-

Z€K
n
plexes, on a
(3) |F ()] < ¢ exp p'(u) pour n assez grand.
oy o4 n
N vy VN
Soit v un multi-entier, ]vl = 3 Vi s 7’ = Z1 e ZN . Parce que le déve-
i=1

loppement de Taylor & l'origine d'une fonction f € 3&(D) converge vers f dans

cet espace, on a

at(exp <Z,ud)

1}
™
™
133
—~
N

<
~
q(
~~
<
i
Q™
lav]
o+
—~
(]
~—
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et il découle de (2) et de la proposition 1 que

— a ’
lim {31P t(U)]1/q} < p(U) pour n assez grand.
q-> oo e q n
Parce que at(ZV) = 1/AIV| a(z’) on voit que « € (Eg)' (resp. Eé) si et seule-

ment si

(4) Lin g L o @) on t} < pi(w)
q—> oo Aq \)l=q

pour n assez grand (resp. pour p assez petit).

Pour a € (Eg)' (resp. (Eo)' , nous définissons sa transformée de Fourier-

Borel comme la série formelle.

Fa(U) = olexp <U,2>) =5 £ a(2¥) WA! =% P:(U) .

q Ivl=q/ q
_1)P/p1 * *
Pour p > 1, soit p* = £ et A= L=t} avec F° = Ur , +0na
p-1 P Ap n Ap

THEOREME 1. - L'application o » Fa(U) est bijective entre (Egb' (resp. (E°)') et
*
(1) Fip, pour p > 1

) (ii) 1'ensemble de séries formelles Q;, qui satisfont & (4) pour n assez

grand pour p < 1 .

(iii) 1'ensemble de séries formelles Q° qui satisfont & (4) pour p assez

petit pour (EO)' .

IEMME 1. - Pour p < 1, l'ensemble de séries qui satisfont & (4) est une algdbre.

*
Pour p > 1, sz, est un module sur les éléments d'ordre minimal par rapport a p*.

I3

THEOREME 2 : si H(u) , F(u) € Qg pour p < 1 et H(u) = F(u) 6(u) ou G(u) est
*
une série formelle, alors G(u) ¢ Qg . si H(u) , F(u) € 7, , F(u) de type mini-’

_ Ap'
mal par rapport & p* et H(u) = F(u) G(u) avec G(u) une fonction entidre, alors
*
G(u) € Fip' .

3. - Equations differentielles d'ordre infini.

Pour p > 1 et a € (Eg)' telle que Fa (u) est de type minimal par rapport

4 p* , et pour p < 1 et toute o € (Eg)' , nous définissons un opérateur ¢ sur
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Eg de la fagon suivante : pour B € (Eg)' , on définit 1'opération de convolution

(5) (a % 8) (£) = a,(p 2(2+W)) = B, (a,f(2+W))
qui est bien défini, et '
‘('l(f) ’ ﬁ) = (f y O * B)

est un opérateur différentiel & coefficients constants d'ordre infini.

Cela inclut tout opérateur différentiel d'ordre fini aussi bien que les équations

aux différences a(f) = ZA f(Z—Z(n)) si xn converge assez rapidement. On veut

. n
se servir de

PROPOSITION 2, - Si E , F sont deux Fréchets et y une application linéaire con-

tinue de E dans F , les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) v est surjective
(i1) tv : F' - E' est injective et son image tv(F‘) est faiblement fermée

dans E' ,

.ot . . - .
Si v est aussi surjective, alors y est injective.

On a, par la transformée de Fourier-Borel, que
F U F (U)F
a_*s()’ L0 (0

Ainsi, gréce aux lemme 1, théoréme 2, et proposition 2, on a

THEOREME 3. - Pour tout opérateur différentiel g et tout £ € Eg (p #1) (resp.Eo),

il existe une solution de 1l'équation &(X) = f dans le méme espace.

Nous signalons que l'on peut obtenir de pareils résultats pour le cas

(1) p=1 et gn(Z) = p(z) + % ]| » p(z) une fonction convexe

(6) (i.e. p(z, +2,) < p(2)) + p(2,) ; p(42) = ¢t p(2) , t 3 0)

(ii) p > 1 , tout ordre p(r) et p(Z) une semi-norme quelconque
= 1 P
(e,(2) =(a(2) + T [l2[))

(i11) g (2) = (o + D) (*|E)P (a0, p > 1)
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4. Fonctions de type exponentiel.

Soit maintenant g(Z) wune fonction qui satisfait &
8(2,+2,) < (2,) + &(2,)

Alors, on calcule facilement que pour ¢« , B € (Bg)' (resp. Bz') o * g donnée

par (5) est bien définie, et si 1'on munit (Bg)' (resp. BE') de sa norme duale

ol = sup  [al2)]

el = 1

on a “a * B” < ”aH ]b” , c'est-a-dire Bé (resp. Bg') est une algdbre de Banach
avec identité (donnée par &§(0) , la mesure de Dirac).
Soit §; 1'adhérence de Bé dans l'espace de mesures p telles que yu . exp g(Z)

soient bornées.

LEMME 2. - L'ensemble d'homomorphismes non triviaux (1'espace d'idéaux maximaux)

sur l'espace .E;. est précisément 1l'ensemble d'exponentielles dans Bg .

Si g(Z) est une fonction convexe (i.e. qui satisfait & (6)), on définit
l'ensemble K = {U : Re <U,2> ¢ 8(2)V¥2Z ¢ CN} qui est un compact convexe. Pour

a € Eg. (resp. Bz) , on définit sa transformée de Fourier-Borel

Fa(U) = alexp <U,2>)

3

qui est continue sur K est holomorphe & 1l'intérieur,

THEOREME 4. - Si g(Z) est convexe et o € F; (resp. B"g") telle que F (U) # 0
sur K , alors pour tout f ¢ B_ (resp. Bg) , 11 existe une fonction unique

~
£eB, (resp. Bg) telle que w(f) = f .

Démonstration : L'idéal I  engendré par o est tout l'espace parce qu'il
- a
n'y a pas d'homomorphisme qui s'annule sur q ', Alors, on applique la proposition 2,

_ Q.E.D.
COROLLAIRE. - Si g(2Z) est convexe et si o € L)Bé (resp.‘ U Bg') est telle
. y
que Fa(U) #0 sur K= r\Ki alors pour f ¢ Eg (resp. Eg) , il existe une solu-

~
tion unique f -dans Eg (resp. Eg) de 1'équation %(X) = .
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5. Fonctions de type exponentiel dans LPGRN).

Soit maintenant g(Z) de la forme g(z) = g Tilyil » 7 ¥ 0 et Bg (resp.

ng) le sous—espace de Bg (resp. Bg) qui satisfait &
f [£(X)][P ax = £]P <+ (1 p <)
B P A

qui est un espace de Banach quand on le munit de la norme
= ||f £
lel, , = Iel, + Il

le dual est composé de fonctionnelles « +y , o € Bg y Y € IP(RN) B

PROPOSITION 3. - (cf. [1]) Si £(Z) est de type exponentiel ¢ (pour n = 1) et

+oo
si pour un nombre p , l; |f(x)lp dX < « , alors

+ o ‘ + oo
f |£(x+1Y)| P ax <Pl f |£(x)| Pax
-0

=00

dorit découle d'une fagon évidente

LEMME 3. - ||f(x+iur)||p < eg(z)'”f“P(X = (XX ) 5 Y= (Y,..,1))

Si, pour y € LP(RN) , on applique y & f(Z+W) , en général le résultat n'est

_n!
pas dans Bg et ainsi Bz (resp. B;p') n'est pas une algeébre, Mais on a

*
LEWME 4. - Pour y ¢ IP@®) wa(zn()e B, powr f ¢ Bz (resp. Bz ).

On peut alors appliquer o & yyvf(z+w) pour g € ﬁé (resp. BE') et ainsi

* -n!
(Bg )t et Bz sont des modules & gauche. Raisonnant de la m8me manidre que dans

le théordme 4 ,

THEOREME 5. - Si a € §é (resp. B;') est telle que Fa(U) # 0 sur K, pour toute
p * . . . . ~ P *P
f € Bg (resp. ng) , il existe une solution unique £ € Bg (resp, Bg ) telle que

~
& (£) =1 .

. P *p -
COROLLAIRE, - 8i £ €NB (resp.M B * ) et o € UB' (resp.U B*' ) est telle
& &n &y &y

que Fa(u) # 0 sur K=NK_ , alors il existe une solution unigque ? € r\an
A .
(resp. N ng) telle que Z(F) =f .



6. Fonctions de croissance moins gu'exponentielle.

Supposons maintenant que g(Z) soit telle que B pour tout n .

c B1
€ qlzll
Nous dirons en ce cas que g(Z) est de croissance moins que linéaire. Le seul homo-

morphisme possible est la constante 1 .

THEOREME 6. - Si g est de croissance moins que lindaire et si ¢ € Bg (resp. Bg)

est telle que o(1) # 0, alors il existe une solution unique F dans l'espace Bg
~

(resp. Bz) telle que (f) = f .

c[ln+ p(z)]P p constant

Exemples : (i) &(z)
(i1) &(2) = (p(2))°%)

pour une semi-norme p(Z) et un ordre précisé p(r) .

LEMME 5. - Si pO(Z) est semi-continue supérieurement, non négative et réelle

homogéne d'ordre un et si
%= {p(2) : p(2) est une norme , p(2Z) » po(Z)}
alors po(Z) = inf  p(Z)
p(2)e 2

Soit (Ei(r))' = f‘z (Eﬁh;ﬂ)' . Alors pour tout o € (Eg(r))' telle que of1) # O
A>

et toute p(Z) norme réelle, par le théordme 6, si f ¢ Bp(z) , 11 existe une so-

lution unique de 1'équation é(X) =f , Par 1'unicité de la saolution et par le lemme

5, on conclut

THEOREME 7. - Il existe une solution unique '? de 1l'équation &(X) =f telle que
*y *4 N *4
= = *
Be oy (2) by (2) ou n (z) = sup(0,h*(z)).
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