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COMPLEXE DUALISANT ET RESIDUS.

par Gabriel RUGET

Dans [5] (voir aussi 1'exposé de Ramis dans Agora Mathemética* ), on explique
comment généraliser le théoréme de dualité de Serre en géométrie analytique complexe
avec l'aide, pour tout espace analytique X , d'un complexe Ki baptisé complexe
dualisant, qui remplace le faisceau des formes holomorphes de degré maximum utilisé
dans le cas o X est une variété, Nous indiquerons briévement ici comment, si X
est une variété (ou plus généralement si X est cohérent en tant qu'espace analy-
tique réel), on peut voir le complexe dualisant comme sous-complexe d'un complexe
de courants sur X : par exemple, si X est une variété de dimension n , K

X
est un sous-complexe de ';Bll" , muni de la différentielle d"/2im . Cette inter-
prétation est utile pour comprendre dans le cas le plus général la fonctorialité de

Ki (étudiée dans [6], sous le nom de trace relative, dans le cas d'un morphisme
propre). '

L'outil essentiel est la théorie des résidus multiples de Herrera (voir 1'ex-
posé de Herrera dans ces mémes journées), la démonstration pourrait comporter davan-

tage d'algébre, ou davantage d'analyse, mais nous l'avons voulue la plus économique,

Nous allons travailler dans le germe en un point d'une variété de dimension n ,
d'anneau structural ¢ . Commengons par un "rappel" sur le résidu de Grothendieck
([2], [1]) : soient « wune forme holomorphe de degré n (w € Q) et f1""’fn
un systéme de n fonctions définissant le point-base (muni d'un anneau de nilpo-
tents A = ey(f1,...,fn) . Au symbole de Grothendieck [w/f1,...,fn] , on associe un
élément de ExtgﬁA,Q) , ceci gréce & la résolution de Koszul de A fabriquée avec
les fi . Mais on peut aussi calculer cet Ext & 1'aide de la résolution de Q par
le complexe de courants 'ABn" : on associe ainsi au symbole une classe de cou-
rants de type (n,n) , & support le point-base ; en fait, cette classe contient un

A...Adin ,

courant particulier : celui qui s'éerit g ai O/le 8 dz1 N Adznﬁ‘d21

i
ou zj sont des coordonnées holomorphes, i des n-indices, et & la masse de

Dirac du point-base. C'est a_  le résidu de Grothendieck du symbole [m/f1,...,fn];

en fait, tout le courant précité est intéressant, et c'est lui que généralise le

*Colloque sur les fonctions de plusieurs variables complexes (Paris, 14-20 juin 72)
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résidu multiple de Herrera dans le cas ol le symbole [w/?1,...,fp] comporte seule-
ment p fenctions définissant une intersection compléte dont nous noterons encore
1'anneau A . Précisons ceci sous la forme d'un lemme (que nous ne démontrerons

pas) H

LEMME 1, L'application gui, au symbole [w/f,l,.‘..,fp] , associe le courant

Résf f (w/f1,...,fp) , est en fait une application de Extg(A,Q) dans 'Qn’p
preeety —

compatible avec le calcul du Ext par la résolution © - '’ (différentielle
d"/2in) ; elle est en particulier injective.

Supposons pour un instant que f1,...,f définissent un ensemble irréductible
¥ . On voit bien maintenant comment interpréter Hs(Specéf,Q) (notation de [2], ou
[5]) comme un ensemble de courants de type n,p : H$ est la limite pour les entiers

q et les fonctions g non identiquement nulles sur y de
b
r(o, Eetgler(e],...,£1),0)) ;
un élément de ce dernier groupe peut &tre représenté par un "symbole"

( /g’ﬁ[w/f?, o]

auquel on associe le courant Vpg Rés f (w/gr f? ves fg , ce qui, comme

f

IERERY

dans le lemme 1, définit une application injective de Hp(Spec &,Q) dans Lgn’p .
Y

I1 faut maintenant étudier Hp(Spec &,2) lorsque Y , irréductible de co-

dimension p , n'est plus intersection compléte, Comme précédemment,
g° = 1im 1(D , %2 (spec &,0)) .
Y e’ " v}

g
Pour un dénominateur g fixé, cherchons & envoyer F(Dg,?t?%}) dens P,

nous pouvons choisir p fonctions f1,...,fp définissant une intersection complete

a dont y est l'une des composantes Qpreeard telles de plus que g ne s'an-
nule pas identiquement sur « envoyer TI'(D U{f ) dans Tr(D §£p__ )
q ’ Y ( o’ 77 ( e {01}U~-.U{as} ’
dont nous représentons les éléments par des symboles auxquels nous appliquons
Vpg Résf ) PR Reste & vérifier que le résultat ne dépend pas du systeme
R : t

f1,...,fp choisi (il y a un espoir, si.le but que nous poursuivons est raisonnable,
puisqu'on ne .perd aucun renseignement en passant de

P 3 b
r(ng,?& {7}) a. T<Dg"x {@v...viT;

)

Soit donc f;,...,f; un autre systéme tel que f1

que nous n'énoncerons pas, on ne perd aucune généralité i supposer que p quelcon-

,...,fp . Gréce & un lemme
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ques fonctions parmi les fi et les f; sont en position d'intersection compldte
géométrique. Appelons B le fermé de Spec¢ défini par 1'ensemble des fi et fi .

H ans e e Y
FF}) d F(Dg gg{a1}u...) v F(Dg 7€{a1}u...

transitent via F(Dg,qgg) , qui peut &tre calculé par le procédé de Yech (voir [5]) :

Les applications de F(Dgygc

. RPN (o2 p
si (wi yeuyiit 1,...,i') est un cocycle associé & un élément de F(Dg,ﬂgs)

1 373+ p
(wi T i est une forme méromorphe ayant pour dénominateur un produit
RARRI LS Las WRREREL S
de puissances de g , de fi1""’fij et de fij+1,...,fip) ’ w1,.."P et
w,, , représentent les images de cet élément dans T(D ,ﬁfp__. ) et
1y eveyD g {a1}u...
P . [
(D respectivement., Pour montrer que Vp Rés w et
(g’“{q}u-”) p 4 Pg f1»,...,fp TyeeesP
Vpg Résf%""’fL w1',...,p' sont le méme courant, montrons que tous les

Vpg Rés w ... sont égaux. Oublions Vpg , et appelons

f ,...,f..,fi‘ ,...,fi
1 J J+1
. les fonctions f et f' réunies ; il suffit de vérifier que, par exemple
Py ;

Rés 9, 1,p = Rés 9 1,p+1
?1’---7q’p_1!q’p 9ece9P=1,4p ¢1r---r‘Pp_1"Pp+1 gesegP=1,p
Ceci se fait en utilisant la condition de cocycle pour le systéme d'indices

1y...90+1, & laquelle on applique l'opération Rés
PpreerPp109p Ppia

Nous disposons donc, pour tout y irréductible de codimension p , d'une
application injective de Hp(Spece’,Q) dans °J9n’P . Reste & voir que ceci donne
une application injective de AL H® gans ®™'P (12 somme en question n'est autre
que la fibre au point-base du complexe dualisanﬁ), et que le bord du complexe duali-
sant commute avec cette injection et le bord d"/2im du complexe de courants. la
premidre assertion résulte du lemme de pureté suivant (qui indique entre autres que.

p

le courant associé & un élément non nul de HY a exactement pour. support y ) s

IEMME 3. Soient g , f1,...,fp , h des fonctions dont les p+! premidres et les
p+1 derniéres sont en position d'intersection compléte géométrique ; soit de plus

w une forme holomorphe. Supposons que le courant Vpg Résf £ (w/g f1... fp)
. 1:---’p

(a priori & support dans M V(fi) ) induise O dans le complémentaire de V(h) .
i

Alors, il était lui-méme nul.

Quant & l'assertion sur les différentielles, elle provient de ce que 1'opéra-
tion bord dans le complexe dualisant consiste & peu prés & faire passer g du rang
de dénominateur spécial au rang des fi (c'est exactement ¢a si Yn V(g) est

irréductible), et de ce que d" Vp = 2im Rés,



Enfin, nous avons affirmé en introduction que, si X est cohérent comme ensem-
ble analytique réel (par exemple si les composantes irréductibles de X sont nor-
males), Ki pouvait encore se réaliser comme sous—complexe de '49£ . Pour voir
ceci, on plonge X (localement) dans une variété V ; par définition,

K% = Homs,v(dVX,K&) . A un élément de Ki , est donc associé un courant de V

annulé par 1'idéal }J de X dans V ; 3 ce renseignement, joignons le

IEMME 4. 81 p>»1 , et si ¢ est une fonction holomorphe s'annulant sur N V(fi),

i
alors

@ S . ) =0

? Vpg Rés (w/gf1 p) ,

p

et un théoréme de Malgrange [4] assurant que toute fonction différentiable sur V
nulle sur X est combinaison de fonctions de 3 et de J : nous voyons bien que

les éléments de K; induisent des courants sur X (au sens de [3]).
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