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SUR L'ANNEAU DES ENTIERS D'EXTENSIONS CYCLIQUES D'UN CORPS LOCAL

par

Marie-José FERTON

(Les résultats exposés ont été obtenus avec la collaboration de Madame
F. Bertrandias).

1. Préliminaires sur l'anneau des entiers d'une extension galoisienne.

1.1, Si k est le corps des quotients d'un anneau de Dedekind A , et si
K/k est une extension galoisienne de groupe de Galois G , alors la cloture
intégrale de A dans K , B , est un A[G]-module. B est un A[G]-module
projectif si et seulement si K/k est une extension modérément ramifiée. Pour
que B soit un A[G]-module libre il est donc nécessaire que l'extension K/k
soit modérément ramifiée ; cette condition n'est pas suffisante en général, elle

l'est cependant dans le cas oi k est un corps local [8] .

Pour &tudier la structure de B sans faire d'hypothéses sur la ramification

dans K/k , on introduit le sous-anneau & de kI[G] défini par :
5 = {heklGl,A.Bc B}. - [7]

On montre que § est un ordre de A dans k([G] , on l'appelle l'ordre associé
& B dans k[G] . B est donc un p-module, on est alors amené & chercher

pour quelles extensions, K/k , B est un p-module libre,

On sait par exemple, que B est libre sur son ordre associé dans les cas

suivants :

@ , corps des rationnels, et . G est abélien [6] .

a)
b) k =@ et G est un groupe diédral d'ordre 2p [1] .

On s'intéresse ici aux extensions K/k d'un corps local k .

1.2. Pour étudier B comme p-module, on introduit un idéal & gauche de 5

dans kI[G] qui soit isomorphe & B en tant que JS-module.
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A étant un anneau de Dedekind, il existe un élément 6 de B qui en-

gendre une base normale de K/k .

Pour un tel 6 , on définit :
u = {rek [G],x.0 € B} .

On voit que B =9 .0 , que pc U est uri idéal & gauche de

6 6
5 [3] . D'autre part, on démontre que :

et e
qu‘ 9,[9

PROPOSITION 1., - Les quatre asserﬁions suivantes sont équivalentes :

(i) B est un H-module libre.
(ii) Il existe 6 tel que 2!9 =5.
(iii) Il existe 6 tel que ﬁle soit un anneau.

(iv) Quel que soit 9§ , 919 est un idéal principal de 5 .

2. Cas d'une extension cyclique de degré premier d'un corps local.

2.1. Dans ce paragraphe, k est un corps local de caractéristidue 0 et de
caractéristique résiduelle p ., P r;ombre premier, K est une extension -cyclique
de degré p de k . On note ¢ un générateur du groupe de Galois G et
f =¢g-1 dans k[G] . e est l'indice de ramification absolu de k et t le
nombre de rarhiﬁcation de K/k ; on sait que -1 <t < EP_% [9] . On supposera

dans la suite que t > 1 .

t - t
= + - = = [-] .
Posons t apta, a étant la partie eptiére de b a [p] :
on vérifie que a peut prendre toutes les valeurs de 0 A p-1 [9] .
Pour a =0, ona t= % et B est libre sur p qui cofncide dans

ce cas avec l'ordre maximal dans kI[G] .

Pour a # 0 , on détermine un 219 et l'ordre associe § . met®w dési-

gnant respectivement des uniformisantes de B et de A , on a :

2.2. PROPOSITION 2. t>1 et t#0 (modp), o =rn engendre une

- Si
base normale de K/k et me est le sous A-module de kI[G] engendré par

i .
la_famille (—fv—,) o v, = [E;_@] = ja, + [§1+;)a]

@ ! O<i<p-1
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PROPOSITION 3. - L'ordre associé p est le sous A-module de kI[G] engendré

i
par la famille (—). . . ol n = Min (v.+."v.) .
u‘)ni O<i<p-1 L ogjsp-1-i i+ )
-1 .
Remarque 1 : L'idempotent % o de kI[G] appartient & 5 si et
i=0
seulement si :
e 1l <tsx B .
p-1 p-1

Dans ces conditions, on dira que l'indice t est "presque maximal" [5].

2.3. Cas ou l'indice de ramification t , n'est pas "presque maximal".

On démontre que pour a # 0 :

PROPOSITION 4, -
a) Si 9 =mn ., 919 =p si et seulement si a divise p-1
b) Si t< _p__eT_l et si a ne divise pas p-1 , 916 n'est pas un idéal

principal de & .

Ces résultats se résument dans le théoréme :

THEOREME 1. -
‘a) Si t=0(mod p) , B est libre sur 5 .

b) Si t# 0 (mod p) et si t < %—1 , pour que B soit libre sur 4 ,

il faut et il suffit que a divise p-1

=a + = [a ,a .,a ] avec a >1 ,
o n n

17"

on remarque que l'ona a =0 ou a divise p-1 si et seulement si n < 2 .

COROLLAIRE (d'aprés une remarque de J. MARTINET). - Si t vérifie les condi-

tions : t # 0 (mod p) , t < ﬁ- et si a ne divise pas p-1 , B n'est

pas un S-module projectif.

Ceci donne une réponse & la question posée dans [7] .
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2.4, Cas ou l'indice de ramification est "presque maximal", c'est-a-dire ou

By ot 22
p-1 p-1
Le résultat est le suivant [2 bis] :
THEOREME 2. - Si t est "presque maximal", pour que B soit libre sur son

ordre associé & , il faut et il suffit que, dans le développement en fraction

. t I . R . .
continue de 5 , n soit inférieur ou égal & 4 (voir remarque 2, pour la définition

de n).

Exemples : Si p=7,t=5,e=5, t est "presque maximal" et
n =3, B estdonc une p-module libre.
Si p=13 ,t=8, e =8, t.est "presque maximal" et
n=5, B n'est donc pas libre sur son ordre associé.

Le probléme est donc entiérement résolu pour les extensions cycliques de
degré premier d'un corps local ; la rédaction détaillée des démonstrations se

trouve dans [4] .

, 2
3. Cas d'une_extension cyclique de degré p d'un corps local.

Dans ce paragraphe K/k est une extension cyclique de degré p2 d'un
corps local k de caractéristique résiduelle p et d'indice de ramification abso-
lu e . o estun générateur du groupe de Galois G . t, et t  désignant les

1 2
deux nombres inférieurs de, ramification de l'extension, on sait que :

2
pe . pe _
t, < ol t2 <o et t, =t (mod p)
On note a l'entier compris entre 0 et p-1 tel que t1 = a (mod p) .
2
) T 1 P Ty gpol ip .
On montre que les idempotents —5 = 3 > o et ;— =1 o appartien-
p i=0 i=0

nent & l'ordre associé & B dans k[G] , B , si et seulement si :
"p%- 1 < t1 < -ge—l ; dans ce cas on dira que la fonction indice est "presque
maximale" [5]

En utilisant une méthode analogue & celle e'mployée dans le cas cyclique

de degré premier, on obtient les résultats suivants, qui ne sont que partiels :
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PROPOSITION 5. - On suppose que les conditions suivantes sont vérifiées :

L pe  _pe_ .t #t,(mod pY) et t

2
2 p-1 1< o1 = a(l+p) (mod p”) ;

2

alors, quel que soit a, B n'est pas un p-module libre.

PROPOSITION 6. - On suppose la fonction indice "presque maximale" et

t1 P tZ (mod p2) ; alors si a =0 ou si a divise p-1 , B est un /-

module libre.

Pour les corps locaux, k , d'indice de ramification absolu e =1 , on a
. ‘ . ) 2
pour toute extension cyclique de degré p  , K/k , tl =1 et t2 = 1l+p ; la
fonction indice est donc "presque maximale" et par suite B est toujours libre

sur son ordre associé.
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