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Bull. Soc. math. France,
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SUR L'ANNEAU DES ENTIERS D'EXTENSIONS CYCLIQUES D 'UN CORPS LOCAL

par

Marie-José FERTON

(Les résultats exposés ont été obtenus avec la collaboration de Madame
F. Bertrandias).

1. Préliminaires sur l'anneau des entiers d'une extension galoisienne.

1.1. Si k est le corps des quotients d'un anneau de Dedekind A , et si

K/k es1 une extension galoisienne de groupe de Galois G , alors la clôture

intégrale de A dans K , B , est un A [G]-module. B est un A [Gl-module

projectif si et seulement si K/k est une extension'modérément ramifiée. Pour

que B soit un A[G]-module libre il est donc nécessaire que l'extension K/k
soit modérément ramifiée ; cette condition n'est pas suffisante en général, elle

l'est cependant dans le cas où k est un corps local [8] .

Pour étudier la structure de B sans faire d'hypothèses sur la ramification

dans K/k , on introduit le sous-anneau ^ de k [G] défini par :

^ = | X ç k [ G ] , X . B c B ) . [7]

On montre que ^ est un ordre de A dans k [G] , on l'appelle l'ordre associé

à B dans k [G] . B est donc un ^-module, on est alors amené à chercher

pour quelles extensions, K/k , B est un ^-module libre.

On sait par exemple, que B est libre sur son ordre associé dans les cas

suivants :

a) k = Q , corps des rationnels, et G est abélien [6] .

b) k = Q et G est un groupe diédral d'ordre 2p [1] .

On s'intéresse ici aux extensions K/k d'un corps local k .

1.2. Pour étudier B comme ^-module, on introduit un idéal à gauche de ^

dans k[G] qui soit isomorphe à B en tant que ^-module.
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A étant un anneau de Dedekind, il existe un élément 9 de B qui en-

gendre une base normale de KA .

Pour un tel 9 , on définit :

SI, = iXçk[GLx,9 ç B j .u

On voit que B = SI . 9 , que ^ c 31 et que SI est un idéal à gauche de
0 0 • B

^ [3] . D'autre part, on démontre que :

PROPOSITION 1. - Les quatre assertions suivantes sont équivalentes :

(i) B est un ^-module libre.

(ii) II existe 9 tel que SI. = ^ .
9 ,

(nl) II existe 9 tel que SI soit un anneau.
9

(iv) Quel que soit 9 , ^ est un idéal principal de ^ .
9

2. Cas d'une extension cyclique de degré premier d'un corps local.

2.1. Dans ce paragraphe, k est un corps local de caractéristique 0 et de

caractéristique résiduelle p , p nombre premier. K est une extension -cyclique

de degré p de k . On note o un générateur du groupe de Galois G et
f = a-1 dans k[G] . e est l'indice de ramification absolu de k et t le
nombre de ramification de K/k ; on sait que -1 ^ t <s -pe [9] . On supposera
dans la suite que t ^ 1 .

Posons t = a p + a , a étant la partie entière de — , a = [—] ;o" o . p o P
on vérifie que a peut prendre toutes les valeurs de 0 .à p-1 [9] .

Pour a = 0 , on a t = --" et B est libre sur ^ qui col'ncide dansp-1
ce cas avec l'ordre maximal dans k [G] .

Pour a ^ 0 , on détermine un SI et l'ordre associe ^ . n et TE dési-
6

gnant respectivement des uniformisantes de B et de A , on a :

2 .2 . PROPOSITION 2 . - S i _ t s i et t ^ O (mod p), 9 = n8 engendre une

base normale de K/k et, SI est le sous A-module de k [G] engendré par

la famille (-î-)' où ^ - ["-a] = la^, + [-^a] .
ffi O^p-l 1 p P
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PROPOSITION 3. - L'ordre associé ^ est le sous A-module de k [G] engendré

P" la famille ^O^p-l ûu "1 = Mln. ^J' •
(5î 1 ' -

1 p^l ^
Remajque_l : L'idempotent - Ï o de k [G] appartient à ^ si et—————— p ̂

seulement si : p^--1-^ •
Dans ces conditions, on dira que l'indice t est "presque maximal" [5].

2 .3 . Cas où l'indice de ramification t , n'est pas "presque maximal".

On démontre que pour a ^ 0 :

PROPOSITION 4. -
a) g! 6 = TT0 . SI = ^ si et seulement si a divise p-1 .

6

b) g! t < -pe--! et si a ne divise pas p-1 , ci- n'est pas un idéal
— . p-1 ——— °
principal de ^ .

Ces résultats se résument dans le théorème :

THEOREME 1. -
^ a ) Si t = 0 (mod p) , B est libre sur ^ .

b) Si t i 0 (mod p) et si t < -pe -1 , pour que B soit libre sur ^ .

il faut et il suffit que a divise p-1 .

Remarque 2 : Si l'on introduit le développement en fraction continue de -_ ,

t- = a + —————]——————— = [a /a , . . . ,a ] avec a >1 ,
p o ___1______ o 1 n n

^ 1• l̂̂ —
on remarque que l'on a a = 0 où a divise p-1 si et seulement si n <. 2 .

COROLLAIRE (d'après une remarque de J. MARTINET).- Si t vérifie les condi-

tions : t i 0 (mod p) , t < -J^- - 1 et si a ne divise pas p-1 , B n'est

pas un ^-module projectif.

Ceci donne une réponse à la question posée dans [7] .
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2 . 4 . Cas où l'indice de ramificdtion est "presque maximal", c'est-à-dire où

-^- 1 ^ t ^ - ^ .p-1 p-1

Le résultat est le suivant [2 bis] :

THEOREME 2. - Sj_ t est "presque maximal", pour que B soit libre sur son

ordre associé ^ , il faut et il suffit que, dans le développement en fraction

continue de „ , n soit inférieur ou égal à 4 (voir remarque 2 , pour la définition

de n ) .

Exemples : S i p = 7 , t = 5 , e = 5 , t est "presque maximal" et

n = 3 , B est donc une ^-module libre.

Si p = 1 3 , t = 8 , e = 8 , t . est "presque maximal" et

n = 5 , B n'est donc pas libre sur son ordre associé.

Le problème est donc entièrement résolu pour les extensions cycliques de

degré premier d 'un corps local ; la rédaction détaillée des démonstrations se

trouve dans [4] .

23. Cas d'une extension cyclique de degré p d 'un corps local.
2

Dans ce paragraphe K/k est une extension cyclique de degré p d 'un

corps local k de caractéristique résiduelle p et d'indice de ramification abso-

lu e . a est un générateur du groupe de Galois G . t et t désignant les

deux nombres inférieurs de ramification de l'extension, on sait que :

2
t! ̂  / \ ̂  et t! ^2 (modp) •

On note a l'entier compris entre 0 et p-1 tel que t = a (mod p) .
2-1 T -1

On montre que les idempotents —^ = — Yj a et — = p ]C a appartien-
P p i=0 p i==0

nent à l'ordre associé à B dans k [G] , ^ , si et seulement si :

-^e-^ 1 ^ t ^ -£-— ; dans ce cas on dira que la fonction indice est "presquep-1 1 p-1
maximale" [5] .

En utilisant une méthode analogue à celle employée dans le cas cyclique

de degré premier, on obtient les résultats suivants, qui ne sont que partiels :
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PROPOSITION 5. - On suppose que les conditions suivantes sont vérifiées :

l-2e-< t < -pe-- 1 , t, ^ t,(mod p2) et t_ = a(l+p) (mod p2) ;
2 p-1 1 p-1 i Z ^

alors, quel que soit a, B n'est pas un ^-module libre.

PROPOSITION 6. - On suppose la fonction indice "presque maximale" et,

t -^ t (mod p2) ; alors si a = 0 ou si a divise p-1 , B est un ^-

module libre.

Pour les corps locaux, k , d'indice de ramification absolu e = 1 , on a
o

pour toute extension cyclique de degré p , K/k , t = 1 et t - 1+p ; la

fonction indice est donc "presque maximale" et par suite B est toujours libre

sur son ordre associé.
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