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CLASSES D'IDEAUX DE L'ALGEBRE D'UN GROUPE ABELIEN
par
Philippe CASSOU-NOGUES

I. - INTRODUCTION.

Soit le groupe abélien fini G . L'extension des scalaires définit, par
passage au quotient, un hemomorphisme surjectif 6 du groupe C(Z[G]) des
classes d'isomorphismes de Z[G]-modules projectifs de rang 1 sur le groupe
analogue c(ﬁ) associé a l'ordre maximal %7 de la Q-algébre de groupé olal .
-On ‘a souvent étudié le groupe c(Z[G]) [1] , [2] , et il est intéressant de
rapprochér cette étude de celle du groupe C(7®) , mieux connu en ce sens qu'il
est produit direct des gro{lpes de classes d"idéaux des extensions cyclotomiques
qui apparaissent dans la décomposition de l'algébre semi-simple Q[G] en fac-
teurs sirﬁples. Il est donc utile d'étudier 1'homomorphisme surjectif 6 dont le
noyau noté D(G) est d'ordre fini k(G). J.P. Serre [10] a montré que ce grou-

pe est isomorphe au groupe quotient
1) /P / @IGY/Fye-1m ot

Dans cette formule, on note F un idéal de Z[G] , que l'on appellera conduc-
teur, tel que Mnc Z[G] , T 1l'idéal de 7% engendré par F , (M/F)* (resp.
(Zz[Gl/F)* , resp. M*) le groupe des unités de M/F , (resp. Z[G]/F , resp. M) ,
Im m* l'image de #* par la surjection canonique de M sur 77(/13 . On a une
formule analogue & (1) , si on remplace % par un ordre quelconque de QI[G]
contenant 2Z[G] . En utilisant cette formule (1) on retrouve le théoréme de
Dock-Sang-Rim [6] que l'on peut énoncer ainsi : "le groupe D(G) est réduit
4 {1} pour tout groupe G- d'ordre p premier". A. Frthlich [7] donne pour
“le groupe D(G) une formule (2), il en déduit que D(G) est un p-groupe pour
tout p-groupe G , et il donne des formules explicites pour k(G) pour des “
groupes d'exposant 2,4,6 . S. Ullom, en utilisant la formule (2) , étudie le
groupe D(G) lorsque le groupe G est cyclique d'ordre 2pn , il montre que
dans ce cas k(G) > 1 lorsque G est d'ordre différent de 6, 10, 14 et
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éventuellement 18 .

On peut donc se demander de fagon générale quels sont les groupes G
pour lesquels le groupe D(G) est réduit & {1} . Nous montrons que ce sont
les groupes d'ordre p premier (Théorédme de Dock-Sang-Rim), les groupés cy-
cliques d'ordre 4, 6, 8, 9, 10, 14 et le groupe non cyclique d'ordre 4 ; nous
en déduirons les algdbres de groupes Z[G] qui n'ont qu'une classe, nous
donnerons également une table de valeurs numériques pour k(G) lorsque le
groupe G est d'ordre 2q , g premier ; enfin, nous indiquerons comment on
peut retrouver un résultat récent de A. Frohlich [8] "k (G) tend vers l'infini

avec l'ordre du groupe G" .

La fagon générale de procéder consiste & décomposer l'algébre Q[G] et
a4 en déduire une décomposition de l'homomorphisme 6 en produit d'homomor-
phismes de noyau .séparémem.: calculable par la formule (1). Nous donnerons

quelques idées des démonstrations faites dans [4] et aussi indiquées dans [5].

PROPOSITION 1. - Pour tout sous-groupe H du groupe G , k(H) divise k(G).

On montre [4] que pour tout sous—groupe H de G , la Q-algébre de
groupe @ [H] est facteur direct de Q@Q[G] et donc que @[G] est isomorphe
3 un produit de Q-algébres Q@Q[HIxK . La @Q-algébre K se décompose en un

_Ir_
produit de r extensions cyclotomiques | (D(ei) et donc l'homomorphisme 6
' i=1
se décompose suivant le diagramme
: r
c@[G) —>—— c@H) xT T c@l,)
S i=1
~
\\ eI-I 1 .
6 N
. v .V
b clmy)  x 1 c(@le,]) ;
i=1

d'ol la relation k(G) = k(H)-|Ker | , et la proposition 1.

Tout groupe G est un p-groupe ou contient un sous-groupe dont 1'ordre

est produit de premiers distincts ; nous étudions D(G) dans ces deux cas,
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1I. - ETUDE DU GROUPE D(G) ASSOCIE A UN GROUPE G D'ORDRE pq (p<q) .

Décomposons la Q-algébre de groupe @[G] en produit d'extensions cyclo-
tomiques et notons ¢ (resp. n) une racine primitive p-idme (resp. g-iéme) de

1'unité.

PROPOSITION 2. - La Q-algébre semi-simple Q[G] s'identifie au produit d'ex-

tensions cyclotomiques Q@xQ(n)x@(e)x®@(n,e) , l'anneau des entiers de Q@ [G]

s'identifie & 1'anneau ZxZ[n]xZ(e]xZ[n,e] formé des éléments (al’az'a3’a4)

tels que
@ =a, mod(1-n)
ag = 0y mod(1-n)
a; = ag mod(1-¢)
ag =0y mod(1 -¢)

La démonstration est presque immédiate.

A

Nous choisissons alors pour conducteur 1'idéal principal de Z[G] engen-
dré par 1'élément (pq,p(l-n),q(l~¢),(1-n)(1-¢)) et nous utilisons la formule (1)

qui prend finalement une forme simple :

PROPOSITION 3. - Le groupe D(G) associé & un groupe G d'ordre pg ol

p et g sont des premiers distincts est isomorphe au groupe quotient :

(Z[e,n]/(l-e)(l-n))*/ Im Zle,nl*

Nous supposons maintenant p impair et nous notons fq (resp. fp) le
plus petit entier positif tel que p 2 = 1 (mod q) (resp. g P -1 (mod p)) ,

(q-l)/fcI (resp. 9, = (p-l)/fp) .

[}

res 1'entier défini par
gq( pgp) par g

COROLILAIRE., - Le nombre minimal de générateurs du groupe D(G) est majoré

par gp + gq .

Nous pouvons également déduire de la proposition 3 des formules relative-
ment explicites pour k(G) . L'ordre du groupe "numérateur" se calcule simple-
ment et nous avons une expression de l'ordre du groupe "dénominateur" en fai-
sant intervenir le sous-groupe de Z[¢,n]* des unités de la sous-extension

réelle maximale de Q@(ec,n)
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PROPOSITION 4. - L'ordre k(G) dnm D(G) vérifie les éqgalités suivantes:
i) si 2|f et 2|f ., "
(i) si Ip et 2| q

g tg -l g -1 g -1 f g g
K@) =2P % pP g% (p Y% )/2a) Tia P Pe0)/2p) Pw,

ii) Si 2 f t 2|f
(1) Si Xpe_lq

g +g <l-a g -1 g -1 f g f g

2 2 !
k@ =2 P29 V2 Y2y /2q) Uq Po1)/2p) P Pw,
iii) Si 2|f et 2 £,
(ii1) Si 2| b &t ! q

formule analogue ;
iv) 8i 2)f et 2)f ,
(iv) 8i 2/} p & Y q

g st _,,-l-0 g_,-1 g ,-1 f g f g
k(G) = 2 p/2 "a/2 P /2 q p/2 ((p 3-1)/29) q/2((c1 P-1)/2p) p/Zw4.

*
Dans ces formules, w1 , w2 , w3 , w4 , sont des entiers qui divisent

f gp | g f gq f g,
respectivement (p CI/2-1) p(q p/2-1) P . (p q/2_1) q(q Py p/2 .

f g f g f g f g
2 2
(p LY V/ (q o/ -1) P, (p a1 q/Z(q oy p/2 et l'exposant de 2 est » 0 .

Remarque : Notons wp (resp. wq) I'homomorphisme du groupe Z[e,n]* dans
le groupe (Z[nl/p)* (resp. (Zlcl/q)¥) et Ge (resp. G,n) le sous-groupe de
Z[c ,m]¥ des éléments congrus & 1 mod(l-¢) (resp. (1-n)) . Le calcul (cf. pro-

position 3) du groupe Im Z(e,n)* nous permet d'écrire les égalités

k(G)

ab
P a

(Zn)/P)* : wp(Z'[e M U2Z )/ ‘bq(Ge)]

(Z{el/a)* : ¥ (Zle nI)UZM)/P* & y (G )]
q P n

ab .
qp

Désignons par U le sous-groupe d'ordre q de G ; l'homomorphisme 6 se

décompose suivant le diagramme :

6
c@lG) — 5 c@Uxc@le] (V)
AN N :
N ) B
NN

N \%
N o (@)xC (@ nIxC(Z[c])xC(@(e 1))
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1'homomorphisme 9'2 est un isomorphisme, on montre que [4] | ker ell = bp
et |ker eZl = aq . Si nous supposons maintenant p = 2. nous obtenons des

pfopositions analogues aux deux précédentes mais simplifiées.

PROPOSITION 3'. - Le groupe D(G) associé & un groupe G d'ordre 2q est
isomorphe au groupe quotient : (Z[n]1/2)*/Im Z[n]* .

Cette proposition a été indépendamment obtenue par S. Ullom et™Reiner [12].

COROLLAIRE. - Le groupe D(G) wvérifie les propriétés suivantes :
(i) Si gq =1 , le groupe D(G) est czcligue :

(i) Si q# 17 et fq pair,- D(G) cyclique impli‘gue gq =1;
si

(iii) fq est impair, D(G) gcyclique implique g_ = 2 ;

; q
(si g=17, fq est pair, D(G) est cyclique et gq = 2).

PROPOSITION 4'. - L'ordre k(G) du groupe D(G) vérifie les égalités suivan-

tes :

) g -1 f g
M s o211, kG =a? (@ V2i1)/q) 9w

g, -1 1 g
() sio2fr L k@ = a Y22 /e Vi

ol w désigne l'indice de l'image du groupe des unités B* de la sous-exten-

sion réelle maximale de la g-iéme extension cyclotomique dans le groupe (B/2B)*.

Les propositions 4 ét 4' nous donnent un diviseur de k(G) , ceci nous
permet de montrer que les seuls groupes G d'ordre pq tels que k(G) =1
sont les groupes d'ordre 6, 10, 14, ce qui généralise [11] . Nous calculons
k(G) pour p =2 et 3 < q s 29 et nous calculons un diviseur de k(iG)
pour p = 2 , 31 s g <101 ; ces résultats sont résumés en tables données a

la fin.

Lorsque le groupe G est d'ordre pl...pn ol pl,...,pn sont n pre-
miers distincts et que €p désigne une racine primitive pi—iéme de 1'unité,
i
nous obtenons :

.,ep]*l—I (G').

PROPOSITION 5. - k(G) = [(Zle_,...,e_1/(1-¢_)...1-¢_ )¥Im Z[c_,..
P, P ) B, / ) h GG

1 n
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III. - GROUPES POUR LESQUELS k(G) EST EGAL A 1 .

Nous déterminons les p-groupes G pour lesquels k(G) =1 .

PROPOSITION 6. - Les p-groupes G pour lesquels le groupe D(G) associé

est réduit 3 1 sont :

(i) Les groupes cycliques d'ordre p premier.

(ii) Les groupes cycliques d'ordre 4, 8, 9 .

(iii) Le groupe non cyclique d'ordre 4

Un p-groupe G d'ordre non premier contient un sous-groupe G' d'ordre

2
p  cyclique ou non et k(G') divise k(G) (proposition 1).

Soit le groupe G non cyclique d'ordre p2 et H sous-groupe de G
d ordre p ; l'homomorphisme § se décompose suivant le diagramme :

8

eZIG]) — 1 5> c@H) x c@le] [H])
) .
N
PN ) %2
N
\2 Vv
c@xc(Z[c))xe(Z[e])P

Donc |ker el\ divise k(G) , et ker 91 est isomorphe au groupe quotient
Fp[H]*ﬁm Z[e] [H)* grdce & la formule (1) . On montre que si p # 2 , alors
une puissance de p divise |ker 91| , donc k(G) , en majorant l'ordre du

groupe dénominateur dont le rang est donné par Highmann.

Soit le groupe G cycliqﬁe d'ordre pz ; désignons par w une racine
2
primitive p -idme de 1'unité et par H. le sous-groupe d'ordre p de G . Nous

obtenons grdce & la formule (1) l'isomorphisme de groupe :
D(G) ~ F_ (H}xF (5% /3 m(@Z (T} ]

ol A désigne la diagonale du groupe produit Pp [H]*pr [H]* . On montre ainsi
que si p# 2 ou 3 alors p divise k(G) . On fait ensuite 1'étude directe
des cas particuliers p = 2 et p = 3 qui termine la démonstration de cette pro-

position.

Nous pouvons maintenant énoncer :
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THEOREME 1. - Les groupes G pour lesquels le groupe D(G) est réduit &

{1} sont : (i) les groupes d'ordre p premier,

(ii) les groupes cycliques d'ordre 4, 6, 8, 9, 10, 14.

(iii) le groupe non cyclique d'ordre 4 .

Le groupe des classes C(Z[G]) est réduit & {1} si et seulement si
k(G) = 1 et les extensions cyclotomiques qui apparaissent dans la décomposi-
tion de @[G] sont principales. H. Montgomery a récemment montré [9] que le
nombre de classes du p-iéme corps cyclotomique est plus grand que 1 pour

p > 23 .

THEOREME 2. - Les groupes G pour lesquels l'algébre de groupe Z[G] n'a

qu'une classe sont :

(i) les groupes cycliques d'ordre 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,13,14,17,19

(ii) le groupe non cyclique d'ordre 4.

IV. - ETUDE DE k(G) LORSQUE L'ORDRE DU GROUPE G TEND VERS L'INFINI.

Les résultats numériques obtenus [7], [4], conduisent & penser que k(G)
tend vers l'infini lorsque l'ordre du groupe G tend vers l'infini. A. Frohlich
a récemment montré [7] que si "G est un p-groupe o p est un nombre pre-
mier impair, alors k(G) tend vers l'infini avec l'ordre de G . Une généralisa-
tion de la décomposition de 6 en produit d'homomorphismes donnée dans III

permet de retrouver ces résultats,

PROPOSITION 7. - L'ordre k(G) du groupe D(G) associé & un groupe G

tend vers l'infini lorsque le nombre de diviseurs premiers de l'ordre de G tend

vers l'infini,

So\ientl Plrese Py les nombres premiers qui divisent l'ordre du groupe G ,
alors G contient un sous-groupe H d'ordre TR k(H) divise k(G)

et tend vers l'infini avec n (Proposition 5).

PROPOSITION 8. - L'ordre k(G) du groupe. D(G) associé & un p-groupe G

tend vers l'infini avec l'ordre de G .

Nous savons vqu'il est suffisant de montrer cette proposition pour un p-

groupe élémentaire ou un ‘p-groupe cycliqﬁev. Or nous avons les deux proposi~
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tions suivantes :

PROPOSITION 9., - L'ordre k(Gn) du groupe D(G,) associé & un p-groupe

) : 1 : . c’
élémentaire Gn d'ordre pn est divisible par p * ol ¢ est un entier qui
= “n
n

. , e £ 2 + -
vérifie 1'égalité 2(p-1) a, = (n-1)p" 1. 3p" - np" by (2n+1)p - 2n + 3 ,
Comme on connait k(Gn) pour. p = 2[7] , on peut supposer p impair.
Si l'on désigne par ¢ une racine primitive p-iéme de l'unité et si le groupe
Gn est produit de n sous-groupes Hi d'ordre p , on décompose l'homomor-

phisme en suivant le diagramme :

cZle ) 22 5 c@H, ... H _ Dxc@llH ... H ]

N

n-1

~N
~8n 8,1
~

n-1
~ N v v
cm _y) X cn')
on en déduit la relation : k(Gn) = k(Gn_1)|ker v, ! |ker ‘”n—l‘ .

L'homomorphisme se décompose également :

n-1

, Z[c])
: p fois ¢ i
E@EE ) >{"‘* {C(Z[e])
p f01s> ..

c@lc)H,..H )

: p fois @)
C(Z[e][Hl...Hn_zl),.____>i... o f ]

le@le)

PROPOSITION 10. - L'ordre k(Gn) du groupe D(Gn) associé & un p-groupe

R n-1 : .
cyclique Gn d'ordre p" est divisible par p lorsque p est un premier

impair différent de 3

Remarque : Si p = 2 (resp. p = 3) k(Gn) est divisible par 2n-3 (resp 3n—2) .

Table 1. - Cette table donne- k(G) pour un groupe G d'ordre 2q ol q est

un nombre premier impair vérifiant 3 < q < 29 , puis q = 37, 53, 59 .

a . fq 9, k(G)
3 2 1 1
5 4 1 1
7 3 2 1
11 10 1 3
13 12 1 5
17 8 2 17
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(suite de la table 1)

q . fq 9, _ k(G)
19 18 1 33

23 11 2 89

29 28 1 5-113
37 36 1 5.13-109
53 52 1 5.157-1613
59 58 1 3.3033169

Table 2. Dans cette tahle sont résumées les valeurs k(G) pour un groupe G
n
d'ordre 2 avec 1 < n < 4 ; un certain nombre de ces valeurs ont été aussi

trouvées par Frohlich [7]

|G| Structure de G k(G)
2 | (2) 1
2

4 (2%) 1
(2,2) 1
@3) 1
8 22,2) 2
_(2,2,2) 2
@t 2
23,2) 23
16 2%,2% 2%
(22,2,2) 26
(2,2,2,2) 26
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