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INTRODUCTION

Notre but est d'approcher les solutions de divers problémes différentiels, liné-
aires ou non, par des solutions de problémes approchés aux '"différences finies" et
de donner une méthode génénale de construction de ces problemes approchés (Chap II,
§4 et §5).

Sous son aspect général, le probléme se présente de la fagon suivante :

Soit A un opérateur (linéaire ou non) d'un espace de Banach E dans un autre

espace de Banach F ; on admet qu'il existe une solution du

probleme P.  Chercher u dans E tel que A(u) = f donné dans F .

-

On se donne un paramétre h destiné 3 tendre vers O , auquel on associe un

h d'un espace Eh dans un espace Fh (ces espaces &tant de dimension

finie) et on remplace le probléme P par le

opérateur A

probleme Ph . Chercher w, dans E tel que Ah(“h) = £, dans Fp o

On se pose alors les questions suivantes

- En quel sens définir 1la '"convergence' de u_ vers u ?

h
- Quelles conditions doivent satisfaire les opérateurs Ah pour que la '"conver-

gence'" des données entraine celle des solutions ?
- Comment construire des opérateurs Ah vérifiant ces conditions ?

Généralement, pour définir la convergence, on munit chacun des Eh d'une norme

||uh||h , on se donne un opérateur r, de E dans Ey (celui, par exemple, qui i

h
toute fonction continue associe ses valeurs aux points d'un réseau) et on dit que

u,_ converge discrétement vers u si Huh - rhullh tend vers O avec h . Cette

h
notion dépend du choix des normes Huh||h sur Eh , méme si, pour h fixé, ces
normes sont équivalentes. Nous introduirons alors une autre notion ; nous construi-
rons des opérateurs linéaires continus de E ~dans E et nous dirons que vy
converge vers u (fortement ou faiblement) si phuh converge vers u dans E
(fort ou faible). La convergence discréte entralne la convergence forte si (et seu-
lement si) IlphuhIIE < Mlluhllh ( M indépendante de h) et p,r,u converge vers
u pour tout u . (Chap I ; §1, théoréme 1 du §1). Ainsi nous définirons une appro-
ximation Ah(E) de E dans Eh :

Ah(E) = (E, Eh ’ Ph ’ rh)

par la donnée d'un opérateur Py de Eh dans E et d'une application L% de E
dans Eh . (Chap I, §1).
Donnons-nous maintenant une approximation Ah(F) = (F , Fh > Qo sh) de F



dans Fh . Les hypothéses 3 faire sur les opérateurs Ah pour que la convergence
discréte de fh vers f entralne celle de v, vers u sont les suivantes
(Chap I , §2 , théoréme 1 du §2 ) :

- Les A, sont consistants & A en u , c'est-i-dire :

IIAh(rhu) - sy A(u)HFh tend vers O avec h

- Les opérateuns A;l sont stables, c'est-i-dire : les opérateurs A;l sont glo-
balement (en h ) uniformément continus

Pour tout € , il existe n tel que ||fh - gh||h £ n entraine :
I _l(f ) - “1¢ I s e our tout h
A () = Ay (g Ty, < P .

Si les opérateurs Ah sont linéaires, on retrouve la notion classique de stabili-
té :
llA;l fh||h N M||fh||h ; M indépendante de h .

Enfin, comment construire les opérateurs Ah consistants & A , inversibles, et

tels que les A;l soient stables ? on considére le schéma suivant

Considérons alors 1l'opérateur particulier suivant :
P P

Ay = Sp APy -

Nous étudierons alors les conditions & imposer aux opérateurs Py et s, pour
que, dans une classe d'opérateurs donnée, les conditions précédentes soient satis-
faites (Chap I , §2 , §3 , §4 et 5 ) et nous étudierons spécialement le comporte-
ment de 1l'erreur.

Nous considérerons en particulier la classe des opérateurs différentiables (au
sens de Fréchet), des opérateurs d'un espace sur son dual, des opérateurs définis

par des inéquations variationnelles, des équations différentielles opérationnelles.

Ainsi ramenons-nous au chapitre I , 1'étude de 1'approximation des solutions du
probléme P' 3 la construction d'approximations des espaces E et F vérifiant
certaines propriétés. Ces approximations sont indépendantes du choix d'un opérateur

A paticulien et permettent de construwine des problemes approchés en explici-
tant Les opérateurs Ay =1 Ap .



10 Chapitre I , §1

Les premiers paragraphes du chapitre II sont donc consacrés 3 la construction
d'approximations des espaces de distributions. Puisque maints problémes différen-
tiels sont posés dans les espaces de Sobolev, nous &tudions plus spécialement leurs
approximations (Chap II , §2 et §3 ). Les §4 et §5 développent quelques exemples
d'approximation des solutions des problémes aux limites (méme unilatéraux) pour des
opérateurs différentiels linéaires ou non, des solutions d'équations paraboliques.
Nous obtenons alors des problémes approchés du type ''schémas aux différences fi-

nies", parmi lesquels nous retrouvons les schémas classiques.

CHAPITRE 1.

APPROXIMATION DES ESPACES DE BANACH ET DES OPERATEURS

§1. APPROXIMATIONS D'UN ESPACE DE BANACH.

Nous donnons aux n® 1.1 & 1.6 les définitions et les propriétés des approxima-
tions que nous utiliserons par la suite.

Les numéros 1.7 a 1.10 donnent des premiers exemples d'approximations.

Signalons que 1l'on peut définir des approximations d'espaces plus généraux que
des espaces de Banach : En particulier, on peut définir des approximations d'un es-
pace topologique complétement régulier (c'est-d-dire uniformisable et séparé ).
Mais cette généralisation ne nous est pas utile ici.

On peut aborder dés la fin de ce paragraphe, les §1 , §2 et §3 du chapitre II,

ol 1'on trouvera des exemples d'approximations des espaces de distributions.

1-1. L'ENSEMBLE Z

Nous désignerons par Z un ensemble de paramétres h muni d'un filtre F i
base dénombrable. Pour simplifter les notations, nous supposerons que Z est un
sous-ensemble d'un espace vectoriel de dimension finie, dont 1'adhérence contient
1'origine. Nous prendrons pour filtre F 1la trace sur Z du filtre des voisinages

de 1'origine.

1-2. APPROXIMATIONS D'UN ESPACE DE BANACH

DEFINITION 1-1.

Nous appelerons approximation (d'ondre h ) Ah(E) d'un espace de Banach E
dans un espace de Banach E  1a donnée :
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1) d'un espace de Banach E , muni d'une norme |luh||h
(1-1) i1) d'une application linéaire continue Py de Eh dans E

i1i) d'une application r, de E dans E .

h

Nous désignerons 1'approximation Ah(E) par la notation
(1-2) Ah(E)-(E’Eh’ph’rh).
et nous dirons que :
i) P, est le prolongement de 1'approximation Ah(E)

(1-3) ii) est la nestrniction de 1'approximation Ah(E)

h
iii) Pyt est la troncatwre de 1'approximation Ah(E)
Si u appartient 3 E et u appartient 3 Eh , nous dirons que :
- ' C
i) Huh rhullh est 1'enrewr discréte entre u et u
- - '
(1-4) ii) u - pu  est l'evteur entre u et w, -

iii) u - pru est 1'evteun de troncatuwre de u .

REMARQUE 1-1.

La donnée de la norme Iluhllh de 1'espace E entre dans La définition de
AL(E) : Si 1'on remplace la norme Iluhllh par une norme &quivalente |||uh|||h ,
nous obtenons une approximation différente : en effet, il existe bien des constan-

tes c(h) et C(h) telles que
g [y € e g 11, € ca ],

mais ces constantes peuvent tendre vers l'infini quand h tend vers O . (cf. §2 ,
n® 2-2 ) .

EXEMPLE 1-1

Si Eh est un espace de dimension finie et si p, est injectif, alors

(1-5) Hug [y, =1 lepuy 1
est une norme. Ce choix de la norme Iluhllh ne convient pas toujours (cf. n° 1-4
et 1-5 ).

1-3. STABILITE, CONVERGENCE DISCRETE ET CONVERGENCE.

Considérons 3 présent une famille Ah(E) d'approximations de E lorsque h
parcourt Z . Nous sommes conduits 3 faire des hypothéses globales sur ces appro-

ximations.
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DEFINITION 1-2.

Nous dirons que les prolongements sont stabfes s'il existe une constante M in-
dépendante de h telle que

(1-6) ||phuh|| < M||uh||h pour tout h et pour tout w de E .

Nous dirons que les restrictions sont stables si

h
Pour tout € , il existe n tel que

(1-7)
[lu=v||] $n entraine ||rhu -y v||h S € pour tout h

' : - 1214 .
Nous dirons qu'une famille = v, (uh)h d'éléments v, de Eh :
a) convenge discrétement vers un élément u de E si

(1-8) lim ||uh - rhu||h =0

h=0
b) converge jortement (nesp. faiblement) vers u si
(1-9)

p,u, converge fortement (resp. faiblement) vers u dans E .

Nous dirons enfin que les approximations sont stables si les prolongements et
les restrictions sont stables et que les approximations sont convergentes si les
erreurs de troncature tendent vers O :

(1-10) lim ||u - phrhull =0 pour tout u dans E .
h=0

Nous dirons aussi que les restrictions r

h st globalement bornées si

(1-11) ||rhu||h < n) | |u]] pour tout h .
Si les restrictions r, sont linéaires, les conditions (1-7) et (1-11) sont équi-
valentes.
Dire que les approximations Ah(E) sont convergentes est dire que tout €lément
u de E est limite d'une famille PLUy, » Ou encore que LJ phEh est dense dans
h
E .

Inversement, si (g phEh est dense dans E et si phEhC:pkEk pour k < h , il

existe des restrictions T telles que les Ah(E) soient convergentes.
Remarquons enfin que £a notion de convergence discrite dépend du choix des non-
mes ”“h”h de E .
L'introduction de ces définitions est motivée par le :

THEOREME 1-1.

Pour que La convergence discrite implique La convergence fonte, 4L faut et L
‘duffit que :



13

a) Les prolongements solent stables
b) £es approximations Ah(E) sodent convengentesd.
L'inégalité

= ppog | < [lu = pyrgull + [lpy o -z ]

montre que les conditions a) et b) sont suffisantes. La condition b) est nécessaire

puisque r u converge discrétement vers u par définition. On suppose que la con-

dition a) n'est pas nécessaire : il existe alors une famille (uh)h telle que :

Huh||h <1 et n -l|phuh|| tend vers 1'infini.

Si v, = n;I/Z u, , on en déduit que v, ~converge discrétement vers O et que

Py, tend vers 1'infini, ce qui contredit 1'hypothése.

Si 1'on suppose de plus que les restrictions sont linéaires et stables, on dé-

duit de 1'inégalité :
lpgryull <z ol < mllull
que

(1-12) || |u]|| = 1im ||rhu||h est une norme &quivalente i ||ul| .
h=0

PROPOSITION 1-1.
Supposons que Les approximations soient stables. Pour que Les approximations
sodent convengentes, L& faut et 4L suffit que :

lim Ilphrhu -u|| =0 pour tout u e P ; P dense dans E .
h=0

Dans ce cas PLTLu  Converge vers u und formément sur tout compact de E .

En effet, si les prolongements et les restrictions sont stables, les troncatu-
res p,ry forment un ensemble &quicontinu d'applications de E dans lui-méme,

d'ot la proposition .

COROLLAIRE 1-1.

Supposons que £'injection de K dans E 804t compacte, et que Les approxima-
tions Ah(E) sodent stables et convergentes.
Alons, s4 Les nestnictions sont Lindaires :

s - pyr,oll

y(h) = sup Zend vers 0 avec h .

uek ||u||K
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Cela revient 3 montrer que les troncatures PpTh convergent uniformément sur
tout borné de K , qui est relativement compact dans E . Mais cela résulte de la

proposition précédente.

1-4. APPROXIMATIONS PARTIELLES

Supposons que l'espace E soit un sous espace §ermé de 1'intersection d'une
suite finie d'espaces Eq (que nous supposerons tous plongés dans un méme espace

localement convexe séparé.)

(1-13) ECNE 5 llull = sup |]u]]
q ¢ q d

DEFINITION 1-3.
Nous dirons que Les approximations de Eq dans E :
- - q
(-14) A (E) = CE , B, pp > Ty )
sont des approximations partielles de E 84 :
(1-15) Py w, tend vers v, dans E_ faible pour tout q , fous Les Eliments
Y sont ggaux & un méme élément u de E
Nous dirnons que Les approximations Ah(E) =(E, E ,p»Ty ) sont plus §4-
nes que Les approximations parntielles Ah(Eq) rya

16y 0 flppgull < sw [lpd wll,
q

11) ||pd uhllq < K entraine ;13 (pyw, - Pp w,) = O dans E, faible.

Nous supposerons que l'une des expressions suivantes :

a1 (0 lall, = sw e ull,
q

1
1) Jluylly = €L llpd wlIH7a 5 lsasse
q
est une norme de Eh .

Si les approximations Ah(Eq) sont convergentes, dire alors que u, ~converge

discrétement vers u est dire que

(1-18) 1im sup [j[u-pdu || =0
he=0 g h “h q
1-5. APPROXIMATIONS DUALES

Soient E (resp.Eh) un espace de Banach, E'(resP.Eﬂ) son dual, (f , u)
(resp. (fh , uh)h) une forme bilinéaire mettant E et E' (resp. E et E£) en
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dualité.\

Considérons les normes duales sur E' et E'h :

-1 -1
-19) [1gl], = swpl vl 1CE w15 el = sellvl17E 166, » vyl
v v
h

Considérons des approximations Ah(E) = (E, E » Py T ol les restric-

h )
tions sont linéaires.

DEFINITION 1-4.
Nous dirons que L'approximation du dual E' de E :
A (E) = (E' L B, py oory )

od E,  est muni de £a nonme “fh“nh , ol ph“ est La transposte de r et

*

Th

h

La trhansposie de Py ¢
* L 3

(1-20) (py" £, , v ) = (F , T, V) (£, v) = (F, Py V)

est £'approximation duake A *(E') de A, (E)
On déduit des propriétés des applications transposées la :

PROPOSITION 1-2.

S{ Les profongements Py (nesp. Les nestrnictions r, ) sont stables, Les nes-

h

Dictions rh“ (nesp. Les prolongements ph' ) sont également stables. Si Les ap-

proximations A (E) sont convergentes, Les troncatunes ph"rh“ convergent gaible-
ment et uniformément sun tout borné de E' verns £'identite.

En effet, la norme de ph' est égale 3 celle de r, et la norme de rh“ a

celle de P, « De plus, si B est un borné de E'

R 3 *
limsup |(p, r £ - £ w| ¢ 1im sup||£|], |lp.r,u - u]|
h=0 feB O D ’ heo feB OB

Dire que £, converge discrétement vers f dans E' est dire que :

h

* -1
(1-21) ||rh f - fh||h = :up ||vh||h [C £, PpVy ) - «( £ 5 Y )hl = 0.
h
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1-6. APPROXIMATIONS AUTOADJOINTES.

Supposons que Ehf{éSC un espace de dimension finie, identifié i son dual E'

Supposons de plus que

h*

(1-22) PL Eh C ENE' pour tout h .

Puisque Eh est de dimension finie :

E') ;r, e L(E, E)O LE' , E

(1-23) N

e L(E E)n L(E'

ph h ? h°? h)

DEFINITION 1-5.

Sous Les conditions (1-22) et (1-23), nous dirons que Les approxdimations
AJE) = (E, E ,p,1, ) et A =(E ,E, ,p ,r ) sontdes ap-
proximations autoadfointes de E et de E' .

Dire alors que les approximations autoadjointes Ah(E) sont stables est dire

que les prolongements p, sont stables dans Ah(E) et dans Ah(E')

ey wol I <l lu 11y ; ey £,11. € mllg 1]y

PROPOSITION 1-3.

Supposons que E &'identifie & un sous espace dense de E' .
SL Les approximations autoadjointes A (E) sont stables et convergentes, Les ap-
proximations autoadjointes A E") sont ggalement stables et convergentes.

On sait déja que les approximations Ah(E') sont stables et faiblement conver-
gentes. D'aprés la proposition 1-1 , il suffit de montrer que Py rh“ f converge
vers f dans E' pour f de E . Mais cela résulte de ce que

*

||ph rh“ f - fll* N Ilph Ty f - £f]] tend vers O .

1-7. APPROXIMATIONS DISCRETES.

Nous allons donner un procédé de construction d'approximations de E . Associons
3 tout paramétre h un ensemble Rh (dénombrable) d'indices o et des suites

L et Sh dans E et E' respectivement :

a a
% = (9 )y ¢ R, 3oy € E
(1-24)
s ¢ E'

) a
Sh = (sh )u € Rh [



17

DEFINITION 1-6.

Nous dinons que Les suites o, et S définissent une approximation discrete
de E désignée par Ah(E) = (E, o+ Sy ) 84 Les conditions sulvantes sont sa-
s faites :

(1-25) Pt ) (s.h"l , u)oh“ est continue de E dans E .

a:Rh

Une approximation discréte est une approximation
Ah(E) = (E, E . Py T ) de E avec
= ' = u
i) Eh 1'espace des suites ru ((Sh , U ))aeRh

a a

(1-26) i) pu = ) u® o
a

Ry

111) rou = ((sh" . u))“‘Rh

En effet, si Eh
la restriction r, est continue d'aprés (1-2;).

La condition (1-25) est toujourns satisfaite 84 Les suites o

On remarque que si la suite Sh\ est topologiquement libre dans E' , 1l'espace
3 support fini ( uha = 0 sauf pour un nombre fini

est muni de la topologie la moins fine rendant continue Pp

et s

h sont 4~

h

Eh contient les suites v,
d'indices a )., si E est réflexif .

Si les suites o, et Sh sont finies et linéairement indépendantes, Eh est
un espace de dimension finie N(h) , p, est un isomorphisme et r, un homomor-

phisme.

PROPOSITION 1-4.

h h
0 si a#8

Supposons que Les suites o, et S sodent blorthogonales :
B
(1-27) %, 0 )-i
h h 1 si a=28
et vernigiant (1-25).

Alons p}; est un Lsomonphisme, t
jecteun continu de E sur PLE; -

h est un homomonphisme et PpTh est un pro-
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L'hypoth&se (1-27) entraine que r est 1'identité de E,_ :

hPh h
a 1 B B
(thphuh) = (Sh , g w o ) = u; ;o€ Rh .

. Il en résulte donc que Py est inversible 3 gauche et «r inversible 3 droite

h
et ces applications sont continues. De plus, E est la somme directe topologique
du noyau de r, et de phEh .

Si une approximation discréte Ah(E) = (E, %, Sh ) vérifie (1-27), nous di-
rons que c'est une {nterpolation, puisque P,Y, est une solution du probléme :
Trouver u dans E vérifiant :

a a
(Sh , u ) uw pour tout a de Rh .
On remarque enfin que 1'approximation duale d'une approximation discréte est :
- * \J - 1)
(1-28) AL (E) = (E', 8,0 ).

Si % est une suite 3 valeurs dans EN E' telle que

(1-29) phr;u = Z( O s u)a: soit continue
1'approximation discréte Ah(E) = (E, % s % ) est autoadjointe.

~ On trouvera dans J. DIEUDONNE [1] 1'étude des suites biorthogonales dans un es-
pace vectoriel topologique. Au sujet des problémes d'interpolation et d'approxima-
tion optimales, voir J.P. AUBIN [7] .

1-8. APPROXIMATIONS DE GALERKINE.

Soit E un espace de Banach séparable. Il existe alors (au moins) une suite dé-
nombrable d'éléments w® de E (a=1,2, ¢¢eo , 0, «os), totale dans E , que
1'on peut toujours supposer (algébriquement) libre. On construit 3 partir de cette
suite une approximation de E de la maniére suivante :

On prend :

/1) h= 1/n » nelN 5 E = < = (uﬁ)lsasn e ¢

n
(1-30) ( 41) pyw = ) a w5 el = el
s
iii) ru est telle que P, Ipu converge vers u quand n tend vers « .

Nous dirons que de telles approximations sont des approximations de GALERKINE
de E. ’

Si 1l'espace E admet une base de Schauder w® (cf. N. DUNFORD - J. SCHWARTZ

|1l s, Po 93 ), il existe une suite scalaire ¥ telle que :
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. o«
u= § u®a.

as=l
On peut prendre alors pour restriction (non linéaire) : ru -(ul,..., u™).

Si H est un espace de Hilbert séparable et si w® est une base orthomormale de
H , nous obtenons des approximations de Galerkine autoadjointes, stables et conver-

gentes, en prenant :

ru = (Cu, w®* ))1“‘sn
Plus généralement, soient V et H deux espaces de Hilbert tels que
(1—31) L'injection de V dans H est compacte ; V est dense dans H .
Rappelons que (cf. Appendice)
vC H CcV' , les injections E€tant denses et compactes.

L'opérateur non borné A= {V , H, ((u, v)) } est hermitien et son inverse J
est compact. Les espaces de Hilbert V , H, V' sont munis des produits scalaires

hermitiens suivants :

(u,v))=(Au,v)=((Au, Av)), sur V
(u,v) =((Au, V), =(Ju,v)) sur H
(u,v)) =(Ju,v)=(Ju,Iv)) sur V'

D'autre part, il existe une base orthonormale de H formée des ‘vecteurs propres
de 1'opérateur A :

a a . -
(1-32) Aw = Aa w 5 ( Wy s Wg ) GaB .

Désignons alors par Vh , Hh et V'h 1'espace " muni des produits scalaires
suivants :

n
a—a

(G s vy, = aZI N Y

(1-33) (> vy = aifl uha ;ha = (Ppyy » PLYy)
(> vy = a§1 Aa V= (e, ppv))
Posons, s1 h = n ! :
(1-34)  ppu, = a§1 uhu Wt rh' u= ((u, “a))lﬂasn

PROPOSITION 1-5.

Sous L'hypothise (1-31) Les approximations :
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Ay = (Vs e, ) s AL = G, B, p, ) 5 ALV = (VL VL e, )

sont des approximations autoadjointes stables et convergentes des espaces V , H
et V' . :

a
w
En effet, est une base orthonormale de V et anw“ est une base ortho-
%)
a

normale de V' , (d'aprés (1-32) et (1-33)). La proposition résulte de ce que :

<, 3 e ] NG P
P,r, u = (U, 0)w = ((v ,—))—= ((u, x_ w)), 72 w
L - a=1 =t o * e

et des propriétés des bases orthonormales d'un espace Hilbertien.

En particulier, les troncatures phrh“ sont des projecteurs des espaces V ,
H, V' . Ces approximations de Galerkine autoadjointes sont "optimales" (J P AUBIN
LD.

1-9 TRONCATURES DE TCHEBYCHEV.

Nous allons considérer dans ce numéro des restrictions L telles que les tron-

catures soient des projections sur un ensemble Py Kh .

Donnons-nous deux espaces de Banach E et Eh et un prolongement Py (linéai-

re continu) de E_ dans E .

h

Supposons que :

(1-35) Eh est réflexif ; Kh est un sous ensemble convexe fermé de Eh .

PROPOSITION 1-6.

1L existe au moins une restrniction r, de E dans K, telle que

h

(1-36) |lu - phrhull < |lu - phuhll pour tout u de K .

DEFINITION 1-7.

SL (1-36) a Lieuw, nous dirons que PpTh (resp. rh) est une toncatune (resp. une
hestniction) de Tchebychev ou de meilleure approximation dans K, -

Considérons la fonctionnelle J (u,) = [fu - phuhll . Elle est faiblement semi-
continue inférieurement sur Eh . D'aprés le théoréme de Weirstrass, elle atteint

son minimum en un point ru d'un ensemble Bh si celui-ci est faiblement compact.

Soit sh

n = inf J (uh) .
Ky u

u un élément particulier de Kh . Alors Ju(shu) >n, ol :
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Donc si ||phuh - phshu|| »2 3 (su) , alors :

I, ) = [Ju-psu+psu=-pull>n.

Donc si le minimum ru atteint par Ju(uh) sur Kh existe, il appartient né-
cessairement 3 1'intersection B, de K, et de 1'image réciproque par p, dela
boule fermée de centre phshu et de rayon 2 Ju(shu) . L'ensemble Bh est alors
convexe, fermé et borné, donc faiblement compact puisque Eh est réflexif, ce qui
implique que le minimum ru existe. En particulier, si Kh = Eh est un espace de

dimension finie, 1'hypoth&se (1-35) est satisfaite et il existe une restriction de
Tchebychev.

REMARQUE 1-2.

S'il existe des approximations Ah(E) = (E, E . Ph 0 S, ) convergentes de E
et si thh(: K , les approximations de Tchebychev Ah(K) = (K, Kh » Py > Ty )
de K sont convergentes.

En particulier, si :
thhCZ pkKk pour k <h et si E{ thh est dense dans K , les approximations

Ah(K) de Tchebychev sont convergentes.

REMARQUE 1-3.
En adaptant un résultat classique, on montre que si la norme de E est 8{inic-

Zement convexe :

[lu+ vl| = ||u]] + ||v]] si et seulement si u=av (u, v $0) ; la res-

triction de Tchebychev est unique (si K~ est convexe) .

1-10. CONSTRUCTION D'APPROXIMATIONS.
Soit Ah(E) = (E, Eh » Py s T ) une approximation de E .
Donnons-nous un espace F et des applications linéaires continues P, et Rh :

h

(1-37) Ph e L(E, F) H Rh el (F,E).

I1 est clair que :
(1-38) Ah(F) = (F, Eh N Ph Pp > Th Rh ) est une approximation de F dans
Si 1'approximation Aﬁ(E) = (E, 9 » Sh ) est une approximation discréte
(n°1-7), 1'approximation Ah(F) est également discréte :

AyF) = CF, Poy , RS, )
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=

a . -
od Py ooy = (P oy )aeRh et Ry Sy = (Rp Sy )aeRh

PROPOSITION 1-7.

Supposons que Les approximations Ah(E) sodent stables et convergentes. SL P
et R convergent sdimplement verns des opérateuwns P et R et vérnifdent :

eo0 llrgullp < Hully 5 1R, vllg € vl
(1-39)
ii) PR=1

Les approximations Ah(F) sont également stables et convergentes.

REMARQUE 1-4.

Les restrictions r, ne sont pas supposées étre nécessairement linéaires. La
stabilité des approximations Ah(F) est évidente d'aprés (1-39) 1i).

La condition (1-39) i) exprime que les opérateurs Ph et Rh forment des en-
sembles (uniformément) équicontinus Hl et H3 de C(E,F) et C(F,E), et

la stabilité des approximations Ah(E) entraine que les troncatures forment

Pp'h
un ensemble &quicontinu H2 de C(E, F) . La composition des fonctions é&tant
continue sur les ensembles &quicontinus (munis de la convergence simple), on en dé-

duit que les troncatures Py T Rh de Ah(F) convergent simplement vers PR =1

P
h
dans C(F , F) , ce qui achéve la démonstration de la proposition.

=

La condition (1-39) ii) exprime que F est isomorphe 3 un sous-espace fermé de
E .

La proposition 1-7 permet de déduire d'une famille d'approximations la construc-

tion d'autres approximations.
Remarquons que 1'approximation duale de Ah(F) est

(1-40) A" (F') = (F' , El , R py, T, PL)

REMARQUE 1-5.

On déduit de la proposition 1-2 que si PR =1, si R est compact et si les
approximations Ah(E) sont stables et convergentes, les approximations duales
A;(F') sont stables et (fortement) convergentes.
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§2. APPROXIMATIONS DES OPERATEURS.

On définit au n® 2-1 1la consistance des opérateurs approchés, aux n° 2-2 et
2-3 la 41abilitZ des opérateurs approchés. Le n°® 2-4 &tudie les conditions suffi-
santes pour que la convergence discréte des données implique celle des solutions
(Théoréme 2-1). (Ces résultats peuvent se généraliser au cas od E est un espace

topologique complétement régulier).

" Le n® 2-5 &tudie les conditions suffisantes pour que la convergence faible des
données implique la convergence faible des solutions, le n° 2-6 * 1'approximation

des opérateurs compacts.

On montre au n° 2-7 que la stabilité des différentielles de Fréchet d'une fa-

mille d'opérateurs entralne la stabilité "locale" de ces opérateurs.

Le théoréme 2-1 sera utilisé constamment dans ce chapitre. On suppose connus
les n® 1-1 3 1-3du § 1.

2-1 APPROXIMATIONS DES ESPACES D'OPERATEURS.

Donnons-nous deux familles d'approximations :

i) Ah(E) = (E > Eh ’ Ph ’ rh )
(2-1)

11) Ah(F) - ( F > *ho? qh > sh )

des espaces de Banach E et F . Soient F(E, F) et F( E o Fy ) les espaces
d'opérateurs de E dans F et de Eh dans Fh . On définit des prolongements
Ph de F( Eh . Fh ) dans F(E, F) et des restrictions R.n de F(E, F)
dans F( Eh R Fh ) de la maniére suivante :

D B A =g Ay s A e FOE L, F )
(2-2)
ii) Rh A =5 A P, ; AeF(E, F)

comme le montre le schéma suivant :
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DEFINITION 2-1.

Nous dirons qu'une famille d'opérateurns Ay de E dans F

h est consistante
a un opératewr A de E dans F sur BC E &4 :

(2-3) hl:mo s, aw) - Ah(rhu)||Fh =0 pour tout u de B .
Nous dirons qu'une famille d'opératewus A est (faiblement) ajustable a A
VYA

(2-4) ||phuh|| <M entrailne que lim Alpyw) - qpA, (u) = 0 dans E (§aible).
h=0

2-2 LES ESPACES Eh et B Eh ASSOCIES A Ah(E) .

Donnons-nous une famille d'approximations Ah(E) d'un espace de Banach dans des
espaces de Banach E, , munis des normes ||uh||h . Nous avons &té conduits jusqu'
ici 3 considérer des familles (uh)h d'éléments v, de Eh , et ces familles

~

. ' .
(uh)h appartiennent 3 l'espace produit hZz Eh .

Nous allons introduire sur cet espace produit une topologie plus fine que la to-

pologie produit.
Pour simplifier les notations, nous désignerons par
25wy = Qadye MR

V1=
une famille d'é@léments u de Eh .

DEFINITION 2-2.

Nous désignerons pan w E_ L'espace métrnique obtenu en munissant L'espace pro-

dult I E de La distance :

h

(2"6) H" uh - vh” = :z; ”uh - h”h
Nous designerons par 8 E, Le sous espace des w =8 u tels que
@7 |18 ll =sup [lull <+= '
“n heZz “nlh
et nous dirons que La famille B w est stable.

PROPOSITION 2-1.

S{ Les espaces E_ sont des espaces de Banach, £'espace w E ~ est un groupe

h
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métrnique complet et £'espace 8 E un espace de Banach.

I1 est clair que 1l'injection de Eh dans I Eh est continue. Montrons que
tout voisinage d'un systéme fondamental de voisinages de l'origine de Eh est
fermé dans I Eh . Mais les produits 1 Bh(e) des boules fermées de rayon € for-
ment un systéme fondamental de voisinages de Eh , fermés dans I Eh . On sait a-
lors que, puisque I Eh est complet, il en est de méme de = Eh .

Montrons maintenant que B Eh est fermé dans = Eh . Soit = v, une famille
adhérente 3 B Eh , et € >0 . Il existe B Vi tel que ||~ u - B vh|| <E.

Alors :
Hw ] € Hmw - 8wl + [[Bw [l <=
ce qui implique que T u o= B u € B Eh .

EXEMPLE 2-1.

Si tous les espaces Eh sont égaux & E , m E est l'espace des fonctions u
de Z dans E muni de la topologie de la convergence uniforme sur Z . L'espace

B E est alors le sous-espace de Banach des fonctions bornées de Z dans E .

REMARQUES 2-1.

Si B(Z) est l'espace des fonctions scalaires A(h) bornées sur Z , = Eh est

un B(Z) module topologique (A.m o= A(h)uh).

L'espace B8 E, est ouvert dans I E . Si £'on modifie Les noames de E, , On
obtient des espaces B Ey diffénents. (Cf. remarque 1-1 du §1 , n°® 1-1).

2-3 STABILITE DES OPERATEURS.

Donnons des approximations Ah(E) et Ah(F) des espaces E et F et considé-

rons les espaces T Eh et m Fh associés.

Soit (Ah) une famille d'opérateurs Ah de Eh dans F, . Elle définit un
h

h

opérateur T Ah de m Eh dans Fh de la maniére suivante :
(2-8) A w) =T A ()
DEFINITION 2-3.

Nous dirons que Les opérateunrs A de E dans F, sont stables 84 :

h



26 Chapitre I , §2

(2-9) = A est uniformément continu de = Ep dans = B c'est-a-dire 84 :

h
) SPowL/towt € >0, {L existe n zel que
2-9)
sup ||uh - vhll $ n entwine que sup||Ah(uh) - Ah(vh)HFh <e
h

(n Ey
Nous dirnons que Les opératewrs A sont globalement bornis 84 :
(2-10) = A est un optratewr borné de B8 E dans B8 By
c'est-da-dine 84 :

(2-10) sup ||u || <M entraine que sup |[|A (uw)|| s
b “hEh b Ay oy Py

Cette notion est conforme au sens intuitif. Si les erreurs commises entre u

et v, sont "bornées" en h , il en est de méme des erreurs commises entre Ah(“h)
et Ah(vh) .
PROPOSITION 2-2,

S{ Les opérateurns A, sont Lintaines, Les conditions (2-9) et (2-10) sont

Zoutes Les deux Zquivalentes a :

(2-11) 12 existe M > 0 telle que || TR pour tout h .
Aguy, F, %h E,

Il est clair que (2-11) implique (2-9) et (2-10). Inversement, (2-10) implique
h donc
continu d'aprés la proposition 2-1 . Montrons enfin que la stabilité entraine

(2-11) puisque A, est 1 opérateur linéaire borné de B8 E dans BF

(2-13) . Dire que = A est continu d& 1l'origine est dire que pour tout a > 0 , il
existe b > 0 tel que

(2-12) sup ||vh|| & b entraine que sup ||Ah thIF <a.
h Ey h h

Soit = u, un €lément arbitraire de = Eh . Posons :
-1
A(h)-b]luhHEh si u $0 ; Ah) =1 si y =0,

alors V=T A(h)uh vérifie 1'hypothése de (2-12) et par suite :

(2-11) |[a wll <sa A = £ Huyll
Fp En
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REMARQUE 2-2.

Les définitions 1-2 du §1 sont compatibles avec la définition 2-3 . Dire que
les prolongements sont stables est dire que p, est continu de =« Eh dans w E
et dire que les restrictions sont globalement bornées est dire que r, est con-
tinu de 7 E dans Eh .

2-4. APPROXIMATION DISCRETE DES OPERATEURS.

Considérons les problémes suivants :
PROBLEMES Q(resp. Qh)

Etant donné u (resp. uh) dans E (resp. Eh)’ obtenin f = A(u) (resp. fh =
Ap(up) dans F (resp. F)
PROBLEMES P(resp. Ph)

Etant donné f dans F (resp. fh dans Fh), Ltrwouver u dans E(resp. w dans
Eh) Zels que A(u) = £ (resp. Ah(uh) = fh).

Les résultats généraux suivants établissent des conditions sur les opérateurs

A.n pour que la convergence discréte des données entraine celle des solutions.

LEMME 2-1.
Powr que £a convergence discrete de w —vers u entraine celle de £,o= Ap(up)
verns £ = A(u), 4L suffit que :

i) Les opirateurs Ay sodent consistants a A .
(2-13)
i1) [Les optrateurs A sodent stables.

Ces conditions sont nicessaires &4 Les opirateuns A, et A sont Lingaires.

Les conditions sont suffisantes. En effet :
(2-14) fh - 8 f= Ah(uh) - Ah(th u) + Ah(rh u) - e A(u) .
Pour tout ¢ , il existe n tel que

||Ah<ul'l)-Ah<rhu)||F <% des que ||y -z ul| <n
h En

d'aprés la stabilité. La convergence discréte de u, vers u et la consistance

des opérateurs A.n a A implique que pour h ¢ ho
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€
||uh - rhuIIEh < et ||Ah(rhu) - shA(u)HFh €3 -

On déduit de tout ceci que [Ifh - shf[]F € e pour h assez petit.
h

Les conditions sont nécessaires si Ah et A sont linéaires :
Tout d'abord, les opérateurs Ah sont stables, sinon, il existerait B8 uy dans
B Eh tels que :

||uh||Eh <M et n o= 'IAhuhlth tend vers l'infini.

-1
L'hypothése est contredite en prenant vp=n % Y qui converge discréte-

ment vers O , tandis que ]|Ahvh||F tend vers 1l'infini.
h

Les opérateurs Ay étant stables, on déduit de (2-14) que les opérateurs A

sont consistants 3 A .

THEOREME 2-1.

Supposons que Les opérateurs A etA soient bijectifs. Pour que La convergence
disenite de £, vens f entraine celle de u = A;I(fh) vens u = A_l(f) , AL
sufgit que :

1) £Les optratewrs Ay sodent consistants a A (en u )
(2-15)
{ ii) Les opérateuns A;l sodent stables.

Ces conditions sont nécessaines s4 Les opérateurns A, et A sont Linéaines et
84 Les opérateuns A sont stables.

D'aprés le lemme précédent, il suffit de montrer que la consistance des opéra-
teurs Ah d A 1implique la consistance des opérateurs A;l a A-1 , 81 les opé-

rateurs A;l sont stables.
Mais cela résulte immédiatement de :

2-16) r, A7NE) - AN(s 6) = AT A (5w - ATN(s, Aw)

Inversement, si les Ah sont linéaires, le lemme précédent entraine que les o-

pérateurs Ah1 sont stables et consistants 3 A_l . Le raisonnement précédent mon-

tre que si les Ah sont stables, les opérateurs Ah sont consistants 3 A .

Nous allons donner maintenant des exemples d'opérateurs Ah stables et consis-

tants 3 A :
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PROPOSITION 2-3.

Supposons que L'opérateun A s0it uniformément continu et que

i) Z£es profongements Py et Les restrnictions s, sodlent stables

h
_11) Les approximations Ah(E) sodeat convergentes.

(2-17)

Alons Les nestrnictions
A

sy A p, de L'opirateur A sont stables et consisiantes a

En effet, puisque = s_A Py =T Sy mA. P, est le produit de trois opérateurs

h
uniformément continus, il est lui-méme uniformément continu, ce qui montre la sta-

bilité des restrictions Sh A Py -
Al * - . _
D'autre part, l|shA(phrhu) - shA(u)IlFh < ¢ donné dés que ||phrhu ul| <n

puisque 7 sp A est uniformément continu, et cette derniére égalité est réalisée

pour h assez petit puisque les approximations Ah(E) sont convergentes. Les res-

trictions N A Py de A sont bien consistantes a3 A .

Nous donnerons au §3 n® 3.3 des exemples d'opérateurs A dLnversibles tels que
Leuns nestrnictions sodent invernsibles et stables.

REMARQUES 2-3.

Dans le cas ou les opérateurs Ah sont linéaires, le théoréme 1 du §2 est un
résultat classique : cf. par exemple S. GODUNON - V. RYABENKII , [i], V. THOMEE,
(1] , p.D. LAX [1] , etc...

Si les opérateurs T A;l est Holdérien :

-1 -1 6
Hag (g - A Gy, s Mg - g lly 5 M,8 >0.
Nous en déduisons une évaluation de 1l'erreur discréte :

2-18) ||y, - rull, € ucllg - s gl + |]s,a0) - ar @]])°

Si les opérateurs Ah ne sont pas linéaires, la condition de stabilité n'est

pas nécessaire.

Nous montrerons au n° 2-7 (théoréme 2 du §2) que si les opérateurs A, sont
différentiables, la stabilité des inverses des différentielles en LI entraine

la stabilité locale des opérateurs A;l .

Nous donnerons aux §3 (n°® 3-2) deux conditions suffisantes de stabilité lorsque

les opérateurs sont définis d'un espace de Banach V dans son dual.
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Remarquons enfin que la théorie classique de 1'approximation des solutions des
équations différentielles usuelles entre dans le cadre de la théorie précédente :
le théoréme 1 du §2 implique en particulier le théoréme classique affirmant que
stabilité et consistance entralnent la convergence discréte des solutionms.

(Pour des conditions de stabilité plus faibles, cf. J.P. AUBIN [5] ).

2-5. APPROXIMATION FAIBLE DES OPERATEURS.

Nous allons &tudier les conditions suffisantes pour que la convergence faible

des données des problémes Ph et Qh entraine la convergence faible des solutionms.

Nous dirons qu'un opérateur A est faiblement continu de E dans F (resp. u-
nigormément gfaiblement continu) si A est continu (resp. uniformément continu) de
E faible dans F faible. Tout opérateur linéaire continu d'un espace de Banach

E dans un espace de Banach F est uniformément faiblement continu.

LEMME 2-2.

Supposons que A s0it gaiblement continu. Pour que La convergence faible de
u vens u entwaine La convergence faible de £,o= A (u) ves f=A() L
suffdit que A soit gaiblement ajustable a A . Cette condition esi nécessaire 84
E est néglexif.

La condition suffisante résulte de 1'inégalité :

(2-19) £ - 9t = A(w) - Alpu) + Alppu) - qp A (w)

puisque, si P,Y, converge faiblement vers u , |lphuh|| est borné.
Inversement, si E est réflexif (ou est le dual d'un espace de Banach) et si

||phuh|| est borné, il existe (au moins) u* faiblement adhérent a P,y « Donc

si une sous-suite P converge faiblement vers u_, qp Ah (uh ) converge
n n n

u
nhn

* -
faiblement vers A(u ) et O est faiblement adhérent 3 A(phuh) thh(uh) et
c'est le seul point faiblement adhérent (d'aprés (2-19)).

LEMME 2-3.

Supposons que £'inverse A"l de A so0it uniformément faiblement continu et que

i) Les prolongements Py sont stables
(2-20) 11) Les optrateuns A sont globalement bonngs
1ii) Les optrateurs A, sont jaiblement ajustables a A .

Sé Ilfhlthg M et 4L £, converge gaiblement vers £, u = A;I(fh)
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converge faiblement vers u = A'l(f) .

Le lemme résulte de 1'égalité :

2-21)  u-pu = [A'l(f) - a7 q g + I}'I(thhmh»- A‘I(A(phuh))]

Si thh converge faiblement vers f , le premier terme du membre de droite

tend vers O . Si ||fh||Fh <M, |luh||Eh & M puisque les opérateurs A;l sont

globalement bornés, donc Ilphuhll est borné puisque les prolongements sont sta-

bles. Le second terme du membre de droite tend vers O puisque les Ah sont fai-

P

blement ajustables & A et puisque A-1 est uniformément faiblement continu.

Nous allons donner des exemples d'opérateurs Ah faiblement ajustables 3 A :

PROPOSITION 2-4.

Supposons que L'optrateur A s0it borné, que F 804t néglexif et que Les appro-
ximations duales A;(F'),Aoient convergentes. Les restnictions sy A py de £'opéra-
teur A sont faiblement ajustables a A .

I1 faut montrer que si ||phuh|| est borné, (1 - 98y) A(phuh) converge fai-

blement vers O .

Mais A(phuh) est dans un borné de F puisque A est borné et que 9,8, con-
verge vers 1 faiblement et uniformément sur tout ensemble borné de F d'aprés

la proposition 1-2 puisque les approximations duales A;(F') sont convergentes.

Nous donnerons des exemples d'approximation faible d'opérateurs non linéaires

monotones et coercifs au n°® 3-5 du §3 et au n® 4-3 du $4 du chapitre II.

2-6 APPROXIMATION DES OPERATEURS COMPACTS.

Un opérateur A de E dans F est compact si 1'image par A de tout ensemble
borné de E est relativement compacte dans F . Nous allons établir des propriétés

analogues pour des approximations de A .

PROPOSITION 2-5.

Supposons que Les gpproximations Ah(l-‘) sodent stables et convergentes. Les
restrictions sy A py d'un opérateurn compact A sont ajustables a A .
Montrons que si ||phuh|| est borné :

1 - qhsh)A(ph“h) converge vers O dans F .
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Mais A(phuh) est dans un ensemble relativement compact de F et 1l'on sait
d'aprés la proposition 1-1 que 9,8, converge vers 1 uniformément sur tout ensem-

ble compact de F .

PROPOSITION 2-6.

Supposons que Les opérateuns Ay sodent ajustables a un opérateurn compact A .
S& PpYy, demewre dans un borné de E , alons qp A, () demeuwre dans un ensemble
nelativement compact de F .

—_

Puisque F est métrisable, on peut supposer que Z est dénombrable. Il suffit
de démontrer que pout tout € , il existe une suite finie h, , ... , h_ telle que
1 n

pour tout h , il existe hi vérifiant :

[a,A, () = qhiAhi("h1)|| e
Posons :
a(h) = q A (u) - Alppy) .
Fixons-nous ¢ > O . Puisque les Ah sont ajustables 3 A , il existe hm tel

que si h > h_ , on ait a(h) s % .

D'autre part, pour h > h_, A(phuh) formant un ensemble relativement compact,

m
il existe un élément h1 d'une suite finie hm s see s hn tel que

€
IlA(Phuh) - A(phiuhi)ll €3 . Alors :

N

Haghy () = @y Ay o D11 € al®) + aty) + [|atoye) - Ay w )| <

et la suite finie h, , cee s hy s «++ » b répond 2 la question.

2-7. APPROXIMATION DES OPERATEURS DIFFERENTIABLES.

Un opérateur A d'un espace de Banach E dans un espace de Banach F est dif-
férentiable sur un ouvert U de E s'il existe des opérateurs linéaires continus
DA(u) de E dans F tels que :

i) A(u + v) = A(u) + DA(u)v + w(u ; v)
(2-22)

1)  lim v e 5 w]] =0
[vll = o

Donnons-nous maintenant des approximations Ah(E) et Ah(F) des espaces E et

F et des opérateurs Ah de E, dans Fh , continiiment différentiables, et tels

h
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qu> les différentielles DAhfrhuo) soient inversibles pour ug ‘fixé dans U .
Nous ailons déduire La stabiiiti des opérateuns A;I dans des vodisinages de
! ., | 3 ! —1
Ap(rpu))  de Lo AtabALe des DA, (rhuo) .

Rappelons pour cela le

LEMME (A). (M. VAINBERG [1] p. 45 ).

Supposons que Les dijjérentielles u -+ DA(u) sodent bornées d'une boule
B(p + €) de E dans L(E, F) . Les difjérnentielles u -+ DA(u) sont wndiformément
continues sun La boule B(p) &4 et seulement 84 :

(2-23)  lim sup |1v] 1" H e ; v =0
Hvif=o []ullse

et le :

THEOREME (A) (thloréme des jonctions dnverses).

Sodent X et Y deux espaces de Banach, T un opirateur continament différen-
able sur wr ouvert U de X dans Y . SL, pour un podint X de U, Za digge-
reatielle DT(xO) est un Lsomonpndsme de X sur Y, L'opérateur T est alons
un Lsomorphisme d'un vodsinage ouvert de x, duwr son 4image.

Supposons que les opérateurs A et Ah soient continlnent différentiables, sur

les boules ouvertes U et Uh de rayon p + € et que

(2-24) les restrictions L% et sh soient stables.

i) si ||uh||h ¢ K, il existe M tel que HA.h(uh)Ilh <M

(2-25) ii) si ||uhHh $p+¢€, il existe M tel que ||DAh(uh)vh[|hs M]lvhllh
1ii) lim sup ||vh||1:1||u.h(uh syl =o0.
v =0 1w 1,50
|y |1

LK -
et qu'il existe u, € U tel que ru €U, DA(uO) et DAh(rhuo) soient inver

sibles et que

-1
(2-26) HDAh (rhuo)fh||h < c]|fh||h pour tout fh de F, .

THEOREME 2-2.

Sous Les hypotheses (2-24) , (2-25) et (2-26) , AL existe Y, et v
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sinictement positifs tels que &4 :

@21 |f- £ 0l <v, s Ny = foplly <vs (= & (rpu )
AL existe des solutions u et u  des Zquations :
(2-28) A(u) = f ; ApQu) = £

undiques dans un voisinage de uy et de Yoh respectivement.
S{ de plus

i) ;ig IlshA(u) - Ah(rhu)llh =0 pour tout u e U
(2-29)
1i) 1im ||s, £ - £ || =0

h=0 h h''h

Les solutions w convergent discritement vers La solution u .

DEMONSTRATION.

Nous allons montrer que l'on peut utiliser le théoréme A dans la situation
suivante :

X=8E , Y=8F , U= 28"U , T =28
(2-30) I"'h h h Ah

X = B(Ihuo) i foh = Ah(rhuo)
Nous démontrerons ainsi en premiern &ieu que B8 A, estun Lsomonphisme d'un vod-
s4nage 8 B, de B(rhuo) surt une boule B8 C, de centre B8 £ et de nayon
Yy > 0 convenable , ce qui impliquera en particulier que les opérateurs Ah sont
des isomorphismes de Ch sur Bh et que les opérateurs A; sont stables sur
c .
h
D'aprés (2-25) i) , 1'opérateur = A =8 Ah est un opérateur borné de B8 Eh
dans B8 Fh et d'aprés (2-25)ii) , 1'opérateur = DAh(Buh) =B DAh(Buh) est un o-
pérateur linéaire continu de B8 Eh dans B Fh d'aprés la proposition 2-2 du
n® 2-3 .
De plus, 1l'application
Bu ——> B DA (B u)
(2-31) k " l®
est bornée de B Bh(p + €) dans L(B E .8 Fh)

Enfin, 1'hypoth&se (2-25) iii) montre que :

(2-32) 18 v 178 w (B u, 5 8v) =0

lim su
18w, l1=0 |8a] 1<

Les opérateurs Ah étant différentiables, on déduit des relations
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Aoy + V) = Ay (o) + DAy (up)vy, + o (5 v)
et de ce qui précéde que :

(2-33) BA(Bu +Bv)=BA(Bu)+BDABYIBV +8ul8 w Bwvy)
et que B DAh(B uh) est la différentielle de B A.h , qui est (uniformément) conti-

nue sur B Bh(p) d'aprés le lemme (A),(2-31) et (2-32).

D'autre part, l'opérateur = DA;l(rhuo) est 1'inverse (algébrique) de
5 -1
" DAh(thuo). Mais, d'aprés (2-26), DAh (rhuo) est continu de 8 Fh sur B Eh .
et par suite, la différentielle B8 DAh(rhuo) est un isomorphisme de B8 Eh sur
BF . Il résulte alors du théoréme (A) que B8 A, est un isomorphisme d'un voisi-

nage ouvert B de B8 r u, sur un voisinage ouvert C de B foh =B Ah(rhuo) .

De méme, le théoréme (A) appliqué dans lecas ot X=E, Y=F, U=1U,
T=A, x, =u implique que A est un isomorphisme d'un voisinage B1 de u,
sur une boule C1 de centre fo et de rayon 61 .

La seconde partie du théoréme 2-2 résulte du théoréme 2-1 si 1'on montre qu'il
existe des voisinages B , Bh , C, Ch de ug s LUl fo et foh = Ah(rhuo)
tels que :

A(B) =C |, Ah(Bh) =C

(2-34)

r BCBh et CC.Ch.

h 5h

puisque nous avons démontré que les A;l sont stables sur Ch et que nous avons

supposé que les Ah sont consistants 3 A et que les fh convergent discrétement

vers f .

Tout d'abord, il existe y > O tel que les boules Ch de centre foh et de
rayon y vérifient B8 ChC C , puisque les produits de boules de méme rayon for-

ment un systéme fondamental de voisinages de B8 Eh .

Considérons Bh = A;l(ch) . Il nous reste 3 montrer qu'il existe B et C vé-
rifiant (2-34).

Puisque les L% sont stables, il existe un voisinage 82 de u, tel que

rn, B Bh" puisque la stabilité des r, est la continuité de 1'opérateur T

de E dans w Eh .

-1
‘Il existe alors 62 tel que O < 62 < 61 et A C(f° N Gz)c: 81(1 82 .

I1 existe d'autre part 63 >0 tel que s, c(f
petit.

0 53)<: Co(f, » Y) pour h assez
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En effet, les Sh étant stables, il existe 63 tel que :

| 1€ - foll < 63 entraine que ||sh £ -5 follh N %

et il existe h° tel que, d'aprés (2-29) i) ,
Y
s, £, - £ll, = Ils, AG) - A, (rudll, € § st h<h .
Donc, en prenant pour voisinage C 1la boule de centre fo et de rayon
Yo = 1nf(62 s 63) et pour voisinage B 1'image réciproque A-l(C) , les condi-

tions (2-34) sont satisfaites, ce qui achéve la démonstration du théoréme.

Nous donnerons au §3 , n° 3-3 , Exemple 3-6 des exemples d'opérateurs Ah véri-

fiant les hypothéses du théoréme 2 du §2 .

§3. APPROXIMATION DES OPERATEURS D'UN ESPACE DANS SON DUAL.

Soit A un opérateur d'un espace V dans son dual V' . Si on se donne
une approximation Ah(V) , on prendra alors pour approximation de V' 1'approxima-
tion duale de Ah(V) (§1 , n® 1-5) . On fixe au n° 3-1 les notations (formulation
variationnelle). On donne au n°® 3-2 deux conditions suffisantes commodes pour que
les opérateurs A;l soient stables. On en déduit un théoréme de convergence 3 1'ai-
de du théoréme 1 du §2. On considére ensuite 1'application au cas des opérateurs

linéaires coercifs et 3 une classe d'opérateurs non linéaires (exemples 3-1 et 3-2).

On montre au n°® 3-3 que les restrictions d'un opérateur A sont, sous certaines
conditions, consistantes 3 A , inversibles et que leurs inverses sont stables. On
étudie de plus le comportement de l'erreur u - PpYy dans divers espaces en fonc-

tion de 1'erreur de troncature u - PLTpY -

Le n°® 3-4 est consacré au cas o A = z Ai est la somme d'opérateurs d'espaces

Vi dans V'i , oi V est 1l'intersection des V, . On se donne des approximations

i
partielles des espaces Vi et on prend pour opérateur Ah la somme des restric-
tions des opérateurs A1 dans les approximations des espaces V1 . On obtient a-

lors des résultat (moins forts) de convergence.

On considére au n° 3-5 la classe des opérateurs non linéaires, bornés, coercifs
et monotones. Les conditions de stabilité ne sont pas satisfaites et nous n'obte-
nons qu'un théoréme de convergence faible. Enfin, on considére au n° 3-6 1'appro-
ximation des solutions définies par le lemme des projections, utilisé pour démon-

trer 1'existence des solutions des &quations différentielles - opérationnelles.

On suppose connus les n® 1-1 3 1-5 du §1 et les n° 2-1 i 2-5 du §2.
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Les exemples illustrant les résultats de ce § sont exposés au Chapitre II , §4 ,

et peuvent &tre abordés aprés la lecture des §2 et §3 du Chapitre II .

3-1. FORMULATION VARIATIONNELLE.

Dans tout ce paragraphe, V dé&signera un espace de Banach REFLEXIF , réel ou
complexe, V' son (anti-)dual, (f , v) le produit scalaire mettant V et V' en

dualité.

|lu]] 1la norme de V ; ||f||¥ = sup||v||_1|(f , v)| sa norme duale.
v

~

Tout opérateur A de V dans V' est associé biunivoquement 3 une forme

a(u ; v) sur V x V 1linéaire et continue en v de la maniére suivante :
(3-1) a(u ; v) = (A(w) , v) .

Nous approcherons dans ce numéro les solutions du :
PROBLEME P .

Etant donné f dans un dous-endemble D de V' , chercher u dans un sous-
ensemble B de V virnigdant :

(3-2) a(u ; v) = (£, v) pouwr tout v de V.

L'équation (3-2) est la formulation variationnelle de 1'équation A(u) = f .

On se donne des approximations Ah(V) de 1l'espace V et l'on conviendra de pren-
dre pour approximation de 1l'espace V' 1'approximation duale A;(V') de Ah(V) s

définie par :
* _ . * - ° 1.

(3-3) (ph fh , V) = (fh s rhv) s (rh f, vh)h (f , phvh) (cf. §1 , n° 1-5).

En particulier, nous désignerons par :

M -1
(3-4) e(f , f) = ||rh f - fh||”h = supllvhllh | (£, pvy) - (fy s vh)hl
1'erreur discréte entre f et fh .
PY 1) . 2 .

Soit Ah un opérateur de Vh dans V h et ah(uh 5 vh) sa forme associée :
(3-5) - a (w5 v) = (A (u) s vy

Nous considérerons les :

PROBLEMES Ph .

Etant donné £ dans un sous-ensemble D, de v"l , Chercher u dans un sous-
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ensemble B de v vinigiant :

(3-6) a (w5 v) = (£, v), powr tout v, de vy, -

Nous allons traduire sous forme variationnelle la consistance des opérateurs Ah

d un opérateur A .
Nous poserons :

—1 . .
(3-7) ¥, (n) = s::llvhllh latu 5 povy) - 3 (u r,v)|
Les formules (3-3) et(3-5) montrent que ¥ (h) = IIAh(rhu) - r; A(u)llnh

Dine que Les opérateuns A, sont consdstants a A sur B (ou les formes

ah(uh ; vh) consistantes 3 la forme a(u ; v)) e8t dire que lim wu(h) =0 pour
tout ueB . k=0

Nous supposerons que les opérateurs A et Ah sont surjectifs, c'est-a-dire

que les problémes P et Py admettent des solutions. Nous allons donner des con-

ditions suffisantes de stabilité des opérateurs A;l :

3-2. CONDITIONS SUFFISANTES DE STABILITE DES OPERATEURS A;l .
Nous poserons pour simplifier :

(3-8) sy vp) =y 5oy - vp) - (v 5y - v)

DEFINITION 3-1.

Nous dirons que les opérateurs A vérifient la propriété S, si:

Pour tout € > 0 , il existe n > O , indépendant de h , tel que :

"1 ||uh - vh||h %> ¢ entraine que Ish(uh , vh)l > n||uh - vh||h .
Nous dirons que les opérateurs Ah vérifient la propaiété S2 si :
i) Pour tout ¢ > 0 , il existe n > O indépendant de h tel que :
Huh - hllh > ¢ entralne que |sh(uh , vh)l >n
S2 et si :

ii) Pour tout K , il existe R tel que :

||uh||h >R entralne que a (u ; w) > K| w1l -
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THEOREME 3-1.

Supposons Les opérateurns A et A surnfectifs. Les solutions u et u vini-
gdent : '
(3-9) s, (u , ru) s (W () + (€, £) )|y - rull

S{ £'une des conditions §; ou s, est vénigiie, Les opérateunrs A sont in-

vernsibles et Les opérateurns A;ll sont stables sur toute boule de rayon K . SL de
plus Yy (h) et e(f, £ ) Zendent vers 0 , Les solutions u, convergent disene-
tement verns La solution u du probleéme P . Engin, Les solutions u, ~convergent
vers u 484 Les prolongements p, 4ont stables et Les approximations A (V) con-
vergentes.

Les conditions S1 et 82 i) 1impliquent que les opérateurs Ah soient injec-
tifs. Plus généralement, il suffit que si u * ) sh(uh s vh) >0 .

En effet, si on suppose que v, # v, et Ah(uh) = Ah(vh) , on aurait :
0= s(uh , vh) >0
ce qui est impossible.

Montrons que les opérateurs A;l sont stables, c'est-i-dire que pour tout ¢ ,

i1l existe indépendant de h tel que, si u, = A;l(fh) et v, = A;l(gh) :

"
(3-10) Ilfh - ghl|¥h € n, entraine que ||uh - vh||h $e;

Supposons que S. soit vérifiée.Alors :

1
lopuy > v | = 1(Ey = gy uy = vl <onglley -y
ce qui implique que ||uh - vhllh § € . (en prenant n; = n).

Supposons que 82 soit vérifiée et montrons que les A;l sont stables sur les

boules de rayon K donné dans VQ .

D'aprés S, ii) , on sait qu'il existe R tel que si
a5 w) = Gy s w) < gy (gl s Kl ],
on ait ||uh||h ¢ R . Donc, pour tout € , il existe n tel que
IsyCuy s vl € nyllu - v |l s2n R=n
ce qui implique, d'aprés S, i) , que ||uh - vh||h <€

Les autres assgrtions du théoréme découlent alors du théoréme 1 du §2 du n° 2-4
du §2 .
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L'inégalité (3-9) est évidente : on ajoute et on retranche 3 sh(uh . rhu) 1'ex-

pression a(u ; phvh) = (f , phvh) .

Enfin, la derniére partie du théoréme résulte du théoréme 1 du §1 .

REMARQUE 3-1.

La condition 52 ii) implique en particulier que les opérateurs Ah sont sur-
jectifs (cf. J. LERAY - J.L. LIONS [1] par exemple), si les espaces Vh sont de

dimension finie. Si la condition 52 est satisfaite, et si l'opérateur A est
borné et continu de V fort dans V' faible, on en déduit que 1l'opérateur A est

bijectif (cf. n® 3-4 , théoréme 4 du §3).

L'opérateur A est bijectif (mais A_l n'est plus continu et les A;l ne sont

plus stables) si 1'on suppose seulement que s(u , v) > 0 (cf. n® 3-5).

Nous allons maintenant donner deux exemples de classes d'opérateurs A véri-

fiant les conditions de stabilité S et S

1 2"

EXEMPLE 3-1. OPERATEURS LINEAIRES COERCIFS.

Supposons que les formes ah(uh R vh) et a(u , v) soient sesquilinéaires et

globalement coercives :

(3-11) 1I1 existe c > 0 tel que lah(vh s vh)| > cllvhllg pour tout v, €V, .

On sait alors (cf. Appendice ) que les opérateurs Ah sont des isomorphismes
de V sur V' . Il est clair, d'autre part, quE les conditions de stabilité S

h h
et S2 sont vérifiées puisque :

1

Ity > vl = lagtay = vy uy = vl > el = vl

On en déduit le :

COROLLAIRE 3-1.

S{ Les fommes sesquiliniaires ah(uh > V) sont globalement coercives et con-
sdstantes a une forme sesquilinéaire a(u , v) coencive, Les solutions w ~con-
vergent discnetement vers La solution u 84 e(f , £) tend vers 0 . Les emrewns
discnites vinigdent L'inégalite :

(3-12) lu, = roull, < L () + e, £))

Sous des hypothéses légérement différentes, le corollaire 3-1 a été démontré
dans J. CEA [1] .
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Supposons que V soit un espace de Hilbert contenu et dense dans un espace de
Hilbert H , et soit A= {V , H, a(u, v)} (cf. Appendice ) 1' isomorphisme du
domaine D(A) , muni de la norme du graphe [u] = ( |u|2 + |A I ) 2 , sur H .
Nous allons approcher discrétement u = A-1 f dans D(A) 1lorsque f appartient
a H.

Nous supposerons pour cela que les espaces Vh sont de dimension finie.

On considére les normes suivantes sur Vh .

Y
(3-13) | u |h = (uh s uh)hz ; [uh] = ( |u '2 + |Ahuh|2 ’/2

La norme [hh]h est la norme du graphe de 1'opérateur Ah .
THEOREME 3-2.

Supposons que £es 4oumes ay (w5 v) et a(u , v) sodent globalement coerci-
ves et que

’

!, i) Iuhlh k”“h”h ; k 4Andépendante de h .

) g o= suplv |h la(u , PV W - ah(rhu y vh)|
ii

(3-14) tend vers 0 avec h powr tout u e D(A)

<

|

111)(& fel,elf, £) = suplth; [CE 5 ppvy) = (B s vyl
ﬁx tend vers 0 avec h

Les solutions wu,_ du probfeme P
[“h]h ;

(3-15) [u, - rpul, <k Cy (h) + 8(F, £) tend vers 0 avec h:

convergent discritement vens u pour £a nowme

=

h

Remarquons tout d'abord que sous les hypothéses du théoréme 2 du §3, les inéga-

lités suivantes sont satisfaites :
-1

i) v, (h) < kw(h) ; e(f, £

(3-16)

<k e(f , f

W W

La convergence discréte dans D(A) entraine alors la convergence discréte

dans V .

Tout d'abord, il résulte de (3-16) et du corollaire 3-1 que u, converge dis-

crétement vers u dans H puisque :

]u‘ - rhulh < k2 c 1

N (o ) + eCE, £))
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Montrons ensuite que :
la, (w, = rpw)ly € O () + ECE, £)
En effet :
|4y, (o, - 'h“)li = a(uy - ru s, A @ -nw ) =
= (fh , Ah(uh - rhu) )h - (£, P, Ah(uh - thu) ) +
+a(u, pp A (y -ru) - a (ru, A(y -ru)

 CEE, £) + 3, ) | @ - rwly
st k= /K2 ¢l 41, onen déduit 1'inégalits (3-15).

REMARQUE 3-2.

En fait, le théoréme 3-2 est un corollaire du théoréme 2-1 du §2 n°® 2-4 , puis-
que (3-14) ii) exprime la consistance des opérateurs Ah i3 A et puisque les opé-

rateurs A;l sont stables au sens suivant :
_ S
[t g1, < klf |, ; k, = /1vk

D'aprés le théoréme 1-1 du §1 , la convergence discrite dans D(A) entraine la

convergence forte dans D(A) si :

D op VyCo@ 5 ppu s lwly o (A e | s lage ]y
(3-17)

ii) 1lim Ilu - phrhuIID(A) = 0 pour tout u de D(A) .
h=0

REMARQUE 3-3.

Puisque les espaces Vh sont de dimension finie, il existe une constante S(h)
telle que :
(3-18) ||uh||h < S(h) luhlh , lim S(h) = + =

h=0 .

Supposons que les opérateurs Ah soient stables, c'est-d-dire que :
(3-19) Iah(uh , vh)l < Mlluhllh I]vhllh ; M indépendante de h .

On en déduit les inégalités :

D fdy € @+ 14D% s@llu 1y 5 SO ully ¢ lugly € SO u (],

(3-20) é . .
LoD B, €S v ) 5 (L £) € S e(f , £)
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EXEMPLE 3-2.

Considérons des formes bh(uh H vh s wh) sur Vh , linéaires et continues en

v, et ¥, 3 supposons qu'il existe ¢ >0 ,L >0 et p >0 tels que :
2

1 by vy, v 2ellvlly st [yl e
(3-21)

1) bl 5 v, wp) = by (2, v, w | s Lllud - w21 Ty w1
et considérons la forme a, (w5 v) suivante :
(3-22)  a (u 5 v) =by(u 5w, V)

Si p <c I._1 , les conditions S1 et 52 de stabilité sont vérifiées sur les
boules Bg de rayon p puisque, d'aprés (3-21) :
2

(3-23) (c-Lo) |fu - vlly < 8w » v)

On déduit alors du théoréme 3-1 le :

COROLLAIRE 3-2.

Supposons que ||£,]],, < R < ALl que ||rhu||h < ||ul| et que Les for-

mes a(u ; v) et ah(uh ; vh) vinigient (3-21) et (3-22) . 1L existe alons des

sofutions uniques u et u des problemes P et P virnigdant :

(3-24)  ||u - rpull, < (e -L 0L ¢ vo(h) + e(f, £))

Remarquons tout d'abord que si une solution u du probléme Ph existe et que

| -1
si 'lfhllxh < R, alors Iluhllh §p =c R puisque

(3-25)  cflu |12 € b 5w 5w s (5, w) < Rllwll,

I1 en résulte donc que si les solutions u et u existent, et si

1

p=c R<c L—1 , le corollaire 3-2 résulte du théoréme 1 du §3 et de (3-23) .

L'existence des solutions des problémes P et P_ a été démontrée par J. CEA [3]:

h
La méthode itérative :

n-1 n - . o
bh(uh L vh) (fh , vh)h pour tout v, € Vh H |luh|| gp

qui définit u; a partir de u:-l comme solution d'un probléme linéaire est con-
vergente. Ce résultat est un cas particulier du théoréme 4-2 du §4 que nous démon-

trerons.,
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3-3. APPROXIMATION PAR LES RESTRICTIONS D'UN OPERATEUR. - ETUDE DE L'ERREUR.

Nous allons &tudier 1'approximation d'un opérateur A par ses restrictions et
dégager un certain nombre de résultats supplémentaires que l'on obtient dans ce cas
concernant en particulier le comportement de 1'erreur.

Nous supposerons que :
Les espaces Vh sont de dimension finie, les prolongements Py, injectifs
(3-26)

et les approximations Ah(V) convergentes.

Nous prendrons alors :

£ [l = Hegu, |
(3-27) ii) (fh . vh)h = (f , phvh) (i.e. : fh-r: £ ou encore e(f , fh)= 0)

1) a (w5 v) = alpu 3 pvy)

Remarquons que sous ces hypothé&ses, la convergence discréte dans V entraine
la convergence forte (théoréme 1-1 du §1) et que la forme ah(uh R vh) définie par

(3-27) iii) est associée i la restriction r; Ap, de 1'opérateur A (d'aprés
(3~-3) et (3-5) ). D'aprés (3-26), on sait que ces restrictions A, = r: A p, sont

consistantes 3 A .

Si la forme a(u ; v) vérifie 1'une des conditions S1 ou S2 , les formes
. ety . . -1
ah(uh Y vh) les vérifient également, si bien que les opérateurs Ah sont stables
(lorsqu'on les suppose surjectifs). On déduit alors du théoréme 3 - 1 que £es ay-
potheses (3-26) et (3-27) Lmpliquent La convergence forte des solutions u,_  des

h
problemes P, (Lonsqu'elles existent) verns La solution u du probléme P .

h

1L en nésulte donc que La donnée d'approximations Ah(v) vl fiant (3-26) per-
met de construirne des problLemes approchés dans des espaces de dimension finie, dont
Les solutions sont convergentes.

Nous allons étudier 1'é@valuation du comportement de l'erreur entre les solutions

u et u  pour certaines classes d'opérateurs.

EXEMPLE 3-3. CAS DES OPERATEURS LINEAIRES COERCIFS.

Supposons que V soit un sous-espace dense d'un espace de Hilbert H et consi-

dérons le triplet A ={V , H, a(u, v)} (cf. Appendice).

Si les restrictions r

h sont linéaires, nous poserons :

(3-28) vy(h) = sup ||u||"1 llu - p.r,u [ 5 Y.(h) = sup u |“1 *||u~p, r u
ueD(a)  0W) n7nt! " ueD(A&)ll Hpaxyllu-pyryul|
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Nous allons étudier le comportement de l'erreur u - PLY, dans les espaces V ,

H et dans les espaces d'interpolation S(8 ; V, H) entre V et H (cf. Appen-
dice )

THEOREME 3-3.

SL La forme a(u , v) est sesquilinéaine, coercdve et continue et 84 Les hypo-
thises (3-26) et (3-27 ) sont satisgaites, AL existe une condtante H. dAndépendan-
Ze de h telle que

1

6
3-29) |]u - phuhlls(e 5V, H) < Ml ¥, (h) | Ju - phuh|‘ ; 058 <1

Side plus feH , alons u appatient a D(A) et

\ i) HU - phuh” < C—l M y(h) 'lullo(A)
(3-30)

/

i) v = ppupllsee vy, gy €My 7 v, m°

%

* *
Posons pour simplifier ¢ =u - PLY, Th =1 - Py » Th =1- P, Ty

On remarque alors que :
»
a(eh , V) = a(eh , Th v) pour tout v e D(A)

Donc les erreurs € = U T PV vérifient :

€ = A—1 T; Ace

h h

Mais A est un isomorphisme de V sur V' , de H sur D(A“)' et par suite,

de S(6 ; V, H) sur S(8 ; V', D(A“)'). D'autre part, T: est un opérateur de

V' dans V' avec une norme égale 3 1 , de V' dans D(A*)' avec une norme éga-

le 3 Y*(h) d'aprés (3-28), donc de V' dans S(6 ; V', D(A“)') avec une norme

égale a Y"(h)e .

Donc A—1 T: A est un opérateur de V dans S(6 ; V , H) avec une norme égale

2 M y,m°, d'en (3-29).

Nous sommes donc ramenés 3 &tudier la norme de l'erreur u - PpYy dans 1'espace

V . Mais puisque
aCu - Ppth > U 7 PpY%, ) =aCu- Pt » ¥ 7 phrhu)
on en déduit que :

-1
(3-31) ||u - phuhll sc  M||u - phrhu||
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Si f e H, on sait que u appartient 3 D(A) , 1'inégalité (3-30) i) résulte
alors de (3-31) et de (3-28) et 1'inégalité (3-30) ii) résulte de (3-29) et de
(3-30) 1) .

REMARQUE 3-4.

L'inégalité (3-31) est vraie, quelle que s04it {a restriction r

non. On peut prendre en particulier pour restriction r

h* linéaire ou

h la restriction de

Tchebychev (cf. §1 , n°® 1-9) (proposition 1-6) qui minimise Le second membre de
L'inggalité (3-31) : on en déduit que £'emreur ||u - phuhll est de £'ondre de La
meilleurne approximation de La solution u par Les elements de p. v, -

Dans le théoréme 2 du §3 , pour 6 = 1 , on obtient

(3-32) |u - phuhl.sl‘f1 Y“(h)Hu - phuh||s M3 v(h) v, (h)

EXEMPLE 3-4 (cf. Exemple 3-2)
Supposons que a(u ; v) = b(u ; u, v) ol la forme b(u ; v , w) est linéaire
et continue en v et w et ol :
1) b ; v, v) >cl||v]]|? si  ||ul| <o
(3-33) 1) |Gl 5 v, w) -b@?; v, w|eLl|ul-u2]] [|v]] []w]]

i1i) |b(u 5 v, w| s M) ||v]|| ||w]]

Considérons alors 1'équation :

(3-34) ah(uh s vh) = b(phuh 3 PRy, 5 phvh) = (f , phvh) pour tout v, de Vh .

PROPOSITION 3-1.
S p<e Lt , Les eveuns u - PhY, entre Les solutions u et w vini-
glent L'inégalite :

(3-35) |Ju-pu |l ¢ (c- L) M@ + Lo) ||u - pyryul|

On remarque en effet, en utilisant les équations que :
b(u; u=-pu ,u=-pu)=blu;u;u-pru-blpy 5Py ,u - pru)
+b(pyuy 5 PLy, > U - ppy) - b(u ;s ppu , u-pu ).

En utilisant (3-33) et le fait que ||pyu || < ¢ R=0 . on en déduit 1'iné-
galité :
(e -1o) |lu-pull?s M@ + L) [|u-pull [lu-prull
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EXEMPLE 3-5. : ETUDE DE L'ERREUR LORSQUE A EST NON LINEAIRE :
PROPOSITION 3-2. |

Supposons que (3-27) soit vinifide. Les emreurs u - PLY, virnigient L'inégalite
(3-36) s(u; pu) < | {aQu) - A(phuh)||“ [u - phrhull

S{ A est un optrateur Hb'ld@u',en, on en déduit que :

s(u ; phuh)

N Y < M”u - phrhu”
[Ta - pu |

EXEMPLE 3-6. RESTRICTIONS D'OPERATEURS DIFFERENTIABLES DE V DANS V'

Nous allons montrer que les restrictions r; A Py d'un opérateur différentia-
ble A vérifient, sous certaines conditions, les hypothéses du théoréme 2-2 du §2
n® 2-7 .

Supposons que 1'opérateur A soit différentiable sur une boule U de rayon

p+ede V.

PROPOSITION 3-3.
Supposons que £'opérateur A 804t borné, que sa différentielle s0it bornle surn
U et que :

-1
lim su| [Iv]]7 ) |wCu 5 v)]|, =0
lIvlf=0  Ilulleo "

Supposons qu'il existe u  de U zel que IIrhuoll s p et tel que :
(A (pyriu) v, v) > cllvl]|2 ; ¢ >0 Jindépendante de h .

Supposons enfin que (3-26) et (3-27) alent Lieu et que Les restrnictions T,
sodent stables. 1L existe vy tel que Les solutions u et w des équations :
a(u; v) = (f,v) ; alpy ,ppvy) = (£, pvp)

existent dans un voisinage de u et de ru 44 1€ - £l < v . De plus,
Ppuy, Converge vers u dans Vv .

En effet, si 1'opérateur A est différentiable, sa restriction r; A Py est

également différentiable et :

» i » %, %
Th Alppuy + ppvy) = 1y Alpup) + 1 DAGR U Py ¢y w(ppuy 5P vy)
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Puisque *

2 .
Ay ru I v, 5 pvy) > cllpv | 5 c>0.

- * I
les différentielles DAh(rhuo) =y DA(phrhuo)ph sont inversibles et leurs inver-
ses sont stables.

L'opérateur A é&tant en particulier continu sur U , la consistance des res-
trictions r; A 128 3 A est satisfaite. La proposition 3-3 est alors un corollai-
re du théoréme 2-2 du n°2-7 du §2.

Si 1'on prend u, = 0 , il suffit de supposer que :

(DA(0) v , V) > c||v]]? ; c>0.

3-4. APPROXIMATION PAR LES RESTRICTIONS PARTIELLES D'UN OPERATEUR A .

Lorsque 1'opérateur A = E Aqr est la somme d'opérateurs Aqr , nous cons-
q,r
truirons des opérateurs Aqr dans des approximations partielles de 1l'espace V .

Nous n'utiliserons pas de prolongements de V dans Vh , (nous n'aurons donc pas
de notion de consistance), mais nous aurons un résultat de convergence sous des

hypothéses moins fortes.

Supposons que l'espace V soit un sous-espace fermé de l'intersection d'une
suite finie d'espaces Vr , que nous supposerons, pour simplifier, contenus et den-

ses dans 1'espace Vo .
Considérons des formes a(u ; v) .sur V x V de la forme suivante :

a(u; v) = ) aqt(u 3 V)
q,r
oli les formes aqr(u ; v) sont définies sur Vq x Vr , linéaires et continues sur
Vt par rapport 3 Vv .

Donnons-nous des approximations partielles (§1 , n°® 1-4) des espaces Vr dans

des espaces de dimension finie V

T
ApVp) = (Vo Vs pp s 1)

h

et nous supposerons que :
2. ¥
( 1) Il"hllh = (] ||P; “hII:) 2 est une norme de vy
(3-37) r

ii) les approximations Ah(vr) sont convergentes.

Si feV' , f s'écrit (de maniére non unique) :

f=)f ; f e V'
r r
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Nous considérons le probléme approché Ph suivant : P

- s = q . of = - r
(3-38)  a (uy 5 vy) qzr 3r®h Y 5 PR VR) = (B )y 12, (Ep » oy W)
Nous dirons que la forme ah(uh , vh) eSt la restriction de a(u ; v) dans les

approximations partielles Ah(Vq).

Nous allons démontrer le :

THEOREME 3-4.

Supposons que
( i) Pour tout e > 0, &€ existe n > 0 tel que

2 .
Ul = v I »e entraine que | ] SqrlUr > vl 2
r q,r

ii) Pour tout K , i€ existe R 4el que
_ 2 2 - 2 yz
(3-39) E_HurHr % R?  entraine que q)_‘r aqr(uq yu) > K(E HurHr)

iii) sup la _(u, v)| < c||v]l
llul| <este 9% r

iv) aqr(u , V)  est continue sun Vq par rapport a u .

Si £'hypothese (3-37) est vernifdiée, Les solutions u du probleme Py existent

sont uniques, et convergent vers La solution u du probleme P au sens sulvant :

(3-40) [ llu-pf ull? tendvers 0 avee h .
. .

REMARQUE 3-5.

On peut, dans le théoréme 4 du §3, affaiblir 1'hypothése (3-39) iv) et renforcer

1'hypothése (3-39) i) en les remplagant respectivement par

(3-39)' i) : Pour tout € > 0 , il existe n > O tel que Ellur - vrlli 2 €

>
entraine Z sqr(ur R vr) 2n
q,r

(3-39)"' iv) Alim aqt(u - Auo , V) = aqr(u , V) pour tout v fixé._
+ 0

-

On verra dans la démonstration que 1l'hypothése (3-39)' iv) sert 3 montrer que la
limite u, d'une suite est solution de 1'&quation. L'hypoth&se (3-39)'i) impli-
quant que les opérateurs sont monotones, le procé&dé de MINTY (cf. n° 3-5) permet

d'aboutir au méme résultat sous 1'hypothése (3-39)' iv).
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Démonstrhation du théonéme 4 du §3 .

Remarquons tout d'abord que les opérateurs Ah vérifient la condition de stabi-
1ité S2 d'aprés (3-39) i) et ii). D'aprés la remarque 3-1 , les solutions W e
xistent et sont uniques. De plus, de (3-39) ii) résulte que :

2 2
Hup G, = Z ey wll, < este.

En effet, si on fait Vp T Y, dans (3-38), nous avons :

Si ||uh||h tendait vers 1'infini, il en serait de méme de ll“hll;I a, (v, u)
d'aprés (3-39) ii) , ce qui contredit 1'inégalité précédente.

On peut donc extraire de h une sous-suite (encore notée h ) de h telle que
(par définition des approximations partielles)
r
lim Py Y, T Uy dans Vr faible, pour tout r .
h=0
En fait, on déduit de (3-30) i) et iii) que p; u, ~converge fortement vers u,

dans Vr puisque :

r r r r
q,r Sqr(Ux » Py uy) = qzr 3t > U TRy ) * Z (£ 5 Py Uy = Py TR+
’ ’

q r -
+ qzr aqr(ph U P TpU u,)
id

Donc, pour tout € > 0 , il existe n et h assez petits tels que :

lqzr Sqr(e » Py )| <
’

ce qui entralne que z ||u* - p; uhlli <€
r

On déduit alors de (3-39) iv) que u_ est solution du probléme P en prenant

vV, = T

h v dans (3-38). Cette solution &tant unique, on en déduit (3-40).

h

Les hypothéses (3-39) sont vérifiées en particulier si (cf. exemples 3-1 et 3-3,
3-2 et 3-4)

a) - Les formes aqr(u , V) sont sesquilinéaires continues sur Vq x Vt et véri-

fient :

2 .
(3-41) ] a (@ ,v)zc] |lul]l .
r 9T ¢ 11
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b)-a(u;v) =bu;u,v)= 7§ Bars(¥ 5 45 V)
q,T,s

oli les formes b sont définies sur V_x V_ x V_ et vérifient :
qrs q r s

. 2
i) rzs bqrs(u 3V, vs) 2> c Z Hvrllr
(3-42) >
)
ii) Ibqrs(u ;v

sV b, vl et = w2l vl

r qrs r

On prendra alors :

q . T s
DR ML L

et les conclusions du théoréme auront lieu si :
Hell, s s 2Lt
Les applications des résultats du début de ce paragraphe sont exposées au n°® 4-2
du §4 du chapitre II.

3-5. APPROXIMATION FAIBLE DES OPERATEURS MONOTONES.

Le théoréme 1 du §3 assure l'unicité des solutions du probléme P sous des hy-
pothéses assez fortes pour entrainer en plus, la convergence forte des solutions
des opérateurs approchés. Sous des hypothéses moins fortes, J. LERAY et J.L. LIONS
[1] , F. BROWDER , G. MINTY , V. VISIK ont démontré un théoréme d'existence. Nous
allons obtenir dans ce cas la convergence faible des solutions des problémes appro-
chés : nous supposerons que ces opérateurs sont monotones, coercifs, bornés et con-
tinus des droites de V dans V' faible. Nous utiliserons ce théoréme au n° 4-3
du §4 du chapitre II.

THEOREME 3-5.

Sous Les hypotheses suivantes :

(3-43) A est boanég et 1lim a(u - A w ; v) = a(u ; v)

A=0
1) 8 (u ,v) 20 (5(u,v) >0 (monotonie)
(3-44)
i1) lim IIuhH;1 a (u , w) == (coercivite)
PRI
1) Les espaces v, éont de dimension finie, Les prolongements p, 41a-
-(3-45) bLes, Les approximations Ah(v) convengentes.

i1) 1lim wu(h) =0 lim e(f , fh) =0
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On peut extraire de La suite Py, wie sous-suite faiblement convergente vers
wie sofution u, du probleme P .

REMARQUE 3-6.

Si 1'on suppose que sl(uh . vh) >0 et s(u, v) >0 . les solutions u et

u des problémes P et P_ sont uniques. Le théoréme 3 - 5 implique alors que

h

P u, converge faiblement vers u .
DEMONSTRATION.

Tout d'abord, ||phuh|| est borné d'aprés (3-44) ii) : si ||uh|]h tendait

vers 1l'infini, on aurait :

O | T ] A R R AT N TR ¢
o = =

ce qui est contradictoire. Désignons par u, la limite faible d'une sous-suite ex-~

traite encore notée et montrons que u_ est solution du probléme P .

L x
Nous avons, s» v est un élément arbitraire de V :
0 < s,n(uh R rhv) = (f , ph(uh - rhv)) - a(v ; PpY, phrhv) + a(v ; ph(uh - rhv))
- ah(rhv s U rhv) + (fh > Uy - rhv)h - (£, ph(uh - rhv))
Nous pouvons donc passer 3 la limite ol nous obtenons (d'aprés (3-45) ii) ) :

0« ;ig Sh(uh . rhv) = (f - A(v) , u, - v)

Nous utilisons maintenant un procédé dii 3 G. MINTY :

Soit A >0 et w un élément arbitraire de V ; posons v = u_ - A w. On dé-

duit alors de 1'inégalité précédente que :
(f - A(u* ~Aw) ,w) 30 pour tout w fixé dans V .
Faisons tendre A vers O . D'aprés (3-43), nous obtenons :
(f - A(ux) 3 W) 20 pour tout w dans V .

Cela entraine que A(u)) = f , ce qui achéve la démonstration du théoréme.

APPROXIMATIONS PAR LES RESTRICTIONS PARTIELLES DE A (cf. n°®3-4).

Supposons que les conditions (3-37) et (3-38) aient lieu et que

(3-46) 1) sup la _(u; v)| < cllv]]
lullgen % r
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ii) ;ig a t(u - AV i W) = aqr(u , W)
. L2 -1/2
) 1ii) lim CY Hu Ji% Y a _(u ,u)=w
(3-46) ¢ Uluql (21=°° g ¢4 gr T 9T

} iv) ; s (u ,v.) 20
; 0.r qr° q r

PROPOSITION 3-4.

Sous Les hypotineses (3-37), (3-38), et (3-46) on peut extraire des sous-suites
de pg u, convergeant jaibLement vers une sofution u, dans Vq pour tout q .

La démonstration est analogue 3 la précédente. On &établit tout d'abord que

2
||uh|]§ = ) Ilpg uh||q est borné. Par définition, des approximations partielles
q

(§1 , n° 1-4), il existe alors un é&lément u, de V tel que u, = lim pg v, dans
h=0

V_ faible pour tout gq . On utilise enfin le procédé de Minty pour montrer que u

est solution du probléme : si v est fixé dans V , alors :
q . oF - - . pf -
0 < qzr aqr(ph U 5Py Uy v) aqr(v I N v)
Puisque Z aqr(pg u s p; uh) = Z (fr . p; uh) , on en déduit, par passage 3
q,T r
la limite, que

Er (fr - Aqr(v) » u, - V) 20 pour tout v de V.
q,

I1 en résulte alors, comme précédemment, que

3-6. APPROXIMATION DES SOLUTIONS DEFINIES PAR LE LEMME DES PROJECTIONS.
Rappelons 1'énoncé du lemme des projections, qui est un critére permettant d'af-
firmer qu'un opérateur linéaire est surjectif. (cf. J.L. LIONS , [1] , chap. 3).
Nous nous plagons dans la situation suivante. On se donne
a) un espace de Hilbert V , muni du produit scalaire < u,v > et de la norme

ull,

b) un espace prehilbertien ¢ , contenu dans V avec une topologie plus fine, mu-

ni du produit scalaire ((( ¢, ¥))) :
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HNelly < klllelll = o, 1%

c) une forme sesquilinéaire E(u , ¢) sur V x ¢ vérifiant :
i) u -+ E(u, ¢) est continu sur V

(3-47) 2
11) Re E(¢ , ¢) > c||[e¢]]] ;i e>0 K )

d) une forme F(¢) continue sur ¢

On considére alors le :

PROBLEME P. Chenrcher u dans V vérnigdant :

(3-48) E(u , ¢) = F(¢) pour tout ¢ de ¢ .

Le lemme des projections affirme alors qu'il existe au moins une solution u du

probléme P (cf. démonstration du théoréme 3-6 ).

Donnons-nous des approximations Ah(V) et Ah(¢) des espaces U et ¢ :

H AWM=V, V ,p )
(B-49) | i) A@ = (e, 0 ,p s ) ; % CU

iii) ||¢h|lh < k|[|¢h||lh pour tout ¢, de &

Donnons ensuite des formes Eh(uh , ¢h) sur Vh x ¢h telles que

i) > E ( , &) est continue sur V
(3-50) YT Rty 0 % h
ii) Re Eh(¢h ’ q)h) 2 CIlI‘th'“h 5 c>0.

et des formes F_ sur ¢  telles que |Fh(¢h){ < C1|'|¢h|||h

Considérons alors le :

PROBLEME P, . Chercher wu =~ dans Vh veriglant :

(3-51) Eh(uh » 0p) = FL(o) pour tout o de L
I1 existe au moins une solution uy du probléme Ph .

Remarquons aussi que les formes Eh(uh . ¢h) = E(phuh . ph¢h) vérifient (3-49) si

Hoglly = Hegonll e [logl11, = [lpye,lll -
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THEOREME 3-6.

Sous Les hypotheses (3~47) a (3-50) , 4L exdiste des solutions particulines du

probleme P, Zelles que :
(-5 |leyu |l < ullIF |11, (stabitite)
SL
1) 1im sup |[le,|[1;" [EC, po) - E (rpu» )] =0
(3-53) h=0 ¢, :
i1) 1lim sup |||¢h|||;1 |Fh(¢h) - F(ph¢h)| =0
h=0 ¢,

Les solutions u ~convergent discrnitement vens une solution u du probleme P.

R
i) lim sup lluhH;I [ECppu, » ) - E (u , s,0)| =0
h=0 i
(3-54) ( i1) lim |F(¢) - F, (s, 0)| = 0
h=0
i) |ppu ey llu Ml 5 IRl <M,

On peut extraire une sous-suite de Py, Cconvergeant faiblement vers une solu-
tion u de E .

Nous allons tout d'abord établir (3-52) . La forme Eh(uh . ¢h) étant continue
par rapport a u s elle définit un opérateur Ah de @h dans Vh (identifié a

son dual) par
(3-55) Eh(uh ’ ¢h) = < uh ) Ah¢h >h H uh € Vh .
Posons Vh = Ah ¢h .

On déduit de (3-50) ii) que Ah est injective et que A;l , définie de ?h sur
¢ , est continue : en effet, si b, = Ah ¢h ,

2 ~1 2
clla 1112 = el [1aY wl112 < Re B (o » )
= Re < ¢h ’ A-h °h>h‘< Iloh“h I'whllh

d'oti 1'on déduit que si. A o= o, by = 0 et
-1 -1
(3-56)  [[[ag" ey llly < ke oy [y

L'opérateur A;l se prolonge par continuité de 1'adhé&rence ;L de ?h dans
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Vh . Puisque Vh est un espace de Hilbert, il existe un projecteur orthogonal

LS de Vh sur VY de norme 1 .

h ’
On pose alors, si $h est le complété de ¢h :
* -1 L] -1
(3-57) T =A T |||Th vh|||h skc ||th|h .

D'autre part, 1l'équation (3-51) s'écrit :

<u o, v, Fh(A;I v,) pour tout v, de ¥ .

Donc toute solution de 1'équation :
(3-58) <w , v > = Fh(A;1 ™ V) = Fh(T; v,) pour tout v, de | est en par-
ticulier solution de (3-51).

1'adjoint de T

En désignant par T h

h , on en déduit que

(3-59) u = Th Fh dans Vh

est une solution particuliére du probléme Ph . La norme de Th étant bornée, on
en déduit (3-52).

Considérons la solution u=TF dans V du probléme P . Les erreurs discré-

- 'z .
tes u - ru vérifient 1'équation :

(3-60)  E (w - ru, ¢) =G ()

ol

G (o) = Fp(8) = Flpy ¢) + ECu, py ) - B (ryu, &)

Les hypothéses (3-53) entrainent que |||Gh|||h tend vers O , ce qui implique
que :

lluh - rhullh = ||'I‘h Ghlrh <€ M|||Gh|||h tend vers O avec h .

Supposons (3-54). Puisque IIIFhIIIh est borné, ||uh||h 1l'est également, et

par suite llphuhllh est dans un borné de V . On peut extraire une sous-suite

faiblement convergente vers u  dans V. Puisque :
E(ppuy » ¢) = E(ppu  ¢) = E (uw , 5 ¢) + F (s ¢)

On en déduit que E(u* , ) = F(¢) pour tout ¢ de ¢.

Nous donnerons des applications de ce numéro au n® 5-3 du §5 du chapitre II,

pour construire des schémas 3 plusieurs niveaux des équations paraboliques.

§4. APPROXIMATION DES SOLUTIONS DES INEQUATIONS VARIATIONNELLES.

On définit ‘au n°® 4-1 le probléme et on établit au n® 4-2 plusieurs résultats
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d'approximation.

On suppose connu le §3 dans son ensemble. Les applications de ce numéro sont ex-
posées au n°® 4-4 du §4 du Chapitre II .

4-1. POSITION DU PROBLEME.

Donnons-nous un ensemble convexe fermé K de V (réel) et une forme a(u ; v)
sur V x V 1linéaire et continue en v . Si f appartient 3 V' , on considére

dans ce paragraphe le :

PROBLEME P .

Chercher u dans K solution de £'ingquation variationnelle

(4-1) a(u;u-v) < (f,u-v) pour tout v de K.

Si K est un cone convexe fermé, 1'inéquation (4-1) est équivalente 3 :

i a(u ; v) = (A(u) , v) > (f, v) pour tout v de K.
4-2)
La(u;u)“(l\(u) y u) = (f , u)

Si K est une variété linéaire affine de V , 1'inéquation (4-1) est une équa-

tion. Si K =V , on retrouve les problémes abordés au paragraphe précédent.

Si la forme a(u , v) est bilinéaire, symétrique et coercive et V un espace
de Hilbert, la solution u est la projection de f sur le cone K (lorsque V
est muni du produit scalaire a(u , v) ) ou encore 1'élément u qui minimise la

fonctionnelle a(v , v) - 2(f , v) sur K.

Si la forme a(u ; v) n'est pas symétrique, le théoréme d'existence d'une so-
lution u est di 3 G. STAMPACCHIA [I] [2]. Si la forme a(u ; v) est monotone,
coercive et bornée, le théoréme d'existence a été démontré par P. HARTMAN et
G. STAMPACCHIA [1] .

Donnons-nous maintenant des approximations Ah(V) de V , une forme ah(uh 5 vh)

sur Vh , et un ensemble convexe fermé Kh de V. . On considére le :

h

PROBLEME Ph .

Chenchen u dans K so0lution de L'inéquation variationnelle :

(4-3) ah(uh 3oup - vh) € (£, u - vh)h pour tout Yh de K .
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Rappelons que nous avons posé :

-1
e(f, £) = sup Hvp g™ TG ppvp) = (6, 5 v
h

v, () = Sl;p ||vh||;l1 laCu 5 ppvy) - g (ru 5 vl
h

Spluy 5 V) = (5w - v - g (v sy - v
4-2. THEOREMES DE CONVERGENCE.

THEOREME 4-1.

Supposons que Les problemes P et P, admettent des solutions dans

h
kK’ = KN B(p) et xﬁ = KN B, (p) nespectivement, od B, (p) est £a boule de na-
yon o >0 .

Supposons en outre que

4-4) p, K, CK 5 1 KCK

Les erreurns discrites véirnifdent Les Lnégalités
sh(u.h , rhu) < (wu(h) + e(f , fh))lluh - rhullh + ||f - A(u)||“ [u - phrhull

SL Les opérateuns Ay viniflent La condition de stabilite S'z

i) Pour tout € , AL existe n tel que IIu.h—thIh>,e entraine
sh(“h , vh) 2N

1L existe u ~ dans K’ tel que :

(4-5)
s (0w , r u)
ii) lim —h~-u—h-—~~h-~°—— o uniforumément en h .
o1y > = Tl = =, ull
et &4
(4-6) lim e(f , £) =0 ; lim ¥ (h) = 0 pour tout u de kP
h=0 h=0 Y
@7 i |lpyre - wll =0 s Loyl < ullull,

Les solutions u du probléeme P
u du probleme P .

h ot uniques et convergent verns La sofution
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DEMONSTRATION

Puisque d'aprés (4-4) , rue Kﬁ et puw eK, on déduit (4-5) de 1'inégali-

P

té :
Sh(uh » ru) € alu ; p(y - ru) - a (ryu; u - ru
*Ep wy -y - e Gy - oppru))
+ (f, u- phrhu) - a(u ; u - phrhu)
Puisque, d'aprés (4-1) et (4-3), ah(uh 3w - rhu) < (fh s Uy - rhu)h et

a(u;u—phuh)—(f,u~phuh)so

D'autre part, on déduit de la deuxiéme partie de la condition de stabilité S'

2
que
oy Iy € X
puisque, si ||uh||h tendait vers 1'infini, alors sh(uh , rhuo) Iluh - rhu°||
tendrait vers 1'infini, ce qui contredit le fait que
snluy > Tpug) € (B uy = mu) < g [l Tloy - mpu
Donc, en particulier l]uh - rhu||h est borné. On en déduit la convergence dis-

créte en utilisant la convergence discréte de fh vers f , la consistance des

opérateurs Ah i A, la convergence des approximations Ah(V) et la premiére par-
tie de la condition de stabilité S'2 . ’
De plus, les solutions u, sont uniques : sinon, si € = ||uh - vhllh #0 et

si u, et v, vérifient (4-3), on aurait, d'apré@s (4-5) :

h
0= sh(uh , vh) >n lluh - vh|lh H n>0
ce qui est contradictoire.

Si on suppose de plus que les prolongements sont stables, on obtient la conver-
gence forte de Py, vers u dans V , et par suite, l'unicité de la solution du

probléme P .

EXEMPLE 4-1. - INEQUATIONS A COEFFICIENTS LINEAIRES :

COROLLAIRE 4-1.

S Les fonmes a (u ,v) et au,v) sont bilinéaines et globalement coer-
cives, Les solutions u  convergent discenetement vers u sous Les hypotheses
(4-4) , (4-6) et (4-7) et virnifdent L'inégalite :

-8 |lu, - rullf <™t [(w“m) see, £0% 2]l - a@ll e - Ph‘h“'[l
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SL ah(uh , Vh) = a(phuh . phvh) et (fh , vh)h = (f , phvh) , Les evteuns
u - pu obéissent a a majornation :

@9 |lu-pul1® s Cl1E - Al e - pyrulD

Considérons de plus le cas ot Ah est la somme des restrictions partielles d'un
opérateur A (cf. §3 , n° 3-4). On suppose que :
a(u , v) = Z a
q,r

2
) aqr(uq yu)d 2ec Z HurHr ; c>0.

IO Iaqr(u ., v s Mllullq Hvll,

On se donne des approximations Ah(vr) de Vr dans des espaces de dimension

finie Vh telles que :
T 2. V.
i) ||uh!|h = ( E I]ph uhl’r) 2 est une norme de vy
r
ii) Si uh € Kh et si ph uh converge faiblement vers ur dans Vr

pour tout r , alors u =u appartient 3 K .

(4-10)
iii) lim |[p; ru - u|lr =0 pour tout u de K et pour tout r .
h=0

iv) r, KCk
Considérons 1'inéquation variationnelle :
q r _ A r _.r .
qzr aqr(ph U 2 Ph Y% T Py vh) < Z (fr » Pp Y, TPy Vh) PV, € Kh
’

On démontre alors le

COROLLAIRE 4-2.

Sous L'hypothese (4-10) , Les solutions u convergent verns La solution u au
sens sulvant :

2
lim ] [lu-pfull =0
h=0 h “n!'r

EXEMPLE 4-2. (cf. Exemple 3-2 du §3 , n° 3-3).

Considérons les formes bh(uh A wh) sur Vh , linéaires et continues en

vu et L/ vérifiant :

( 1) b (w5 vy s W) > cllvhll; si u  appartient 2 Kﬁ
(4-11)
{ ii) ]bh(ué ; Vh N Wh) - bh(u}?l 5 Vh N Wh)' < L”ul:'ll - ul’ZIHhHVh”hHwh”h .
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et considérons la forme :

(4-12) ah(uh 5 vh) = bh(uh L Vh)

Supposons aussi qu'il existe ug € Kﬁ tel que :
o . o . 2
(4-13) ibh(uh sup vh)l N Mllvhllh i M indépendante de v, .

On considére alors la méthode itérative suivante :

PROBLEME P: .

Chencher u: dans K verifdant :

-1
(4-14) b (up™™ 5 up L w - vp) € (§ , up - v, pown Zout v, de K .

THEOREME 4-2.

Sous Les hypotheses (4-4) , (4-6) , (4=7) ,(4-11) , (4-12) et (4-13) , &4
p<cLt [1£ H“h scp etsi O appatient & K , Les problemes P

h’ “h
et P adnettent des solutions uniques w , u et u dans K et K . Les so-
P ['M un

p convergent discnitement vers u quand h et n "1 tendent ves o .

P

u,

-2
™ = rull2 € (e =L o)™ () + e(E, £) + NLp o™?
(4-15) 1
vae - 1o e - Al Il - pyrel

oh 6=cltLopc<i

Sé us sont Les solutions de L'indquation nestriction :

(4-16) b(phus-1 ; phug $ ph(uz - vh)) s (f, Ph(u: - Vh))\i v, € K,
Les erreurns virndifdent L'inégalite :

2 +1
“U"'phu.: Hh 2(C-Lp) ”f_B(phuh’phuh)” I -phrhu'l +

(4-17) 2n

2
+ (c - Lop) N 6

Le corollaire 3-2 du §3 est un cas particulier de ce théoréme. Nous savons dé-

ja que la condition S' est satisfaite puisque :
. ) )
(4-18) sh(uh . vh) > (¢ - L p)lluh - vhllh

Nous en déduisons donc 1l'unicité des solutions des problémes PK N Ph et P .

a) LES SOLUTIONS u: .o

En faisant vy = 0 dans les inéquations (4-14) , on obtient :

ET u APPARTIENNENT NECESSAIREMENT A Kz ET A K° .
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-1 -
@-19) il < < Ig g s e =0

~

On voit donc que si ug-l appartient 3 Kﬁ , u: appartient aussi 3 . De

méme, les solutions u et u_  appartiennent nécessairement 3 K et

K
o
h K -
b) LES SOLUTIONS DES PROBLEMES P: , Ph ET P EXISTENT.
Puisque les solutions u:-l appartiennent 3 Kg si elles existent, et puisque

u: appartient a Kﬁ , les solutions o

h existent d'aprés (4-11) i) et le théoréme

de Stampacchia.
Nous allons montrer que les solutions u: convergent vers u -

Ceci résultera de 1'inégalité :

- Pl s @ e [l - W)

(4-20) N - 1
S ep+Mc L*=N" ; e=cltLp< 1

En effet, d'aprés (4-11) :

el n+l n||2 < b @ ; = n+l
i S L ' R e T A T
n n+l n

n-1 | _ _ n ., n
Sbpluy 5 uy vy o) = by Gy
-1 : +1 1 -1
T TR TS T TS i RPN TN e T TR T
et d'aprés (4-12) :
1

1 _ .,.9112 o, . 1_.0 1 _,0° 1 _ .0
clluh “hllh $by(up 5oup —w,up-w) <,y -y +
o o 1_.0 1 _,,°
+ bh(uh soup o, u uh) sM+c O)IIUh uhllh
Pour tout h fixé, on déduit de (4-20) que la suite uﬁ est une suite de
Cauchy puisque 6 = c_l Lp <1, qui converge vers un élément u de Vh , qui
est solution de 1'inéquation (4-14) puisque la forme bh(uh s Vp s wh) est conti-

nue par rapport aux trois variables.

¢) LES SOLUTIONS u: CONVERGENT DISCRETEMENT VERS LA SOLUTION wu .

En ajoutant et retranchant bh(u::_1 H us , us - rhu) , on obtient 1'inégalité :
s, (up , ru) € W (h) + e(f, £) + Lopllu - o ey, - rpul
(4-21)
s 1€ - A1, 1w = pyryull
La majoration de l'erreur (4-15) résulte alors de (4-18) , (4-20) et (4-21).
On obtient de maniére analogue 1'inégalité (4-17) dans le cas ou Ah est la res-

triction de 1'opérateur A .
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On démontre de La méme manidre fa convergence discrite des solutions u Lons-
que £'on prend pour opérateur A La somme des nestrictions partielles de £'opé-
natewr A (cf. §3 , n° 3-5 , proposition 3-3).

Nous allons &noncer un théoréme de convergence faible lorsque les formes

ah(uh , vh) sont seulement monotones.

THEOREME 4-3.

Sous Les hypothises du théondme 1 du §4 , ol £La condition S! est nemplacie

2
par La condition 55 :

i) sh(uh . vh) >0
5 1)  lim sp (s rhuo)/ oy = rpu ] ==
3 gl Iy, = =
iii) A est borné et lim a(u - A w ; v) = a(u , v)
A=0
On peut extraire une sous-suite v de £a famille des solutions u des pro-

blemes P convengeant faiblement vers une sofution u du probleéme P .

Le théoréme de Hartmann-Stampacchia entraine 1'existence des solutions des pro-

blémes P et P L'unicité a lieu si on suppose que :

h .
(4-22) s(u, v) >0 pour tout u ,vekK ; u#$v.

La démonstration du théoréme 3 du §4 est analogue 3 celle du théoréme 3-5 du §3.
On déduit de S3 ii) que ||uh||h est borné, donc que ||phuh|| 1'est également.
On peut. donc en extraire une sous-suite (encore notée) Py, qui converge faible-

ment vers un élément u, de K (convexe fermé).

Montrons que u_ est solution du probléme P . Soit pour cela v un &lément
arbitraire de K .
Puisque

0 < sh(uh , rhv) < (fh 3w - rhv)h - (£, Ppup phrhv)
+a(v s ppuy = ppryv) - g (rv 5w - 1)
+ (£, ppuy - pprpV) —alv s ppw - pyprv)
on en déduit qu'aprés passage 3 la limite, on obtient :
(46-23) Os(f,u -Vv)-alv;u -v) ; veKk

D'aprés le procédé de MINTY , u_ est solution de (4-1). En effet, soit
ve=u +A(w-u)=2Aw+ (1-XMu, , 0<X<1l quiappartient au convexe K

si w appartient 3 K.
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On déduit de (4-23) que :

A(A(ux + A(w - u“) , W~ u*) >AMEf , w - u“)

En divisant par X > O et en faisant tendre A vers O , il résulte de SS ii)
que @

(A(w) , u, -w s (f, u -w) pour tout w de K, ce qui achéve la démons-

tration du théoréme.

On peut démontrer des théor@mes analogues lorsque 1l'on prend pour opérateur Ah
la somme des restrictions partielles d'un opérateur A ou la restriction d'un opé-

rateur A .

§5. APPROXIMATION DES SOLUTIONS DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES-OPERATIONNELLES (I)

Nous approchons dans ce vparagraphe les solutions des équations différentielles-

opérationnelles linéaires du 1° ordre.

du
— (t) + A(t) u(t) = £(t) ; u(o) = u
dt

ol A(t) sont des opérateurs d'un espace de Hilbert V dans son dual, par les so-

lutions uh(t) d'un systéme d'équations différentielles usuelles :

d
;ih- (t) + Ah(t) uh(t) = fh(t) H uh(o) =up
t

ol Ah(t) sont des opérateurs d'un espace de dimension finie Vh .
Le n° 5-1 est consacré 3 quelques rappels et le théoréme de convergence est dé-
montré au n° 5-2.

Nous étudierons au chépitre II , §5 , 1l'approximation par rapport 3 la variable
t des solutions y, et (par suite) de la solution u .

Nous supposerons connus les n° 3-1 3 3-3 du §3 , les n°® 1-6 et 1-8 du §1 , et le
théoréme 2-1 du n°® 2-4 du §2 .

5-1. RAPPELS SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES-OPERATIONNELLES DU 1% ORDRE.

Nous rappelons dans ce numéro le théoréme d'existence et d'unicité d'une solu-
tion d'une équation différentielle-opérationnelle (cf. J.L. LIONS [1] ).

On se donne un triplet A(t) dépendant de t ¢ [@ . ?] (cf. Appendice).
(5-1) A() ={v,H ;alt;u,v)} ; te[o0,T

vérifiant :



¢r 1) t » a(t ; u, v) est mesurable pour tout u , v fixé dans V
(5-2) ) i1) |a(t ; u, V)]s M||u]| |lv]l : M indépendante de t (p . p)
)

( ii1) Re a(t ; v , v) + )‘!vl2 > c||v||2 51 e»0 ;3 veV

On introduit d'autre part les espaces suivants :
( V=12¢0,T ; V) ; V' = L2¢0,T ; V') ; H = L2(0,T ; H)
(5-3) 4 W={uel telles que u' = %% e V'}

i
H

L = {¢d el telles que ¢(T) =0 }

L'espace (W est contenu dans l'espace C(0,T ; H) des fonctions continues a

valeurs dans H .
On se donne d'autre part :
(5-4) fel 3oug € M ; Fa=(f, uo) e X =V'xH

Considérons les problémes &quivalents suivants :

PROBLEME P .

Cherchen u dans W vérnifiant : A u=F dansd X :

j‘t’ + A(t)u = £(t) dans V'
(5-5)

u(o) = ug dans H
PROBLEME P'

Chencher u dans V vénifdlant :

T
E(u , ¢) '_j {- (u, ¢') + a(t ; u, ¢) }dt =
(5-6) 0

T
= F@ = [ (€, e @, 000D
0

pour toute fonction ¢ de ¢ .
I1 existe une solution unique de ce probléme :

THEOREME A .
Sous Les hypotheses (5-2) , A est un {somorphisme de W sur X . La so0lution
u du probleme P vénifde L'égakité de L'énengde :
T t
(5—7)|u(:)|2 + 2 Re‘j a(s ; u(s) , u(s))ds = |u°|2 + 2 Re\)o (£(s) , u(o))ds .
0 '4

5
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REMARQUE 5-1.

On peut toujours supposer dans l'hypoth&ses (5-2) iii) que A = 0 , en faisant
le changement de fonction inconnue u“ = uext . Par la suite, nous supposerons que
A=0.

5-2. APPROXIMATION PAR DES SYSTEMES D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES :

Afin de fixer les notations et de montrer sur un exemple simple les méthodes que
nous utiliserons (cf. §5 , n® 5-1), nous allons étudier 1'approximation des solu-
tions des équations différentielles~opérationnelles par celles d'é@quations diffé-

rentielles usuelles et démontrer un théoréme de convergence forte dans l'espace W.

Nous utiliserons ici de fagon essentielle la notion d'upproxination autoadjointe
(§1 , n°® 1-6) pour pouvoir construire des approximations de l'espace W i partir

d'approximations de l'espace V .

Rappelons qu'un premier exemple d'approximations autoadjointes (approximations
de Galerkine) a été donné au §1 , n® 1-8 . On trouvera au chapitre II , §3 , n® 3-2

des exemples d'approximations autoadjointes des espaces de Sobolev H: «) .
Rappelons que (cf. Appendice)
VCHCV'
Donnons-nous des approximations autoadjointes de V dans des espaces de dimen-
sion finie Vh :
(5-8) A = (V .,V ,p o) 5 AND= (V' v ,p 1)
Nous désignerons par (uh . vh)h le produit scalaire identifiant Vh et son

dual. Rappelons que :
*
(o, » V) = (1 V) .
Posons :

- = L2 . ! = 1,2 . . = [T
(5-9) V, = L2(0,T : V Vp = L2(0,T 5 V) 5 W, {u eV, telles que u' ¢ Vo

W h

Donnons-nous une famille de triplets :
é é = = !
vérifiant les hypothéses (5-2) et Fh (fh . uoh) € Xh Vh x Vh

Considérons alors le :
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PROBLEME P, .
Chercher w dans W, verifdant Aw =F dans Xh
duy
i) — + A.n(t)uh-fh dans vh-v'h

(5-10) dt

ii) uh(o) =un dans Vh .

Puisque Vh est un espace de dimension finie et que la matrice est définie po-
sitive (d'aprés (5-3)) , v, est la solution du probléme de Cauchy pour un systéme

d'équations différentielles linéaires.

Considérons alors les solutions uniques des problémes P et Ph H

THEOREME 5-1.
Supposons que :

T 2 —1/2 T %
(5-11) lim [J |‘phvh|lhdc ‘J |ah(t jrpu o, v) - alt s, phvh)|dt =0
h=0 (o] 0

*
1) lim |ju, -r, u |, =0
h=0 oh h o'h
(5-12)

TII 12 ae)™72 ’ K¢ ( [
ii) 1lim ( PV, dt j £() ,v) -(f, ppv,)[dt =0
h=0 IO h'h''h o b h’h h'h
Les solutions w convengent alons discretement vers u dans L'espace W ¢

T
% 2 d »* 2
(5-13) mjo Ulep u = u |12+ G u - w5} de =0

et pan suite :

(5-14) 1lim  sup |r, u(t) - uw (t)]|, =0 .
h=0 te[0,T] h " h

Si L'on suppose de plus que Les approximations autoadjointes Ah(v) sont sta-
bles et convergentes, Les sofutions w convergent vers u dans £'espace W :

T 2 d 2
(5-15) 1lim { |]u- Phuhll + ||E—E (u - phuh)||“ }dt =0
o

th

‘et pan suite :

(5-16) 1lim sup_  Ju(t) - pu (t)| =0
h=0 te[0,T] b

Nous allons démontrer la convergence discréte des solutions u, vers la
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solution u & 1'aide du théoréme 2-1 du §2 , n® 2-4 .

En effet, les hypothéses (5,12) impliquent la convergence discréte de fh vers

f et de Uy, vers u donc de Fh - (fh . “oh) vers F = (f , uo) dans 1l'es-
pace Xh .

L'hypothése (5,11) implique la consistance des opérateurs Ah 3 1l'opérateur A :
En effet, puisque les approximations sont autoadjointes, nous avons :

T
- X ' —-— ' -
(5-17) ,So { (th u', vh)h (u', phvh) }de=0
- » *
et 1l'hypothése (5,11) implique que dans VQ , ||rh Au - Ahrh uHV.h tend vers O.

Il nous reste 3 montrer la stabilité des opérateurs A;l , c'est-d-dire 3 mon-

¢ 1 115,115 + lu, |2 est borng, 11 de méme de ||u |13 + ||u' |
rer que s h Vé Yon'lh est borné, en est de meme de uh Vh uy Va.

Soit uy la solution du probléme P, . Elle vérifie 1'inégalité de 1l'énergie

h
suivante :

2 T 2 T 2 2
(5-18) sup |u (e) | + j Huy ()11, dt < K(j e e g + Tugnly )
t 0 Y

(obtenue en faisant le produit scalaire de (5-10) i) par uy et en intégrant de

0O 3 t la partie réelle de 1l'expression obtenue).

On en déduit déja que ||uh|lvh est bormé.

En faisant maintenant le produit scalaire de (5-10) i) par Vh , nous obtenons :
T

T
[, @ vy gl = |Jo U » vy = 3 (t 5w, v }ae]
gy, + Haylly ) Tl <yl

d'oli 1'on déduit que ||u'hl||/,h est aussi borné, ce qui achéve la démonstration
de la stabilité.

Nous obtenons la convergence discréte des solutions v, vers la solution u
dans les espaces wh . Si les approximations Ah(v) sont stables et convergentes,
on en déduit la convergence forte de u, vers u dans 1'espace Wh (théoréme 1-1
du §1).

EXEMPLE : SCHEMAS RESTRICTIONS ; MAJORATION DE L'ERREUR.

Supposons que Vh est un espace de dimension finie et que Py est injective.
Posons :

(5-19)' (uh ’ Vh) - (Phuh ’ thh)
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et supposons que

(p £, pv)
h h'h
(5-20) Iiphfhl'n < 'lfhllih - s:p _-Ji{___.rr___

Alors, si r: est la transposée de Py définie par :

»*
(5-21) (Phrh £ N thh) bl (f » phvh)

les approximations autoadjointes Ah(V) = (V, Vh s Py s r; ) sont stables. On
prendra alors :

rag(t 5 ou, v) =alt 5 pu o, ppvy)
(5—22) ) (fh(t) ’ vh)h bt (f(t) > thh)

*
u. =r u .
oh h o

~—

THEOREME 5-2.

S{ 2'on suppose que (5,19) , (5,20) et (5,22) ont Lieu, Les erreuns u - PLYh

entrne Les solutions des problémes P et P vérnifient :

T
suplu(e) - pu ()] + j [lu - pyu 12 ae <
t 0

*

T
2
< K( ( j [ u - phrhull dt);a + |uo - PpTh u0|2)
0

quelle que 404t La nestrniction T de V dans v, -

En effet, on remarque que :
[ ' - . - - -
(u phu b’ u Phuh) +a(t ;u phuh » U Phuh)
= (u' - phu’h , u - phrhu) + a(t ; u - Ppupy » U - phrhu)
= (Fh , u - phrhu)
Mais Fh = f - phu'h - A(t)phuh est dans un borné de L2(0,T s V'). On en dé-

duit, en intégrant deux fois la partie réelle de cette égalité, 1'inégalité du thé-
oréme.

EXEMPLE 5-1.

Supposons que l'injection de V dans H soit compacte. Prenons poﬁr approxima-
tions autoadjointes stables et convergentes, les approximations autoadjointes de
Galerkine définies au n® 1-8 du §1 du Chapitre I .
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Si wj sont les vecteurs propres de l'opérateur A défini par ((u,v)) = (Au,v)

on posera :

¥ooo1

(5-23) P, = jzl wow ; h= n-1

Le systéme d'équations différentielles obtenu en faisant 65-22) s'écrit :

n
G-20) g W+ ] atcset, o=@, W) 5 1cycn.
i=1

COROLLAIRE 5-1.

Soit u La solution de (5-24). Alors :

T
(5-25) 1lim |j { |u(e) - phuhl(t)Hz + |lu'(t) - a.‘:« phuhHi }dt =0 .
h=0 0
2 (T 2
sup lu(e) - pu (0)] j u = pyu 112 dt <
t 0

(5-26) T :
£ M [(‘5 | u - phr; u[I2 dt) I |u° - phr; u°|2 }

0

En effet, d'aprés la proposition 5-1 du n® 1-8 du §1 du chapitre I , les hypo-

théses des théorémes 5-1 et 5-2 sont satisfaites.



71

CHAPITRE 1I1

APPROXIMATION DES ESPACES DE SOBOLEV

ET DES SOLUTIONS D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES.

§1. APPROXIMATION DES ESPACES DE FONCTIONS CONTINUES ET DES ESPACES LP .

Nous construirons dans ce paragraphe une famille d'approximations de divers es-
paces de fonctions continues et des espaces LP 3 partir de la donnée de partitions
de 1'unité subordonnées 3 des recouvrements localement finis dont le module tend
vers O . Ces approximations sont stables, tonvergentes, et, dans le cas des espa-
ces LY , autoadjointes. On fixe au n° 1-1 les notations, on &tudie au n° 1-2 1'ap-
proximation des espaces de fonctions continues et au n® 1-3 1'approximation des es-

paces LP .

Ce paragraphe est indépendant du reste du chapitre et suppose connu le §l1 du

chapitre I .

1-1. NOTATIONS.

Nous désignerons par H 1'un des espaces suivants de fonctions continues sur

R .

- £'espace C
des fonctions continues sur R" , muni de la topologie de la convergence compac-

te, définie par les semi-normes :

(1-1) ||¢||K = sup |¢(x)| 5 K est un compact de R®
xekK

- L'espace Co

des fonctions continues nulles 3 1'infini, muni de la topologie de la convergence

uniforme, définie par la norme :

1-2) ||e]]| = sup |o(x)|
X

Si A est une fonction continue n'appartenant pas 3 Co .

- £'espace CA
est le sous—espace des fonctions ¢ de C° décroissant plus vite que A_l ,

c'est-3-dire vérifiant :

(1-3) lim [A(x) ¢(x)|= 0

lx = o
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C'est un espace de Banach pour la norme
-6 Jlollyy = Hell + 11x of]
Si A est un ensemble de fonctions continues A n'appartenant pas 3 C° s

- £'espace C(A)

est la limite projective (1'intersection) des espaces CX . C'est un espace de

Fréchet si A est dénombrable. (Par exemple,si A est l'ensemble des polyndmes,

C(A) est 1'espace des fonctions continues 3 décroissance (polynomiale) rapide).
Considérons enfin
- L'espace K

des fonctions continues A support compact, limite inductive (réunion) des espaces

de Banach KK des fonctions continues 3 support dans le compact K .

Rappelons que :

(1-5) Kccw cC CA c Co ccC

Par dualité, nous obtenons :

(1-6) C' CC'OCC'ACC'(A)CK'

Ce sont respectivement les espaces des mesures 3 support compact, des mesures
bornées, des mesures croissant plus lentement que A , plus lentement qu'une

fonction A de A , de toutes les mesures sur R" .

Nous introduirons aussi, si d p est une mesure et 1 & p ¢ » ,

- £'espace IRTCEY) .

des fonctions de puissance Pigne d u - intégrables, muni de la norme :

Y
a-n oly = ¢ [ le® aw®
Si A est une fonction mesurayle,
- L'espace 1F, (@ w)
est 1'espace des fonctions ¢ de LP(d u) telles que ) ¢ appartiennent a3

LP(d u) , muni de la norme :

1-8) Il oy = Clelp+ [xolf )%

Nous allons construire des approximations des espaces H et Li(d u) & partir

de partitions de 1'unité de R" .

si Rh est un ensemble d'indices a , nous désignerons par w un nrecouvrement
Localement §ini de R™ fonmé d'ouverts relativement compacts w: ; (@eR) et
par o = (o:) une partition de £'unité subardonnée au necouvrement w, :
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(1-9) 0 ¢ oﬁ(x) €1 ; support o C:w; ; Z og(x) =1

h aeRh
Nous appelerons module |wh| du recouvrement wy le plus petit pavé |uh|

(centré 3 1l'origine) tel que tout ouvert w; du recouvrement wy soit contenu

dans un translaté de Ith . Nous dirons que wy tend vers O si son module tend

vers O .
Si ¢ est une fonction continue et K un compact, nous désignerons par :

(1-10) wK(¢ , Iwhl ) = sup [o(x) - |o(y)]

x,yeK ; x-yelwh

Ze module de continuité de ¢ sur lwhl .

De méme, si ¢ est une fonction de Lp(d W) , nous désignerons par :

(1-11)  wp(¢ , fup | ) = sup U|¢(x) - e|F due i

x-ye|wy

le P - module de continuité de ¢ sur |mh| .

1-2. APPROXIMATIONS DISCRETES STABLES ET CONVERGENTES DES ESPACES DE FONCTIONS
CONTINUES.

Soit H 1'un des espaces C , Co , CA .

semble Rh d'indices a , un recouvrement localement fini w, = (wz) et une par-

C(A) , K . On associe 3 tout h un en-

tition de 1l'unité % = (o;) subordonnée 3 ce recouvrement.

On considére ensuite des points x: de mz et on pose

(1-12) Sg = Gx; = mesure de Dirac au point x: .

I1 en résulte que o " (c;) est une suite d'éléments de H et que Sh = (S:)
est une suite d'éléments de H' . Nous allons montrer que ces suites définissent

des approximations discrétes des espaces H : (cf. chapitre I , §1 , n° 1-7).

THEOREME 1-1.

Supposons que :
i) 4L existe un pavé boané Iwol tel que Iwhl c l“’ol pour tout h
(-1 iu) Le necouvrement |mh| tend vers 0 avee h .
Les troncatunes

(1-14)  pyre = I o(x) op

Qe

sont alors unifonmément bornies dans L(H , H) et tendent verns L'identité quand h
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tend vens 0 .

Les approximations discrdtes A (H) = (H , o
Zes.

h ’ Sh) sont stables et convengen-

REMARQUE 1-1.

Les espaces Hh =T, H sont les espaces suivants de suites scalaires sur Rh s
analogues aux espaces H :
- 1l'espace ¢ = c(Rh) de toutes les suites y - (ug) sur Rh si H=2C.

- ' I~ o - - .
1'espace <, co(Rh) des suites u, telles que | lim [uhl 0 si #H Co .

StoAp = A(xp) , el =

1'espace c, cxh(Rh) des suites u, de c_ telles que lim Ay uhl 0
h ol = =

si H= CA

-~ 1l'espace k = k(Rh) des suites 3 support fini sur Rh si H=K.

Les prolongements p, et les restrictions r, sont définis par :

a a a
PR, = agkh Y4 %h RN (O(Xh))aekh °

Posons :

-a

(1-15) £y, )y = th £ o
ae

Les espaces Hﬁ = ( T H)' sont respectivement l'espace k = c' , l'espace
17 = c; des suites bornées sur Rh , l'espace ci des suites 3 croissance plus
lente que la suite A , 1'espace c¢ = k' de toutes les suites sur Rh . Les ap-

proximations duales sont définies par :

* a a . * - (4]
(1-16) p; £, = 2 £6x ;5 r@w (j R Wy

Ces approximations sont stables et faiblement convergentes. (cf. Chapitre I , §1
n® 1-5) . Si f =T, (d u) , nous obtenons des formules de quadrature de la mesure
dy qui sont convergentes : (ph h(du) , ¢) converge vers (du , ¢) = J’ ¢du.

S'il existe des points xh tels que :

0 si B¥a
(1-17) op(x) = {1 oale
les approximations ainsi obtenues sont des interpolations (chap I , §1 , proposi-

tion 1-4) et les troncatures sont des projecteurs de H .

PpTh
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DEMONSTRATION DU THEOREME 1-1.

Soit K un compact de R® ; Nous poserons

(1-18) Rh(K) ={ac Rh tels que K F\mﬁ ¢ ¢ } ; oﬁ =

a
! o

ueRh(K)

L'ensemble Rh(K) est fini puisque w, est localement fini et les fonctions

% sont positives, plus petites que 1 , 3 support contenu dans le compact :
(1-19) K, = Y, wp
aeRh(K)

D'aprés 1'hypothése (1-13) i) , les compacts K, sont contenus dans un compact

fixe K .
o

~Cas o H=2C.

Montrons la stabilité : pour tout compact K , il existe Ko tel que

(1-20) sup sup |phrh o(x)| € sup |o(x)|
h xeK xeKo

Cette inégalité résulte des inégalités suivantes :

sup |p r ¢(x)| = sup I Z ¢ ( u) 0“(x)| <
© 'Ph'h X ) *1’ %n

aeRh(K

< sup |¢(x;)| sup oﬁ(x) < sup |¢(x)| .
aeRh(K) K xeKo

La convergence résulte de 1'inégalité :
(1-21) Pour tout compact K , sup |¢ - phrh¢| € wp (¢ , |mh|) et de 1'hypothése
K

(1-13) ii) . Pour établir (1-21)\, on écrit que ¢(x) = z ¢ (x) a:(x) puisque
ath

0, est une partition de 1'unité.
On en déduit que :
sup ¢ - pyryol € sup ] fo(x) - elxp)|op(x) <
K K aeR (K) ‘

< ;:p sup |o(x) - ¢(x;)| € w(o, o)
aeR (K) xeKnmh
-Cas o H=K.

La stabilité résulte de (1-21) : Si les fonctions ¢ ont leur support dans K ,
les troncatures phrh¢ ont leur support dans Ko . La convergence résulte alors de
(1-21) .

-Cas o H = Ca .

I1 faut tout d'abord démontrer que si ¢ appartient 3 Co s Pyt appartient 3
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C° , c¢'est-3-dire que
(1-22)  Um  |pyr, o) | =0
x| = =

Pour tout € > 0 , il existe un compact K tel que :

sup |4(x)| < ¢ , donc sup | ¢(x;) | ¢ ¢
x¢K a#Rh(K)

Donc, puisque Kh est contenu dans Ko H

sup | pr, ¢(x)]| ¢ sup [6GH) | < €
x#K° b'h a# (K "

(4
ce qui montre (1-22) et la stabilité des approximations, puisque Ko ne dépend pas
de h . On démontre la convergence de fagon analogue.
-Cas ol H = CA et ol H = C(A)
On remarque qu'il suffit de démontrer que (pour tout A de A )

i) | 1im (1+ |Ax)]) !phrh¢(x)| =0
X| = ®

(1-23) ii) sup sup (1 + IA(x)l) | phrh¢(x) | est borné
h x

i11) lim sup (1 + | A(x) |) | PRIt () - ¢(x) | =0
h=0 x
Prenons, pour simplifier, pour point xﬁ le point ol A(x) atteint son maximum

o
sur Wy . Posons alors :

1+ | ax) | «
— oh(x) <1

(1-24)  p = AGp) ; oep(x) = 5
1+ lxhl
. On vérifie que :

(1-25) (1+ A pyr, 6= L C1+ g ) o) op
a

1+ |2 |
Puisque sup —_—

<1 et puisque (1 + |A]) ¢ ¢ Co , On montre comme
'y 1+ Ag |

précédemment que pour tout € , il existe un compact K tel que :

sup (1 + [A]) |p.xr, ¢js sup ( 1+ |A]) [¢] <€
x¢K h'h , x$K

ce qui implique (1-23) i) . D'autre part, il résulte de (1-20) que :

sup (14 [A]) | pyrypo | € sup ( 1+ |A]) 4]
Ko ) l(1
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Ces deux derniéres inégalités entrainent (1-23) ii).
Enfin, puisque
a a
CL+ PDCo-pyre) = Z (40 = 0G4 (1 + |A] dap
nous en déduisons que pour tout € , il existe un compact K et ho tel que :

sup (1+ Al )]o-pr )| <
x‘:K h™h

Nim

sup (1 + |A]) |6 -pr o) csup (1 + |A]) w(o, |ul)<s
xeK h™h K K h 2

ce qui entralne (1-23) iii).

REMARQUE 1-2.

A 1'aide de la proposition 1-7 du chapitre I , §1 , n® 1-10 , on peut construire

d'autres approximations des espaces H .

-

Par exemple, si p est une fonction positive 3 support compact de masse totale

égale 3 1 , on prend pour opérateur P, 1'opérateur de convolution par

h
Pp(x) = rl; p( % ).

Dans ce cas :

(1-26) By, gy 7o = | $(xy) oy op (%)

et les hypothéses de la proposition 1-7 sont satisfaites puisque converge

p
h
vers 6§ . Si la fonction p est q-fois différentiable, ¢ est alors approchée par

des fonctions q-fois différentiables.

Considérons maintenant une suite de fonctions L 3 support compact rh , uni-
formément bornées dans Co et convergeant vers 1 dans C . Prenons pour opéra-

teur Rh les opérateurs de multiplication par Y ¢ Dans ce cas
a a, @
(1-27) p, rp RO6 = ] o(x) v () o, (x)

est une combinaison linéaire f§inie des fonctions 0; . Si N(h) est le nombre des
a
points X de rh , les espaces LN Rh H sont des espaces de dimension finie

(4 N(h) .

1-3. APPROXIMATIONS DES ESPACES LY(d y) .

Soit d u une mesure sur R" et LP(d u) 1'espace des fonctions de puissance
Piege d u intégrables. Nous allons construire des approximations autoadjointes

(cf. chapitre I , §1 , n® 1-6) stables et convergentes des espaces LP(d u) a



78 ) Chapitre II , §1

partir de partitions de 1'unité de R" .

On associe 3 tout h un ensemble Rh d'indices a , un recouvrement localement
fini w, = (wﬁ) et une partition de 1'unité oL = (°§) subordonnée 3 ce recouvre-

. a
ment, formée de fonctions L

de L“(d u). Puisque les az sont 3 support compact,
les o: appartiennent aussi 3 LP(d u) pour tout P > 1,

Posons

(1-28) e: -fo;‘(x) du

- P ' - @ . .
et désignons par Lh(d ) 1'espace des suites u (uh) sur Rh vérifiant :
a P a1-P/2,1
(1-29) Iuhlh,P = (3 Iuhl ,9h| ) /P ¢4 o
aeRh
Considérons alors :

Pty = L Uo7 o
(1-30) *
= (OO [0 ot dw,

I1 est clair que la forme sesquilinéaire
a =0
(1-31) (fh ,-uh)h - E £ouy

. ' 1
met en dualité les espaces li(d H) et 2: (d u) avec % teT = 1 , puisque, d'a-
prés 1'inégalité de Hélder :

l/ [ VAR Yp - V
- a0y /P Yo ~a, 0./ P 2
FCARR N |§ up (83) up (87) | «
(1-32)
& Iuhlh,P|fh|h,P’

Il est alors clair que la restriction r; est la transposée du prolongement
Py
THEOREME 1-2.

Sous L'hypothese (1-13), Les approximations discretes autoadjointes

-1

A @@ ) = @P@w , L@, py . )= @@w , 6H 7o)

de £'espace LP(d u) 4sont stables et convergentes :

*
D lopuylp € lugly p s oy oly p < lolp

(1-33) "
1) ]6 - pyrpély € wpe, lu D
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- Les profongements sont stables.

D'aprés 1'inégalité de Holder,

1 1/
-36) |1 @ n® [« (1P aHYe (] a2y
a a o

et puisque %y est une partition de 1l'unité, nous avons presque partout :
P o\P [ a-P/y «

lppup|™ € L lupl™ Top]™ 72 op(x)

d'ol nous en déduisons la stabilité des prolongements.
- Les nestrnictions sont stables :

» P al-p a P
ey o1y p = Z ol I 5 6(x) op(x)d w |
Mais, d'aprés 1'inégalité de Hélder,
a P P a o Flp
| § ot apeo aul” < floe ¥ apcold ulef]
Puisque 1 - P - P/P' = 0 , il en résulte que :
* P P P

lp olp p < [ locolF ¢ EHCRINE fleeolPau.
- Les approximations sont convergentes :

On remarque que :

-1
1-35) 0@ = [ 0G0 o = I @7 [ ed u) o
. a a
On en déduit que :
* a a, -1 «a

(1-36) ¢ - pyr, ¢ = z [f [6(0) - ¢(»)] op (4 uly) ](eh) oy (x)

Puisque les troncatures phr; sont dans un équicontinu de L(LP(du), LP(d W),
il suffit de montrer que phr; ¢ converge vers ¢ pour toute fonction continue.

Dans ce cas, en utilisant 1'inégalité de la moyenne, nous obtenons :

J l6 - p,rp ol du« E j duop(x) sup . |e@x) - o |F

x-yew,

‘g wg (4 , lwh|)‘
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REMARQUE 1-3. APPROXIMATION DES ESPACES Li(d H).
Soit A wune fonction mesurable. Désignons par é: et Xg les bornes essentiel-

les inférieures et supérieures de |A(x)| sur wﬁ :

(1-37) A% ¢ [A)| € X2

a
h h presque partout sur w

h
. P a
Désignons par lx;h (d u) 1'espace des suites u = (uh) telles que

(1-38) Jugly ooy = CTIal® s IR2D) o272 < v a
a

COROLLAIRE 1-1.
Sous 2es hypotheses (1-13) et :
(1-39) (1 + IXhIP) (1 + l5§|P)’1 € M dndépendant de o« et de h , Les approxi-

mations Ah(Li(d u) = (Li(d u) , ni N @uw, ph,r; ) sont stables et converngen-
Zes.

La stabilité des

%
restrictions LI

lep olF 5, = I 16F1FF v 52D If o(x) o (x) d ulF
’ k] o .

p, Se montre comme précédemment. Vérifions la stabilité des

enl s 2N el e au
a

sul [ as @™ el of ¢ u.
a

La convergence des approximations s'établit comme précédemment.

§2. APPROXIMATION DES ESPACES DE SOBOLEV SUR R" .

Nous allons construire des approximations des espaces de Sobolev wm'P des

1&me sommables sur R" dont les dérivées (au

sens des distributions) jusqu'd l'ordre m > O appartiennent & L. C'est un es-

(classes de) fonctions de puissance P

pace de Banach, réflexif si 1 < P < » , pour la norme :

ol o= ¢ % I 4|2 % ;Nb'(jlunfdﬂ%
’ |q]¢m

.

(nous poserons WO’P = LP R wm’z = §m).

Nous construirons des approximations de ces espaces 3 partir de partitions de
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1'unité formée de translatées de puissances de convolutions des fonctions caracté-
ristiques Xp du cube (- h , 0)n . En effet, les dérivées de telles fonctions
sont des quotients différentiels.

On étudie ces fonctions au n° 2-1 et le théoréme 2-1 du n° 2-2 &nonce les pro-
priétés de ces approximations et leurs conséquences immédiates (inégalités de
Sobolev discrétes). On généralise cette construction au n® 2-3 pour obtenir des ap-
proximations des espaces de distributions et des domaines de générateurs infinité-

simaux de groupes continus d'opérateurs. On suppose connu le §1 du chapitre I .

2-1. PUISSANCES DE CONVOLUTION DES FONCTIONS CARACTERISTIQUES.

L'approximation des opérateurs de dérivation par les différences finies fait
jouer un rdle particulier aux fonctions caractéristiques et 3 leurs puissances de
convolution. Nous groupons dans ce numéro quelques unes de leurs propriétés. Fixons

tout d'abord quelques notations.

Nous désignerons par q = (q1 seesy qn) , K= (K1 seeey Kn) des multientiers;
en particulier, (m) = (m ,..., m) est le multientier dont les composantes sont
égales 3 m , e, = © 4000, 0, 1 ,..., 0) est le multientier dont la 150¢ compo-
a

sante est égale 1 , les autres étant nulles. Nous désignerons par

a = (ul sevey an) , B = (B1 seesy Bn) les multientiers positifs ou négatifs de

.

Nous utiliserons les notations classiques, par exemple :
p<q si Py € q; pour tout {1 , |q| = g |qil , ql! = ql! vee qn! , €tCess

Si o est une fonction, nous poserons, si h = (h1 yeeey hn) . hi >0 :

1 x 1 x x
6 (0 == 0(=) = ————— o(=, ..., 2)
h h h1 h2"' hn h1 hn

et nous remarquons que H
o 1 x
(o » o)h =0, %oy Ph ™ (8(a) * p)h = §(ah) = "% p( h a)

Enfin, nous désignerons par x la fonction caractéristique du cube (-1 , 0" R

iéme

par = x % ... % X sa puissance K~ - de convolution par x; = §(a) = X sa

Xk
translatée d'ordre a = (al sesey un).

Nous poserons Xg = xz et Xo ™ §

En résumé :

a n ay n 1 x;
2-1 = 0 x,) = — — -a, )
(2-1) xK’h(x) 2 XK, ,hy (x)) 121 oy xKi ( h ¢
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est une fonction de support.

n
2-2) 1 [ (a; - K
i=1

o
PRLPERIC T W IR

Nous poserons aussi :

-~

@D X = Thxy 5 X" Th/z X = Tony, X

LES QUOTIENTS DIFFERENTIELS Vg .

Nous désignerons les quotients différentiels usuels par :
S ! . ol a1 n
hy h1 (6(~hj) §) » Vh Vh1 e th si q = (q1 yeens qn)

(2-4) V
On remarque alors que :

(2-5) vg =% = A 1)lkl X 5(k - q)h x
q, k€q q

On introduit de méme :

79 = pd 37 . 99 .p13
=P Xq,n*  } V=D Xq,h*

Si u = (uz) est une suite sur Z° , nous poserons :

@6 (T w)®=w™ ; glenTelan |- plel gk g

kSq q (k_q)

EXPRESSIONS EXPLICITES DES FONCTIONS Xge1 *

Considérons le cas oi h =1, n=1, 3 partir duquel on obtient aisément le
cas général. Puisque x = VY , oi Y est la distribution de Heaviside, on en dé-
duit que sur chaque intervalle ( -K-1+k , - K+ k) , la fonction Xga1 est
un polyndme B;(x) :

K
Xgeq (¥) = kzo Bllz @ @ o

(2-7)
-
K!

k K
z - 9 C§+1 (x+K+1-gq)"
q=0

B () =

I1 sera commode d'introduire les polyndmes :

2-8) & 8, % 85 ( ) & % (k,q) == (x + 1)9
( - ) “K (x) = (K—k) BK X) q-o aK »q q! X



a(k,q) =

(2-9)

On remarque alors que

1

(K - q)!
si ks-1 etsi k>K+1

0

Kk
] (DPcR, k-9 si 0cksk.
p=0

2-10) &k, @ =¥ xp, (- K-1+1K) =D wﬁ (-1)

K

et que Z ?: (x) = 1 puisque les

k=0

On utilisera,

aK(k , q) ¢
i)
ii)
(2-11)
iii)
iv)
v)

x;+1 forment une partition de 1l'unité.

parmi d'autres, les propriétés suivantes des coefficients

I

(k
k=0 x
a (0 , q)
a,(k , K)
aK(k )]
aK(k s Q)

0O si q=1,..., K.
q =

1 si q=0.
0 si qsK-1
{ 1 si q=K

§0 (--1)ljl Cg . o k-3,q-9p)
j-

-nldl ag R+ 1-k,q)

LES QUOTIENTS DIFFERENTIELS Qg .

Nous poserons, si K = (K1 seesy Kn) est un multientier

K
(2-12) o p=h T ) ki, q) 8(-K+ k)
’ k=0

~

ou

(k , q)= 1
x i=1

aKi(k1 > qy)

Si u - (u;) est une suite, nous poserons :

m
Qg u)* = Lo

a+K-k.
» Dy
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Nous verrons que ces opérateurs sont des quotients différentiels. On déduit de

(2-11) que :
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q-k Jk

q . - k q-k
D=0 V=V Qe

(2-13) i) g =

1) =1, =7V (st a=1)

LES FONCTIONS (K(x) .
LEMME 2-1.
) X 1
1L existe une fonction g (x) = x(x) ) cg i x + 1) verifiant :
q=0

0 si a#¥ 8B

8
(2-14)h<)("’l , G > = ;jc(x)dx-l
K+1,h * °K,h 1 st a=8 K

Les coefficients ;g sont détermings par Les K relations :

K K (k , p) ‘0 si k=1,...,K-1
(2-15) ] gl « x ) =
q=0 p=0 qlpl(p + q + 1) 1 si k=K
On remarque tout d'abord que :
a 8 a-B
h < X¢h ‘x,h > < Xk s g >
I1 suffit donc de vérifier que :
0 , K o x+1T 0si k€¢K=-1
5 CK (x) ‘YK (x) dx = X ;g 5 —_— ?K (x) dx =
-1 q=0 -1 q! 1si k=K

Puisque les polyndmes (x + 1)q et ‘l';(x) sont linéairement indépendants, la
matrice des coefficients 50 (x + 1)"’I ‘I'Ilz (x) dx est inversible et les coeffi-
-1
cients (g sont déterminés de fagon unique.

On déduit alors (2-15) de (2-8) et puisque la somme des polyndmes V: (x) est

égale 3 1 , on en déduit que T est une fonction de masse totale égale @ 1 .

REMARQUE 2-1.

On peut plus généralement montrer 1l'existence d'une fonction T indéfiniment
différentiable 3 support dans ( -1 , 0) vérifiant les propriétés (2-14). Ce lem-
me exprime alors que les fonctions xz sont topologiquement libres dans 1'espace
D' des distributions.
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2.2. APPROXIMATION DES ESPACES DE SOBOLEV Wm’P

Nous allons construire des approximations des espaces de Sobolev

wm'P = Wm'P (R") . Ce sont des espaces de Banach pour les normes

2-16) |lul], = ¢ ZI
’ q|€sm

1
|p® u|: )/é : |u|P = (’f Iu(x)lP dx )yb .

Nous désignerons par W:’P 1'espace des suites de puissance Pie?e sommables sur
n
Z muni de la norme :
1
q P I{’
. 1% uylp )

oy p=C 1
o lals

(2-17) P
oyl = 7/ (R
a

Considérons les opérateurs de prolongement et de restrictions suivants : Si K

est un multientier K = ( Kl sesesy Kn ) , nous poserons :

K a
Py =R Z “h XK+(1),h
*K a
(2-18) { 1< ¢ = (/R [ 400 xg, (1) n @ ),

: ¢ = ( /E<I ¢ (x) Cz’h(x) dx )a

r
2 ) ' *L K
Désignons par T 1'une des restrictions T T oo

Considérons alors les approximations :

2-19) AS (WOFy = (WF WP Bl e )

THEOREME 2-1.
Si K@ et L3»0, Les opbratewns py , oo et r, virifient Les propri-
étes sulvantes.
Les prolongements pﬁ 4'explicitent ainsi :
K oot : q.,9)%L (XL a0
(2-20) pj w =h z ( hgx Qg w37 (p-a+ 1)y

Les opérateuwrs de déndivation et Les qudu.ewté differentiels commutent avec ces
operateuns : ’



86 Chapitre II , §2

q K —_ K-q q R - q
i) D P Y, = Py (Vh uh) 3 Vh r, ¢ L% (Vh ¢)
(2-21)
. %L q K = n-a q
1) Th D Ph Yy h T;L QK+L+(1) Yh
Les prolongements pﬁ sont des Lsomonphismes et de pius :
K K K K .
(2-22) TPy Y SY, 3 Py Ty st un profectewrn de WP

m,P

Enf4in, Les approxdimations de W sont stables et convergentes :

K K
0 188wl g€ Hoglly np <l oK wll
(2-23)

1) Ilg, olly o o< mlloll

l/P

(2-24) I|¢—p§rh¢|lpsc('2 we (D76, h)

q|sm

De plus Les nonmes de 1 vénigient :

g 1
th)/Pl |

@-25) |l lly npse €] nlnp

q|<m

REMARQUES 2-2.

S{ K =L, £es approximations (w“"P . w:'P . pfl s r:K ) sont autoadjointes,
stables et convergentes.

D'aprés (2-13) iii) , on voit que pour K = (1) ,

PP =02 ] (e T @)’ (Eoas 1))l
a O#qs(1)
Ce prolongement a été obtenu sous cette forme par O0.A. LADYJENSKAIA [1] . On
trouvera dans J. CEA [2] les prolongements qui ont la propriété supplémentaire

d'interpolation :
1 Py Yy, (@ - 1) h) = (Vg uh)a pour q < K

On voit d'aprés (2-21) ii) que les opérateurs Qg sont des restrictions des
opérateurs de dérivation p? . En particulier, les opérateurs Q;

1'identit&, sont des opérateurs de "lissage'" (ou de régularisation discréte), puis-

que, d'aprés (2-11) 1) , (Q; uh)a est un barycentre des éléments ug*k(o < k € K).

, restrictions de
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On déduit enfin de 1'inégalité (2-24) que :

K L
(2-26)  |[lo - p, T, ol p<senlloll g p

Les fonctions pﬁ uy sont des fonctions dont les restrictions & chaque inter-
valle (ah, (o + 1) h ) (dans le cas n =1 ) sont des polyndmes de degré K .
Ce sont des exemples de "Spline functions" introduites par I.J. SCHOENBERG [1]
et étudiées par de nombreux auteurs 3 propos du probléme d'interpolation optimale
(cf, aussi J.P. AUBIN []] ). Le théoréme 2-1 énonce donc (dans le cas d'un réseau
régulier) les propriétés des dérivées des "spline functions" et précise les propri-

étés d'approximation de ces fonctions.

On trouvera dans J.P. AUBIN [3] une évaluation plus précise des erreurs de

troncature : il existe des restrictions ss

hK+(1)—q IlDK+(1) ¢||P

telles que :

||qu§s§¢-Dq¢||Psc si g €K+ (1)

P

-

On peut obtenir 3 partir de ces approximations d'autres approximations de W

en utilisant la proposition 1-7 du n°® 1-10 du §1 du chapitre I en prenant pour opé-

X
F))

est une fonction positive 3 support compact de masse totale égale 3 1 , soit des

rateurs Ph et Rh , des opérateurs de convolution par oh(x) = % o( oi o©

opérateurs de multiplication par des fonctions Yh 3 support compact, convergeant
vers 1 dans W™ , soit des difféomorphismes réciproques, ce qui donne des ap-
proximations sur des réseaux irréguliers. On peut naturellement varier les exemples
3 1'infini.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2-1.
o =

a) EXPRESSION EXPLICITE DE pl; u -

Faisons h = 1 . On déduit alors cette identité de la définition des polyndmes
wt (x) et de (2-8) . Puisque :

@20 gy w LS Rk G @) x@® )
<!

il en résulte que :

o a <K
SICL T R @t -
a <K
=1 I a (k0 ek L:(X"'I-cn)q X
a kK q<K d
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b) PROPRIETES DE COMMUTATIVITE.

On remarque tout d'abord que les opérateurs de translation commuttent avec les

opérateurs de prolongement et de restriction :

- K - z a o+B - z ua—B a - K (1 )
nePh h T L Y Xe),h T L Y ke, TP g th

e a Lg% o .
sior, ¢ (5¢Shdx)a ; Stesam) xS,

a-

1 8 a a
gz, %= (§ o 5P an) = ([ 1g 088 a0 = 1y @
I1 en résulte alors que les quotients différentiels commuttent :

- q K = K vd . q - q
(2-28)  Vpoppuw = oy 5 Vpr e Vo6

D'autre part, puisque d'aprés (2-5) , p9 , on en déduit (2-21) 1i).

= v
Xg = V7 Xg-q
L

K o
Montrons maintenant que LI N QK+L+1 e

o etee, G 0% ][ (b ® e @ ] o

N
Mais puisque ‘5 o¢=0%¢ (0) , ol 3(x) = ¢(~x) , on en déduit, d'aprds (2-10),
que : ’ :

B8 L+1+8-a
hjxm-(l),h ) XLy (1y,n 9% = XLy O % gy ®r D +ra-8,0)

Donc :
%L K a . ’ 8
By )" = L e,y K2 D a8, oy -

K+L+ (1) +a~L-k

) (s
= kEK e (1) K 0 Oy = (L Qere1) Y e

On en déduit que :

L

. K _ L K-
h

q q gd o o° 4 . -4 o4 . _ .
DYy = T Ph o Y T Qare(1)-q m) TP Qapeqq) d'aprés (2-13) 1)

Nous allons montrer que rﬁ est un inverse 3 gauche de pﬁ , ce qui montrera en

est un projecteur continu

particulier que pﬁ est un isomorphisme et que pﬁ T

de Wm’P .
‘Mais :

(t: Pﬁ Uh)a = h 2 U: f X£+(1) h (x) CE h (x) dx = uﬁ d'aprés le lemme 1-2 .
B ’ ’
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c) STABILITE DES PROLONGEMENTS ET DES RESTRICTIONS.
Remarquons tout d'abord que
2-29) pKu o mx %% u 5 BPu =hZ] W ¢ (x)
' T %0 " Phh P Patha L % X

Montrons que :

o
(2-30)  |p, uhlp < 'uh'h,P
En effet :

P aP P 1_F, a P
J Io,, uhl dx ¢ h%f Z |uh| |xf‘l (x)|" dx s h ~ 72 Z [uhl

onc., puisque X, x) dx = 1 , en résulte que pour tout |q| £ m :
Dx i K.h (x) d 1,1l ésul
’

23D [0 gyl = Xg-q,n * P h ) lp < IPp %5 uplp
il en résulte que Ilph “hllm p S | u ||h m,P °

De méme :
(2-32) lr, ¢|h,P s mlel,

a ' ) a a
En effet, soit Sh (x) 1'une des fonctions XL+(1),h x) , K, h (x) , qui sont

3 support compact et de masse totale égale 3 1 .

Soit oy la borne supérieure de Z S(x - a) et m, la norme de S(x) dans

a
LP » Wy = my mg_l . On déduit (2-32) de 1'inégalité :

P/
(1 P P .0 a P
) § 1o sy 0 ax|” < ) Cf 1@ P Is) mlao (f Isp@lan " <
-1 P
smh J lox)|F ax
Il en résulte donc que :
q q q q
|75 7 ¢lp,p € 17y (T Olp < mp|Ty ol < mp[D7 0l

puisque Vg ¢ = Xq,h » D1 ¢ .

De plus, en prenant r, = rK-q , il vient :

h® %
= |vd K 1, - pd K q
178 Upln,p = 1% = ugly = lmy 0% py up| < mp|D Ph Unlp
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ce qui montre que :
(2-33) | T, | 3 mllpK | ; m indépendante de h
h!'h,m,p € h “h!lm,p P :

D'autre part, (2-25) est évident puisque :
- q ~q 91y4 -q
(2-38) Vg ulp s 0T RYVE w |p s e b7y, |

d) CONVERGENCE DES APPROXIMATIONS.

On remarque que :

K K-
03¢ - oy r, 0)p & D% 0 - Py d r, DT ol +
(2-35)
K—
LN CLHUE RSN LT

I1 suffit alors de montrer que :

(2-36) |6 - py r, ¢, < cup (¢, h)

@-37) 6 - xgp * ¢lp€cup (0, h)

q

G- a ou .
h ™ XL,h ®k,h C

Monﬁfons tout d'abord (2-36) . Si S
o a
(2-38)  ¢(x) = g ( 5 0Gx) Sy (¥) dy) B xe gy p
On en déduit que :

(2-39) ¢(X) =Py T ¢(x) = Xg,h * h (9)

ot

@-40) 7, ¢ =1 ([ 000 - 47 2y ay ) b
a
Il suffit de montrer que pour toute ¢ continue :
(2-41) v, ¢lp < cwp (o, 1) e

Mais

P . P
j dx’fh o" ¢ E | 5 [o(x) = o(y) | |5g(y)| dy|" h xﬁ dx <

sm ] j dx h X: sup  |o(x) - ¢(Y5|P =m w; (¢ , ch) .
a x-y|<ch

Chapitre II , §2
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Démontrons maintenant (2-37) , en posant o = xq . S1i ¢ est continue :

|°h“¢-¢|§‘<h‘l,f dxléh o(%)(@(t-x)-MX))dth <

< tggﬁj loce - x) —¢(x)|de-w§ G, Uh)SCu)I; (4, h)

On en déduit (2-37) puisque les fonctions continues sont données dans Lt .

Puisque “p: uhl lm,P = ”uhl |h,m,P & m| Ipﬁ uh| lm,“g , nous en déduisons le

COROLLAIRE 2-1. (Inégalités de Sobolev discrétes).

SL 250, alons
n

F-3
u
o=
I
|

A

(2-42) |“h|h,q CH“'hIIh,m,P , 00 c est indépendante de h .

Si m-%.k+e, k entier 30,0 <6 s 1, pour tout ensemble fini R,

de ", nous obtenons :

(2-43) sup sup IV; uz'| < (:||uh||h o,p oiL c est indépendante de h .

ueRh |r|<k

Ces inégalités résultent des inégalités de Sobolev sur les fonctions :

11
lolg < cllollyp st g=5-

>0 et sup sup |DF ¢ < C”¢Hm P
K r|sk ’

si m-P/n=k+ 0.

REMARQUE 2-3.

On peut donner des démonstrations directes de ces inégalités, soit en adaptant
la démonstration initiale de Sobolev (cf. SOBOLEV [3] [2] ),soit en adaptant cel-
le de GAGLIARDO [1] .

On démontre de la méme maniére des inégalités discrétes analogues aux inégali-
tés de J.L. LIONS [4] , sur les fonctions @ valeurs vectorielles, généralisant
les inégalités de GAGLIARDO - NIRENBERG .
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2-3. APPROXIMATION DES ESPACES DE DISTRIBUTIONS.

Sqit X un espace de distributions. Nous désignerons par X" 1'espace des dis-
tributions de X dont toutes les dérivées jusqu'd l'ordre m appartiennent & X .
Nous munirons 1'espace X de la topologie la moins fine rendant continues les dé-
rivations DY . on peut prendre par exemple pour X les espaces de fonctions con-
tinues du §1 .

Donnons-nous des approximations discrétes de l'espace X:
(2-44) AL ) = (X, X ,p o1 )= (X, 0,8 )

~ a - a ' =
ot o = (ah)u est une suite de X , Sh (Sh)a une suite de X' . On démontre

de la méme maniére qu'au numéro précédent le :

THEOREME 2-2.

Supposons que :

(2-45) og = 8(a h) % o s* = 5(a h) % S

h * *h h

Si Les approximations Ah(x)' sont stables et convengentes, Les approximations
de X™ :

(2-46) A () = (X7, X, Pﬁ » T ) s Ph - x: ¥ Pp

sont également stables et convergentes 84 K > (m) .

Plus généralement, soit G(t) un groupe continu d'opérateurs de L( X , X ) ,

A son générateur infinitésimal, D(A) son domaine .
Si 6 est une fonction et ¢ un élément de X , nous poserons :

+ o
G(8) ¢ = j G(t) 8(t) ¢ dt

- %
THEOREME 2-3.

Supposons que :

(2-47) % = G(a h)

. a
%L S, G(a h) Sh

°h  *h

8{ Les approximations Ah(X) sont stables et convergentes, Les approximations
discrites du domaine D(A™) de A"

AW = @ W™ , X L pp LT ) 5 =G G )
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sont également stables et convergentes 84 K > m .

On déduit ce théoréme de 1'identité :

(2-48) A G (xh) =G (- h) - G(o)

La démonstration est alors analogue 3 celle du théoréme 2-1.

Si X est un espace de fonctions continues ou un espace LP et si Y est la
distribution de Heaviside, les fonctions :

[¢}
=

6, =G@h) o, ; o = [6(0) - a(m)] ¥

forment une partition de 1l'unité. On peut alors construire, d 1'aide des théorémes

du § 1 , des approximations de X vérifiant (2-45) stables et convergentes.

§3. APPROXIMATION DES ESPACES DE SOBOLEV SUR UN OUVERT Q .

Nous déduisons du théoréme 2-1 du §2 la construction d'approximations et d'ap-
P@ @ 3-2) e wF ()

(n® 3-3) sur un ouvert Q . Il faut pour cela définir des réseaux associés i un

proximations partielles des espaces de Sobolev w:’

ouvert & (n°® 3-1) . Au n°® 3-4 , on construit des approximations de sous-ensembles
convexes des espaces de Sobolev, en vue des applications aux inéquations variation-
nelles.

On suppose connu le § 2 de ce chapitre.

Rappelons que Wm'P (Q) est l'espace des fonctions u de LP (Q) dont les dé-

rivées jusqu'd l'ordre m appartiennent encore 3 LF (Q) , que wd-P (Q) est l'es-

pace des fonctions u de LP (2) dont la dérivée d'ordre q = ( 9y seees qn-) ap-

P Q) ; wm,P (Q) est l'intersection des espaces wq’P () pour
la] € m . On désigne par Wﬂ’P () (resp. Wg’P (@) ) 1'adhérence dans W% (%)

(resp. wq’P (2) ) des fonctions 3 support compact dans & .

partient 3 L

3-1. LES RESEAUX R: @) .

Soient Q un ouvert de R" , de frontiére I , h = ( h1 seeey hn) le pas du
maillage, K un multientier. Nous allons associer 3 @ , h , K des réseaux, c'est-

3-dire des sous-ensembles de Z" . Rappelons que nous avons posé : (§2 , (2-2) )

n
a _ _ ' o
8 b 121 [(ai_ K, - Dh,, ag hy )] = support de Xg+ (1) ,h

(3-1)



94 Chapitre II , §3

Si E est un sous—ensemble de R , nous poserons :
,n a
(3-2) Rﬁ (E) = { aeZ2 tels que wK.h(1 E¢# 9o}
En particulier, il est clair que d'aprés (3-1) :

G-3)  R@) = U T R ()

k¢K

Nous considérerons les réseaux Rﬁ w) Rﬁ (T) , etc...

Nous poserons :
(3-4) R @31 =R (@ - R (D) .

LEMME 3-1.

Soit w, = (ul) uwne uite dZfinie sur R: (@) . Les quotients difjinentiels
Ql%uh (c§. $2, n® 2-1) sont définis sur R (@) (powr q<K) .

En effet, si a € Rh Q) :

a+k

3-5) () u)® = K-k, q
K Yh kEK e Y

et les indices o + k appartiennent a Rﬁ () . En particulier, les quotients

K K P 7
Vo= Qg sont définis sur Rh «) .

THEOREME 3-1.

Si plu =0 sw 9, alons w st nulle sur R (D) .

Si fLes suites quh sont nubles sur R (Q) powr q & K, £a suite w = est nui-
Le sun I{(ﬂ).

En effet, d'aprés le théoréme 2-1 du §2 :

- 7
P: u = 1 x+d Wg 1 % -a) b2 xﬁ
aeRh(Q) q<K

51 PE u, =0, pour tout a e Rh (2) , nous avons :

z “;+q Wﬁ—q ( % - a) =0 sur mﬁ i ae Rh ()
q<K
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Les polyndmes wi-q ( % - @ ) étant linéairement indépendants, cela entraine

que :

u§+q =0 si ae€ Rh () etsi q<K.

D'aprés (3-3), si B ¢ Rﬁ (Q) , il existe a e R () et q £ K tel que
B=a+ q . Donc us = 0 quel que soit B € Rﬁ ) .

D'autre part, puisque :

(f-a+D?
K q a h E@ o
Py = ) ] o u)? —————— 1%
h aeR(Q) q<k K *h q! h

si les Qq sont nulles sur w) , pK est nulle sur Q , donc u, est
K Yh h Yh

h
nulle sur Rﬁ (Q) d'aprés ce qui précéde, ce qui démontre le théoréme.

En particulier :

COROLLAIRE 3-1.
Sur £'espace des suites sur R: Q) , Les expressions

K
||ph “h“m,P,n sont des nonmes .

3-2. APPROXIMATIONS DES ESPACES W:’P @« .
Nous allons construire diverses approximations de 1'espace de Sobolev wm’P Q)
en utilisant la construction des approximations de 1'espace wm,P @®" .
Soient K et L deux multientiers ; considérons le réseau :
(3-6) R =R (2;T)
h h ’
défini au n°® 3-1.
Nous désignerons par @
G- W @i
o,h ’

1'espace des suites w o= (uz) nulles en dehors de Rﬁ (@ ; T) , muni de la norme

P K
Iluhllh,m,P , définie au §2 n® 2 (2,17) . Si K > (m) , le prolongement Ph Yy de
la suite U défini au §2 n® 2 (2,18) , est 3 support compact dans Q .

Nous allons définir une restriction r;L de Wﬂ’P (Q) dans W?’: (2 ; K) par :
’

~
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“ ( /FI #(x) x;+(1),h (x) dx ) si ace R: @; )
3-8 e =
0 si a¢ R: @;n

Nous allons étudier les approximations :

-9 AP @T @) = @@ v @0 5 ep ) de W2T @,

h
Posons :
(3-10) R = M TR s SR -R AR = ) o 4
|k|<m aeS: :

Supposons que l'ouvert Q vérifie la propriété de régularité suivante :

I1 existe D= (D Dn ) tel que

IEEERED)

(3-11)
x -k hD#¢Q pour tout |k| §m et pour tout x € a® (h)

THEOREME 3-2.

Supposons £'hypoth2se (3,11) satisfaite. Les approximations A’:’L (w‘g’P @)
sont alons stables et convergentes. k

S{ K =1L, ces approximations sont de plus autoadjointes.

La stabilité des prolongemenés résulte du théoréme 2-1, puisque :

K K .
»P = €
1o w1 ym? gy = HIoh syl e o€ oyl p

Nous allons montrer qde les restrictions sont stables, c'est-d-dire qu'il exis-

te une constante C indépeﬁdante de h telle que :

L K %L
3120 5% 6]l o p < nllok £ ol p < Cl1ol Iy p -

Mais :

K _»L [ (1
(3-13) p r, ¢ = ( ¢ x dx ) x * 0 (x)
h 'h aZRh S’n L+(1),h K,h ~ 'h

ot eg est la fonction caractéristique du pavé u; .

La dérivée d'ordre k = ( k kn ) . k] s m de pﬁ r;L s'écrit :

10

k K _«L
(3-14) D PL Ty ¢ = Xh + Yh .
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ol
0-15) % = ] (j B¢ o) e (ly b * Kpep OO0 d%) xg o 6p ()
aER: Q ’ : ’
et

-k L 0 a=-2 a
(3-16) Y = )} w°{ ¥ (1) ¢ j #(x) x (x) dx } x, . » 8 (x)
h m:sm ek () k R L+(1) ,h K.h h

oii k(a) est 1l'ensemble des indices a - £ qui appartiennent 3 Rh pour |2l £k

Nous savons que :

(3-17) J Ixh!P dx sJ ID* sy ax
Q Q

T1 nous reste a évaluer J IthP dx
Q

seit Q" (h) 1le sous-ensemble de Q défini par :

m a
Q° (h) = Um W

aeSt" +h

Il est alors clair que

P
£

<
N

P « 1.~kP ’
5 IYhI dx € M h ES‘“ ] 5 Q)(x‘) ){L,h " eg (x) dx
r aesSy

h—-kP

(3-18) M

/A

agq: S M(X)IP 'YL.h * e?\ (x) dx <

<M 'n—kp j !o(x)lp dx .
Q" (h)

Nous allons majorer maintenant ]¢(x)|P lorsque xeq(h) .

D'aprés l'hyputhése (3-11), nous savons que :

(3-19) x-kDh¢q pour tout |k|.cm si xeQ" (h)

Soit :

/
(3-20) h by la fonction caractéristique de 1 (O , Di hi ) . Alors, si 3 dé-
i

signe le prolonzement de ¢ par O en dehors de @ ,

.

vk

k L N
D wk'h~¢-h (-1) C ¢(x - 2 Dh) ; “‘k,h""h"" * by k-fois.

7
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Donc, sous l'hypothé&se (3-11),

(3-21)  é(x) = h* D® w: x3 sur @™ (h) .

Il en résulte alors que :

(3-22) J Loy 1T ax = n¥F 110k w D% 1|8 ¢ v 6*P 10X 3R
Qm(h) n P P

Puisque IIDk $||P = HDk a'!LP(Q) . on déduit de (3-22) et de (3-18) que :

(3-23) J {Y:] dx ¢ ¢ |Ip¥ ¢|I§

*L

ce qui achéve la démonstration de la stabilité des restrictions rh .

La converzence de pﬁ r;L ¢ vers ¢ est alors immédiate. Puisque les troncatu-

res pﬁ r;L sont uniformément bornées, il suffit de vérifier la convergence lors-

que ¢ est 3 support compact K dans @ . Dans ce cas, pour h assez petit,
KN Q™ (h) = ¢ et alors :
N N
pK t“L ¢ = pK r“L ¢ converge vers ¢ dans WP ( R" )
h "h h 'h
Lorsque K =L , il est &vident que les approximations sont auto-adjointes. Dans

ce cas, les approximations :

' - 1 - 1
AL CW™PT @) = (W™ (@), W™ (@, K) , by, rpt ) sont Ggalement

stables et convergentes.

Nous allons maintenant définir des approximations partielles de W?’p @) .
(cf. chapitre I , §1 , n® 1-4) .

Soit ﬁ = (K ) une famille de multientiers KJ , et K= sup K .
q *|q|em lq|<m q

Considérons les espaces Hg’p . S1 K 2 q, les prolongements : pﬁq sont défi-
nis de w?’; (@ ; K) damns W3P (2) pour tout lal € m .
3

THEOREME 3-3.

Supposons que L'ouvert 2 vérnifie L'hypothése (3-11) . Alons Les approximations
des espaces WD'P (@) dans WP (25 K)

G-26) AP P @) = 3P @ 5 WP @R, p . )

sont des approximations pariielles de w':'p (Q) et Les approximaiions Aﬁ’L(w‘:’P(rz))
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sont plus 44ines que ces approximations partielles.

En effet, si pour tout |q| £m, les pﬁq u, ~ convergent faiblement vers uq
K K,
dans LP (Q) , alors P Yy, = XK-Kq,h * phq u, converge faiblement vers uq pour

tout q , ce qui entralne que tous les u ~sont égaux 3 un méme élément u . D'au-

-

tre part, pd u = p9 uq appartient i P (@) et u esta support compact. Donc
u appartient 3 W?’P (2) et les approximations AE’L (W!::’p (2)) sont des appro-

ximations partielles de WE’P () , qui, d'aprés le théoréme 3-2 , sont convergen-

tes.

D'aprés le théoréme 2-1 du §2, nous savons que :
~ K q K P.Y
325 Io wlly € Ml o osm ¢ I 0% pfa w |2)%
lqlem
Pour montrer que les approximations Aﬁ’L ( wﬁ’P (2)) sont plus fines que les

approximations partielles, il ne reste plus qu'd vérifier que :

;13 (pﬁ w - pﬁq uh) = 0 dans Wg,p (Q) faible si lluh"h,m,p < Cste. Mais,

1
puisque Wg’p (2) est dense dans A (Q) , alors A (2) est dense dans le dual

1
de Wg’p (Q) et il suffit de vérifier que, pour toute ¢ de LP «) ,
K K
(3-26) lim |pgw -pduw , 9] =0
h=0

Mais cela résulte de 1'inégalité :

K K ~ LY
lop u, - ppdw, » ) = [ w , 3 - Xk h 8| <

X

s Hepdully o 118 - e n ™ e

3-3. APPROXIMATIONS DES ESPACES WP (R) .

L'espace D () n'est pas dense dans WP (). Néanmoins, si l'ouvert  est
suffisamment régulier, nous allons construire des approximations WP () a3 partir
des approximations de W°'P (R™ ) i 1'aide de la proposition 1-7 du n° 1-10 du
§1 du chapitre I .

On dira qu'un ouvert Q a la propriété de m-prolongement s'il existe un opéra-
teur continu 7 de WP (@) dans W™P (BR™ ) tel que, si p désigne 1'opéra-

-

teur de restriction 3 Q , on ait :

pwm=1



100 Chapitre II , §3

Pour des exemples d'ouverts f ayant la propriété de m-prolongement, on pourra
consulter J.L. LIONS [}] , chapitre II , oli on trouvera la bibliographie néces-
saire.

Considérons des approximations de Ww®P définies au n® 2-2 du §2 :

Aﬁ(Wm’P)'(Wm’p’W:’P'PE’rh) ;i K> (m

Désignons maintenant par Wﬁ’P (2 ; K) 1l'espace des suites u = (ug) définies

sur Rﬁ (9) (cf. n°® 3-1) muni de la norme ||p§ uhllm £,
'V

Posons :
™h,Q (9) = LN (7 ¢)
(3-27)
r =5 (py u)
Pha®h “P Ppth
Il est clair qu'une suite _ w, définie sur Rﬁ (2) peut toujours &tre considé-
rée comme la restriction 3 ﬁﬁ (2) d'une suite définie sur b (i1 suffit de la

prolonger par O par exemple) et que pﬁ Q Y De dépénd pas du choix de ce pro-
’
longement.

On déduit du théoréme 2-1 du §2 et de la proposition 1-7 du §1 du chapitre I le

THEOREME 3-4.
Les approximations :

Ay CPP @) = (WP @, WP @R,y gy )

sont stables et convergentes. De plus :

h,Q

q K - oK1 ol
DiPh U "Phg Yn AW 0
(3-28)
q K - q
1108 oy grpg¢-®llp€cu @ 7o, n
AUTRES NORMES SUR w:"’ @ ; K

Soit L un multientier. Nous poserons :

29 luylyp,q =



101
Nous obtenons alors les inégalités suivantes :

PROPOSITION 3-1.
K q. |P 1/p
ey dplln,p,0 € ¢ |§|‘m 1% wuln,p, (kg O <
(3-30) y :
-Pq P
$ ¢ ( Z h ) 'uhlhsP,(K) .
En effet, on remarque que :

K P - a _a a (P
175wyl 15, = 0 % f 10w a1 e

P,
< B -7 P

1
JfPf 4@, % 0% ax = h
9 ,

aeéﬁ(n) Iuhl

K
ueRh(ﬂ)
La proposition en découle en remarquant que pd pg = pﬁ_q Vg =hnd pg_q vl

APPROXIMATIONS PARTIELLES DE W™F (g).

Rappelons que WP (2) est 1'intersection des espaces WI'T (q) pour |q| € m ,
ol Wq’P () est 1'espace des fonctions u de LP (®) dont la dérivée D9 u ap-
partient 3 LP Q).

Soit K = )

une famille de multientiers K _ , vérifiant :
lq|sm q

(3-31) Kq = Kb +q

Les cas les plus intéressants étant ceux oi K = q . Nous allons associer 3 K

des approximations partielles de Wm’P (Q) (cf. chapitre I ; §1 , n® 1-4).

Considérons les réseaux : (cf. n° 3-1)

K <>
(3-32) RE Q) = U RA (@) 5 R (@) = |U R (@

lq]¢m qlem

On désigge maintenant par Wﬁ’P 9 ; E) 1'espace des suites u = (u;) défi-
nies sur R: (2) , et on pose :

K N . N
(3433 ply wm eGplu) 5o o () =, (1 4)
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THEOREME 3-5.
Sous £'hypothese (3-31) , Les approximations :

->
K qQ,P - q,P ,P > K
Ay CWDT @) = (W @) Wt (a5 KD, p9g .y o)

sont des approximations partielles de w:’P (2 : ¥) , stables et converngentes, et :

K 1/
G50 gl p = € L 1% oy wlp ) F

est une nonme swt w‘“h’ «a; K) .

Nous allons tout d'abord montrer que ||uh||h p,k @St une norme sur wﬂ’P(ﬂ ; B
P

Supposons que =0 . Alo :
ppos q ||uh||h p rs
- 2 - M = =
(3-35) p] “h 0O sur Q H q 1 (\7| uh) p]° (V’ uh) 0 sur Q .

Donc, d'aprés le théoréme 3-1 , les Vg u, sont+nuls sur R:° (2) pour tout
la| € m . ce qui entraine que u, est nulle sur R: () . En effet :

(3-36) RE(Q)=UTR‘;°(Q)-U1 U 7@
q k q
la|<m k|1 la|em-1
et il suffit, par récurrence, de montrer le résultat pour m = l. Supposons que a
appartient a LT} Ty R§°(ﬂ) . Si a n'appartient pas i R:° Q) , i1 existe e
[k|<l
tel que a - e appartient a R§° (Q) . Alors

a-—ei =

-3 (% w) byt (up - wp®h =0

" Donc ug = ug-ei =0 , ce qui établit la derniére partie du théoréme.

Supposons maintenant que p:q y, ~converge faiblement vers uq dans Wq’P(n)

pour tout q . Montrons alors que

(3-38) p? u = p? u,  pour tout q .

En effet : -

- 1« X
(3-39) 4% o u

K,
vl Py u, = D7 X n = D% Pt uy

Donc, puisque pﬁonuh et qu u, convergent dans D'(Q) , pour touté ¢ 3a sup-

port compact et pour h assez petit, on aura :

@l 0=l elou , To- ol elg, 0o
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Donc, lorsque h tend vers O , nous aurons :

(-40) plu =iy iF () .
On en déduit donc que u, = uq (pour tout |q| € m ) appartient 3 Wm'P « ,
ce qui montre la premidre partie du théoréme.

La convergence des approximations partielles résulte alors du théoréme 3-4 .

EXEMPLE 3-1 APPROXIMATIONS DE w™f (o, T) .

Considérons le cas oi n = 1 et prenons pour ouvert 2 1l'ouvert (0 , T) et

h=T/N, oi N est un entier destiné i tendre vers 1l'infini. Soit K un entier

positif. Alors :

R::(ﬂ)'(l,Z,...,N+K}
(3-41)
R::(I’)-{l,z,...,l(;N+1,....N+K}

L'espace wm’P (Q ; K) est un espace de dimension N + K et
K k& N¥K B X q a X q
(3-42) py qu =h agl *h‘qZ., Cogu® (-a+D?)

Si K=1, il est clair que :

(3-43) p*ll%-pguhu. z(vhuh)ﬂ%-an)h% xﬁ
a

- K
On en déduit par recurrence une relation entre les Py ¢

, k-1 K
K T h K-k , k-1 h K ax _ K. % «
(3-44)  py uy = kZ1 i Ph T W)t iﬁ'g (Tpup) GG -oe+ D h™ oy

Pour définir la restriction r =1, T , nous allons prendre pour prolongement

h,Q
7 le prolongement de Babitch - Hestenes :

¥ T
jzl A:] [ (- j X (d) si - -m—‘:; £ x < 0
(3-45) 7 ¢ (x) = b G) st xe o, 1]
m . .
.Z A, 0 (Juw(x~-T)) si Ts<xsT (1 + HTL?

g1

ol les H sont solutions du systéme :
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(3-46) ? (-3 w)k Aj =1 pour k=0, ... ,m~-1.
j=1
Si ¢ est la restriction 3 (0 , T) d'une fonction ¢ définie sur la droite,
on pourra prendre alors 7 ¢ = ¢ . On remarque que dans ce cas la troncature
ph,ﬂ T, ¢ d'une fonction ¢ est positive si ¢ est positive, monotone si ¢ est
monotone, convexe si ¢ est convexe.

3-4. APPROXIMATIONS DE SOUS-ENSEMBLES CONVEXES DES ESPACES DE SOBOLEV.
EXEMPLE 3-1.

Soit E un sous-ensemble fermé d'un ouvert Q . Consdidénons £'ensemble convexe
femé K des fonctions de w‘:'P (2) plus grandes que 1 (presque partout) sur E .

Nous allons construire des approximations et des approximations partielles de
cet ensemble K .
Soit L un multientier plus grand que (m) . Considérons 1l'espace H:’ﬁ (2 ; L)
’

défini au n° 3-2 et le prolongement pt .

Nous prendrons pour sous-ensemble convexe fermé Kh de wﬁ'ﬁ (2 ; L) 1le sous-
’ .

ensemble Kh des suites u

+

h telles que

(3-47) u_ 2 h pour tout o de Rt (E) .

a
h

Nous supposerons E assez négulier pour que toute fonction ¢ plus grande que
1 sur E so0it Limite dans w’;"P (2) de fonctions v, ¢ plus grandes que 1 sur
E , ol

n

(3-48) Eh-(Uw: ; aekﬁ(z)}

Nous poserons alors :

(3-49) 1, ¢ = r;1 Gy ®)

THEOREME 3-6.

Les prolongements p; et Les nestrnictions T virnigient :

(3-50) pﬁ KhCK ;o KCK

L
(3-51) }1:3 th r, ¢ - “Im,r =0 pour toute ¢ € K .
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i T=() et L= sup L, 2es propriltés suivantes sont verifiZes.
9’ |q|<m lalem @

. . L . q,P
(3-52) SL u, € K et 84 P? u, converge 4alblenent vens e dans wo’ )
pour tout |q| < m , alons u, = u appartdient a4 K

{ L
- | ! - = 0
(3 53) }im ! !‘D‘ 1 r.] ] ¢| , : ,P POLUL Loute ¢ e K.

Le seul point i vérifier est (3-50) , le reste du théoréme se déduisant des ré-

sultats nrécédents.

% a -~ Y ” .
Puisque h Z xL+(1),h 20 , on en déduit que :

=1

WFul . ) u® hV2 h sup u

a
. X I 2
h Yn'E GER:;(Q) h L+(1),h'E
I
d'ol il résulte que p; Kh(: K .

Montrons que L K CZKh . Soit ¢ une fonction plus grande que /1 sur E . A-
lors v, ¢ est plus grande que 1 sur E etsi ac Rt  ,

+¥, Y, +1
(tho)"-h zj(yhcp) x:dxahzfy_:dxah 2

EXEMPLE 3-2.

Considérons maintenant £e cOne convexe {emé K de WP (Q) des 4onctions ¢
de WP (@) telles que fa nestriction de ¢ @ £a frontitre T de Q 804t posi-
tdve(presque partout).

Nous allons construire des approximations et des approximations partielles de ce

cone convexe.

Soit L un multientier plus grand que (m) . Considérons 1'espace Wm’P (Q, L)

défini au n® 3-3 et le prolongement pﬁ Q=P pﬁ .

Nous prendrons pour cone convexe fermé Kh de w:’P (@ , L) le sous-ensemble

Kh des suites u telles que

h

(3-54) u_ >0 pour tout a € R; (r) .

a
h
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Nous supposerons cue £'ouvert Q est suffisamment néguldier pour que toute fonc-
tion ¢ dont La trace sur T soit positive s0it Linite d'une fonction Y, ¢ de
WP’ positive sun :

(3-55) rh ={ w; ;. o€ Rl;l (r) }
Nous poserons alors
*1
(3-56) e =1 (Yh ¢)

si L= (Lq) avec :

lq|<m

(3-57) Lq =L +gq pour |q] £ m,

Nous prendrons pour espace Vh 1'espace W’;:‘P @, L) et pour cdne K 1l'en-

semble des suites u, positives sur R:° (T') , pour restriction r, la restric-
x1
tion 1, (vh ¢) .
THEOREME 3-7.
Les prolongenents pt a @ Les nestrnictions T, vérnigient
L
Pho €K » T KCKy
(3-58)
L
11:; ||ph’9 r, ¢ - ¢||m,P,n =0 pouwr toute ¢ dans K .
& L= (Lq)lqlsln avee L =L, +aq, alons
- q L p . Vp
1) ully=C 1 o Prdg uplp ) est une nomme sur V.
lq|sm
, . L ,
i) St oy ek et ph"lnuh convenge faiblenent vers U dans
(3-59) W) pouwr tout |q| < m, alons u, = u appartient 3 K .

L
iii) tl:g Ilppa rh¢'°”q,?,n 0 pour toute ¢ dans K .

iv) T K C.Kh .
Si u; >0 pour tout a € R:;(I‘) , 11 est clair que

L a yz (1 ’
Ph,a Ynlr = Z un B2 Xy nle >0
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donc Pll-:QKhCK .

De méme, si ¢ € K , alors Y, ¢ est positive sur Ph et, si a e R; ()
Y, Y,
(rp, ¢)°-h2jvh¢xgdx>/h2)'x:dx %0 .
ce qui entraine que r, KCK .

-

I1 nous reste 3 montrer (3-59) ii) et plus précisément que u ¢ K . Mais on sait
(théoréme 3-5) que u ¢ Wm’P (Q) et que u = lim pt° W, dans LF (Q) . Mais,
h=0
puisque pt° u est positive sur T , u est positive sur T , donc appartient a
K .

§4. APPROXIMATION DES SOLUTIONS DES PROBLEMES AUX LIMITES POUR DES OPERATEURS DIF-

FERENTIELS LINEAIRES OU NON .

Ce paragraphe est consacré aux applications des résultats abstraits des §3 et

§4 du chapitre I et 3 ceux du §3 de ce chapitre.

Au n°® 4~1 , nous rappelons quelques résultats sur la formulation variationnelle
des problémes aux limites pour les opérateurs différentiels elliptiques d'ordre
2 m . Au n® 4-2 , en utilisant les approximations du n° 3-3 du §3:, nous &nongons
les théorémes de convergence des solutions approchées de ces problémes aux limites.
Si m > 1, nous obtenons des résultats nouveaux, car nous déduisons la coercivité
des problémes approchés de la coercivité du probléme initial, sans avoir besoin de
1'établir directement. Nous explicitons les coefficients des matrices des opéra-
teurs approchés. Nous retrouvons en particulier les schémas classiques. Au n° 4-3,
nous considérons des problémes non linéaires, et, au n° 4-4 , des applications du
§4 du chapitre I . Nous approchons ainsi les solutions de problémes aux limites
unilatéraux et le caléul des capacités. Pour ne pas alourdir 1'exposé, nous avons

1limité le nombre des applications.

4-1. RAPPELS SUR LES PROBLEMES ELLIPTIQUES D'ORDRE 2 m .

Nous rappelons dans ce numéro les résultats concernant les problémes aux limi-
tes elliptiques d'ordre 2 m . (cf. J.L.LIONS [1] , [2] ).
Soit @ un ouvert de R" . Prenons :
H = L2 ()

(4-1)
V un sous-espace vectoriel fermé de H®(Q) tel que H:(Q) cvcHE @)
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CH® (@) = w™2 @)

Considérons la forme sesquilinéaire suivante :

(4-2) a(u . v) = ) a_ (x) DPu Dy dx i a (x) el () .
|Pl’|Q|SmJ; pe pd

et considérons le triplet A ={ V ,H, a(u, v) } (cf. Appendice)

Il est clair que V @&tant un sous-espace fermé de H® (2) , la forme a(u s V)
est continue sur D(Q) et définit 1l'opérateur A suivant 3 valeurs dans D'(Q) :

4-3) Au= J 0l 29 @ @ P um )
[pls]qlsm Pa
Le domaine D(A) du triplet A= { V ,H , a(u, v) } est le sous-espace des
fonctions u de H© (Q) vérifiant :

i) ueV : Auce L2 Q)
(4~4) -
ii) 5 (Au) vdx = a(u , v) pour tout ve V.
Q

Mais d'aprés la formule de Gfeen (formelle), la seconde condition implique que :

m-1
(4—5)5 (Au) Vdx-a(u,v)= ) <S u,y
a jm0 3 i

ol Sj est un opérateur différentiel sur la frontiére T de Q , d'ordre 2m-j-1 ,

v>=0 pour tout v e V ,

oi vy, u est la dérivée normale d'ordre j de u . Ceci a un sens lorsque les
i ~m+j+ m—-3 -4
crochets désignent la dualité entre les espaces H 2(r)et H (') con-

venablement définis.

EXEMPLES.

Si V= H: (R) , la condition (4-5) est automatiquement vérifiée puisque
Yj u=0 pour j=0, ... ,m~-1 . Le probléme aux limites correspondant est le

probléme de Dirichlet associé 3 A .

si V =H" (@) , la condition (4-5) signifie, qu'en un sens faible, Sj u=0
sur T pour j =0 ,..., m =1 . Le probléme aux limites correspondant est un pro-

bléme de Neumann attaché 3 A .
On peut naturellement varier les exemples.
Remarquons aussi que les formes partielles :

- - P d 3
(4-6) apq (u, v) jnapq(x) D u Dl v dx
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sont définies et continues sur HP (R) x Hq @ ou HI (Q) = wq’z Q) .

LE PROBLEME DE LA COERCIVITE.

Ce probléme est celui de la recherche des conditions suffisantes sur l'espace V
et les coefficients aoq(x) pour que l'une des conditions de coercivité C1 ou C2
suivantes soit réalisée.

Condition C, .

(4-7) Re a(v , v) 3 c|]|v|]|? pour tout veV ; <¢c>0

Condition ¢, .

(4-8) Re E a (u ,u)2c z !Dp u |2 s u ¢ HP Q) .
lel.lqlsm P9 P9 |p|<m L P

Ce probléme a été étudié par différents auteurs (nous renvoyons i J.L. LIONS [1]
pour la bibliographie).

Si m > 1, nous supposerons ces conditions satisfaites. Si m = 1 |, elles ré-
sultent de :

1) Re J aij(x) &y E} yc (g2 + .00+ ](nIZ) p.p dans @ .
(4-9)

ii) Re a, (x) >c p.p dans Q.

ol aij (x) = aeiej(x) et a, (x) = ao,o (x) .
Considérons maintenant la solution du
PROBLEME P .

Etant donné £ dans L2(Q) , cherchen u dans V vérifdant :

(4-10) ) J 3, () pP u D? v dx -J f.v dx pour tout veV.
Iplslalem Jo Q

La solution du probléme P est aussi celle du

PROBLEME P' .

Etant donné £ dans L2(Q) , chercher u dans VvV vérifiant :
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| z| D 0% (¢ a, &) P u(x) = £ (x) dans L2 (@)
(4-11) ;11 7lem '
): < S1 u
j=p :

’Yj7>-o pourn feut v e V

Si les conditions de coercivité sont satisfaites, cette solution existe et est

unique.

4~2. APPROXIMATION DES SOLUTIONS DU PROBLEME DE NEUMANN POUR DES OPERATEURS ELLIP-
TIOUES D'ORDRE 2 m .

lous rouvons maintenant déduire du §3 du charitre T et du §3 du charitre II des

théorémes d'approximation de la solution u du probléme P .

Considérons. pour fixer les idées, le cas du probléme de Neumann, c'est-3-dire

le cas oii V = H" Q).

THEOREME 4-1.
Swpposons tout d'abord que La condition de coerciviti C; soit satisfaite.
S{ L > (m) , Les solutions w de 2'équation :
' P L q L-— ‘ L —
(4-12) Z J a (x)) D p D p_ v, dx = j f(x) p, v, dx
IP‘-IQL““ Q ale] h uh h 'h 0 h 'h

ol v parcourt L'espace w:‘z (@ : L) , convergent vers La solution u du pro-

beeme P dans w&T (@) .

S{ fa solution u appartient & EY (@) (3 m) . 84 L 22 et &4 :

-1 Lo
(4-13) v, (0) = sup Hallg" Tl = oy o ry ully
atons

L
-13)  flu-py o wlly €My M

Supposons que La condition de coercivite C2 S04t satisfaite. SL Lq =L +aq,
Les solutions w de L'équation :

P L q L L
(4-14) Z j a_(x) D pP D? p, 9 v, dx -j f(x) p,© v, dx
Iplslqlsm Ja P9 b "ho hoh Q hoh

oi v, parcourt £'espace W:,z @ ; I) , converaent vers La sofution u au sens

Sudvant :
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0P 'i’?n u, - ul2 =0

’

(4-15) 1lim
h=0

m

T

REMARQUE 4-1.
Nous montrerons dans un prochain travail qu'il existe une restriction LN tel-
le que :

(4-16) ¥ (b) s c e

ce qui montre que 1l'erreur décroit en fonction du choix de L . ( cf. AUBIN Eﬂ ).

Lorsque D(A) est contenu dans HZm «) , Yo (h) est de l'ordre de h™ et la

norme dans H = L2 (Q) 1l'erreur u - Ppup est majorée par :

2
(4-17)  |u - phuhl gch .,
(cf. §3 , n® 3-3 du chapitre I).

Lorsque la condition C2 est satisfaite, en prenant Ko = 0 , nous obtenons le

probléme approché suivant :

o ) - o —
(4-18) 2 apq(x) Py VE w, Py Vg Yh dx --f £(x) P Yy dx
lelslalem Ja Q

qui a &té &tudié par J. CEA [1] .

Le théoréme résulte du théoréme 3-3 du n°® 3-3 du §3 , chapitre I , du théoréme
3-4 du n°® 3-4 du §3 , chapitre I , des théorémes 3-4 et 3-5 du n® 3-3 du §3 , cha-
pitre II .

Les problémes approchés sont de la forme :

Lp,L
(4-19) = D>™q = f
Ah u |p|,|q|<m P,q,h Y h
- Lp,Lq 2. = 5 .
ol la matrice A.p q.h est associée a la forme sesquilinéaire :
"M

_ P q Lg =
(4-20) jﬂ 2,00 D p:’]’P w 0¥ pd Vo odx .

Nous allons maintenant calculer les coefficients atP;Lg (e , B) de la matrice

oy (o &
Ap,q,ﬂ (o a, Be @« )

Rappelons que : (§2 , n°® 2-1)

1 || .r Lp-2
T (-1) C (k - 1) si 0<k<glL
-21) a (k, 1) =) Fp = D! rEk Lp*(1) P

O dans le cas contraire.
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Posons :

a,p . - - -
v} (apq.v,k.l) aLD(Lp#Y a.k+p)an(Lq+Y B8, 2 +q).
(4-22) 1 %

. a (x) —— (- -y + 1) ax
anﬁ PA°" k1 gt h

THEOREME 4-2.

Le teme général a;P;Lg (@, 8) de fa matrice A;'P;Lg est Ggal a :

“-23) ai® - ] ) LR AL
[ yeRh(n) k‘Lp-p
1<Lq—q

I,ougue a ., B appartiennent a R:;(ﬂ) .

En effet, il est clair que quand o , B € Rﬁ () , le terme général de la matri-

ce est égal a :

39>

alpoL a 8
P q P q .
%p,q,h 08 = Sn pa M P Xy P Xgey,n 9

Nous explicitons cette expression. Puisque (§2 , n° 2-1)

) T L Y <o P
g

On en déduit, en posant y = - L +r+a= - Lq + s+ 8, que

a“P“q (a,a>-2 j 8, P WPt (X pd “:"Y‘“ (X-y) ax

Lp
Puisque ( §2 , n°® 2-1) :

o oy (-7 =0T a'l.p(r’k'.'p)k! (¥-v+D"

LP kst-p

Il résulte de ces inégalités 1'identité (4-23) .

CONSEQUENCES .

D'aprés (4-21) , les indices y de (4 - 23) vérifient en fait a - Lp Y $ a3
‘B=-L <v¢& .
quB .

Si 1'on pose B =a -~ & , les coefficients aﬁpéLg (@ , a - &) sont nuls si

"M
pour un indice i au moins, on a :
8 >Ipy ou 8y € -lgy
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12 en nésulte que Le nombre maximun de diagonales non nulles de La matrice

n
»Lq
A;Pq est égal a 121 (LPi + L, * 1)

Les conditions aux limites interviennent dans les expressions des coefficients

a;P;Lg (a , B) 1lorsque l'un des deux indices a ou B appartient au réseau
’ ’

-

Rﬁ (T) . En effet; dans ce cas, l'un des pavés a - Lp £yYy<a ou B - Lq <Y<LB

n'est pas contenu dans Rh @) .

Puisque le probléme de la coercivité de l'opérateur A est supposé résolu, la
matrice Ah z A P’Lq est définie positive. Si l'opérateur A est hermitien, la

matrice A est hermitienne. Si q #0 , alors Z aip;Lq (a0 , B) =0 .
’

En effet :

Lp-Lq .J p
% a Pl (@, 8 o a, & D

a q 8 -
XL+(1),h P g XLgr),n 70

REMARQUE 4-2.
Considérons le cas particulier ot m =1 et ol
= 1 1 -
apCuy 5 vp) = alpy w5 py vp) (L= (1))

Supposons que f appartienne i3 L2 (Q) . D'aprés le théoréme 4-1 , on en dé-

duit que
lu-p} gupllicch
putsque  ||u - py o rp ully € e nlfull2
En prenant le méme schéma approché, Y. DEMIANOVITCH [f] a démontré, par d'au-
tres méthodes, que :

.
I'“ ph,ﬂ uh”l 60/‘?.
4-3. APPROXIMATION DES SOLUTIONS DES PROBLEMES AUX LIMITES POUR DES OPERATEURS DIF-
FERENTIELS NON LINEAIRES. )

EXEMPLE 4-1.

Soit @ un ouvert borné de R" ‘. Prenons pour espace V 1'espace de Banach

W:’P (Q) et pour forme a(u ; v) 1la forme :
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n
(4-24) a(u;v) = ) j |Di ul® Diu.D v.de : p>0.
Q )

i=1
Cette forme est définie sur V x V si
p+ 2 P 1 1
P=p+ 2. Alors P' = - s —+— =1
p+1 p+1 P P!

Il est clair que dans ce cas, les hypothéses de la proposition 3-4 du n°® 3-5 .
§3 , chapitre I sont satisfaites. L'opérateur non linaire A de wI’P (Q) dans
WP (@) défini par : °
(4-25) A(u) = - 121 D, C In, ul® D, w
est borné, coercif, monotone et continu des droites de V dans V' faible, donc

surjectif.

On déduit de la proposition 3-4 du §3 du chapitre I et des résultats du n° 3-2
du §3 du chapitre II la :

PROPOSITION 4-1.

S{ L > (1), Les solutions u du probleme non Lintaire :

R L o L L L
(4-26) iZ¥I;'Di P uhl Dy pp U, ¢+ Dy opp vy dx = (f, Py Vh)

)
pour tout v de w’:’z Q; L), o £ appartient a Lf (Q) , converzent {ai-
blement vens une solution u de L'Cquation A(u) = £ . S{ L, =0, 1L »e
(L=1,..,0) et T=C(L, ,L ,ee0, L), Les s0Lutions u, de £'qua-

ion variationnelle :
n
Li P Li L L,
(4-27) 121 Jn [og pptu I® Dy gty Dy ppt v ax = (£, p0 v )
v

pour tout v, de W';‘E (0, I) convergent vers une sofution u de £'Equation
A(u) = £ au sens suivant :

D, p:;i u_ converge verns D, u dans LY (@) {aible.

h i

p:° u, converge vers u dans LY (Q) A4aible.

En particulier, si L° =0 .et Li =e, l'équatipn (4-27) s'écrit :

y a o
v, u®|P v ¢ L, 9. vi=h" E[ fy dx) v
ae%ﬁl)(ﬂ;r), g *hl The B T Th aetzzfl”(mn h h
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EXEMPLE 4-2.
Soit toujours  un ouvert borné de " , de frontiére T suffisamment régu-
liére.

On prend pour espace V 1le sous-espace fermé des fonctions v de B! (@) dont

-

la trace Yo appartient a LP (I') . On prend pour forme a( u ; v ) 1la forme

n
(4-28) a(u:v) -‘f u.vdx+ ) Dy u . D, vdx +,f |u]P-2 u . vdo
Q i=1JQ r

oli do est une mesure superficielle sur T .

L'espace V est un espace de Banach pour la norme :

[lv|] = IIVIIHI(Q) + lYo VlLP(r)
Les hypoth&ses de la proposition 3-4 du n® 3-5 du §3 du chapitre I sont satisfai-
tes.

1]
Soit f e L2 (Q) , g € LP (I) . Le couple { £ , g } définit une forme linéaire

sur V .

On considére le :

PROBLEME P :

Chercher u dans V Zel que a(u ; v) = j f vdx +‘) g v.dx
Q T

Une solution u du probléme P vérifie :

1
- Au+u=f dans LP Q)

(4-29) 22

|u u.|r =g sur T

On déduit de la proposition 3-4 du chapitre I et des résultats du n® 3-3 du §3
du chapitre II la :

PROPOSITION 4-2.

S¢ L >1, Les solutions u,_ de £'Equation variationnelle

h

n
L L L L
j Pp U, Pp Vv, dx 4 ) D, py u, Dy pp vy dx +
(4-30) =1/

L P-2 L L L L
j ] Iph uhl P Y, Pp vy do= j; £ p, v, dx *-Sr g Py, v, do
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pour tout v, de WE‘P (Q , L) , convergent faiblement vers une solution u du
probfeme P .

8L Ly=L,+e (1l=41i .....n) ZLes solutions u de £'Zquation variation-
nelle :

2 n
I Li Ly Lo Lo
{ Z 5 Di Py oYy Dj Pyt vy dx +§ o U, Py vh dx +
i=1 Jq Q
(4-31)

Lo  P-2 Lo L Lo L,
Jr lph uhl . Py uh.phovhdo-jﬂfph v, dx + rfph v, do

->

pour tout v, de. R{“ Q) . convergent verns une solution u du probléme P au
dens sulvant :

Lo
h Yh
Lo

Yo My U, COnverge vers vy u dans L¥ (1) faible ;

r converae vers u dans L2 (Q) 4aible ;

Di p]gi u, converqe vers Dy u dans L2 (9) faible.

Si 1'on prend L, = 0 ., si e: est la suite qui vaut 1 au point o et O

-

ailleurs, 1'dquation 4-31 revient 3 résoudre le systéme (4-32) . (4-33) :
(4-32) !Z‘ v v feul el mn2 (f £y an & ;(n N
& by n h* % ®h X, dx) e i aeRy (@,

h
i a a a a a a (\1 a|P-2 a a
Ly Tathc T Thg et Thvnoh tTh T vhen -
(4-33) -
-hyz(j fxgdx#ng:do)e: s aeRLA(D)
Q r
ol Q;-h_lmes(sllf\mg) et l";-h—lmes(l‘ﬂw:)

" Remarquons enfin que si v ¢ H! (@) , alors Yo VE Hl/2 (r) .

2n
Si Pg-—— . H! () est contenu dans Lf (r) d'aprés le théoréme de Sobolev
n-1 .
fractionnaire et 1'espace V est égal 3 g (@) .

EXEMPLE 4-3.

Donnons n fonctions a; (x , u) définies sur 9 x R vérifiant, si P > 2



1) la; (x.u)|en lI™! . pour presque tout x de @

(4-34) i) a, (x.u)uszec lal?

iii) ay (x .u) - a; ( x
Considérons alors la foerme a (u : v )

n
(4-135) a(u:.:v)s= z a; ( x

i=1vQ

: D, u) D, vdx = z
i i i=1

suivante sur

.v)3clu- V|P_2 (u-v)

Wl'
o

a; (u.v)
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Gradce 3 1'inégalité de Poincaré. les hypothéses suivantes sont satisfaites :

i) A(u) est borné et continu des droites de V dans

b~ .
(4-36) ii) ay ( u; v
)
iii) a, (u, , v
{=1 i i i
oi Huglly 5= 105 uylp
1
si feLl
. 1,pP
solution unique u de wo ()
n
A =~ ] Dia (x.D
(a‘37) i=1
u!r =0 .

On en déduit alors la :

PROPOSITION 4-3.

S{ L 31, Les solutions u

n

L L L
(4-38) 121 50 a; (x: Py Yy, ) P vy, dx -,fn f Py Vi, dx

telle que

P
{)>c ||UHLP

i

u) =f dans

‘i H T
c Hu, - v
1=1 i i''{,pP

des équations vauiationneiles :

V'

faible

nour fout i de wcl,'ﬁ (Q : L) converagent {orntement vers La solution u de

(4-37) et :
L : 1
(4-39) [lu - LY uhlll.P < Kllu - P rhUIII.
S{ L= ( Ly )Osisn avee L

i

i

. Les solutions u

h

() . on déduit des résultats du §3 du chapitre I au'il existe une
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b Ly Ly L
- . = 0
(4-40) izl SQ a; (x: NN ) Pt v, dx S; f D¢ v, dx

converaent verd u  au seud swlvant

- Li - = . Lo - =
(4-41) ;fg Dy Pyt uy ulipeey =0 ¢ lllig L "!LP(Q) ¢

4-4. APPROXIMATION DES SOLUTIONS DE PROBLEMES AUX LIMITES UNILATERAUX - CALCUL
D'UNE CAPACITE,

None donnons maintenant des exemples d'approximations de solutions d'indauations

variationnelles, &tudiées au §4 du chapitre I .

EXEMPL} 4-4.  Problémes aux Limites unilaténaux.

Prenons pour espace V 1'espace H! (R) . pour céne convexe K 1'ensemble des

fonctions v de V de trace positive et pour forme a (u . v ) la forme :

n
(4-42) a (u.v) = a,, (x) D, u . D, vdx + a, (¥x) u . vdx
) .SQ ij i i SQ °

i=1
ol aii (x) ¢ L Q) . a (x) € L (Q) vérifient :
n
(4-43) i gal a4 (x) oy gy 3 c |zl2 ag (x) >c p.psur Q.

Considérons la solution u du Probléme P : Chercher u dans K telle que
a(u:u-v)g(f,u=-v) pour tout ve K : f e L2 ()

Elle vérifie :

n

i) - D, (a,,(x) D, u)+ a (x) u=f dans L2 (Q)
1.§=1 34 . i °

(4-44) i) wl 20 : ——|. 20

br dv, T
u

iii) u»:—-~lr=0‘
f)VA

On déduit du corollaire 4-2 du §4 du chapitre I et du théoréme 3-7 du n° 3-4 du
§3 du chapitre II le :
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THEOREME 4-3.

S{ Lz (1), Les sofutions u de £'ingquation variationnelle :

n

. §-1J; ag4(x) Dy P o, @, Py (o - vy))ex *,L 8,00 Py Pruy - vp) dx
(4-45)

< j £(x) pp (w, - v,) dx  powt fout v, €K .
Q

convergent vers u dans H! (@) {fort, et :

L L
46 [lu = ok wll € |fo - of r ul|%
. - T . . 12 . _
SL Ly=L +e , L ( Ly )Osisn , Les solutions w de £'inéquation va
rdationnelle :

a Ly L Lo Lo
1,;-1J; aij(x) Di Py uh(Dj phj(uh - vh)) fj;ao(x) Py Y, Py (uh - vh) dx

(4=47) .
SL[ £(x) pﬁ° (v, - vh) dx pour tout v, €K .
Q

convergent vers u  au send sulvant :

Li Lo
(4-48) 1lim |D, u~-D, p, u | =0 : 1lim |u-»p | =0.
neo 1 1P T =0 h Yh

EXEMPLE 4-4. Caleul d'une capacité.

Prenons pour espace V 1'espace Hé (Q) , pour convexe fermé K 1'ensemble des
fonction u plus grandes que 1 sur E ., (cf. Exemple 3-1 du n° 3-4 du §3 du cha-

pitre II ) , pour forme a (u ; v) 1la forme
)
(4-49) a(uj;v)s= \5 a (x) D, u D, v dx
1,j=1Ya 1 1o

ol les coefficients aij (x) vérifient (4-43) .
Considérons la solution du PROBLEME P : Chercher u dans K +felle que :
(4-50) a(uj;u=-v)<0 pour tout v de K.

La sofution u du probleme P est égale a 1 sur E et La distribution
v+a(u, v) estune meswre positive portée par La frontiene de E , appelie
meswre. capacitaire de E pan napport a La fomme a (u , v ) .



120 Chapitre II , §5

PROPOSITION 4-4.

. > . ¢ - . .
S{ L = (L1)0<1<n » avee Ly z e, , Les solutions w de 2'inéquation varia-
tlonnelle :

n

L L
(4-51) ) 5 a,, D, p- D, pid (u -v. ) dx <O
5-19% 1 1 Th %y Pnt P T Yh
nour tout vy de K, > convergent vers u  au send sudlvant :
L L
Lim o, piu -D, ul =0 ; 1lim |p, ;@ -u|/ =0.
1m0 1P % T weo b R

SL Li'La(l),aLoM

L L y,
(4-52) Ilu - uh|| <M !Iu =Py rh u'l 2

§5. APPROXIMATION DES SOLUTIONS DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES-OPERATIONNELLES (II).

Nous poursuivons 1'étude du §5 du chapitre I , en &tudiant au n® 5-1 , la con-
vergence forte des solutions du "schéma implicite" et de leurs dérivées par rapport
3 t . Nous appliquons ce résultat au n° 5-2 3 1'étude des solutions du probléme de
Cauchy-Dirichlet pour les &quations paraboliques. En utilisant 1'approximation des
solutions du Lemme des Projections (n° 3-6 , §3 , chapitre I ) , nous construisons
au n°® 5-3 des schémas d'approximation implicites & 2 L + 1 niveaux, dont certaines

solutions convergent fortement.

5-1. CONVERGENCE FORTE DES SOLUTIONS DU SCHEMA EXPLICITE.

Faisons les hypothéses du théoréme 5-1 du §5 du chapitre I . Nous avions alors

approché la solution u du

PROBLEME P .

Chencher u dans W zel que :

du
i) — + A(t) u=£f(t) dans LZ (O, T ; V') = V',
(5-1) dt

i1) u(Q) = u dans H .

rar les solutions uy du :
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PROBLEME Ph .

Chencher w dans wh el que :

du
. 1)__‘1+Ah(:)uh-fh(t) dans 12 (0, T;v'y )=V .
(5-2) dt

) u () =u, daws v .

Nous allons approcher les solutions u des équations différentielles par des
solutions L d'équations algébriques et montrer la convergence forte des solu-
b
tions U vers la solution u du probléme P dans l'espace W des fonctions
’

u de LZ (0, T; V) dont la dérivée u' appartient 3 L2 (O , T ; V').

On se donne pour cela des approximations autoadjointes stables et convergentes

Ak ( Vh ) de 1'espace Vh =12 (0, T; vy ) ¢

-3 A (V)= (V. Voop.m) 5 kelo,1[ 5 c=(h, k)

~

ou :

-1

(5-4) Rk (0, T)={ueN telsque 1<susgTk +11}

V, =22 (R (0 .T);V, ) estl'espace des suites u = ( u ) defi-
(s-5))] °© h 4 13

nies sur Rk (0, T) 3 valeurs dans Vh .

i T
(5-6) pu =& T @) r;uh-(/\?jouhmx};(t)dt)u

Y]

L

ol x; (t) est égale a
1'intervalle ( -1, 0) .

x ( % -u), x étant la fonction caractéristique de

On associe aux approximations Ak ( Vu ) et Ah (V) les approximations auto-

= L2 3 v
adjointes de V =L (O , T ; V) dans C
»* » »
(5-7) DAL W)= GV Vs oy = By Py s T = Ty Ty )
; ”» » »*
i1) A‘(V') =V, Vé s Pp ® P Py 5 TRy, )

oli le produit scalaire sur V( est défini par :
T u u
(5-8) (“c’vc)c'jo(pk"c’pkvc)hdt'g(";’vc)h
\
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On introduit maintenant les opérateurs A; définis par :

T
av(u.V)=j (t;p,u .p v )dte=

(501 { (S T o h kY v Pk Ve

\ T u u V] U u

. Ho e V) edem LA vy

\

»*
et fc =T, fh :

T
(5-10) (fc,v;);=jo (£, (©) L py v, ) de :

Nous approchons alors les solutions u du probléme P
du :

L Par les solutions uC

PROBLEME PE .

Cherchen La suite u = ( u‘c’ ) définie sun R, (0, T) & valewrs dans vy
vinifdlant :

4 4 4 4

( 1) «( Y U0 Ve )C +a (u , Ve ) = ( f; . v )c peur Lout v, € v
(5-11) .
ii) up = Yo

< -1 u+1
0 u = -
u o ( Vk u ) k (u u’ )

u
4 4

La suite uC est bien définie : on obtient uz+l 3 partir de uz par :
5-12) e mkat ke, ulau
4 4 Tz 4 ’ 4 oh

L'espace Vh étant de dimension finie, nous pouvons poser :

(5-13) s (h) = sup [lu ll7" July
Uh

Rappelons que :
(5-14) a Ct 5wy v e Mlu [ Hvp s Reap Cesuy b ) 3 e [y fI2 .

D'aprés P.A. RAVIART [1] (chapitre I , théoréme 3-1 ) , les solutions u;
du probléme Pc vérifient une inégalité de 1'énergie :
THEOREME A .

S{ ¢ vérnifdie La condition :

(5-15) M2kS (h)2€2c(1-6) : &>0 arbitrairement petit ,
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Les solutions u vénifient L'ingalite de L'énergie suivante :

2, (T 2 2 2
(5-16) sup oy uly + 50 oy u Il dae <M ( ”f;HU'; + lugp i)

On obtient (5-16) en prenant dans (5-11) successivement v_ = u_ et

vc = Vk uc et en utilisant la relation :

= 2 _ 2
2Re (u .V u) Vk|u| k|Vkul

Posons (cf. §3 ) :

1

(5-17) “pp i Pl =phy -

1
P = %

Nous allons montrer le :

THEOREME 5-1.

Supposons que Les . approximations Ah (V) sodent autoadjointes, stables et con-
vergentes, que :

-T -l T
(5-18) 1lim [ Hph vhllﬁ dﬁ] 2 j Iah(t ; r: u, v - ale u.phvh)|dt =0
h=0 0 0

i) 1lim
h=0

»*
lugn = T 9olp = 0
(5-19)
T 2 A% (T
11) lim [ S ||ph "h”h dt) j |(fh(t), vy, - (D) .py vh)|dt =0
h=0 .Jo Jo
et que (5-15) a Lieu. Les solutions u, du probleme P, convergent alons vers
£La solution u du probleéme P au sens suivant :

T
(5-20) 1lim f { ||u-p!
)

2 - B | 2 =
h=0 g ull® Il - g e ugliidde =0

1L en résulte en particuliern que :

(5-21) lim  su fu (t) - p} “c(”"o
h=0 te[0,T] ¢

DEMONSTRATION.

Soit AC 1'opérateur de VC dans V& x V. défini par :

h
A ={9 A 1} =
% f‘ K uC + t% 0 % } = { fc > Uop }
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Nous allons montrer que les opérateurs Ac sont consistants i 1'opérateur A

et que les opérateurs Azl sont stables.

Les hypothéses (5-19) impliquant la convergence discréte de { f; > Uy } vers
{f, u, } dans W x H , il en résultera, d'aprds le théoréme 2-1 du n° 2-4 du §2
du chapitre I , que les solutions uC convergent discrétement vers la solution u
du probléme P .

Puisque les approximations autoadjointes Ah ( V) sont stables et convergen-
tes, on en déduit la convercence forte de pé uc vers u dans l'espace W d'a-

prés le théor2me 1-1 du §1 du chapitre I .

CONSISTANCE DES A; AA .

T
;
I1 faut démontrer que si j Ilpk Vcllﬁ dt est borné,
0
I( r: Au -~ AC r; U, v, )Cl tend vers O avec ¢ .

~

Mais cela revient 3 montrer que Ixcl + ’YCI tend vers O avec § , ol :

T .
1 - »*
Xt = .[o { (u', r Ve ) ( Ve Th U - Py ve )h } dt .

T
%
Y; = J'o {a(t;u. PV ) - a (t; P T Th U - Py Vg ) }at .

Mais puisque les approximations Ah ( V) sont autoadjointes ,
T T | 2
[ LI, B
IX;[ = | }'o (u LI M . ) dt| s M ’[0 | lu Yy u|[, dt  tend vers ©
D'autre part :

T
t 3
= . - . *
Y; j o {a(t;u, P,V ) a (t; LU PV, ) }de
T

»
+J0 ah(t,rh(u-pkrku).pkvc)

D'aprés 1l'hypothése (5-18) , le premier terme tend vers O . Puisque les appro-
ximations autoadjointes Ah (V) sont stables :

»*
!ah( t r«: (u- Dk rk u) , Pk VC )l < M”rh(u - Pk rk u)‘lhlh’k vc”h <

< HHU = Pk rk U“ ’,pk v;”h

ce qui entralne que le second terme de YC tend vers O .
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Nous avons donc démontré la consistance des AC 3 A

STABILITE DES AZ] .

Supposons que [!fc!ls, + !uohli soit borné. Il résulte du théoréme A que
sous 1'hypothése (5-15) :

T
sup !pk u |ﬁ + j' |!nk u ||i dt & cste.
t ¢ 0 ¢

Montrons d'autre part que :

T 2
|
‘Io ,IVk Py ucl]‘h dt & cste.

En effet. les approximations Ak ( Vh ) étant autoadjointes, on a :

. »*
Fewer, up ey N RIS A u v INERIGA up s Ty );'

T
- | * ey - » 2
Hofvmvp ) —a Cup v )l s (l|f;|IV£ + Jo I ucllh dt )| lv, I, <

s vy
Il en risulte donc que :
T | 2 2
5() { |;pk ucl!h + Ilvk Py “;“uh } dt < cste.

On en déduit, d'aprés le théoréme 2-1 du chapitre I , que les uc convergent

H

discritement vers u dans W , c'est-i-dire que :
{ Ilp, u -1 u||2 + v, pu -z u'H2 } dt tend vers O .
0 ko h ''h k "k ¢ h h

Puisque les approximations Ah ( V) sont autoadjointes, stables et convergen-
tes, on en déduit que :

T
‘50 (||PCUC-U||2+ Hvkp;“c'“'”i } dt tend vers O

-—}!-- 1
e Pg Ut dE P Yoo

Ceci &tablit alors (5-20) puisque t %

REMARQUE 5-1.

On aurait pu considérer plus généralement les solutions u; du :
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PROBLFME Pz :

Chenchen u, dans .Vc vEriflant, 84 0 g 8 g1

i v . a + v N -V
1) ( k u \'4 ) + a ( u 8 k k u v ) = ( f v )

1
ii) up T Uy
Pour 6 = O . on retrouve le schéma explicite, pour 6 = 55 . celui de

Crank-Nicholson, pour 8 = 1 , le schéma implicite.

Les conclusions du théoréme 5-1 demeurent si l'con remplace 1'hvnothdse (5-15)

par :

1) MWks(h)2g2c(1-20)"1(1-5) st 8<l
(5-23)
1) k . h quelconques si 6 3 %

En effet, d'aprés P.A. RAVIART ( DJ ) . les conclusions du théordme A demeu-

rent sous l'hypoth3se (5-23).

REMARQUE 5-2.

Nous avons utilisé la notion d'approximations autoadiointes pour ohtenir la con-

vergzence forte de pé UC vers u dans l'espace W .

En prenant des approximations Ah (V)Y=(vV . Vh s Pp o+ Ty ) stables et con-
vergentes. mais non autoadiointes, nous obtenons la convercence faible de Pr Uy
vers u dans L2 (O ., T: V)AL (0 .T:H) .Par des arcuments de compacité
et d'estimations de dérivées fractionnaires. P.A. RAVIART [1] a montré la conver-

gence forte de p, u, dans 1'espace L2 (O . T ; H).

i
MAJORATION DE L'ERREUR.
Prenons :

r Cu s vy )= Copypspy vy )
ap (t: uo, vy )=a (¢t ; LY, s PR Y )
CE ) cvp )y = CE(E) .p v )
Cugp + vy ) = Cugop vy )

(5-24) ¢
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La restriction r; est définie par :

(5-25) =(f

%
Crprp €0 Py Wy > Py Vp )

et les solutions u; du probléme Pt sont solutions de

(= plu

Yo P Vg ralts ey

» P Ve ) = (£ (v), LI )
(5-26)

(P;U )(0)=rhu°.

THEOREME 5-2.

Sous L'hynothese (5-24) , Les errewrns u - pé u, et u - L viniddient L'4-
négaliteé :
T 2
sup |u (t) - p u (t)l" 5> Hu - P ugll dt g
(s}

t
(5-27)

.T 2 9& i
&M (;Io [{u - Pe u‘l + k||Vk " u;|| } de) e+ Iu Ry hu '

quelle que 804t La nestriction T de Vh dans Vv .

On remarque en effet que :

( EQE (u- pé u ) , u- pé u, +a(t:u- Py U » U TPy ) =

E“E ‘ u - Pc u, )+ A () (u- Pr Y ) s u- P, T, u )+
*('d'i(“'pc“ )“’c"c'pcuc)

uu

P Y o
2
L

Mais nous avons vu ( §3 , n® 3-3 , (3-43) ) que si uﬁ

T T
2
JO Heg we - p wll -kfolléwkuk)”(ﬁ-uu)k

T 2
< k ‘§ ]IVk Py ukll dt .
0

On en déduit alors (5-27) en intégrant cette inégalité.

5-2. APPROXIMATION DES SOLUTIONS DES EQUATIONS PARABOLIQUES.

Prenons pour espace V 1l'espace Hé (Q) , pour espace H 1l'espace L2 (Q) et

pour forme a (t ; u, v) 1la forme
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n
FalCtsu.v)= ] ja (x.t)D u.D v dx+
1,91 Jo 1 t y
(5-28)

n .
+Ejai(x.t)Diu.vdx-&jao(x,t)u_\;dx.
i=]1 Q Q

oli les coefficients aij (x.t) , a (x,t) a, (x, t) appartiennent
a L(Qax (0, T)) et vérifient :

(5~29) Re ) a;, (x,t)g E& > c |z|? ; pour presque tout x , t .

Il existe alors une solution unique u ( x , t ) du probléme de
Cauchy-Dirichlet :

PROBLEME P .

A )
i) — - D,(a,,(x , t)D, u) + a,(x , t)D, u + a_(x,t)u = f(t)
at i,j-]. 1 . 1j i i=1 i i [+]

(5-30) i1) u(x, 0) = u (x) dans L2 ( Q)

111) u (x, t )lr =0 : T estila frontitre de Q.

> .
Soit L = ( LO R Li eee, Ln ) n+1 multientiers tels que Li > ey . Soit

L = sup Li .
Ogign

Prenons pour espace V

Cup v vy dpe

b 1'espace Wi’g (Q, L) et pour produit scalaire
’

-—a

(5-31) ( LR )h- z u; .vh
a

Considérons les prolongements pki W o, pt uy définis au n® 3-2 du §3 , et

pour restriction r, 1la restriction r . Les approximations

h h
(5-33) A, (V) =(V,V ,p, )

sont autoadjointes. stables et convergentes si l'ouvert Q est suffisamment régu-
lier, d'aprés le théoréme 3-2 du n°® 3-2 du §3 .

‘Prenons pour forme a, (t; u s vy ) 1la forme suivante :
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a(t:y .v)= 1’2.1 .Sn aij(x . t) Dy pﬁi w Dj p;j v, dt+
(5-34)
* 121 Q ai(x » ®) Dy Pti “h pko Yh de + ,;Q ao(x . 8 pto “h pﬁo “h de
Prenons
Lo Lo

(5-35) (£, () . vp), = (£ (t) ., p° V) et (u, , Vh)h = (u, P V).
D'aprés le théoréme 2-1 du §2 de ce chapitre, la fonction S(h) est majorée par
n
NT ) w2k
i=1
On déduit du théoréme 5-1 et des résultats du n® 3-2 la :

PROPOSITION 5-1.
Supposons que (5-31) , (5-34) et (5-35) adlent Lieu. S£
n

(5-36) k ] h
1=1

-2

Ze2e M282(1-6) , 6>0 .

Les solutions U de £'Equation variationnelle :

o T T
j'o (0 By U+ Py VO + At 5 By ug s oy v N -Jfo (£,(6) p, v) dt
(5-37)

converngent verns La sofution u de (5-37) au sens sulvant :

Py pg u converge vers u dans L2 (0 , T : V) font.
L d 1 L Ly 2 _—
(5-38) \7k Py P, uc "3t Pk P u( converge vers u' dand L%(0, T ; V') fort.

pll( p: u, converge vers u dans C (0 , T ; H) fort.

Les matrices associées aux opérateurs Ah ont été explicitées au n® 4-2 du §4 .

5-3. CONSTRUCTION DE SCHEMAS A PLUSIEURS NIVEAUX - MAJORATION DE L'ERREUR.

La solution u de l'équation u' + A (t)us= f , u (o) = uy est solution du :
N 9
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PROBLEME P .

Chercher uw dans L2 (0 . T . V) vérifiant :

T

E(u.¢)= S {-(u.dé¢")+a(t:u,oé)lde=F (o) =
(o]
(5-39)

T
=f (£ .6 @ dt+ (u, .6 @)
0

powr toute {onction ¢ de L'espace ¢ :

(5-40) ¢ ={¢el2(0,.T;V) ; ¢"el2(0 . T:V"') : ¢6(T)=01}.

(cf. n° 5-1 du §5 du chapitre I ) .

L'existence d'une solution du probléme P peut €tre &tablie 3 l'aide du lemme
des projections (cf. J.L. LIONS DJ et le n® 3-6 du §3 du chapitre I . théoréme
3-6) . Nous allons utiliser ce théoréme pour construire des nroblémes approchés et

montrer la convergence 4orite de leurs solutions.

Nous approcherons le probléme P posé dans L2 (0. T ; V) par des probldmes
Pk posés dans V (semi-discrétisation par rapport 3 la variable de temps). La dis-
crétisation compléte s'obtient alors aisément en introduisant des approximations
Ah (V) et en utilisant les résultats du §3 et du §5 du chapitre I . Nous n'ex-
pliciterons pas ici cette deuxiéme &tape de 1'approximation, qui n'offre aucune

difficulté.
Posons :

! Y 2 %
=41 lolly = C§ 1ls @112a0% 5 sl = Cllell, + 6 @12)
(o]

Soit L un entier > 1 . Posons :

2 Rt (0. T)={aeN ; 1lgagT klaer+ }
(5-42) Vk = { u = ( uﬁ ) “ﬁ eV : 1gagT k—l +L+11}
¢k = { ¢y = ( ¢z ) = 0; eV . ¢; =0 pour a > T k-l }
On introduit les prolongeﬁents D = pi :
T LaLe1
| R % (®
(543 e Lo % wax @® -

a=1
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S8i 7 est le prolongement de Babitch (par exemple ; cf. §3 , n® 3-3 , exemple
3-1) , et si Y, est une fonction nulle pour t %> T - (L + 1 )k , tendant vers

1 dans WI’°° (-, T) , on introduit les restrictions :

(5-44) rk¢-/l?(1r¢.,x:)a H sko-v’f(vkﬂ(t,xz)a

On considére enfin les normes :
L L
=45 1lagll = 1ok olly 5 11e Il = I11eE 8 11

Nous nous posons alors le :

PROBLEME Pk .

Chercher w dans Vi vénifiant :

T
E(uk.¢k)-j (a(t;ptuk,pi'%)-(ptuk,ptok)}dt-
0
(5-46) T

L L —
-Fk(ok)-jo C£ (0, Pk e e+ @ L ok B (@)).

pouwr Loute 4onction O de o -

Avant de montrer que des solutions u du probléme Pk convercent vers la so-
lution u du probléme P , nous allons expliciter le schéma auquel conduit 1'é&qua-
tion (5-46)dans le cas oli A (t) = A ne dépend pas de t pour simplifier un peu

les calculs.
Rappelons que :

Lok
Xpep ) = L ¥ (t+L-%k)

I (o
k=0
Posons, si a et q sont des entiers :
H 0 r- d r
1’:' ) S "’Lq(t)'ﬁ"E bp (8) dt . si a0
r=sup(L+l-a,q) J -1 .
q L¥a 0 r-q d r ..
r. = ) S V) LS W (e)dt . st g<O.
@ r=sup(L+1-a,0) -1 L dt 'L
(5-47) L o _
ol - W) ¥ (e)dt . si q3>0.
o L L
r=sup(L+l-a,q) -1
L¥a 0 r-q r
al = ) S b (®) ¥ (B) dt . si q<O.
r=sup (L+1-a,0) -1

Les expressions Fg et Q: ne dépendent pas de o si a >L+ 1 et sont

nulles si |q| > L . Si a <L + 1, ces expressions dépendent de a et sont
9.
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nulles si qg1-a et gL .

PROPOSITION 5-2.

Les sofutions w = Cw )y o -1, duprobleme P, vérifdent :
1) u arbitraires 84 lsasl.

L .
-48) ( 1) § & lrleaau®™lakla Le1-a, 0046 80 lgasl
1= a a’ 'k L k
oA + 1
1) ] o rTeaa) 0T s L lsas T
L

I1 en résulte donc que les u, sont solutions d'un schéma 3 2 L + 1 "niveaux",
implicite ; Seule la donnée des L premiéres composantes ui seves ut est arbi-
traire, les L + 1 autres composantes du ''démarrage' étant déterminées par (5-48)
ii) .

I1 existe donc des solutions du probléme Pk , uniques si les L premiéres com-

posantes de la suite uw sont fixées.

THEOREME 5-3.
12 existe des composantes ui veoes ut telles que Les solutions w,  du proble-

me P, convergent fortement dans L% (0 , T ; V) vers La sofution u du pro-

bleme P :

T
(5-49)  1lim 5 | Ju (&) - pt u (t)]]2 de=o0.
k=0 Jo

L'evteur u - pt v est majone par :
L L 2 d L 2 Yy
(5-50) [lu = powlly s Cllu=-proully+ g5 Cu-pir udll, )72
Vérifions que les hypothéses (3-50) et (3-53) du théoréme 3-6 du n° 3-6 du
§3 . chapitre I sont satisfaites.
Par intégration par parties, puisque pt ¢k (T) =0, on obtient :
T L 2 L 2
2ReEk(¢k,¢k)>,1nf(1,C)fo ey o, I dt + Ipg ¢, (o]

(5-51) 2
=dnf (1, ) [llelll,
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D'autre part :
L L
(=520 [F, () <« Vo H1El] 0 Heg o 1y + Tugl dog o @] < Mol -
lontrons maintenant que :

- Il1s, Ll - ok L
(5-53) iuo ‘It l E(u Pp T U s Py Qk ) tend vers O avec k .
Tk

Mais, en intéqrant par partiec, on obtient :

T
(5~54) E (u, %) =.J { (u'" . )+a(t-u,d)}rdt+ (u(@). ¢())

. : L
si bien gque si 1 u=u -9 r u on a :
’ k k Tk ’

& (¢ T u.p
(5—55) 2 2 21
14 (NS _.d.- %
o ( '.'k ullv + 1 Tt (T v )| |V' + irk u ()] ) !||¢k||lk

/A

ce cui &tablit (5-53) . Le théor3me 3-6 du n° 3-6 du §3 , chapitre I . entralne la

L
convercence forte de n” u. vers u dans U

k "k

Nfautre part. si ¢ =u_ -r u, ona :
k 14 k ’

(5-56) £, (e . 4 ) =L (pls . pk W) T E G u Py b ) = G (8)

D'apr3s (5-55) . la norme |!l6 ||| de G est majorée par
2 2 1
- d .
=57y e e Clln ully + 1 35 1 oully )™
2 2
vuisque Ju (o) & M ( '!ullv + |!u'!|v, );"2
I1 en résulte alors que :
' N 012 %
5-58) lop u - op e ully s 1o [T e Cllr ull” + ] (o) [y

ce aui achéve la démonstration du théoréme.

EXEIPLE 5-1.
En prenant L = 1 . nous obtenons le schéma suivant :

urx+l _ ua—l ua+1 <& a-1
B S SR S

2 k 6 3 6

(5-59)

) = fz si a3l.

On retrouve un schéma décrit dans V. SAULEV DJ .
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APPENDICE

RAPPELS DE THEOREMES D'ISOMORPHISME ET D'INTERPOLATION.

1) LETRIPLET A= {V .H.a(u.v)}.

Nous désignerons par A= { V , H, a (u,v)} la donnée de deux espaces de

Hilbert V et H et d'une forme a (u . v ) vérifiant :

a) V et contenu dand H avec une fopoloaie plus 44ine. V  est dense dans H.

Les produits scalaires et les normes de H et de V sont respectivement notés :
YA
1 (f.g) : |fl=CEL,£)2% ((u-v)):||u&||-((u.u))y2
b) Lla fonme sesquilinéairne a (u . v ) est continue sur V x V :

@ JaCu,v)| sula]l |Ivll.

2) LES ESPACES V ET H .

On identifiera toujours l'espace H 3 son anti-dual par le produit scalaire
(f.g) . Puisque V est dense dans H , £'espace H 4'ddentiidie a un sous-
espace dense de L'anti-dual V' de V .

(pour la dualité définie par le produit scalaire ( f . g ) ).
@ vency 5 kIl s vl <k IVl

Si A est l'isomorphisme canonique de V sur V' , J son inverse, V' est

muni d'une structure hilbertienne définie par :

@ (u.v)) =Ju,Jv))=(Ju.v)

3) LES OPERATEURS DEFINIS PAR A= {V ,H,a(u.v)}.

Tout d'abord, la forme a (u , v ) &tant continue sur V , elle définit un o-

pérateur continu A de V damns V' par :
(4) (Au,v)=a(u,v) pour tout v de V.

Le triplet A définit aussi un opérateur non borné sur H . On désigne par

D ( A) 1le sous espace des u ¢ V tels que les formes A u :

5) Au:v—>a(u,v) : ueV
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sont continues pour la topologie induite par H . L'espace V &tant dense dans
H , elles se prolongent 3 H tout entier.

En muniesant D ( A ) de la nonme du graphe :
(6) lulD(A) = (Jul2+]Aaul?) ; uwueDdD(A)
A est un opérateur continude D (A ) dans H .

On désignera par A" 1le triplet défini par

(M A'={V,H,a" (u,v)} ; a (u,v)=a(v,u)

4) THEOREME D'ISOMORPHISME.

Supposons que A={V ,H,a (u,v)} soit coencif :
8 Rea(v,v)zcllvl]|2 5 e¢>0 ; wvev.
Alons :

(99 .D(A) et D (A") sont denses dans VvV et H et sont des espaces de
Hitbert pour La nonme du graphe.

(10) . A" est L'adjoint de A .

(11) . A o8t un {somorphisme de V sur V', de D (A) sur H etde H
swr D (A")' .

Commentons ce dernier point. Puisque D ( A" ) est dense dans V et H , nous

pouvons faire les identifications suivantes :
(12) D (A*)cvVvcHCV' CD (A)

Le transposé ( A *)' de 1'adjoint de A", comme isomorphisme de D ( A")
sur H , est un isomorphisme de H sur D ( A")' et (A*) prolonge A de
D(A) 3 H, puisque ( A")' = A sur D (A) . Ceci justifie le fait de poser
(A")' = a

5) ESPACES D'INTERPOLATIONS (cf. J.L. LIONS - J. PEETRE [1] ) .

Soient Ao et A, deux espaces de Banach , AOCAI N Ao dense dans Al H

1
On définira 1'espace :

(13) S(B,AO,AI) ;3 0<8 <1
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comme 1'espace des intégrales des fonctions ¢ (x) vérifiant :
(14) exp (8 %) ¢(x) eL? (A) ; exp ((6-1)x) ¢(x) el (A)

muni de la norme :

(6-1)x

(15) ||ul|s(9’A°,Al) - 1:;‘. { max(|[e* ¢(x)||Lz(Ao), [le ¢(x)I|Lz(A1) ) s

u -f ¢(x) dx }

On posera S(O,Ao,Al)-Ao » S, (1, A ,A)=A

o °’ 1 °

Les espaces S (ve , Ao » By ) sont des exemples d'espace d'interpolation entre

A et A

, c'est-d-dire d'espaces vérifiant le :
o 1

Theoneme d'interpolation :

SC Ael (A ,B )NL(CA, ,B ), alons Ael (S(6 ,A ,A ),
() o 1 1 o 1

s(e,B, ,B ) et:

o

1-90 6
(16) ,'AI,L(S(G:Ao’Al)’s(e’Bo’Bl)) < IIAI'L(AO,BO) |IAIIL(A1,31)

Ces espaces vérifient en outre :

(17) s (e, A A

1 )'=S (1-98,A; ,A')

1 o

(18) H=s (kL ,v,v)
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