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*
I -ALGEBRES, PROBABIFITES NON COMMUTATIVES ET APPLICATIONS

par

DANG NGOC NGHIEM (%)

Résumé.~ L'objet de ce travail est d'approfondir 1'étude des Z*—algébres
introduites par E.B. Davies ; de définir les relations entre les E*—algébres et
les C*-algébres, les W*-algébres, les espaces mesurables, les o-algébres de
Boole abstraites ; de donner des applications & la théorie des probabilités non-
commutatives, & la théorie d'intégration et de désintégration des représentations

et des &tats d'une C*—algébre.

INTRODUCTION.

E.B.Davies a introduit puis développé& dans (4), (5) la notion de Z*—algébre B
pour lui une Z*—algébre est une C*-algébre A munie d'un ensemble de suite
d'éléments de A, ensemble dont les &léments sont appelés "suites faiblement
convergentes' et qui satisfait 3@ certains axiomes ; en termes vagues, la différence
entre 2*-algébres et W‘-algébres consiste en ce que les premiéres sont fermées
pour les suites faiblement convergentes alors que les secondes sont fermées pour les
filtres faiblement convergents. L'étude de Davies portait essentiellement sur les
points suivants : la Z*-enveloppe d'une C*—algébre (analogue 3 la W*—enveloppe,
mais plus simple ; par exemple la Z*-algébre enveloppante de C(X), X espace
compact, est 1'algébre des fonctions complexes de Baire bornées sur X) ; struc-
ture de la Z*-algébre enveloppante d'une C*—algébre post-liminaire séparable ;
application & 1'étude des C*—algébres (traces, théoréme de Plancherel) ; quelques
propriétés des Z*—algébres elles-mémes (comparaison des projecteurs, o-traces,
théoréme de Radon-Nikodym) ; application & 1'axiomatique de la Mécanique Quantique
(cf.(12)(37)).

Davies a écrit briévement que les Z*—algébres fournissaient un bon cadre pour
la théorie des probabilités non-commutatives ; c'est ce point de vue que nous allors
développer dans ce travail ainsi que dans les mémoires ultérieurs ; il convient de

souligner que les algébres des fonctions mesurables bornées sur les espaces

(%) Equipe de recherche n° 1 "Processus stochastiques et Applications" dépendant de
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mesurables sont des Z*-algébres commutatives mais pas toutes les Z*-algébres
commutatives ; ceci tient au fait qu'une z*~algébre n'admet pas toujours suffisam-
ment de Z*-représentations irréductibles (de méme qu'une W*—algébre n'admet pas
toujours suffisamment de représentations normales irréductibles).

Nous commengons par reprendre la définition des 2*-algébres : il est en effet
équivalent et parfois plus pratique de se donner, au lieu de l'ensemble des suites
faiblement convergentes X, > X, 1'ensemble des états s tels que s(xn) > s(x)
dés que X, > X (cf.(4)) ; ce point de vue présente beaucoup d'avantages car il
permet d'utiliser des notions introduites par divers auteurs ("basic subsets" (46),
(47), (48) ; sous-ensembles invariants (13) ; folia (21) et aussi d'introduire une
nouvelle relation d'équivalence entre représentations d'une C*-algébre, la

E*-éguivaleﬁce, qui est strictement plus faible que la quasi-équivalence (mais
elle lui est identique dans le cas des représentations dans des espaces de Hilbert
séparables) et dent les classes d'équivalence sont en bijection avec les folia

o-saturés. )

Nous faisons ensuite (chapitre B) une &tude syst&matique de la catégorie des

Z*-algébres : sous-algébres, produits, limites inductives, produits tensoriels
finis et infinis ; nous montrons comment cette catégorie est relide 3 celle des
C*-algébres et 3 celle des w*—algébres ; nous démontrons les théorémes de
Jordan-Hahn et de Vitali-Hahn-Saks pour les Z*—algébres dénombrablement engendrées.

Au chapitre C, nous &tudions en détail les Z*—algébres commutatives et leurs
relations avec les o-algébres de Boole et les espaces mesurables : nous montrons
qu'une Z*-algébre commutative quelconque n'est pas identifiable 3 un espace mesu-
rable mais seulement 3 1'image d'un espace mesurable par une Z*-représentation H
mdis en pousvrestreignant aux z*-algébres admettant suffisamment de E*-représen—
tations irréductibles nous démontrons le théoréme de Guelfand pour les espaces mesu
" rables. Une autre propriété importante : le E*—produit tensoriel dans la

2*-catégorie est tras régulier, dans le sens que sur un Z*—pro&uit tensoriel
infini (qui est limite inductive de Z*-produits tensoriels finis) une limite pro-
jective de o-&tats est toujours un ¢-&tat, tandis que sur un produit infini
d'espaces mesurables une limite projective de probabilités n'est pas toujours une
probabilité ; ceci implique que sur la sous-catégorie des espaces mesurables ces
deux produits ne peuve;t coincider, mais nous avons la coincidence dans le cas des
espaces mesurables usuels (espaces compacts munis de leur tribu de Baire, espaces
polonais munis de leur tribu de Borel).

Le chapitre D est consacré & 1'étude des intégrales d'états et de représenta-

. » . sz ' Z :
tions des I -algébres ; sur certains aspects, les intégrales de représentations
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des I -algébres possédent de meilleures propriétés que celles des algébres de
Von Neumann ; nous donnons aussi des applications aux désintégrations centrales.
.
L'auteur exprime toute sa reconnaissance au Professeur A. Guichardet pour

1l'aide et les encouragements qu'il lui a prodigués tout le long de ce travail.

NOTATIONS.

Nous nous intéressons seulement aux C*-algébres unitaires B, pour simplifier
1'exposé, B* désignera le dual de B, B: la partie positive de B‘, I
1'unité de B , E 1l'ensemble des &tats sur B i.e. l'ensemble des formes linéaires
positives de norme 1. ' .

Soit s un état sur B, on notera LI 165 la‘représentation de Guelfand-
Naimark-Segal associée 3 s, et Es le vecteur cyclique.

. » P i .
- 8i S est un sous-ensemble de B, (S) désignera 1l'espace vectoriel complexe

engendré par S dans B et (S)+ 1'intersection de (S) avec B:.

On appellera espace mesurable tout couple (X,d,) composé d'un ensemble X
muni d'une o-algébre de Boole (ou tribu) a4 ge parties de - X ; nous évitons la
terminologie d'espace borélien qui risque de pr@ter i des confusions, car dans le
cas d'un espace topologique X il y a l'espace mesurable de Baire et 1'espace
mesurable de Borel sous-jacents.

Soient (X,éZ) un espace mesurable, u une mesure sur (X,dl) s quand il y a
risque de confusion, nous ﬁtilisons le qualificatif a -mesurable (resp. u-mesura-
ble pour désigner la mesurabilité par rapport & la o-algébre aﬁ(resp. par rapport
'3 la mesure p ). On notera B(X,d{) 1'ensemble des fonctions complexes A -mesurar
bles bornées et S(X,;L) 1'ensemble des probabilités sur (X,(Z) (i.e. des mesures
positives de norme 1). Si X est un espace compact, on notera (X,ZZ) 1'espace
mesurable de Baire associé et B(X) = B(X,dJ et S(X) = S(X,dJ s pour x € X,

on notera Gx la mesure de Dirac au point x.

CHAPITRE A : GENERALITES SUR LES PRE- E*-ALGEBRES ET LES E*—ALGEBRES.

A.I.- Sous-ensembles saturés du dual d'une C“Lalgébre.

Soit B une d‘-algébre, nous noterons £ (B) 1'ensemble des suites bornées

V212
. {bn}n-l,Z,... d'éléments de B.
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§1. o-polarité entre B* et 2m(B). Sous-ensembles saturés.

Définition 1.- Le og-polaire d'une partie F de B* est le sous-ensemble ’F de
lf(B) formé de suites {bn} telles que <f’bn> converge pour tout f €& F ; le
o-polaire d'une partie I' de zm(B) _est le sous—ensemhievgr de B* formé des

formes linéaires f telles que <f,bn> converge pour toute suite {bn} derT .

. : O. .
Les applications F + °F et T - °T sont décroissantes et on a pour tout

* o
FCB® ettout T 2”@ :Fc%F, % =%99%, rc%r 7 = 99%,

P * . PR
Définition 2.- Un sous~ensemble X de B  ou de lw(B) sera dit o-saturé si
99 = X.

Les applications F -~ 9F et I » °T définissent deux correspondances bijecti-

P - * ©
ves réciproques entre sous-ensembles o-saturés de B et de 2 (B).

Propriétés immédiates des sous-ensembles o-saturés :

Toute intersection de sous-ensembles o-saturés de B* ou de lm(B) est
o-saturé ; pour tout sous—ensemble X de B* ou de lw(B), 9%  est le plus
petit sous-ensemble o-saturé contenant X, appelé le o-saturé de X.

Les sous—ensembles o-saturés de B* forment un treillis complet dont le plus

P . *
grand et le plus petit &l&ments sont respectivement B et {0}.

Définition 3.- Un sous—ensemble S de E sera dit o-saturé si S = (GOS)() E ;

tout sous-ensemble ¢-saturé de E est convexe et fermé en norme.

§2. Sous-ensembles invariants saturés.

Introduisons quelques définitions inspirées de (13) ; un sous-ensemble F- de
B* est dit bi-invariant si pour tout ¢EF et out a € B, les formes linéaires
b><¢, ab>et b-><¢ ,ba> appartiennent 3 F. Un sous-ensemble S de E,
de B: ou de B* est dit invariant ci pour tout s € S et tout a € B vérifiant
< s,a*a >= 1, la forme linéaire b - <s,a*ba> appartient 3 S. Un folium est un
sous—ensemble de E qui est convexe, invariant et fermé en norme.

L'applicatién F - FNE induit une bijection de l'ensemble des sous-espaces
vectoriels fermés en norme et bi-invariants de B* sur 1l'ensemble des folia ;

1'application rééiproqqe est S > (S) (ef.(13)).

Proposition 1.- Si.l'on se restreint aux sous—ensembles o-satur@s invariants

on obtient des correspondances bijectives entre
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a) l'ensemble des folia o-saturés S de E.
b) l'ensemble des sous-espaces vectoriels fermés en norme bi-invariants et
o-saturés F de B*.
c) l'ensemble des sous-ensembles T de lm(B) qui sont o-saturés et possé-
dant la propriété suivante : si {bn} I' et a B alors {abn} et {bna}
appartiennent & T( I est bi-invariant).

Les correspondances sont données par :

S+F = (X) F>S=FNE
s>r= % F+s=°TNE
F>r= r+r=2"7r

Toute intersection de folia o-saturés est un folium o-saturé ; si S est
un sous-ensemble invariant de E, 9% E est le plus petit folium o-saturé
contenant S, appelé folium o-saturé engendré par S ; l'ensemble des folia

o-saturés de E est un treillis complet dont le plus grand et le plus petit &lé&-
ment sont respectivement E et l'ensemble vide.

Démonstration.— Remarquons d'abord que si X et X' sont deux sous—-ensem-
% = %,

o) Soit S un folium o-saturé de E, soit F = (§), on a donc :

* .
bles de B engendrant un méme sous-espace vectoriel, alors

%% =% et (“F)NE=(S)NE=5=FNE.

Les deux sous-espaces invariants fermés en norme 99F et F ont la méme
intersection S avec E, ils sont donc &gaux (cf. (13), Corol. 4-11), F est
bien un sous-espace invariant o-saturé de B’.

B) Soit F un sous-espace invariant o-saturé de B*, soit s =F( E , S

est un folium et F = (X), d'ol :

9 = 9F et (OOS) NE=CFHONE=F NE =35 s S est bien un folium

o-saturé. Le reste de la démonstration est laiss& au soin du lecteur.

Remarques : 1). Pour les sous-espaces vectoriels de B*, les notions de
bi-invariance et d'invariance coincident ; on peut le démontrer en utilisant 1'éga-
lité classique suivante : .

b* x a= % b e(a+eb)* (at+eb) pour a,b,x €& B.

e= 1,-1,i-1 -t

2). La notion de folium a été introduite d'abord par Takeda (cf. (46, (47),
(48)) sous le nom de '"basic subset" (non nécessairement séparant), puis par
Haag, Kadison & Kastler (cf. (21)) ; la proposition 1 permet d'utiliser les
résultats de (13) et (21).
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A.II. Pré- 2*-algébres et Z*-algébres.

§1. Définitions et généralités.

Définition 1.~ On appelle pré- Z*-algébre tout couple (B,S) ol B -est une
C‘-algébre unitaire et § un folium .- o-saturé de B. D'aprés la proposition A.I.1,
il revient au méme de se donner un sous-espace vectoriel fermé en norme, bi-inva-
riant et o-saturé de B*,‘ou encore un sous—ensemble T( = cS) de lm(B)
o-saturé et bi-invariant. Une pré- I*-algébre (B,S) est dite séparée si la topo-
logie faible o(B,S) est séparée (ou encore si S sépare les points de B).

Dans toute la sﬁite, la topologie o(B,S) = 0(B,(S)) sera appelée la topolo-

gie faible ; les suites bornées faiblement de Cauchy sont exactement les &léments

de °r = (S) (resp. °r E = S) et seront appelés les o-formes linéaires (resp.
les O-&tats). Si en particulier on prend S = E , ¢(B,S) n'est autre que la
topologie affaiblie de B. On peut alors donner des I ‘-algébres la définition
suivante :

Définition 2.- Une f‘-algébre est une pré- Z*—algébre séparée " (B,S) telle
que B soit faiblement séquentiellement compléte i.e. si {bn} est une.suite de
B telle que < s,bn‘} converge pour tout s € S, il existe un b € B tel que

<s,bn> + <s,b> Vs € S. D'aprés le théoréme de Banach-Steinhaus, une telle
suite {bn} est nécessairement bornée en norme (B se plonge isométriquement dans
(S)*) et la propriété précédente revient 3 dire Que la boule unité de B est fai-
blement séquentieilement compléte.

(L'équivalence entre la définition 2 et celle de Davies résulte du fait que les
sous—ensembles I' utilisés par Davies sont exactement les ensembles 9S o S est
un folium ¢-saturé invariant vérifiant les conditions de la définition 2 et de
1'égalité :

* 1

b xa= z s(a+eb)* e(a+eb) , V/a,b x €B ;

e=1,-1,i,-1

de plus sur une Z*falgébre les notions de suites faiblement de Cauchy et de suites

faiblement convergentes coincident). °

Définition 3.- Soient (B,S) et (31’51) deux pré- E*-algébres, un
Z*-morphisme v de B dans B1 est un  *-morphisme transformant toute suite
faiblement de Cauchy en une suite faiblement de Cauchy. Un Z*-isomorphisme est un
%*-isomorphisme bi-continu pour les topologies faibles.
Comme le composé de deux E*—morphismes est un Z*-morphisme, on pourra parler

' . s ¥ < " . . _ .
de la catégorie des pré- I -algébres ou pré- Z’hcategorle et de la E*-categorle.
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Proposition 1.- Soient (B,S) et (Bl’sl) deux pré-g *-algébres, T un

’*-morphiéme de B dans B1 ; les conditions sont équivalentes :

i). m est un Z*-morphisme.
‘s *
). m((8)) & (s).

iii). (Sl) C S.
iv). m est faiblement continu.
Démonstration.- laissée au soin du lecteur. ®

§2. Exemples de pré- Z*—algébres et de E*—algébres.

a). Soit (X,€) wun espace mesurable, soient B(X,{) 1'ensemble des fonc-
tions mesurables bornées sur (X,d ) et S(X,d) 1'ensemble des probabilités de
(X,d), Davies (cf.(4)) a démontré que (B(X,d4) , S(X,A)) est une Z*—algébre.

b). Soit p une probabilité sur (X,4), soit Su 1l'ensemble des probabi-
lités absolument continues par rapport 3 p , il est facile de vérifier que

(B(X,dl),s ) est une pré- Z*-algébre.

*
c). Soit B une C -algébre, le couple (B,E) est une pré- 2*-alg§bre

canonique.

d). Soient A une algébre de Von Neumann, F = A* son prédual ; F est un
sous-espace vectoriel de A*, fermé en norme et invariant (on verra qu'il n'est pas
o-saturé en général (cf. A+IL.§9 Remarque e) ; S = CF NE est le folium
o-saturé engendré par F (Prop. A.I.1), la topologie o0(A,S) est plus fine que
la topologie ultra-faible o(A,F) mais ces deux topologies ont 1es\h€mes suites
convergentes ; la pré—Z*-algébre (A,S) est en fait une E*-algébre, car S est
séparant et la boule unité de A est séquentiellement complé&te pour o(A,S) puis-—
qu'elle est compacte pour o(A,F). La Z*-algébte ainsi obtenue sera appelée
Z*-algébre sous-jacente 3 la W*—algébre A.
e). Soient ‘ un espace de Hilbert, B une C*-algébre d'opérateurs de
1& , séquentiellement compléte pour la topologie faible des opérateurs, ' 1l'en-
semble des suites faiblement convergentes de B, alors 9T est un folium o-saturéd
et (B, cl") est‘une Z*—algébre (cf. (4)) ; une telle E*—algébre d'opérateurs
sera ditg concréte, en particulier ;£ (jc) est une Z’-algébre concréte. Davies a
montré ((4)) qu'une Z*-algébre quelconque (B,S) admet une réalisation concréte

il suffit de prendre la représentation m, = @8 g, dans x = @ "C ol
S s S s
s €S sE& S
L jés sont les éléments de la représentation cyclique associée 3 1'état s.
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§3. Sous-pré- z*—alg§bres.

P . *
Proposition 2.- Soient (B,S) une I -algébre, Bo une sous—C*-algéb;e,
m: l'injection canonique de B° dans B , So le folium o-saturé engendré par
) P * < » .
ﬂo(S) ; alors (Bo’so) est une pré- r -algébre et T est un I -morphisme de

Bo dans B possédant la propriété universelle suivante :

Si ™y est un E*-morphisme d'une pré- Z*-algébre (Bl’sl) dans (B,S) tel
* .
que "1(31)‘: BO alors m, est un 5 -morphisme de (31’51) dans (BO,SO).

. = 3 g
De plus on a : So {s é&tat sur BO/s(xn) converge,V{xn}e S avec xne Bo}.

Si Bo est séquentiellement faiblement fermée alors (BO,SO) est une

Z*-algébre.

Démonstration : Soit S(') = {s é&tant sur Bo/s(xn) converge V{xn}ecs
avec x € B° } d'aprés Prop. A.I.1, Sé est le folium o-saturé de Bo engendré
par nz(s),'d'oa sl = 5.

Si la C*-algébre Bo est séquentiellement complé&te pour la topologie o(B,S),
elle 1l'est aussi pour la topologie c(Bo,So) puisque les suites convergentes de
B° pour les topologies c(Bo,So) et c(Bo,S) sont les mémes par définition de
S; = So.

Propriété universelle de (Bo’so) : par hypothése nl(csl) ¢ %s, donc

est bien un Z’-morphisme de B, dans

O 0O . o _oc
™ ( ) C S, puisque SIB =78, 7 1

B d'aprés la proposition 1. ° '

Définition 4.~ On dira que la pré- E*—algébre (Bo’so) de la proposition
précédente est une sous-pré- Z*-algébre de (B,S).

On remarquera qu'en général ﬂ:(S) n'est pas g¢—saturé, ce qui revient 3 dire
qu'un o-é&tat sur une sous-— Z*-algébre n'est pas toujours prolongeable en un
o~-état sur la gran®e Z*—algébre : Prenons B = B(I,qj) ot I = (0,1) ,

- 1'ensemble de toutes les parties de I et BO = B(I,%) 1'ensemble des fonc-
tions (Baire) mesurables bornées de I , 53 étant la tribu de Baire, d'aprés un
résultat de Banach-Kuratowski (cf. (1)), la mesure de Lebesgue sur (1,55) n'est

pas prolongeable sur (1,63) ((1,5’) n'admet que des mesures discrétes).

* - .
§4. I -représentationms.

Définition 5.- Une Z*-représentation d'une 2*-algébre (B,S) dans un
Hilbert % est un Z*-morphisme m de B dans i(%).‘Alors tout état de B
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associé 34 1w est un o-&tat ; réciproquement la représentation d&duite d'un o-&tat
. . % p .
par la construction de Gelfand-Naimark-Segal est une T -représentation.

. * = . * - .
La somme d'une famille de I -représentations est une I -représentation.

Définition 6.- La représentation Ty = B nm_ de (B,S) dans
1& = @ 1@3 est appelée représentation uni%egsglie de (B,S).
s &S ’

§5. W*-algébre enveloppante d'une pré- E*-algébre.

Proposition 3.- Soit (B,S) une pré- E*-algébre 3 posons mg = # LA
s€ S
%% = sé jgs , Bg = nS(B)" = algébre de Von Neumann engendrée par nS(B) 5 le
s S .
couple formé par Bg et mo , considérée comme Z*-morphisme de B dans Bg, est
appelé W*—algébre enveloppante de (B,S) et possé&de despropriétés suivantes

i). Si S est séparant, w, est injectif et on peut considérer B comme

S

une sous—pré- Z*-algébre de Bg.

o . * o * .
ii). Si (B,S) est une I -algébre, m, est un I -isomorphisme de B sur

. : * LS * . * -
- son image ; on voit donc que toute I -algébre est I -isomorphe 3 une I =-algébre
concréte (cf. (4)). Par suite les combinaisons lin@aires de projecteurs d'une

* . * <
I -algébre sont normiquement denses dans cette I -algébre.

ces sais x * .
iii). (propriété universelle) Pour tout 3 -morphisme m de B dans une

W*—algébre A il existe un W*-morphisme unique p : Bg + A tel que PoTg =M.

Ceci montre que le forcteur "W*—algébre enveloppante":;r; : (B,S) > Bg est

o s > o . Z
adjoint & gauche au foncteur "¥ -algdbre sous*gacente"zet par conséquent permute
aux limites droites (cf. (33)).

iv). S s'identifie i 1'ensemble des &tats normaux de Bg, et (S) est iso-

métriquement isomorphe au prédual de B;.
Démonstration.- Les propriétés (i), (ii) sont immédiates

iii). Soit STr = {s @&tat sur B[s = gom , § @&tat normal sur A}, n étant un

Z*—morphisme, on a S1T C S (prop. 1 et §2-d)), m est donc quasi-contenue dans

g (cf. (13) Th. 5-3) ; (iii) en résulte.
iv). On remarque que si s est une forme lindaire ultrefaiblement continue
de B" et si s =8 m, alors ona ||s|| = ||s|| (1'inégalité ||s]]|<||s]|]| est

S S
immédiate, 1'inégalité inverse résulte du théoréme de densité de Kaplansky : la

boule unité de ns(B) est faiblement dense dans celle de B;).
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§6. Z!‘-algébre séparée complétée d'une pré- Sf;a;gébre.

Théoréme 1.- Soit (B,S) une pré—z*‘aléébre (séparée ou non) ; il existe une
*—algébre (B et un E*—morphisme g de B dans ﬁs d'image séquentiel-
lement falblement dense. La I -algebre (ﬁs,g) et le E*—morphisme LA possédant

la propriété universelle suivante : )
Pour tout E*—morphisme m de (B,S) dans une Z*-algébre (Bl’sl)’ il existe
un unique Z*-morphisme T de (ﬁs,é) dans (Bl,Sl) tel que 7 = ;oﬂs-
La Z*-algébre (ﬁs,é) est unique, 3 un Z*—isomorphisﬁe prés, 3 posséder
cette propriété ; on 1l'appelle 1la E*-algébre séparée complétée de (B,S) ; si de

plus (B,S) est séparée alors m, est injectif et est un X‘—isomorphisme de B

S
sur son image.
Démonstration : Considérons la représentation Ty = | LI %S = B Z
i s €S SES
Soit BS la fermeture sequentlelle faible de (B) dans ;C('z ), soit (BS,S)
la Z*-algebre concrete assoc1ee, TS est une E*-morphlsme de . B dans S’ 11

en résulte que (S) C S mais en fait on a g (S) = S par construction méme de

Tgs cette ega11te 1mp11que que si (B,S) est separee alors est injectif et

S
est un I -1somorphlsme de B sur son image.

Il nous reste 3 démontrer la propriété universelle de (ﬁs,§) pour cela nous
allons nous servir de la propriété universelle des algébres de Von Neumann Bg et

Bg associées par la proposition 3 ; on a :

S iy " ” oy *

BS Cc BS et BS =(S)

B.C B" et B" =.(s)¥

1 S1 1S 1
1
D'aprés (iii) Prop. 3 il existe un morphisme normal " de Bg dans
" = N .
B 1s tel que w= 1 Mge

Montrons que ?”(ﬁ ) C_B1 : considérons (w")_l(B ), cet ensemble est séquen-
tiellement fermé dans B; pour la topologie faible c(B" S) et il contient WS(B),
il contient donc ﬂs(B), il contient donc BS qui est le plus petit ensemble
séquentiellement faiblement fermé de Bg contenant w_.(B) , donc ~"(B ) c B1 H
soit 7 la restriction de 1" ' a ﬁS , T Bs+ Bl’ s (Sl) =7 (S Y C S, T est
un Z*—morphisme de ﬁs dans B1 (Prop. 1) vérifiant 7 = %gws.

En vombinant la proposition 3 et le théoréme 1 on obtient :
Théoréme 2 : Soit (B,S) une pré- Z*-algébre ; 11 y a des correspondances
bijectives entre :

- les Z*—représentations de (B,S)
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- les Z*-représentations de (ﬁé,g), la z*-algébre déparée complétée de
(B,8)

~ les représentations normales de Bg, 1'algébre de Von Neumann enveloppante
de (B,S).

§7. Z*-algébre enveloppante d'une C*—algébre.

La E*-algébre enveloppante (A,E) d'une C*-algébre A peut &8tre définie
comme suit (cf.(4)) : A est 1la fermeture séquentielide faible de A dans sa
w*-algébre enveloppante A** et E est le folium o-saturé engendré par les é&tats
normaux ; 1l'application’ s ->’s|A est une bijection de E sur 1'ensemble des &tats
de A ; &tant donné une Z*-algébre 'C, 1'application u + u|A est une bijection
de i'ensemble des Z*-morphismes A > C sur l'ensemble des *-morphismes A—C.
On peut dire que (A,E) est la E*-algébre complétée de la pré- E*~alg§bre (A,E)
ol E est 1'ensemb1é de tous les &tats de A. Le foﬁcteur " E*-algébre envelop-
pante" est adjoint 3 gauche au foncteur qui associe 3 toute E*-algébre la
C*-algébre sous-jacente; par suite il permute aux 1imités~droites (cf. (33)).

On notera que la w*-algébre enveloppante d'une C*-algébre n'est autre que

la W‘-algébte enveloppante de sa Z*-algébre enveloppante.

§8. Rappel de quelqpeé résultats de Davies.

Nous donnons ici un bref rappel des résultats de Davies qui nous serviront
constamment dans la suite (cf. (4)(5)).

. * - . - - .
Définition 7.- Une I -algébre (B,S) est dite dénombrablement engendrée s'il

existe une partie dénombrable de B telle que B soit le plus petit sous-ensemble
séquentiellement faiblement fermé contenant cette partie ; il est &quivalent de dire
qu'il existe une partie dénombrable telle que B soit la plus petite E*-algébre
contenant cette partie.

Ainsi, la E*-algébre enveloppe d'une C*-algébre séparable (en norme) est
dénombrablement engendrée (mais non séparable en norme en géunéral) ; les Z*-algé~
bres concrétes sur un Hilbert séparable sont dénombrablement engendrées.

Remarque : Une sous-— Z*-algébre d'une Z*—algébre dénombrablement engendrée
n'est pas toujours dénombrablement engendrée ; on peut le montrer en partant de
1'exemple suivant : la tribu de Baire de (0,1) est dénombrablement engendrée mais
la sous—-tribu formée des ensembles dénombrables et leurs complémentaires ne l'est pas.

Lemme 1 (Davies).- a). Si ¢ est une Z*-représentation non dégénérée de

(B,S) dans un Hilbert séparable gg ; alors ¢(B) est une algébre de Von Neumann.
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b). Les &léments de la décomposition polaire d'un &lément a € B sont
dans B.
Supposons de plus que (B,S) est dénombrablement engendrée, alors on a :
i). Tout @ément a de B possé&de un support central.
ii). Soient e et f deux projecteurs de B, alors il existe un projecteur
central g tel que : egXd fg et e(l-g) > £(l-g).
iii). Si s est un o-état, alors ZGS est séparable et ws(B) est une
algébre de Von Neumann.
iv). Si ¢ est une Z*-reptésentation de (B,S) dans un Hilbert séparable ;
alors ¢ (centre de B) = Centre de ¢(B).

§9. Représentations et folia o-saturés

Considérons une C*—algébre unitaire B, nous allons définir sur les repré-
sentations non dégénérées de B wune nouvelle relation d'équivalence qui nous sera
trés utile dans la suite.

Notations : Si m est une représentation de B dans un Hilbert ﬁf, n(B)"
désignera la fermeture faible de w(B) , S1r 1'ensemble des états associés &

(i.e. de la forme S,om s S, état normal sur «(B)"), 5“ le folium o-saturé

engendré par STr et

r. =({p_} € 2° (B) [m(b) converge faiblement dans L (Jf)}

Il est clair que § = 0l"“et 1"Tr = °§"= S =0S“.

* . . < <
La C -algébre =(B) est munie de la structure de pré- z*—algebre concréte.
Définition 8.- Soient

et T, deux représentations non dégénérées de B

n
1
. . *
dans les espaces de Hilbert 151 et 1?2, on dit que Ty est I =—contenue dans "2
« . . * .
et on note ™ xg: LD s'il existe un I -morphisme ¥ de vz(B) dans WI(B) tel
que @ ™y = TMoTy.

#
* . - .
1 est I -équivalente 3 Ty et on note T g s'il

1 T2
* . ~
existe un I -morphisme n de nz(B) sur wl(B) tel que Ty STy

"

On dit que

%11 est facile de vérifier que I est une relaﬁion d'équivalence et que
E -

. . I
1r1 ~ 1r2 si et seulement si TT1€__ Tl’2 et 1[2 C:' fl-

* .

Théoréme 3.- Soient B une C -algébre, ™ et T, deux représentations

non dégénérées de B dans les espaces de Hilbert ﬂfl et :zz. Alors
*

~

a). w, €7, si et seulement si S S (ou T DT ).
1="2 T, = 7 mnF T
1 2 1
£* 2
. . - o~
b). m, ~nmw si et seulement si S =S (ou T =T
1 2 ™ L
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c). La quasi-contenance (resp. quasi-équivalence) implique la Z*-contenance
(resp. Z*-équivalence) et elle lui est identique si on se restreint aux représen-—
tations dans les espaces de Hilbert séparables.

d). Les classes de Z*-équivalence des représentations non-dégénérées de B
sont en bijection avec les folia o-saturés de B.

Démonstration.- Soit m une représentation de B dans SE (2?), il est immé-
diat d'apré&s le théoréme 1, que les représentations m et g sont Z*-équivalentea

les propriétés a), b), et d) en résultent. m

Les propriétés a), b) et STr = CIUS.’r N\ E montrent que la relation
i _» i
. . z s =
mnCmy (ou STr < S_’r ) implique L= (ou STTIC_-_ S_na). .
Supposons maintenant que yl et 2{2 sont séparables et ™ Eg Tys POUT
montrer que ﬁl S Tys il nous suffit de montrer que STr = §ﬂ s 1=1,2,.
i i

Lemme 2.~ Si 7 est une représentation non dégénérée de B dans un espace
de Hilbert séparable 2? ; alors 51r = §ﬂ et par conséquent S1T est un folium
o-saturé.

Démonstration du lemme : On sait que S1T C §" , soit s &€ §ﬂ :

@) s s'annule sur Ker m : soit b € Ker m , considérons la suite

b2n+1 =0

b2n =b

il est clair que {bn} €% , il s'ensuit que <s,bn> + 0, donec <s,b> = 0.

I1 existe donc un &tat § sur m(B) tel que s = SoT .

B) Soit {w(yn)} ~une suite de w(B) convergeant faiblement dans ;f (Zﬁ) H

d'aprés le théoréme de Banach-Steinhaus, il existe K > O tel que :

sup ||y )| <= Kew .
n n
Considérons la décomposition canonique de 1l'application 7 ,
m:B B B/Ker 3 m(B), 1 é&tant un isomorphisme de C*-algébres, donc

||w(yn)|| = inf || yn+j |l; on peut trouver une suite {xn} dans B telle que

ﬂ(xn) = w(y;) et sup ([[xnll) < 2K < », I1 est immédiat que {xn} cS1T , donc
< s,x > converge, alltrement dit <§,yn > converge.

La boule unité de m(B) est métrisable pour la topologie faible des opéra-
teurs, puisque 1& est séparable, et d'aprés le théoréme de densité de Kaplansky,
elle est faiblement dense dans la boule unité de w(B)" ; d'aprés ce qui précéde
s est faiblement continu sur la boule unité de m(B), il se prolonge en un é&tat

normal sur w(B") et par suite s € s, et S = §n . |
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Remarques : a). La Z*—équivalence est strictement plus faible que la quasi-
équivalence : soit x,d) un espace mesurable, le folium engendré par les mesures
de Dirac est formé de mesures discrétes positives de masse 1 , il différe de 1l'ensem
ble des probabilités sur (X,‘l) en général (si (X, d) posséde des probabilités
diffuses par exemple) ; d'un autre coté il est facile de voir que le folium
o-saturé engendré par les mesures de Dirac est exactement 1l'ensemble des probabili-

P PR P P : s *__ .

tés ; ainsi, en général, la représentation atomique ( = ] WE ) est I -8&quiva-
x €X °x

lente mais non quasi-&quivalente & la représentation universelle.

b). Soit (X,aJ un espace mesurable, f+ une mesure diffuse sur X, la repré-
sentation "u n'est pas quasi-contenue dans la représentation atomique, mais elle

* o es 5 P :
est I -contenue dans cette derniére, d'aprés la remarque précédente.

—~

c). Soit wi(B) ,‘} =1,2,, la fermeture séquentielle faible de wi(B), on
S aacs s z . s s . * .

pourrait définir L& Ty si et seulement si il existe un I -morphisme = de

que T To Ty On démontre facilement les implications

74

15:* .
C Ty= ﬂlgnz)mais je ne sais pas si la derniére impli

"2(3) dans “1(3)* tel
z%
('rr1 < T, = < 1r2) et (ﬂl i
tion admet une réciproque, ce probléme est d'ailleurs &quivalent au suivant
Soient A une sous—C*-algébre de i(%) . A sa fermeture. séquentielle faible,
un o-&tat sur la pré- Z*~algébre concréte A se prolonge-t-il en un o-&tat sur
la Z*—algébrg A ? Ce probléme admet une solution positive si Jﬁ est séparéblg
ou si A et A proviennent des espaces mesurables dans ce cas, le probléme se
réduit au probléme de prolongement d‘une mesure dont la démonstration n'est pas du
tout triviale.
d). Davies (cf. (4)) a démontré que la représentation universelle d'une
C*-algébrg est Z**équivalente 3 sa représentation atomique.
e). Le prédual d'une algébre de Von Neumann n'est pas toujours o-saturé
soit B wune C*—algébre telle que B # B", soit E 1'ensemble des &tats sur B,
E s'identifie 3 1'ensemble des états normaux sur B" ; si E é&tait o-saturé
relativement & B", la Z*—algébre canonique (B",E) posséderait la propriété
universelle de la Z*-algébre enveloppante de B ce qui contredirait 1'hypothése
B # B".

CHAPITRE B : ETUDE DES 3 -ALGEBRES.

Nous allons &tudier dans ce chapitre les opérations élémentaires sur les
* - PR : PIRS . .
I -algébres, ainsi que les théorémes de Jordan-Hahn et de Vitali-Haln-Saks pour les

Z*—algébres dénombrablement engendrées.



s¥*-algdbres . 159

B.I. Produits de Z*-algébres.

Soit (B:,S.). _ . wune famille de Z*-algébres, réalisons les (B,,S.) dans
B I EY 3’73

les espaces de Hilbert I Soient %= i} % et B= 1 B, =
] jes jeds?
{(aj)j e-J/aj € Bj , s?p ||aj l[ < =), Ej la projection de ¢ sur ij ; il est
clair que Ejr est dans le centre de I Bj (Ej permute avec les &léments de
]
I Bj et Ej én Bj)f Notons "j le %-morphisme surjectif canonique de T B,
b} 3 j
sur B..
J

Proposition 1.~ La C*—algébre B=1I Bj est dhe Z*-algébre (opérant sur
), les mprphismes =~ m, sont des Z*-mgrphismes , S désignera l'ensemble des
o -états sur B. La E*—algébre (B,S) et les Z*—morphismes “j sont solution
du probléme universel suivant :
Trouver une E*-algébre (B,S) et des Z*-morphismes m. ¢ B> B.,, tels que
si ®. est une famille de Z*—morphismes d'une Z*-algébre %BO,SO) dais

(Bj,S.) alors il existe un Z*-morphisme unique i (BO,SO) -+ (B,S) tel que

nue. o

~
LN

T.o®.
J J

Autrement dit, (B,S) est le produit des (Bj’sj)’ on notera (B,S) =
(B,5) = I(B,,S,).

Démgnstration : Remarquons d'abord que si a" = (a?)j €1 ‘est une suite de
B, alors a" converge vers a = (aj)j € faiblement si et seulement si
a? - aj faiblement, j € J.

Il est clair que B est une C*-algébre, montrons d'abord que B est séquen-
tiellement faiblement fermée dans 58(25) : soit a" = (a?). € g unme suite de B
convergeant faiblement dan5<i?(3C) vers a = (aj), ]]a1|1isup ||an|]=

sup ||a? IISK < = , on a donc a? > ay faiblement pour tout j &J, comme Bj
n

est séquentiellement faiblement compléte a. € Bj et par suite a = (aj) B.

. €
3 jed
Le reste de la démonstration découle de la définition des Z*—morphismes et
de la remarque précédente.
Le centre Z de 1 B.,S.) est l'ensemble des (z,); de T B,
je ( i’ J) ( i’y e j J
tels que zj permﬁte avec les &léments de Bj’ autrement dit zj € Zj centre

de Bj etona Z= 1 Zj ; de plus les Ej € Zj sont deux 3 deux orthogonaux et
h!
de somme (au sens faible) 1I.
Nous nous proposons d'&tudier la réciproque : soit (B,S) une Z*-algébre

soit (Ej)j €3 une famille de projecteurs hermitiens deux 3 deux orthogonaux de
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de centre Z de B, telle que I = . z. Ej (sommation au sens faible), soit
Bj = Ej B, on peut montrer que B, isf gaibiement séquentiellement. fermé dans B
et qu'on peut le munir d'une structure de I -algébre canonique (Bj’sj) _et que
dans le cas oi J est dénombrable (cette hypoth&se est essentielle) on a
(B,S) = 1 (B,,S,).
JE€J 3]

Lemme 1 : Soient (B,S) une Z*-algébre, E un projecteur hermitien du
centre de B ; alors BE = BE est séquentiellement faiblement feﬁmée dans B et
peut &tre muni d’une structure de Z*—algébre canonique.

Démonstration : Soit an une suite de B convergeant faiblement vers

E
un x €B , alors anE -+ xE ou an + xE, ce qui montre que B_ est séquentiel-

lement faiblement complet et peut €tre muni d'une structure de I -algébre canoniqe.®

Soit Ej un projecteur central de B, on notera (Bj’sj) la

2*—algébre donnée par le lemme 1.

sk . * 5 . .
Proposition 2.- Soit (B,S) wune &I -algébre, soit (En)n €N une famille
de projecteurs hermitiens centraux de B,  deux & deux orthogonaux, telle que

* .
I= z En (série convergente au sens faible). Alors (B,S) est I -isomorphe
n€N
a T (B ,S).
nén o ¢

Démonstration : Soit = l'application canonique de B dans g Bn : w(b) =

(bEn)n en’ T est un X*-morphisme puisque chaque ™ 1'est (wn(b) = bEn) s T
est aussi injectif, il noug reste & montrer que w est surjectif et o-bicontinu :
soit (an)n €N € 2 Bn » Sup ||an [l < K<ew, a =ak,
soient a(n) = (al,az,...,an,0,0,...O,...) et bn = k%? a, Ek , 11 est
(n) ="

clair que ﬂ(bn) =a 7.

Montrons que la suite {bn} converge faiblement dans B : soit s € S :

© © k=1
<s,b >=<s,b_ ¥ E >= I <s,b E >= I <s, E >.
n noa1 k k=1 n k k=1 2 "k

La derniére égalité provient de la construction de bn ; donc pour m > n

k=m
I<s,bm—bn> | =]z <s,a E > |

k=n+1 k Tk
k=m | [
< I < 8, E >
k=n+1 &k
k=m
< T < s,Ek > (inégalité de Schwarz).

k=n+1



2*-a1gébre§ 161

Comme la série <s,Ek> est & termes positifs et convergente, il en résulte
que la suite <s,bn > converge, ceci &tant vrai pour tout s € S, il existe donc
b€ B tel que bn + b faiblement.

Donc 7(b) = lim ﬂ(bn) = lim a(n) = a ce qui montre la surjectivité de = .
n n

Montrons que T est o-bicontinu : soit {(b(k)El,b(k)Ez,...b(k)E yeeo)}

. () o EN
une suite de n Bn convergeant vers O et soit s €S, b = 3 b E_,
n€N n>1 n
<s,b(k) >= I <s,b(k)E > et sup||b(k)|] <K<e
n>1 n k
n=n,
|s,b(k)>| <z |<s,b(k)En>| +2K T  <s,E_>.
n=1 - n>n, n

Le second membre de 1'inégalité peut &tre rendu arbitrairement petit en pre-

NS

nant n assez grand et ensuite (no fixé) faire k - +» , la suite con-

verge bien faiblement vers 0.8

Remarque : L'hypoth&se.sur la dénombrabilité de J est essentielle : prenons
B = B((0,1)) 1'ensemble des fonctions borélieqnes bornées de (0,1), Ei la fone-

tion caractéristique du point i € (0,1) , I EiB est 1'ensemble des fonc-
i €(0,1)
tions bornées de (0,1) , il différe donc de B.

B.II. Limites inductives de Z*-algébres.

§1. Limites inductives de E‘—alg;bres.

Définition l.- Soit ((By’sy))y €T une famille de E*-algébres, I' étant un

ensemble filtrant croissant, on suppose qu'd tout couple o < B de T , on associe
* . .
un I -morphisme
oo 7 (By s85) * (BguSp)
tel que

(1) fya = er .fea si a <B < vy; a,B,y €T.

Munie de ces données, la famille ((By,Se) est appelée une famille

* y €T
inductive de I -algébres.
. P . . * P
soit BY = Ef—11m) BY la limite inductive des BY dans la C -catogérie
on note par f; 1eY *-morphisme canonique de BY dans B" ; 1'ensemble
() f; (By) est dense en norme dans B".

yer
Soit S = lim SY la limite projective des Sy'
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Théoréme 1l.- Soit ((BY’SY))Y €T une famille inductive de Z*-algébres,
»* ., . P s
soient B'cC -lim §Y et S = lim SY ; alors (Bu,S) est une pré- Z*—algebre et la
L -algébre séparée complétée associée (B,S) est la limite inductive des
* - .
(By,Sy) dans la I -catégorie.

*
On 1 t L-1i B ,S).
n la notera im ( Y Y)

Démonstration : Lemme l.- Soient s € S, s = lim S'Y avec sY SY’ L ’zs’ ES
les objets associés & s par la construction Guelfand-Naimark-Segal sur BY et
Y

» .
T o= of' 7' est une I -représentation de (B ,S ).
s sy s Y v

Démonstration du lemme : Soit {an} € %S une suite d'éléments de B ,
Y : Sf (V) [}
on va montrer que ws(an) converge faiblement dans (358), or y ET"s(fy(By))gr

est dense dans JKS (puisque f; (By) est uniformément dense dans B )

U
Yy €T
il suffit de démontrer que

< ":(Bn) Wi(be) £ s W:(b&)is > converge

_pour tous o,B €T et b; & Ba , bé € BB ;s 1'ensemble I' &tant filtrant croissant,
il existe un Yo €T tel que «a <Y , 8 Y, et Y 2 Y, en faisant abstraction
* . .

des I -morphiemes fYou s fYoB et fY°Y on peut supposer que o = B =vy; il

s'agit donc de démontrer :

<w: (an) ﬂs(a)ﬁs , w:(a')ﬁs > converge

pour tous a,a'é€ BY , Or cette expression s'dcrit aussi

s (a'* a_ a) converge
Y n

qui est vérifiée puisque sY € SY ; le lemme est démontré.

Montrons que S est un folium o-saturé :
. . . . *
i) S est invariant : soit s € S, soit b € BY tel que s(b'b) =1,
soient "s’jgs’gs les objets associés & s, on a :
»* ‘/ u
s(b'ab) = < m ()n (B ,m (B)E > Va €B,

* . . p
donc d'aprés le lemme 1, s(b .b) induit sur chaque BY un o-état, donc

* . . .
s(b".b) € S et S est bien invariant.
‘s . - 99 N . P u
ii) Soit S = S E, soit p un état sur B tel que p(ah) converge,

Y

‘V/{an }€%S, on va montrer que p €8S : soient p = Dof_; et { bn,b}@cSY , il
est immédiat que {f; (bn)}}eas, ce qui revient 3 dire que

< OY’bn = <p,f' (bn)> converge V}bn} G.OSY

comme SY est un folium o-saturé, on a pyé SY , Y , et par suite p € S.
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- - PR . .
Nous avons donc démontré que (Bu,S) est une pré- I -algébre, soient

* P * . .
(B,S) sa I -algébre séparée complétée et £ les I -morphismes canoniques de

BY dans B, montrons que (B,S) = Z*-lim (BY’SY) soit (gY)Y r une famille
de Z*-morphismes de (BY’SY) dans une I -algébre (Bl’sl) vérifiant
g, = gB°fBa V/a < B dans T .

BY &tant la C*—limite inductive des BY 5 11 existe un *-morphisme L
de BY dans Bl’ vérifiant : g, = wo.fY , ¥y ET . ' '

Il est immédiat que n:(Sl) C S, puisque les gY sont des Z*-morphismés,
T eit donc un Z*—morphisme de BY dans B1 ;5 11 existe donc (Théoréme A.II.1)
un Z*—morphisme m de (B,S) dans (31’51) tel que gY = w°fY . V& €T .
L: £ -algébre (B,S) est bien la limite inductive des (By’SY) dans la
L -catégorie. Wl

Remarque : Il est clair que si T est dénombrable et si chaque BY est
dénombrablement engendrée alors la limite inductive est dénombrablement engendrée.

Proposition 1.- Les hypoth&ses sont les mémes que celles du théoréme 1, on
suppose de plus que

- fBa est injectif, Va < B ; o, BET .

*
fB_a (SB) = Sa ,/a<8 s 0,BET .

= T admet une partie cofinale dénombrable Fo.

Alors les Z*-morphismes fY sont injectifs et o-bicontinus, on peut
identifier (BY,Sy) 34 une sous- Z*-algébre de (B,S) possédant la propriété
suivante { tout o-&tat de BY est prolongeable en un o-&tat (non unique en
général) sur B.

Démonstration : laissée au soin du lecteur.

- . . * *
§2 Limites inductives et foncteurs W -enveloppe et I -enveloppe.

D'aprés le proposition A.II.3 et A.II.§7, le foncteur W*—enveloppe (resp.
Z*-enveloppe) de la E*-catégorie dans la w*-catégorie (resp. de la C*—catégorie
dans la E*-catégorie) permute aux limites droites donc en particulier aux limites
inductives, on peut énoncer : )

Théoréme 2.~ Les foncteurs W*—enveloppe et 2*—enveloppe transforment une

limite inductive en une limite inductive.

B.III. Produits tensoriels finis de E‘-algébres :

s . . P » e
Nous allons d'abord définir les produits tensoriels*®finis de I -algébres-et
ensuite les produits tensoriels infinis comme limites inductives des produits
tensoriels finis ; comme dans le cas des algébres de Von Neumann il y a plusieurs

définitions possibles de produits tensoriels ; nous nous intéressons seulement 3
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celle qui nous donne la propriété universelle.

§ 1. Produit tensoriel de deux Z*—algébres. N

Soient (Bi,Sl) et (BZ’SZ) deux Z*—algébres, soit B = 31() B2 la
C*—algébre produit tensoriel de B1 et B2 dans la C*-catégorie (cf. (16), p. 15)
B° posséde la propriété universelle suivante : pour tout couple de morphismes

(ul,uz) permutables de B1 et B2 dans une C*—algébre unitaire A, il existe

un  *-morphisme unique u de B° dans A tel que l'on ait :
u(xl() x2) = ul(xl) u2(x2) , in € Bi , i=1,2.

o

B~ est unique, 3 un C‘;isomorphisme prés, & posséder cette propriété. On

notera i1 et i2 les injections canoniques de B, et B, dans B°.

Considérons la catégorie Tgo ainsi définie } ses ob?ets sont des
*-morphismes u : B > A ol (A,E) est une Z*-algébre et ol u(Bo) est faible-
ment dense dans B. Si u : B » (A,S) et v : B + (AI’SI) sont deux tels mor-
pbismes, un morphisme u -+ v est un E*—morphisme f: (A,S)— (Al’sl) tel que
fou = v.

Si maintenant on associe & toute représentation non dégénérée n de B® dans
un espace de Hilbert ]Z le *-morphisme u de B dans 1a E*-algébre concréte

n(Bo), il est facile de voir, d'aprés A.II.§9, Remarque c, que deux représenta-
tions E*'-équivalentes m et w' donnent deux objets isomorphes au sens précédent,
comme d'autre part tout objet de Y?o peut &tre obtenu de cette fagon, on en
conclut que les classes d'isomorphig d'objets de t?o forment un ensemble.

Considérons parmi les objets u : Bo_g (A,S) B de la catégorie on ceux
pour lesquels les morphismes composés uoi1 et uoiz sont des Ef—morpgismes.

Choisissons une famille (uj)j € contenant un objet et un seul dans chaque
o

classe d'isomorphie, soit uj : BO » Aj’ formons le %-morphisme u : B -»jng Aj’
on sait que I A. est munie d'une structure de Z*-algébre canonique (B-I),

j € *
soit (B,S) 1% sgus— I -algébre de T A, engendrée par u(Bo), soient a, et

. 1
oy les Z*-morphismes canoniques ded €17 (31’51) et (BZ’SZ) dans (B,S)

a; = uoil y 0y = uoi2 ; on a alors immédiatement le résultat suivant :

-Théoréme 1.~ La Z*-algébre " (B,S) et le couple des Z*-morphismes (ul,az)
: . »
sont solution du probléme universel suivant : trouver une I -algébre (B,S) et un

couple de Ef-morphiémes (ul,az) » o Bi > B, i =1,2, tels que :

1) a;(a) a,(a,) = ay(ay) o (a)) Ya, &B, , a,€B,.
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- * R ~ o .
ii) Pour toute I -algdbre (A,S) et tout couple de E*ﬂnorphismes
Lt Bi._) A vérifiant :
t(a) ty(a)) = ty(a)ty(a)) Va € B, a) € B,y
I1 existe un Z*-morphisme unique t : B +7A; tel que t, = toa,.
Cette Z*—algébre (B,S) sera notée (B, ® B ,S) ou (B,,S.) ® (B,,S,) ou
ZQ 1 2 1’71 2’72

tout simplement B1 53] B2 , si aucune confusion n'est 3 craindre ; et sera appelé

le produit tensoriel de (Bl’sl) et (BZ’SZ)'

Remarque : La démonstration précédente peut &tre utilisée pour montrer

l'existence de la limite inductive, comme dans (16).

. . * - . P
§2. Produits tensoriels de I -représentations et de g-é&tats.

Il résulte d'un raisonnement analogue & celui de (18) n° 2.1 1la

Proposition 1.- Soient (B.,S.) et (B,,S,) deux Z*-algébres,
#* 1’1 2’72

. . » . .
B1 BZ leur produit tensoriel oy et o, les I -morphismes canoniques de B1

*
z
et B, dans B1 B,. Alors :

i) oy et oy sont injectifs et o-bicontinus.

o2 . * Py . .
ii) Si my et T sont deux I -représentations de B1 et }32 dans les

. . . * ’ s P
espazges de Hilbert 'x et ¥2, il existe une I -représentation notée

1
m ® Ty et une seule de B, ®m B dans ‘36 7] 'X’z telle que
* *

oL 1 2 1
T .
= (1r1 ® 1'r2),,cz1 et '1r2 = (ﬂl -] "2)"“2 o™ [~ T, est factorielle (resp.

irréductible) si et seulement si ™ et Ty sont factorielles (resp. irréductibles).
iii) Si s et s sont deux o-états sur R et B,, il existe un
1 2 o 1 2
s-état sur B, K B, et un seul noté s s tel que
. 1 2 1 2
z . V .
(sg 52) (2, B ay) = s,(a)) sz(az) a, € B, , a, €B,.
*
»* . L »* .
La I -représentation 7 @& T est équivalente 3 la I -représentation
E* Z* s s

. . . . . ¢
slu"sz H 81 82 est factotriel %resp pur) si et seulement si s1 e s

sont factoriels (resp. purs).

2

Proposition 2.~ Le foncteur E*—enveloppe de 1la C*-catégorie dans la
Z*—cacégorie transforme le produit tensoriel v en produit tensoriel Z* i.e.
7 ~ z*,, ‘
B].(QB2 = BIEIBZ .

Démonstration.- laissée au lecteur. @
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Corollaire : Soient X1 et X2 deux espaces compacts, B(Xl),B(Xz) et
* . .
B(X1 X X2) les I -algébres des fonctions bornées mesurables par rapport aux tribus

de Baire. Alors : E'*

B(X) B B(X,) = B(X, x X,).

v
Démonstration : D'aprés (19) ‘C(xl &Xz) =tf()(..L x _xz), le corollaire est

alors immédiat. N

' . . »*
§4. Produits tensoriels et foncteur W -enveloppe : F~, , .
I,

Proposition 3.~ Le foncteur W‘-enveloppe JT* w de la E*—catégorie dans la

* . . . . L L * . .
W -catégorie transforme un produit tensoriel fini g en un produit tensoriel u
i.e.

U

* (B

).
W * 2

2*
-
Ty . (B, B3 =‘3§,’w,, epRF,

Démonstration : laissée au soin du lecteur. W

: . gt * 9
B.IV. Produits tensoriels infinis de I -algébres.

§1. Produits tensoriels infinis de Z*-algébres

Considérons une famille ((Bi’si))i €1 de Z*—algébre, soit J wune partie

fiﬁ}e de I; on peut définir le produit tensoriel fini :

z

1!(Bi,Si) = (Bj’sj) (généralisation triviale du cas de deux Z*—algébres). Si
J -

J et K sont deux paréies finies de I telles que J C K, alors il existe un

2*—monomorphisme o-bicontinu a de (Bj’sj) dans (BK,SK)_ tel que

K,J

o = q 3 VJ,K,L finies et JCKCLCI.

L,J L,K® %K,

Le systéme ((BJ,SJ), ay K) avec JC K, oi J,K parcourent l'ensemble
’
filtrant croissant 573;) des parties finies de I* est un systéme inductif, on
PN . -
note (B_,S.) ou xf (B,;,S.) ou simplement l§) B, sa limite, o, les
I’I . i’71 . i J
i€l I

* . . e1s
£ -morphismes canoniques de (BJ,SJ) dans (BI’SI) et ay Ariyé en utilisant
les propriétés universelles des limites inductives et des produits tensoriels finis,
on déduit :

Théoréme 1.- La Z*—algébre (BI’SI) et la famille E*-morphismes (ai)i eI
sont solution du probléme universel suivant : trouver une Z*—algébre (BI’SI) et

une famille de E*—morphisme (ai)i €1 de Bi dans B, telles que
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i) ai(ai) aj(aj) = aj(aj) ai(;i) V/ai € Bi . aj e Bj , 1 #3j€Tl.

o * < . * .
ii) Pour toute I -algébre (A,S) et toute famille de I -mprphismes

(t,)

Pie1 de Bi dans A vérifiant

ti(ai) tj(aj) = tj(aj)ti(ai) V/;i c B, , a é Bj , i#§ e I.
I1 existe un Z*-morphisme unique t BI + A tel que t, = toa , 1 & I.
La E*—algébre (BI’SI) est appelée le produit tensoriel des (Bi’si) et

é
est notée "

(8,S)) = i@ (3,8

. . . P * 2 . P
§2. Produits tensoriels infinis de I -représentations et de o-&tats.

Par un raisonnement analogue & celui sur les produits tensoriels fimnis, on

peut &tablir les résultats suivants

Proposition 1.- Soit ((Bi’si)i el une famille de Z*-algébres, soit
T
(BI’SI) =KX (Bi’si) son produit tensoriel, soient ay les Z*—morphismes canoni-
I
ques de (Bi’si) dans (Bi’si)’ alors

i) les a; sont injectifs et o-bicontinus.
.2 . . »* = .
ii) si ™ est une famille de I -représentations de Bi dans les espaces de

Hilbert xi’ pour chaque famille (t.).

1) 1’1 €1
I

de vecteurs unitgires de .y 11
L gl te
de (BI’SI) dans ( xi) telle que

: * P :
existe une I -représentation T

T, = )r:([t)eai , Vi € I.

1

(t)

»* : . s . .
Cette I -représentation Ty est factorielle ou irréductible si et sedlement’

si les m possédent la méme propriété.

Si (ti)i €1 est une autre famille de vecteurs unitaires de ﬂﬂi, alors

ﬂ(t) et ﬂ(;‘)

1 sont équivalentes si et seulement si (ti) n'(ti).

iii) Si  (s.). est une famille de o-&tats sur les B,, il existe un
i‘iel * 1

o-état unique s sur BI’ noté s = s; tel que

<s,E§bi>- 2 <s,bi> pour bi € Bi et bi = Ii pour presque tout 1i.
»

»* P : ) P * p .
La I -représentation Iy si est équivalente & la I -représentation
» I

» I
é] (Es ) HE| s; est factoriel ou pur si et seulement si les s; possédent
i,
la méme propriété.
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. . ¥
§3. Produits tensoriels et foncteur I "-enveloppe.

Le foncteur Z*-envelopﬁe de ia C*-catégorie dans la Z*-catégorie trans-
forme un produit tensoriel fini v (resp. une limite inductive) en un produit
tensoriel (resp. une limite inductive), il résulte des procédés de construction
des produits tensoriels abstraits le résultat suivant :

Théoréme 2.- Le foncteur Z*—enveloppe de la C*-catégorie dans la Z*-caté-
gorie transforme le produit tensoriel v (fini ou non) en un produit tensoriel i.e.

/S)\/ »

b
(p;IqBi) =l:;]Bi.

Corollaire : Soit (Xi)i ¢ 1 une famille (finie ou non) d'espaces compacts ;

. * . .
B(xi) et B(TT Xi) désignent les I -algébres des fonctions bornées mesurables
par rapport au% tribus de Baire. Alori
L
B(N X,) =K B(X,).
S

A \
Démonstration : En effet, d'aprés (19) p. 53 ¥( I Xi) =[x ‘G(Xi), le corol-

. 2 . s e Y I
laire découle alors immédiatement du théoréme.

. . *
§4. Produits tensoriels et foncteur W -enveloppe.

Un raisonnement analogue & celui du §3 conduit au

Théoréme 3 : Le foncteur W*-enveloppe 37* de la Z*-catégorie dans la
L

* P . : . 4 s .
W -catégorie transforme le produit tensoriel t*(fini ou non) en un produit

»

tensoriel u . i.e.
Z*
¥, . (BB -
LW I

=

;;*,w* (Bi’si)'

-

B.V. Théorémes de Jordan-Hahn et de Vitali-Hahn-Saks.

Nous allons démontrer ces deux théorémes péur Zf—algébres dénombrablement
engendrées.

Théoréme 1.- (Théoréme de Jordan-Hahn) : Soit (B,S) une Z*—algébre dénom-
brablement engendrée, soit p une o-forme linéaire hermitienne sur B, alors il

existe deux o-formes lin@aires positives 8 et s, uniques telles que :

D) p=s =8y, [lell = Ilsyl] + [lsyll

ii) ) et s, sont étrangéres i.e.il existe un projecteur hermitien e de
B tel que sz(e) =0 et sl(I-e) =0, 91(.) =pf(e.) et sz(.) = - p((I-e).) ;
et pour tout a € B, on a :



s*_algdbres 169

sl(a) = sl(ea) = sl(eae)

sz(a) = sz((I-e)a) = 32((I—e)a(I-e)).

Démonstration : La premiére partie du théor@me résulte de la proposition
A.I.1, de la proposition A.IY.3 et de (9) théoréme 12.3.3. p. 244 sur la décompo-
sition d'une forme linéaire hermitienne ultrafaiblement continue. Il nous reste i

démontrer l'existence de la projection e ; soit s = L s.+s,) et considérons
~ TTeTf®17%2

* - . s . s
la I -représentation Ty, comme on a s, <|le]| s, i=1,2, il existe des formes

i
linéaires positives normales 8, et §2 sur 1'algébre de Von Neumann ns(B)

telle que §; = gioﬂs ; soit p = ;1—;2, on a p =Eons. Soient e' et (I-e') 1les
projecteurs de l'algébre de Von Neumann enveloppante B; contenant les supports de

s; et s, (Prop. A.II.3. et (9) Th. 12.3.3) et soit p = w;(e'), p et (I-p)

1
sont des projecteurs de 1l'algébre de Von Neumann ns(B) contenant respectivement

les supports de s, et 8y 1l'existence de e résultera du lemme suivant :

1
Lemme 1.- Soient (B,S) une 2*-a1g§bre, T une E*-représentation de B
dans un espace de Hilbert 1&, soit p un projecteur hermitien de w(B). Il exis-

te un projecteur hermitien e de B tel que w(e) = p.

Démonstration du lemme : Soit x € B tel que w(x) = p, on a aussi

* * * ) .
n(x') =p =p et w(xx) =pp =p, on peut donc supposer que x > 0, soit e
le support de x (cf. (3) lemme 2.4.) i.e. le plus petit projecteur de B véri-

. » .
fiant ex = xe = x, on a e € B(x) la sous- I -algébre commutative par x ; on

a donc :
m(e)p = p m(e) =p

m(e) est donc un projecteur majorant p, montrons que m(e) = p : l'ensemble :
{y € B(x) | n(y)p = n(y)}
est un #-idéal bilatére séquentiellement faiblement fermé de B(x) contenant x
et les polyndmes sans termes constants, il est donc identique & B(x), et on a
m(e) p=p = m(e).
Le reste de la démonstration s'obtient en utilisant 1'inégalité de Schwarz.
Théoréme 2.~ (Théoréme de Vitali-Hahn-Saks) : L'ensemble des o-&tats d'une
Z*—algébre dénombrablement engendrée est séquentiellement faiblement complet.
Démonstration : Soit (B,S) une E*-algébre, soit {sn} une suite de
o-&tats telle que sn(a)‘ converge pour tout a & B, l'application s : a->lim sn(a)
de B dans C définit une forme linéaire positive de norme 1 sur B, il s'agit

de démontrer que s € S, soit p= I J; s,y ona pES et s E.an ,
n>12 n
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1z * - . ca s . . ~
considérons la I -représentation np associée 3 p , il existe des &états normaux
( = o-états) p , s = sur 1'algébre de Von Neumann vp(B) tels que

~

p =p°np s S, = snonp (Lemme A.II.1) pour tout a € B.

sn(a) = sn(wp(a)) > s(a).
Il en résulte que - s s'annule sur Ker wp et il existe un 8tat s sur
np(B) tel que i i
s = Soﬂp et sn(b) > s(P) ) V’b ¢ wp(B)
avec les ;n normaux, or d'aprés Sakai (cf. (41)) le prédual d'une algébre de
Von Neumann est séquentiellement faiblement complet, s est un &tat normal sur

wo(B) et par suite s = Soﬂp est un o-&tat sur B ou s €5. &

CHAPITRE C : E*—ALGEBRES COMMUTATIVES - ESPACES MESURABLES -
o-ALGEBRES DE BOOLE.

C.I. Structure des espaces mesurables - Théoréme de Guelfand :

L'objet de ce paragraphe est de situer la catégorie des espaces mesurables
»* ' ~ . PR
par rapport 4 la I -catégorie et de démontrer une version du théoréme de
Guelfand pour les espaces mesurables. Nous commengons par préciser les relations

* P .
entre les I -représentations et les mesures spectrales d'un espace mesurable.

* 2 .
§1. Espaces mesurables, I -représentations et mesures apectrales.

Soient (X,A) un espace mesurable, B(X,d) 1'ensemble des fonctions
mesurables bornées d valeurs complexes, S(X,AZ) 1'ensemble des probabilités sur
(X,‘l) ; le couple (B(X,@), S(X,A) ) est une 2*—a1gébre commutative.

On rappelle qu'une reprégentation m de B(X,Cl) ddns un espace de Hilbert

. * ~ . . .
est dite une I -représentation si la relation fn(x) + f(x) pour tout
n

xEX et s;p]] fn || < » implique w(fn) ; m(f) pour la topologie faible des
opérateurs ; une définition &quivalente est : pour tout couple de vecteurs § ,
£' de 76 , l'application f ->< n(f)t ,£'>. de B(X,A) dans € dé&finit une
mesure sur (X,d).

Dans la suite on identifiera CZ 3 l'ensemble des projecteurs de B(X,d).
Nous allons formuler ici quelques résultaés dont la démonstration est plus ou moins
standard.

Proposition 1.~ a). Si rm est une E*-représentation de B(X,Cz) dans un
espace de Hilbert Jf, soit M sa restriction & 6(; alors M est une mesure
spectrale sur x, 4.

b). Si M est une mesure spectrale sur (X,A) dans ;K , alors il existe

une E*-représentation unique m de B(X,{]) dans JC telle que M soit la
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restriction de m & CZ

On &tablit ainsi une bijection entre les mesures spectrales et les
Z*—representatlons de B(X, a)

Si de plus, on suppose que X est compact et que A  est sa tribu de

Baire, il y a correspondances bijectives entre :
a) Les représentations de C(X)
* ~ .
R) Les I -représentations de B(X,aJ
Y) Les mesures spectrales sur (X,CZ).

Lemme 1.- Soient’ (X,Cl) un espace mesurable, :f une semi-algébre de Boole
de a engendrant d , f une classe compacte contenue dans f(cf. (34)). Tout
morphisme Mo de :f dans 1'ensemble des projecteurs hermitiens d'un espace
de Hilbert x tel que

M (X) =1; MO(A) =sup{ M (C) |[CCa,CEYL)

.
pour tout A € :f se prolonge de maniére unique en une mesure spectrale sur CZ.

§2. L'ensemble des ¢-&tats purs d'une Z*-algébre H o*-algébres.

Soit (B,S) une Z*—algébre, on notera ¢ -P(B) 1'ensemble des o -états purs
de B. Il est immédiat que .si B est une C*—algébre unitaire, B sa E*—enve-
loppe, alors c-P(Es = P(B) ot P(B) désigne l'ensemble des &tats purs de 'B.

Si (X,d) est un espace mesurable, alors o-P(B(X, @d)) est non vide car il
contient toutes les mesures de Dirac Gx , x € X. ,

Nous allons montrer qu'il existe des Z*—algébres, commutatives dont 1'ensem-
ble des o-états purs est vide ce qui fournit en méme temps l'existence des
Z*-algébres commutatives qui ne sont pas de la forme B(X,d)

Soit X un espace compact séparable muni de sa tribu de Baire & , alors
Lm(x Cl, u) n'a aucun o-état pur si u egt une probabilité diffuse sur X
car un o-é&tat pur sur A (X, Cl, u) def1n1ra1t une mesure de Dirac sur X abso-
lument continue par rapport & u .

D'aprés cet exemple il est raisonnable de particulariser les Z*—algébres

dont 1l'ensemble des o-&tats purs est assez important dans le sens suivant

Définition 1.- Soient (B,S) une E*—algébre, X = 0-P(B) ; on dira que
(B,S) est une o*-algébre si S est engendré par X i.e. S = 9% 0 E.

On définit la 0*-catégorié comme la sous-catégorie pleine de la Z*—catégo—
rie dont les objets sont des 0’-algébres ; la sous-catégorie pleiné de la
ogﬁcatégorie dont les objets sont des o*—algébres commutatives sera appelée la

»* = . .
0 -catégorie commutative.
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Exemples de c*-algébres.

a) BEX,Ad) od (X,1) est un espace mesurable, soit X' = 0-P(B) d'aprés
le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, une suite bornée (fn} converge
simplement vers f si et seulement si P(fn) -+ P(f) pour toute probabilité P
sur (), donc B(X, L) est une c*-algébre.

B) La Z*-algébre enveloppante d'une C*-algébre quelconque est une c*~a1gé-
bre : cela résulte du fait que la représentation atomique est Z*-équivalente 3 la
représentation universelle (cf. (4)) et du lemme suivant qui est une conséquence
directe du théoréme A.II.3 :

Lemme 2.- Soit (B,S) une Z*—algébre, pour que (B,S) soit une o*-algébre

. . . »* ~ . . .
il faut et il suffit que sa I -représentation atomique ( H m.) soit
" X € o-P(B)

I -équivalente 3 sa représentation universelle.

§3. Théoréme de Guelfand pour les c*—algébres commutatives.

Théoréme 1.- (Théoréme de Guelfand pour les c*-algébres): Soient (B,S) une-
o*-algébre commutative, X 1'ensemble de ses o-&tats purs ; il existe une
o-algébre de Boole Cl de parties de X telle que B soit Z*-isomorphe 3
B(X,d) de plus (X,d) posséde la propriété suivante

(P) CZ sépare les points de X et tout .o-&tat pur de B(X,d) est
¥eprésentable par une mesure de Dirac.

Réciproquement si (X,CZ) est un espace mesurable possé&dant (P) ; alors
B(X,d) est une c*-algébre dont 1'ensemble des o-&tats purs peut &tre identifié
a X.

Il y a ainsi une correspondance bijective entre les espaces mesurables
possédant (P) et les o*-algébres et on a un foncteur contravariant canonique
(et son inverse) de la G*-catégorie commutative sur la catégorie des espaces
mesurables possédant (P) -; ce foncteur commute avec le foncteur de Guelfand
classique dans le sens suivant :

Si X est un espace compact, (X,4) 1l'espace de Baire associé alors le

diagramme canonique suivant est commutatif

X ¢« &, 4)
!

B e—s € = 3x,A)

Les fléches verticales correspondent aux foncteurs de Guelfand et leur

inverse.
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. : * - : s
Démonstration : Soit (B,S) une o.-algdbre, soit { la o-algdbre de
- -~
Boole des projecteurs hermitiens de B, considérons 1'application ¢ de (@

dans 1'ensemble fP(X) des parties de X :

~ d(e) = {x €X / < x,e > =1}

pour :6 d, n

On démontre alors que a- @(d) est une o-algébre de Boole de partie;
de X et que & est un isomorphisme de o-algébre de Boole de CZ’ sur a,, et
que 1'on peut prolonger ¢ en un Z*-isomorphisme de B sur B(X,{). Le reste
de la démonstration est laissé au soin du lecteur. @

Nous avons quelques propriétés immédiates des c*-algébres :

Proposition 2.-

1) Soit (X, d) un espace mesurable, il y a bijection entre les
sous-— Z*-algébres Bo de B(X,d) et les sous-g-algébres db de d_ cette

bijection est donnée par Bo = B(X,db).

2) Si B est une o*—algébte, X = 0-P(B) ; le centre Z de B est une
c*-algébre commutative et il existe une unique o-algébre 4 e parties de
X telle que Z = B(X,{).

Remarques : a) Exemples d'espaces possédant (P) ; espaces compacts munis

de leur tribu de Baire, espaces standards.

b) Un espace mesurable séparé ne posséde pas nécessairement (P) : soit X
un ensemble ayant la puissance du continu, il est facile de vérifier que les
sous-ensembles dénombrables de X et leur complémentaire forment une o-algébre

» de Boole A ; considérons la fonction x dé&finie sur de la maniére suivante :
x(A) = 0 si A est dénombrable, X(A) =1 si A est non-dénombrable. Il est
clair que x est une probabilité sur X, d) ne chargeant aucun point de X et

x définit un g-&tat pur de B(X,CZ).

é) L'exemple .a) et le théoréme 1 permettent de remplacer un espace mesu-
rable par un espace mesurable possédant (P).

d) Soit (X,CZ) un espace possédant (P) tel que chaque point soit mesura-
ble, si 55 est une tribu contenant ﬁZ, alors (X,B) posséde (P). Cette proprié-
té permet de construire d'autres espaces possédant (P) & partir des exemples
déja cités : par exemple (0,1) muni de la tribu 5)((0,1)) {1'ensemble des

parties de (0,1))ou encore un espace compact muni de sa tribu de Borel.

e) On remarque que si x,a) posséde (P) et si 55 est une sous—tribu
de A, 1'espace (x,€2» n'a aucune raison de posséder (P) : prendre X = (0,1),
= tribu de Baire, 95 la tribu formée des parties dénombrables et de leurs
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complémentaires, la restriction de la mesure de Lebesgue sur 55 est un o-é&tat

pur qui n'est pas représentable par une mesure de Dirac.

f) Si (X,Cl) est séparé et si A est dénombrablement engendrée ; alors
(X, ) posséde (P).

* .
C.II. Sfructure des I -algébres commutatives.

Théoréme 1l.- Soit (B,S) une E*—algébre commutative, il existe un espace
mesurable (X,a_), et un Z*-morphisme de B(X,d) sur B.
Démonstration : Qzlpeut supposer que (B,S) est réalisée universelksment dans
x = }CS 3 soit a, 1'ensemble des projecteurs hermitiens de B ; a est une
o-algébre de Boole (cf. (37)) ; le théoréme de Loomis (cf. (29)) montre 1l'exis-—
tence d'un espace mesurable (X, 4), d'un o-idéal (,I/ode d, et d'un isormophisme
E’ de c—algébrffde Boole de A sur Cl/;fo , soit M 1l'application
M CZ - &Z/Orzgﬁz-

I1 est clair que M est une mesure spectrale sur x,4), soit T la
Z*—représentation de B(X,a) associée & M (Prop. C.I.1) ; wo(B(X,a)) est une
C*—algébre contenue dans B et contenant tous les projecteurs hermitiens de B,
elle est donc identique & B puisque les combinaisons linéaires des projecteurs

hermitiens de B sont denses dans B. N
Définition 1l.- Soit (B,S) une Z*—algébre commutative, un espace mesurable
(X,CL) associé 3 (B,S) par le théoréme 1 est appelé un espace mesurable de

structure de (B,S) . (X,d) n'est pas unique en général.

Remarques :
*
a) Dans le cas d'une I -algébre de la forme B(Y,g&), 1'espace X est l'ensem—

ble des caractéres de la C'—algébre B(Y ,ﬁa) (Voir la construction de Loomis
(cf. (29)) il est donc en général strictement plus grand que Y qui peut E€tre
identifié 3 une partie de l'ensemble des o-caractéres de B(Y,GS) dans le cas
on B sépare les points de Y.

b) Il serait intéressant de savoir si une forme linéaire sur (B,S) qui est

o-additive sur 1l'ensemble des projecteurs hermitiens est un o -&tat.

ey . »* IS ) . : P .
Proposition 1.- Soit B wune I -algébre commutative, soit s wun o-&tat sur

B ; alors ns(B) est une algébre de Von Neumann.
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Démonstration : Sbit (X,a.) un espace de structure de B (Th. 1) LR le
2*-morphisme B(X,@) » B tout o-8tat s sur B définit une probabilité
wosur (@) etona B = 1P AL, m(A) = w (n (B, A))) = LK, 4 0
nS(A) est donc une algébre de Von Neumann (cf. (34) p. 44, (42)).

Lo . * R . * . .
Proposition 2.- Soit B une I -algébre commutative, m une I -représentation
de B dans un espace de Hilbert 7( admettant un vecteur séparateur, alors

m(B) est une algébre de Von Neumann.

Démonstration : Soit £ le vecteur séparateur de =(B), ||g|] =1, soit

S = W, oT.
€ —_—

Soient %' = (n(B)§) et E la projection orthogonale de 76 sur Z', la
* . .
I -représentation b > En(b) E de B dans Z' admet un vecteur totalisateur,
E ¥(B)E est une algébre de Von Neumann d'aprés la proposition 1 ; sur n(B)"
1'application a -+ EaE est un isomorphisme de 1'algébre de Von Neumann
m(B)" sur En(B)E ( £ est séparateur pour w(B)") on a nécessairement

m(B)" = n(B). W

. * . .
C. III. Produits d'espaces mesurables et I -produits tensoriels.

. * . .
§1. Produits d'espaces mesurables et I -produits tensoriels.

Considérons une famille d'espaces mesurables (X., d,,). et posons B, =
i i‘i€e 1 i

B(Xi, di) , B = B(;Xi,m di) ; nous nous proposons de comparer B et
»* I
z

)} Bi' On a des morphismes naturels : A.l : Bi + B qui donnent naissance,
i €1 .
en vertu de la propriété universelle du prouuit. tensoriel, & un morphisme

*

A: 5 B. —> B ; le probléme consiste & chercher si A est un isomorphisme.
L i

I
Pour que A  soit un isomorphisge 11 faut et il suffit que B posséde la

méme propriété universelle que B Bi’ laquelle s'exprime au moyen de mesures
spectrales (cf. Prop. C.I.1): L
Lemme l.- Pour que A soit un isomorphisme, il faut et il suffit que pour
toute famille de mesures spectrales Mi sur (Xi, di) dans un espace de Hilbert
% dont les images commutent deux 3 deux, il existe une mesure spectrale
unique M sur (I Xi’ [ ﬂ-i) dans % telle que M(l’[ei) =1 Mi(ei) pour

e; € ai , et e; = Xi pour presque tout 1. *

b3

Théoréme l.- On suppose que I est infini, pour que @@ B(xi’d'i) soit égale

a (W X & CLi) il faut et il suffit que 1l'on ait :
il - i€l -
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a) Pour toute partie finie JC I et toute famille de mesures spectrales Mi
sur (Xi, d‘i) dans un espace de Hilbert Z, i €J, dont les images commutent
deux 3 deux, ; il existe une mesure spectrale M sur ('ITXJ. , 8 a’j) telle que :

J J

M( T e)= T M(e) Ve. €@, , i€ J.
ies t q1eg *? 1 1

b) Sur 1l'espace produit ( 1 Xi , & di) toute limite projective de
iel i€er
probabilités est une probabilité. *
. L
Démonstration : La condition a) exprime, d'aprés le lemme 1, que ] Bi =
i i€y

B( 1T X., B (. pour toute partie finie J C I, elle est nécessaire car
. i’ i
i€J i€J

on peut compléter la famille (Mi)i ¢ g pour obtenir une famille de mesures

A .
spectrales (Mi)ié 1 avec :

"o s s .
Mi. Mi si 1€J

v . P P .
Mi Sxi 1d,.£ si 1 €I J en choisissant un point X, € Xi

et on utilise le lemme 1 pour trouver la mesure spectrale M' sur B qui
définit sur B( T Xi s di) la mesure spectrale M cherchée.
i €J jed

o e PR . . * . .
Le condition b) est aussi nécessaire par construction du I -produit tensoriel

infini. "
Montrons que a) et b) sont suffisantes : on a ZISI Bi =B(I Xi’ 5] Qi)
i€J jeJs tieyg
pour toute partie finie J C1I ; soit (ti)i €1 une famille de

Z*-représentations de B(Xi’ di) dans un espace de Hilbert % vérifiant :
tj(ap) to(a) = ei(a) t,(a) i 3,8 €B(X,4)

a., € B(X, .
s €80%,40
d'aprés la condition a) et le lemme 1, pour toute partie finie J C I on sait

: * - .
construire une I -représentation tJ de B( T Xi , lLi) dans
PR ) i €J ieJ
vérifiant :

t_(

7 a,) = I ti(ai) , aie B(Xi,ai) , 1 €J.

1 i
i€y i€y
soient £,6' € % , 1'application u, g0 (5) = <t (D &>  définit une
b AR ]
mesure sur . (| I X, , [ a’i)’Hngg'Hi”g”HE'” ;
i€y i€eyg i :
il est facile de voir que quand J parcourt les parties finies de I les

My £,E forment un systéme projectif de mesures, soit
15

be,gt Temb e
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u _ est une mesure sur (T X, , @ @.) par hypothése et
3% M T
el

[ oo 11 < 1111

L'application (&,£') - uE g'(f)’ pour f € B( I Xi , di) est une forme
> I I

sesquilinéaire continue sur % de sorte qu'il existe un opérateur t(f) et un

seul tel que

SEOEE'> =y (D)
el < [1£]] 5

- . . - s * -
et on vérifie que t est une représentation de la C -algébre B(I Xi, Eai),

I
. . * . . . .
il est en fait une I -représentation puisque pour tout couple E£,£' € % .
1'application £ - <t(f)£,g£'> £ € B( Xi’ di) est une mesure sur
I I
mx, , @ &4). _
I I
On vérifie immédiatement que
teo, =t. pour tout i €1.
On a bien

Z*
B(III X, ,[%] )= B(xi,(li).l

* . . - . . =
Remarques : Sur un I -produit tensoriel, tout systéme projectif de o-états

177

admet une limite qui est un o-E&tat ; le théoréme de Kolmogorov est valable dans

la Z.—catégorie sans hypothése supplémentaire ; 1l'exemple III, 3.1 p. 79 de
(34) et le théoréme 1.b) montrent qu'en général

o*

a B(xiy Ql) # B(I xi ’ Eai)-

I I I

§2. Espaces mesurables réguliers :

Nous allons &tudier une classe d'espaces mesurables stable pour la formation

des produits (ordinaires) et dens laquelle le produit ordinaire et le ):*-produit

tensoriel coincident.
Définition 1.- Un espace mesurable (X, d) est dit régulier s'il existe :
a) une semi-algébre de Boole :f de a engendrant d_
b) une classe compacte & C v g ;
telles que toute probabilité P sur (X,d) jouisse de la propriété d'approxi-
mation suivante :
P(e) = sup {P(c)/c Ce , c Gf}
pour tout e € .
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Exemples d'espaces réguliers :

1) Espaces compacts munis de leur tribu de Baire, ¥ = et € 1'ensemble
des parties compactes.
2) Espaces polonais munis de leur tribu de Borel (espaces standards),

:Y = a et ‘@ 1'ensemble des parties compactes (cf. (34) prop. II.7.3 p. 61).

Théoréme 2.- Pour toute famille (Xi,ai)ieI d'espaces mesurables réguliers,

on a @
*

T
Ei B(X,, Zi) = B(IIT X; %Idi).

Démonstration : On va montrer que la famille (Xi, di)i €1 satisfait aux
conditions du théoréme 1, on notera fi et fi les objets associés 3
(Xi, (li) par la définition 1.

1) La condition b). du th. 1 est satisfaite ; en effet, d'aprés le théoréme
III.3 p. 78 de (34) (dans ce théoréme on suppose que di = ji mais la démons-
tration reste valable sans cette hypothé&se supplémentaire).

2) La condition a) du théoréme 1 résultera du lemme suivant en remarquant

qu'un produit d'espaces réguliers est encore régulier.

Lemme 2.- Soient (X,a) et (X',d) deux espaces mesurables réguliers,
soient Mo et Mc') deux mesures spectrales gur (X,d) et (X',4') dans un

Hilbert 'x dont les images commutent ; alors il existe une mesure spectrale
’
M sur XxX', d[ ') dans Z telle que

M(e x e') = M (e) Mo(e’) pour e€q, e'€ed'.

Démonstration du lemme : Notons (x,d,:fo,‘é’o) et ,(X',ﬂ,',j’;,\gt;) les
objets ‘donnés par la définition 1 ; d'aprés (34) lemme I.6.1 et Prop. I.6.1 on
peut supposer que j’o et ,Y'o sont des algébres de Boole et que fo et
‘@(‘) sont stables pour la réunion finie ; soient :f =j’° X‘fé ,f =‘€° x ‘e‘; ,
il est clair que j est une semi-algébre de Boole et que ‘6’0 est une classe

compacte. Sur Do on peut définir :
M(e x e') = Mo(e).Mé(e') pour exe € :f

D'aprés le lemme C.I.1 il suffit de démontrer que, Ve xe'eS,
VE € %, Ilel]= 1, et Ve >0, il existe cxc'€%€, cCe, c'C e', tel
que

| < Mexe') -MexecNE, E> | e .
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Or

l< (e x eNM(c x e g >/

104 (e (e")-M_(e) M!(c"))e]]
| I(Mo(e)-Mo(C))M;(e')E [

+ o e (M (e)E [].

| A

D'aprés les hypothéses, il existe un c Ce, c 6-150 rendant le ler terme
1/2
du second membre inférieur i 3. c étant ainﬁ%lfixé, il existe un c'C e',

c' € Ygé rendant le second terme inférieur & EE--' Le lemme est démontré. M

Remarque : Un espace mesurable possédant (P) du Th. C.5.1 n'est pas régulier :
dans l'exemple de (34) (Ex. III,3.1, p.'79), il est facile de voir qu'on peut
choisir des espaces (Xn,Qn) séparés et dénombrablement engendrés (donc possé-

dant (P) d'aprés la remarque C-I-f)) tels que

¥ .
T
B( T X, a + B(X ,d) , les (X ,d.) ne sont pas tous
n &N n €N n n €N non non

réguliers d'aprés le théoréme 2.

CHAPITRE D : INTEGRATION DES o-ETATS ET DES E‘-REPRESENTATIONS.

P P »* -
§1. Structure mesurable sur 1l'ensemble des o —&tats d'une pré- I -algébre.

Définition 1.~ Soit (B,S) une pré—z*-algébre, on appelle structure mesurable
canonique sur S 1la structure mesurable la moins fine rendant mesurables toutes
les fonctions s = s(b) , V/b € B ; on note (S,(l) 1'espace mesurable cano-
nique ainsi obtenu.

Soit (Es,é) la Z*-gnveloppe de (B,S), en identifiant S i 5, il est
facile de voir que les structures mesurables définies par B et BS sur S
eoincident (car B est la fermeture séquentielle faible de B).

En particulier :i A est une C*—algébre,‘ E 1l'ensemble de ses &tats, sur
sa Z*—enveloppe (K,E), la structure mesurable canonique sur E coincide avec
la structure mesurable la moins fine rendant mesurables les fonctions s - s(a),
V/a € A, autrement dit la structure mesurable de Baire sur 1l'ensemble des &tats

de A.

§2. Résultante d'une probabilité sur 1l'ensemble des o-é&tats

. - »* - tas, e .
Lemme 1.- Soit (B,S) une pré- I -algébre, u une probabilité sur S muni
de la structure mesurable canonique ; alors il existe un unique o-8&tat Su de

S tel que : )
5, () -‘4 8(b) ap@) Vb €8

On dira que s, est 1la résultante (ou le barycentre) de wu.
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Démonstration : L'application b 4}/'¢(b) du($) est une forme lindaire posi-
S

tive sur B, de plus si ,{b_} est une suite faiblement de Cauchy dans B : ¢(bn)
converge, V€S et sup an || < o, le théoréme de convergence dominé& de

Lebesgue implique :
vf ¢(b) du (¢) converge quand n > = .
S

L'application b 4\[ ¢(b) du (4) est bien un o-&tat sur B, il existe un
. S
unique su € S tel que

51, () =fs ORETORAYEN

* .
§3. Champs mesurables de I -représentations.

Soient (z,d) un espace mesurable, u une mesure positive sur 2Z ,

H
7( =‘[ ;%k;) du(z) une intégrale hilbertienne sur Z, (B,S) une pré- £*-
algébrez; pour tout ¢ € Z, soit w(z) une E*-représentation de B dans }t(;),

on dira que ¢ - w( ) est un champ de Z*—représentations de B.

Définition 2.~ Le champ de E*-représentations r > w(g) est dit yu-mesurable
si pour tout x € B, le champ d'opérateurs ¢ -+ m(z) (x) est u-mesurable.
Comme on a |[m(2)(x)|| < || x ||, Vx €B, V’c € Z, on peut former 1'opéra-

teur continu
m(x) =F m(g) (x) du(z)

dans 1{=JE x(;) du(z) ; * est appelée l'i‘ntégrale hilbertienne des m(Zg)
Lef. (8), (9

Proposition 1.~ Une intégrale hilbertienne de E*~représentations sur une
pré- Z*-algébre est une Z*-représentation.

Démonstration : Nous reprenons les notations précédentes, soit (xn) une

suite faiblement de Cauchy dans B, sup|]| xnll <K<,
n

<1r(xn)¢ , w=fz <vr(c)(xn) o(z) , v(z) > du(z) ¢¢ NX3 %

Par hypothése

< m(2) (x )4(2),¥(t)  converge quand n > .
[<n (@ e w@sk < & o] LI vl Va
Ho - 11w 1] ante < ¢ 1o |1 2an@) 2 1w | 2au) 2
. z 7

= el Tvll.
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On peut donc appliquer le théorme de convergence dominde de Lebesgue :

< w(xn)¢,w>=‘4: <n(;)(xn)¢(;),w(;) > du(z) converge quand n + ® .

s * P .
m est bien une I ~représentation. f§

Théoréme 1.- Soient (B,S) une pré- E*—algébre, ¢ + n(z) un champ p-mesu-

rable de E*-reprééentations de B .dans une intégrale hilbertienne
}ﬁ Z ' i ., = ~ *
=j () du(g) , = =f n(z) du(z) ; soit w(z) (resp. ™) la 31 -repré-
z z

sentation prolongeaut n(gz) (resp. m) sur la Z*-algébre séparée complétée
(Bg,$) . .

Le champ r > 7(z) est un champ p-mesurable de I -représentations et
1'on a

. B~
m = f n(g) du(z).
z

Démonstration : Pour simplifier les notations on suppose B C BS mais ce
n'est pas une restriction. Montrons d'abord que le champ ¢ -+ w(z) est

u-mesurable : considérons 1l'ensemble :

B

1 b e E;)/le champ £ + n(z) (b) est p-mesurable}

{v € ﬁs/la fonction + < w(z) (b)¢(g) , Y(z)> est mesurable

Vo,v e &)

Cet ensemble contient B par hypoth&se, pour montrer qu'il coincide avec

BS’ il suffit de montrer qu'il est faiblement séquentiellement fermé dans BS :
soit {an} une suite de cet ensemble convergeant faiblement vers un &lément
a € BS, on a

—~ —
() (@) > 1)@ , ny e,

donc
< m(2)(a )¢ (), ¥(2)> =<n()()e(8),¥()> , n + =
. - . P .
pour tous T €Z et ¢,y € ?t ; la fonction g <m(z)(a)e(z),v (g)> est

une fonction u-mesurable car c'est une limite simple de fonctions p-mesurables,

~ —
il en résulte que a € B1 et par'suite B, = BS’ et le champ z » w(r) est

1
u-mesurable. .
* - . ~ -~ - .
Les deux I -représentations 7 et J. m(g) du(z) coincident sur B, elles
p Z ’
sont donc égales. |
Corollaire : Soient A une C*-algébre, A sa Z*-algébre enveloppante,

z » n(g) un champ u-mesurable de représentations de A dans

H ~
‘x =jE X(C)du(t) , T ’f n(g) du(z) , soit m(z) (resp. 7 ) la E*-représentation
Z Z



182 DANG NGOC NGHIEM

~ ~
prolongeant m(Z) (resp. m) sur A. Le champ £ -+ w(f) est un champ p -mesura-

»* .
ble de I —représentéflons et 1'on a

T =J; m(z) du(zg).

Remarques : a) Soit (Z,a) un espace mesurable, d'aprés la remarque p. 143
de (8) (ou Appendice de (9)), on peut définir les notions de champs (] -mesura-
bles d'espaces de Hilbert, d'opérateurs, de représentations et de Z*—représen—
tations etc..., on peut reformuler le théoréme 1 dans le cadre abstrait (sans
mesure @)

Soit (Z,d,) un espace mesurable, [ 7‘( £) un champ (A *mesurable
d'espaces de Hilbert, z - w(Z) un champ ar—mesutable de E*-représentation
d'un pré- E*-algébre (B,S) ; 1e'champ de E*-représentations T > ;?E) sur

(58,85 est af-mesurable.

b) L'analogue du corollaire du théor&me 1 pour 1'algébre de Von Neumann
enveloppante n'existe pas ; méme si A est commutative séparable, 96 sépara-

ble on peut avoir :

a) le champ de représentations normales associées sur A" n'est pas mesura-
ble : en effet soient A = C((0,1)), u 1la mesure de Lebesgue %f= Lz((e,l),u)
f une fonction bornée non-u-mesurable, E’é A" tel que GX(ES = f(x), pour

- tout x € (0,1), le champ de représentations normales =x » §, (f) = £(x) n'est

pas u-mesurable.

B) Un élément a € A" tel que le champ ¢z > w(g)(a) soit mesurable
et que m(a) #‘f m(z)(a) du(z) (cf. exemple de la remarque 3 de (20)).
. z :

§4. Champs mesurables sur 1l'ensemble des o-&tats d'mne Z*—algébre dénombrable-

ment engendrée :

*
Soit (B,S) une pré- I -algébre dénombrablement engendrée (B n'est pas

nécessairement uniformément séparable) soit &, ) 1'espace mesurable canonique ;

soit {fn} une suite engendrant B fixée une fois pour toutes, les champs

définis su: e(I;,a,) i s > ws(fn)gs sont dﬁmwsurables et définissent un
champ A -mesurable d'espaces de Hilbert s = ;ys ; on vérifie immédiatement
que lf c?amp s - "s* est un champ CL—mesurable de Z*—représentations de B.
Si ~(BS’S) est la I -algébre séparée~comp1étée de (B,S) en identifiant S
i S, la suite {fn} engendre encore B
g S et {fn}.

La structure de champs mesurables ainsi définie est indépendante du choix de la

S et on obtient encore le méme champ

en utilisant B

suite {fn} en effet soit {fé} une autre suite engendrant B, les champs
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s > ns(f;)gs sont mesurables pour la structure définie par la suite {fn} '
(car <ﬂs(f;)gs . ns(fm)gs'>= s(f; fé)) la structure de champs mesurables
définie par la suite {f;} est donc moins fine que celle définie par ’(fn};
par raison de symétrie ces deux structures coincident.

Soit u une probabilité sur (X,{) de résultante su (Lemme 1) tous les
champs (L -mesurables sont u-mesurables ; un raisonnement analogue 3 celui de
(20) donne

Proposition 20 : Soit pu une probabilité sur (S,a,) de résultante s ; la

* . : = I3 . -
I -représentation L est quasi-&quivalente & 1'intégrale

w=J‘ ww du(y) du champ de Z*—représentations URES
S Y

* . »* R . . P
§5. I. -représentation d'une o -algébre commutative dans un Hilbert séparable.

cus . . * =
Proposition 3.- Soit X,d) un espace mesurable, soit 7 une I -représen-

tation de B(X, @) dans un espace de Hilbert séparable . Il existe une proba-
bilité u sur (X,d), une intégrale hilbertienne l-' = Z' (x)du(x), une
isométrie U de % sur Z' telles que -

un(f) v = T, t/f € sx,)

ol Tf désigne 1'opérateur de multiplication par f ; de plus l'ensemble des
Tf quand f parcourt B(X,CL) est 1'algébre de Von Neumann des opérateurs
diagonalisables.

Démonstration : La démonstration suivante est adpatée de celle donnée dans
(17) pour le cas des espaces localement compacts, nous en donnons seulement
1'idée directrice :

a) Cas ol m admet un vecteur totalisateur § ; on peut supposer ]]E]l =1,
soit u = w_em , la représentation = est spatialement équivalente & 7 H

£
prenons :n' = JQJ = LZ(X,u) et la proposition est démontrée dans ce cas.

b). Cas général : d'aprés le théoréme de Zorn et la séparabilité de

on peut trouver des vecteurs (En) de af et des sous-espaces fermés deux

ne N
3 deux orthogonaux (lfn)n €N tels que

el =1, xnfn(n(x,d,))gn . nfﬂe X .

N n

- . . = - —1—
On définit un(f) = <1r(f)£n,£n > et w(f) = & -- w n(f),
n=1 2
f € B(X,Cl) s les probabilités by admettant chacune une densité par rapport
~ 1
& wriw =y, od y >0 et y el (X,,m.
Le reste de la démonstration est classique. |
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§6. Applications 3 la théorie des désintégrations centrales.

Nous allons donner quelques applications de la théorie des Z*;algébres
4 la théorie des désintégrations centrales récemment développée dans plusieurs
articles (cf. (10), (20), (28), (38), (39), et (45)).

Nous verrons ainsi que l'utilisation des Z*-algébres donne des résultats
plus satisfaisants que ceux obtenus par l'utilisation des algébres de
Von Neumann.

Soient A une C*-algébre unitaire, E 1'ensemble des &tats de A, A

la Z*-enveloppe de A, Z le centre de A , Zo une sous- Z*-algébre de Z ;
d'aprés Prop. C.II.2, Z est une c*-algébre, ona Z= B(x,ﬂB) avec (X,B)
un espace mesurable (Prop. C.I.2) et y a correspondance bijective entre les
sous-z*—algébres Zo de Z et les sous-o -algébres de Boole 5% de 55 .
cette correspondancf est donnée par Zo = B(X,faz) (cf. C.I.§3).

Pour tout a< A, on considére la fonction 2 : s »s(a) , s € E, les
fonctions a , a € K, sont Baire-mesurables sur le compact E(cf. D. §1) et (4)).

Soit s € E , n;(zo) est une sous—W‘-algébre du centre de wg(A)" (cf. CII);
on peut reprendre tout le raisonnement de Guichardet et Kastler sur les mesures
Zo-centrales (c£.(20)).

Définition 1.~ Soit J& une mesure positive normée sur E, soit s =~F*dF(1°
le barycentre de W; on dit que M est Zo—centrale s'il existe un Z:‘-morghisme

de Zo sur ﬁ”(E,g) tel que 1l'on ait :

m s(za) =kAD) Vzez ,Vaea.

On remarque que la relation (1) est séquentiellement faiblement fermée et

on en déduit :

an s(za) = pA@D) Vzez, ,Vael

Soit Ps la projection orthogonale de ggs sur GT;(ZO)ES) 5
on a les résultats suivants : (cf. (20))

1) Pour qu'une mesure normée u sur E de barycentre s soit Zo-centrale
il faut et il suffit que l'on ait :
i.,...4 = veo P
u@@,, an) < ﬂs(al)PS s ws(an)is,is >
Val,...an € A.

2) Tout état s est barycentre d'une mesure Zo-centrale et d'une seule ;
* . .,
en outre, le I -morphisme A est unique.

s P Py »* .
En fait nous avons un résultat plus précis sur le I -morphisme A :



Ei-algébres ' 185

Proposition 1.- Pour tout z, c Zo’ on a A(zo) = 20 u -preque partout.

Démonstration : Soit L & Zo’ la fonction Eo est Baire-mesurable et

bornée sur E, donc 20 € :CN(E,H). On a alors :

s(zz ) u(A(2)2)

u(A(2) A(z)) V/z €z.

Comme A est surjectif, on a u(fio) = u(f A(zo)) pour tout

fé'stm(E,u), ce qui implique que
20 =J\(z°) u-presque partout.

Supposons désormais que A est séparable, on utilise le champ mesurable
d'espaces de Hilbert y - iﬂw sur E défini par une suite dense dans A
(cf. D §4 ou (20)). On obtient alors (cf. (20))

2 )

= d

SE y ¥ v

s
H
= d
2 IE Ew u(y)
H
L =5E i du(y)
ns(zo) = algébre des opérateurs diagonalisables.

Rappelons (cf. (20)) qu'un état ¢ sur A est dit Zo—pur si ¢y est multi-
plicatif sur Zo ou encore si nw(Zo) est réduite aux scalaires, autrement

dit si la restriction de ¢y 2 Zo est un o-caractére.

Lemme l.- On a "w(zo) = {scalaires} pour yu-presque tout ¢ de E,
autrement dit ¢ est Zo—pur pour  u-presque tout y de E.
Démonstration : Soit z, € Zo, d'aprés le théoréme D.1 sur l'intégrale de

* - .
I -représentations, on a :

Ty (2)) =J:Bw¢(zo) du(¥)
Comme ﬂs(Zo) est 1'algébre des opérateurs diagonalisables, “¢(Zo) =
{scalaires} pour pu-presque tout de E. Il
On en déduit :
Théoréﬁé 1.~ Les mesures Zo-cen:rales sont portées par d?s états Zo-purs.
Soient Z° et Z1 deux sous- I -algébres du centre de A avec Z1 C:Zo,

s un état sur A. Soit uz (resp. ui) la mesure ZO (resp. Zl) - centrale de
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ol
n (2) =j; n@aty  Vi€z

z (‘_zo C(zl).

Le champ d'algébres de Von Neumann ¢ - nw(zo) est ui-mesurable et admet
pour intégrable nw(Zo) (cf. (8), (9)). On peut donc appliquer le théoréme 5
de Guichardet et Kastler (cf. (20)) et on obtient le résultat suivant

Théoréme 2.~ Soient A une C*-algébre séparable, Zo et Z1 deux sous-—

* -
L -algébres du centre de A , s un é&tat, uz (resp. ui) sa mesure 2

(resp. Zl)-centrale. Alors on a

s _ v 8
) -f 114 dul(w)
E
ol ug désigne la mesure Zo-centrale de V.
Remarques : La proposotion 1 est fausse pour les algébres de Von Neumann
(cf. (20) Remarque 3 p. 357) et on ne sait démontrer les théorémes 1 et 2 pour

les algébres de Von Neumann que dans des cas tré&s particuliers (cf. (20)).
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