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SUR UNE CLASSE D'OPERATEURS ELLIPTIQUES ET DEGENERES
A PLUSIEURS VARIABLES

par

Pierre BOLLEY ™) et Jacques camus ™’

Résumé.- On étudie des problémes aux limites dans un ouvert Q régulier de R" asso-
ciés & des opérateurs L elliptiques dans Q, dégénérés sur le bord T de Q, de la
forme : Min(k,2m)

Lutx) = ) PP N 50,0 { 900N wixd}

h=o x

ol k et m sont deux entiers > o, sz_h[x;Dx) est un opérateur différentiel d'ordre
au plus 2m-h, sz[x;Dx) est un opérateur d'ordre 2m elliptique dans @ et ¥ une fonc-
tion réguliere équivalente & la distance au bord T'. Pour tout entier p > o, L est un
opérateur linéaire continu de l'espace de Sobolev avec poids :

Wim+°(nl = {u e W™P () ; 9Ky e WT™P(q)}
muni de la norme canonique, dans 1'espace de Sobolev usuel HP ().
On définit un opérateur y linéaire, continu et surjectif de :

2m+p-k-1 .
Wim+p(91 sur I H2m+p k=q 2

g=-k .
B=(B (x;Dx]], J=1,....x_ et g==k,...,2m+p-k-1, ou B est un opérateur différentiel
sur I' d'ordre au plus mJ-q. Alors, B o y est un gpérateur linéaire continu de

p
wﬁ""p(m dans 10 Hz"“‘p"""‘j"é(r).
=1

(Dans certains cas, on prend xp=0, c'est-a-dire que le systéme B est vide).

(') et on introduit une matrice

On montre que sous certaines hypothases, le couple (L ; B o y) est un opérateur a
indice de ne Xp om+p=kem -1é '
W™P(g) dans W) x 1 KPR 2 r)
et on précise comment cet indice dépend de l'entier p. Ces résultats sont obtenus
grace a la construction d’estimations a priori ; ces estimations étant construites

3 partir de théorémes d'isomorphismes pour les opérateurs associés & une variable
sur la demi-droite R,.
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1. Introduction

On se propose d'étudier des problémes aux limites dans un ouvert dean. associés
a4 des opérateurs elliptiques a 1'intérieur, dégénérés au bord de cet ouvert, 1le
bord étant caractéristique.

Dans cette direction, certains résultats ont_été obtenus par M.S. Baouendi et

C. Goulaouic [ﬁ] pour 1'opérateur Au(x)= f DB(a (x] P(x) D %u(x)) dans un ouvert
al<1

|8l<1
Q régulier, ol ¥ est une fonction de classe™ C équivalente & la distance au bord T
de Q, ol les coefficients a_ ., sont de classe c’(@). La forme :

af -
(x) 9x) 0% ulx) D® vix) dx

alu,v) = a
lal<1 @B

satisfaisant & la condition de coercivité : il existe uneaconstante C > 0 telle que
pour tout u appartenant & 1'espace V = {u € L2(Q) ; V¢ D% u € L2(R) ; |a| < 1},
on ait : a(u,u) 3_u|h|6 , ils ont établi que A est un isomorphisme de :

W%m+p(ﬂ) = {ue€ Hp+1[ﬂl s Que Hp§2[ﬂl} sur HP(Q) pour tout entier

p20.
Dans [16]. N. Shimakura a introduit une classe d'opérateurs elliptiques dégénérés
plus générale : ) k m=h K=h
Lulx) = L0x:0,) {ulx)} = h): PR GD ) (P ) ulx)}
=0

ol k et m sont deux entiers tels que 1 < k < m, pm [x Dy) étant un opérateur aux
dérivées partielles d'ordre < m-h, PM (x;Dy) étant d’ ordre m et  elliptique dans 0.
Ce sont des opérateurs d'ordre m elliptiquas a 1'intérieur et dont la dégénérescence
au bord est d'ordre k. L'idée essentielle de 1'étude faite dans [je] est d'obtenir
des estimations a prieri & partir de théoremes d'isomorphismes & une variable. Il
obtient ainsi certains résultats dans L2 et sous certaines conditions qui excluent
en particulier les opérateurs du type A.

Les travaux de M.I. Visik et V.V. Grusin [22] permettent de compléter, en un cer-
tain sens, les résultats de [18] : considérant les problémes aux limites associés

aux opérateurs L : {Lu = f dans Q

Bu=g sur'l,
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ol B est un systéme d'opérateurs différentiels frontiére, ils prouvent, moyennant
certaines hypoth@ses générales sur L et B, que le couple d'opérateurs {L,B} est un
opérateur a indice dans des espaces convenables, le second membre f étant dans L2(Q).

L'objet de cet article est de faire, & partir des résultats obtenus & une variable
[4} (cf. aussi [5]], une étude systématique des opérateurs elliptiques dégénérés du
type L pour k et m entiers 2 1 (pour k = 0, on retrouve les opérateurs elliptiques
non dégénérés classiques (cf. [14] par exemple) ; pour k réel > 0, on obtient cer-
tains résultats mais ceux-ci ne figurent_pas dans cet article). Une partie des ré-
sultats cités ici a été annoncée dans [6 , [7 . A la différence des opérateurs
elliptiques, il est nécessaire de faire une étude directe dans le cadre HP, p étant
un entier > 0, le nombre d'opérateurs frontiére pour les problémes aux limites asso-
ciés dépendant explicitement de 1l'entier p. On montre que, moyennant certaines con-
ditions, le couple d'opérateurs {L,B}, ol B est un syste@me d'opérateurs différen-
tiels frontiére, est un opérateur & indice dans des espaces convenables, le second
membre f étant dans HP(Q) ; en particulier, on montre comment cet indice dépend de
1l'entier p. Cette étude donne par ailleurs la régularité des problémes aux limites
associés. Dans cet ordre d'idée, citons que N. Shimakura a obtenu indépendamment
certains résultats de régularité dans [jg].

La méthode_utilisée ici permet d'étudier d'autres classes d'opérateurs ellipti-
ques (cf. [8 ). En particulier, elle permet d'obtenir les estimations a priori et
la régularité des opérateurs considérés dans [2] et [?1].

Afin de rendre cet article plus utilisable, on donne le résultat principal dans
le chapitre 2.

Le chapitre 3 est consacré a 1'étude d'espaces de Sobolev avec poids WT, généra-
lisant ceux considérés dans [1&] 3 des entiers k et m > 0 quelconques. On y montre
de plus la surjectivité des traces au moyen d'un relévement explicite.

Dans le quatriéme chapitre, on étudie, sous certaines hypothéses, les problémes
aux limites associés aux opérateurs L. La technique utilisée est celle des estima-
tions a priori comme dans [17].

On peut toutefois obtenir des résultats analogues & ceux du chapitre 4 sous des
hypothéses moins restrictives ; c'est ce que 1'on explicite sur des exemples dans
le premier paragraphe du chapitre 5. On montre ensuite, que dans certains cas, on
psut caractériser algébriquement la condition imposée au systéme d’opérateurs fron-
tiére B. Enfin, une étude détaillée des opérateurs L pour lesquels m=2 et k=1 permet
de préciser, pour cette classe d'opérateurs, les résultats obtenus par M.M. Kohn -
Nirenberg dans [13:] .

Dans le chapitre 6, on applique les méthodes du chapitre 4 & 1'étude_des opéra-
teurs elliptiques dans des espaces de Sobolev avec poids (cf. Dﬂ s [11]) et a
1'étude des opérateurs introduits dans [1] et [23].

Noué sommes heureux de pouvoir exprimer notre recomnaissance 4 Monsieur le Pro-
fesseur M.S. Baouendi qui nous a proposé cette étude et qui nous a fourni sugges-
tions et conseils.

Nous remercions aussi vivement Monsieur le Professeur C. Goulaoutie qui 8'est
toujoure intéressé 4 ce travail et avec qui nous avons eu de fructueuses conver-—
sations.
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2. Sommaire des résultats.

Afin de rendre plus aisée la lecture de cet article, on rassemble ici les
notations et résultats essentiels.

1°) Notations.
Soit @ un ouvert borné de iR tel que 0 soit une varisté & bord de classe
C” , de bord T'. On se donne une fonction (¢ de R" dans R de classe c” véri%iant :
a={&xer"; fw) >0}
T=1{xem"; Yix) = 0}'

grad 9 (x) # 0 po*r tout x appartenant & T

ol grad ¢ est le vecteur gradient associé a ¢ .

On définit les espaces de Sobolev avec poids w:(ﬂ) pour k et m > 0O
quelconques :
@) = fue W@ s @K ue W)
munis de la norme canonique. On définit des traces pour les éléments de ces espaces
de la fagon suivante : soit 8 un nombre réel > O et Ug = {xe " 5 dixsT) < 6}
od d(x;I') désigne la distance du point x & T. On suppose Glsuffisamment petit
pour‘que pour tout x appartenant a U6 B laAdistance de x & T ne soit atteinta

que par un seul point Xp de T. L'application ¥ définie par :

X > (xp 3 At d(x,T)) : Ug —> T x ]-6,8[
1€ ool

est un isomorphisme de classe c”. Soit o une fonction de & (ﬁi*) égale & 1 dans
un voisinage de O et & support dans ]-6.5[;Alors, pour tout u appartenant a w?[ﬂ]

on pose, pour X appartenant & T :

03 u 0 ix.t)) pour 3=0,....m-k-1 s1 0 < k < m
t Itﬂo
Y,ulx) = ©
3 =31 -3-1 _—
(-1) t a(t) uly (x,t))dt pour J=-K,....,min (-1,m-k-1)
[+
sik>1

On considére 1‘opérateur L = L(x:Dx) défini sur Q par :

Min(k,2m) ___
Lulx) = L(xs0 ) {ulx)} = T p2m-h (x30,) {‘?(x)k_h ulx)}
h=0-
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od m et k sont deux entiers > 1 et od :

(1) sz_h[x:Dx) est un opérateur aux dérivées partielles & coefficients

indéfiniment dérivables dens 5: d'ordre inférieur ou égal & 2m-h, h=o0,...,Min(k,2m).
(i1) sz(x;Dx) est un opérateur d*ordre 2m proprement elliptique dans Q.

Cet opérateur induit, pour tout entier p > 0, une application linéaire

et continue de wim*p[ﬂ) dans Hp(Q].

On introduit pour tout entier p > 0, les conditions H1[p39] et Hzlp;n]

suivantes :

Hltp;Q] : pour tout x appartenant a T', 1'équation ¢(x;p) = O avec

min(k,2m) _ =
$(x;3p) = I Pgm h (x;grad ¢ (x)) ik h plp-1) ... (p - k+h+1)
m~-h
h=o
n'admet pas de racine p telle que Re p = -p-2m + k —15 B
(od Pgm::[x;ﬁl est la partie homogéne d’ordre 2m-h de sz_h(xxz)).

Hztp;ﬂ] : pour tout x appartenant & T, le nombre rp[x) de racines p de 1'équa-
tion ¢(x;p) = O vérifiant Re p > -p-2m+k —%— est constant et égal a rp et le nombre

= m-r_est > 0.
Xp p oStz

On définit maintenant des opérateurs frontidres. Pour j=1.....xp , si

Xp > 0 soit 1l'opérateur B?(xxDr) défini par :
p 2m+p-k-1
B (x;D) yu = z B, (x30.) Yy u
yor q=—k Jg 77T a
ol pour tout couple d’entiers (j,q) vérifiant 1 < j g_xp et -k < g < 2m+p-k-1 ,

qu(x;Dr) est un opérateur différentiel.-sur I', & coefficients de classe CQ(F) et

d’ordre inférieur ou égal a mJ-q, m, étant un entier vérifiant -k :‘"B < 2m+p-k-1

J

(si mJ-q est négatif, 1'opérateur BJ

1’opérateur nul).

q(x:Dr) correspondant est par définition,

= s P P
On note Bp = Bp(X’Dr) ] [B1(x;Dr],‘... Bxp (x;Dr]], L *opérateur pr
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Xp
induit une application linéaire et continue de wz'“ P(Q) dans I HZm*p k=m

3=1

B Ym.
On définit la condition Hatpzﬂl suivante :

Hatpm) : pour tout x appartenant & T et pour tout vecteur § cotangent

en x & T, le probleéme aux limites :

min(k,2m) '2m-h
I (x;€ + grad P (x) D ) {t v[t)) =0
) 2m-h
h=0

2m+p-k-1 mJ—
!_:-k qu (x3E) Yqv = 0 pour J=1,.¢.4, xp , si xp >
q= .

ou

min(k,2m) 2m-h .
r - (x3€ + grad P (x) D ) {t v[t)J =0, six% =0
h=o 2m h \ p

n'admet que la solution v=0 dans wimf-p[ R,J,

m,=q
(od BJ‘; (x3E) est la partie homogéne d'ordre mj-q de qu(x;#;)).

2°) Résultats essentiels.

Lorsque xp > 0, le résultat principal est le suivant (cf. 4, Théoréme 3.1)

Théordme : on suppose que les conditions H, (psR3, H,(piR) et HylpiR) sont réalisées
et que pour tout x appartenant d T, l'équation ¢(x;p)=0 n'a 'pas de racine p dans

la bande -(p+q)=2m + k—%i Re p < -p-2m+ k-Jz— , q étant un entier > 0. Alors, pour

tout entier r tel que O < r < q, l'opérateur {L.pr} opérant de wi’“"p"“(m dans

or Xp 2m+p+r-k--m:l -1 .
HP Q) x T H (T') possdde les propriétés sutvantes :
3=1

( © ) e'est un opérateur & indice dont l'indice est indépendant de r ;
(21 ) son noyau est égal & {u € wz"‘*p’q(m 3 {L.B y} u =0} ;

yy

(211) som image est composée des éléments (f.g) appartenant Q

. Xp 2m+p+r-k-m —-;—
H*T(®) x T H 3 2(r) tels que :
J=1
£,V > D P + <g, 9> 2m+p-k-m 1 -2m-p+k+m 0_1_ =0
HP (a)x (WP ()] ; 3720 P ou 172,
J3=1 J=1

ﬁp H—Zm p'rlvnJ 2
3=1

pour tout &lément (v, V) appartenant & [HP ()] x (1) vérifiant
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{L,pr}-* wv.¢) =0,

(o {L.pr}* est l'opérateur aclj’oglint de {L.pr} en tant qu'opérateur de

X5 2mep-k-my- 5
W2™P() dans HP) x TP W LD Z(r)).
3=1

Lorsque xp = 0, on a un résultat analogue (cf : 4, Théor2me 3.1) :

Théoréme : on suppose que les conditions Hy(ps2), H,(ps0) et H,(piQ) sont réalisées
et que pour tout x appartenant & T', l'équation ¢(xip) = O n'a pas de racine p dans
la bande -[p*q]-2m+k—%_<_ Re p < —p-2m+k-1§ » q étant un entier > 0. Alors, pour
tout entier r tel que 0 < r < q, l'opérateur L opérant de wi""p’r(m dans HP'T(9)

posséde les propriétés suivantes :

( 2 ) c'est un opérateur & indice dont l'indice est indépendant de r ;
(i%) son noyau est égal @ {u € wlz‘mf.p*q(n) 3 Lu = 0}
(it1) son image est composée des éléments f appartenant & HP*T(Q) tels que

< f,v> ) = 0 pour tout élément v appartenant & [Hp(n]:] '
HP@) x [HP@)]+

vérifiant v =0 , U™ désignant 1'opérateur adjoint de 1'opérateur L.
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3. Une classe d‘espaces‘de"Sobolev avec poids.

On désigne par N, Z, R et € les ensembles des nombres entiers > O,

entiers, réels et complexes respectivement. Etant donné un entier n > 1, on
n N n n
note lR‘ le demi-espace de R défini par IR‘ = {x=(x',xn) = [xl,...xn_l,xn)eﬁ ;

x, > 0}.

Pour tout entier r > 0, on désigne par Hr(IRn) 1'espace de Scbolev
d'ordre r sur R" c'est-a-dire 1'espace des distributions u sur R" telles que

o® u appartienne a L2(Rn) pour tout multientier a = (ul.....an] de " de lon-

a

gueur |al = G teceta < r. (on désigne par 0% la dérivation Bl

1.,.,0% o0
n

D, = % -ﬁ—)- Hr(Rn) est muni de sa norme canonique. L'espace dual de HrﬂRn)

] 3

-r N
est noté HT(R ).

Etant donné un ouvert Q de iRn, pour tout entier r appartenant 37Z
on désigne par Hr(m 1'espace des restrictions & Q des distributions de HrURn]
et par_H: () 1"espace des distributions de H'®™) dont 1e support est contenu

dans '(-Z-. ces deux espaces étant munis des normes canoniques.

1°) Les espaces kf:(Rn) et w',:'(m':)

Etant donnés deux entiers k et m de N on définit les espaces de Sobo-

lev avec poids suivants (cf‘. [15]);

WE™ = wed" ®" ¢k ued"®M)
et
WIRT) = ueH ™ @D 5 XX yeH"®D)) .
Ce sont des espaces de Hilbert pour les normes :
2 [3 2 172
u b |]u]] = Ul l%,- + Ixg ull
Wi R") H"* wn) "UHR™
et
2 k 2 1/2
ur—> |]ul] = {Jll1%,. + I, ull }
WRERT) H" R grn) " UHRD

respectivement.
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Propésition 1.1}. Powr towt entier t tel que 0 < h < k , 1l'application
U —_— x::-h u

est linéaire et continue de w':(lR") dans Hm-hllR") et de w':(lR?) dans Hm-hﬂR?).

Démonstration : Pour R".

Cette proposition est vraie pour n = 1 (cf. [4], [5) ™ crest-a-dire :
pour h tel que 0 < h < k, i1 existe une constante Ch > 0 telle que pour tout u

appartenant a N:'UR) on ait :

Hasep™™ 0! ™ futa|] , <, Ll p™  Futo]] ,
T L) L°6R)

a+)<p™ o* Futn]] )
2
T L“0R)

ol Fu est la transformée de Fourier de u, (définie & partir de

2o

Fult) = I et Lty dt) et D =3
R T i

-Soit maintenant u appartenant 3 w':(an) et '.Fu sa transformée de

Fourier sur R" (définie & partir de

Tulg) = f g 1o 8> ulx) dx
Rn
ol £ = (;',gn) = (51""'En-1‘5n”' Pour presque tout §' appartenant am"'l,

la fonction Fv(x) définie sur R par
Fv(t) = :Fu[E'. t(1+]g' |

est la transformée de Fourier sur R d'une fonction v appartenant 2 kf:ﬂR).

En effet :

(%) Les résultats donnés dans [4] lorsque 0 < k < m,sont valables lorsque k et m
sont deux entiers quelconques de N. Cette généralisation, faite dans [5], se dé-
montre en adaptant les techniques de [4].



64 BOLLEY et CAMUS

(1e]th™ o} Fuen) =elthi™aefer D 0f Futeriraele i e e,

Qe lth™® Futn) (= ]th™* Fucer,raele ) e Cw.

Par suite, pour h tel que O < h < k st, pour presque tout £' apparte-

nant &an. on a

-

(f (e )t e[ BP0 Fuceraetaefer ]2 0n?
®r

[

<, { I e aele o} Futeracaeler|n]? an?
R

(-

.t I Qe]th? 2k | Fugr,zele ]2 a0?) .
®

On fait le changement de variable En =T (hl&'l), ce qui donne

I (ele?™ 2 |08 Fucer|? ag, <2 62 (! (1e]e)®™ | of Fure)|? ag_
(3 ®

] adten®™ ™ 1 Fuol? e .

R
On inteégre enfin par rapport & &' dans an-l. ce qui donne :
k-h 2 2 k 2 2
x> oll” <2c, (]x; vl] < 1%, )
n Hm h(Rn) h n Hman] Hm k[IRn)
Pour!R? .

Le résultat se déduit du lemme suivant :

Lemme 1.1. Il existe un opérateur de prolongement P linéaire, continu, de

hf:ﬂR?J dans w:'ﬂRn) tel que pour tout u appartenant d w':(lR?], on att :

Pu =y dans w:'ﬂRr:l .

Démonstration : Pour u appartenant a kf:(lR::l on pose

ulx) si X 2 0

Pu(x) = max (k,m)
T a u(x'.—_jxn). si x, < 0

=



3. 1°

les »“j étent des constantes solutions du systame :

max (k,m) .
I aJ(-j) = 1 pour £ * “K,...,max(~-1,m-k-1).
J=1
Hm-k n k

Ces conditions impliquent que Pu appartient a R) et que X, Pu appartient
a H"R™) et que

lNeall - <cllull ,

W R W ORY)

+

ou C est une constante indépendante de u.

Remarqgue 1.1. A 1'aide des résultats précédents, il est facile de vérifier que

1'on a ¢

ny, _ | max (0, k-m) 2,.n k m, __n
WLRD) = fue D'R]) 5 X uel®)) , x  ueH IR}

Proposition 1.2. (1) D R") est dense dans W':(an)

(11) %(I'R?) est dense dans w'."‘m’:) [*).

Démonstration : (i) Dans une premiére étape, on tronque : soit Y appartenant
a &ﬂRn] telle que ¥(x) = 1 pour lx| < 1let ¥(x) = 0 pour lx] > 2. On pose
‘i’R(x) = ¥(x/R) pour R > 0. Pour u appartenant a »J:(R”), la fonction ug = ¥eu
appartient a N:‘UR") et converge vers u dans ble'Rn) quand R tend vers += ,

Dans une seconde étape, on régularise les fonctions Up» qu'on note

maintenant u : soit j appartenant a ﬁ)ﬂRn) telle que j(x) >0, I n J(x)dx = 1.
R

On pose jc(x) = —IF J(%] pour € > 0. Pour u appartenant a \»f:((RnJ a support com-
€
pact, la fonction ug = jc % u de ﬁ)ﬂRn) converge vers u dans w':l!Rn] quand €

tend vers O.

En effet, on doit vérifier que :

On note ®(Q) 1'espace des fonctions de classe C“ de Q dens € & support compact
dans @ et (V) 1'espace des restrictions & Q des fonctions de ﬁ)ﬂRn).
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1m f L e 3y @112 [Fue)|? o - o
0 R €

et

K

2m K
lim [m" (sle[r™ | 0En (:ch.‘l‘ultg) - o

Tutc)|2 dg = 0
e+0 n

Le premier résultat est immédiat. Pour démontrer le second résultat,
écrivant que
3 3 k k=
o (F3.Fu) =Fj3.00 Fu+ z ProP F3 . 0P gy, 11 suffit de
£ € € £ L A € &

n n p=1

vérifier que :

lim I N (aelgph?m |02 Fig n'E‘"""’.Fu[2 dE = 0 pour p = 1,...,k,
e+0 R n n

ce qui se fait en utilisant la proposition 1.1,
(ii) Cette proposition résulte du lemme 1.1 et de (i).
WhR"
On peut caractériser les espaces k(IR‘) de la fagon suivante :

Proposition 1.3. Un élément u appartenant 4 &’ ﬂR:‘) appartient 4 w,:ﬂ'R':]

8l et seulement si xﬁ u appartient 4 PWWRT)l\HTin(k’m)ﬂRTl.

Démonstration : On utilise pour cela la proposition 1.2 et le fait que si v ap-
partient & HEURT) , alors v/xn appartient a Hﬁ-laRg) pour ‘h entier > 1 (cf.

inégalité n°® 330 de [12]).

Remarque 1.2. Il résulte de cette proposition que SDGRT) est dense dans w:ﬁR?)

pour k > m, et que sur cet espace, la norme :

K
ur—— | |x; ul|

est équivalente & la norme

u— |]ul| .

W)

k

CAMUS
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Puisque DIR") est dense dans v/"“m"). 1'espace dual [b/:ﬂRn)]' de

1'espace w’:ﬁRn) s'identifie & 1'espace des distributions T de ' ®R") de 1a

-m+k N

k -
forme T = f, ¢+ xn f, o0 f, appartient 3 H R) et fl appartient 2 H m(tRn).

1
Plus précisément on a le résultat suivant :

Proposition 1.4. (%) L'espace dual [bf:(Rn)] * de 1'espace w':ﬂRn) s'identifie

Q@ l'espace des distributions T de @' ®R") de la forme

K
- 3
! Jfo n By

od gy, pour § = 0.1,....k, appartient kIR,

(i1) La norme d'espace dual sur [_Vf"k(an)} ' est équivalente

K
T — ||7]] = Inf { le }.
W R™] 3=0 ! J”H'“""'J(n?"l
. T= xJ g
30 "

gjen""""Jm"l

Démon¥tration : (1) D'aprés la proposition 1.2, MR") est dense dans w’:(IRn).
Par suite, on peut identifier 1'espace dual [bf:[Rn)] ' de wmklan) 3 un sous-

espace de distributions sur Rn.

Grace a la proposition 1.1, on peut identifier 1'espace bf"k(fRn] a3 un
k
sous-espace fermé de 1'espace produit 1 H"'I k+J (Rn) par 1'application
J=0
u +—— (u,x u,...,xk u).
n n

Par suite, toute distribution T appartenant a [bf:mn]]' peut s'écrire,

de maniére non unique, sous la forme :
T= I xJ gj.
3=0

ol gJ. pour §J = 0,1,...,k, appartient & H_m’k-‘jﬂ‘Rn).
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k
Inversement, i1 est clair qu'une telle distribution I xg gJ ap-
j=0
m..n
partient 2 [NKGR ]]'.

(i1) L'’équivalence des normes est une conséquence du théoréme

de Banach.
La proposition 1.4 (ii) peut &tre précisée par la proposition suivante :

Proposition 1.5 : Si T, appartenant d DJ:ﬂRn]]', admet la décomposition parti-
k - -
culiére T = T xg gJ , ou gy appartient d H mek J(an) pour j = 0,1,...,k ,
j=0
alors :

k
Hrl = Inf Cr o lley + gyl )
0 H

L w"]" mkI )

Pour démontrer cette proposition on commence par établir le lemme

suivant :
ko3
Lemme 1.2 : St I x> g
———f -0 n &j
1l existe pour tout € > 0, une famille (gjc) vérifiant :
0<j<k

=0 pour certains gy appartenant a H_m*khjﬂRn) » alors

(z) Eye appartient a NGED) pour J = 0,1,...,k,
[3

(i) T x)g,_=0,
g0 "

(i21) lim g, = g, dans H-m’k-jﬂRn], pour J = 0,1,...,k.
er0 3¢ Y

Démonstration : Dans une premiére étape on tronque : soit W appartenant 3
IﬂRn] telle que ¥{x) = 1 pour ‘x[ < 1et ¥(x) = 0 pour [x| > 2. On pose
YR(x] = ¥(x/R) pour R > 0 et gJR = gy ¥g pour j =0,1,...,k. Alors gJR est
une distribution & support compact qui converge, lorsque R tend vers +e, vers
gy dans H_m’k-JURn). De plus, on a toujours la relation :

3

J -
Jfo xn ij =0 .
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Dans une seconde étape, on régularise les €léments gJR qu'’on note

maintenant gJ : soit j appartenant 3 mﬂRn) telle que f n j(x)dx = 1. On
R

1 X
pose Jc(X] - J(E-) pour € > O et, pour j =0,1,...,k, on définit gje par :

Kk
- g9-3, (_4,9"3 q-J
Bye I » gy * q‘gq ) -1 (gq * % je), si0<3 <k,

Bke © Jc * gy .
La famille (g, ) ainsi définie satisfait a (i), tiil. (111).
J& gey<k

Démonstration de la proposition 1.5 : Il suffit de prouver-que si T admet une

autre décomposition I xf‘ g alors
3j=0
: eyl e |
Inf {: g, el }< & 3 | .
Koy g0 3 ™R T g 3 ™R IR
I x)@,=0
g0 "
qJeSNR"]
or 50 . , mek-§ gon
r ¥ x’ (g,-g%) = 0 avec g,-g) appartenant a H 0R") pour
g0 ™ 37 373

j = 0,1,...,k. Il suffit alors d'appliquer le lemme 1.2 pour obtenir 1’'inéga-
1ité précédente.

2°) Définition des traces pour les éléments de hi[R?).

n
Etant donné u appartenant a bf:GRO), on peut lui associer m fonctions

Yj ulx'), appelées traces de uet définies par :

Di ulx’',0) pour §J = 0,1,...,m-k-1, si1 0 < k <m,
n
YJ ulx') =

+00
[-l].J-1 L x;J-l u[x’,xn)dxn. pour j = -k,...,min(-1,m-k-1)

Sik?_l'

X

od D = % ﬁ-— . La remarque 1.1 montre que la définition de Yj u pour
n n

J = -K,eeoomin(-1,m-k-1) & un sens. On notera yu = {y_, Useeony |y ul} .
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Propositiop 1.6 : L'application y : u ——— y u est linéaire, continue et
m-k~1 :
surjective de w‘,':cR") sur I H® k-3-1/2
J=-k

R,

Démonstration : 1 - On montre tout d’abord que 1'application YJ T U —— YJ u

m-k-3§-1/2

n -
est linéaire et continue de wan’) dans H w" 1].

S1 0 <k <m, pour §J = 0,1,...,mk-1, ce résultat est classique

(cf. [14] par exemple).

Si1 <k, pour j = -K,¢e.,min(-1,m-k-1), on procéde de la fagon sui-
vante. Pour u appartenant & NQKR:). on a :

max (0, k-m)
x
n

uixtx Ve L2, X0 g7l

<k utex de 2w R ).

On désigne par F la transformation de Fourier sur R par rapport &
~
la derniére variable X0 et par u le prolongement per zéro pour X, < 0 de u.

Les relations précédentes montrent que :
PO O™ griyex 1) € L2y (ORI g1y

(-0 yrintiem) ge o ex(0:6m) g el 2w R
n

On en déduit le résultat puisque, pour j = -k,..,min(-1,m-k-1) on a :

min(0,m-k) 0 min(-3-1,-3-1+m-k)
3

n

max(0,k-m) v
Yy u = (-1) (Fix u)ﬂ5n=0

2 - On montre maintenant que 1'application y est surjective.
On commence par remarquer que si u appartient a ﬂ)ﬂR?) et si Vi est la fonc-

tion de  ®(R]) définie par

+00 '+ '+
W v, . (x',x ) = I f (oee ( I ulx’,0) do)...) do_) do, ,
3 n xn ‘02 Y 3 2

alors on a :



3. 20

ak’Jv
v, ulx) = (-5 3o 0 K (x",0) pour § = -k,ue.,min(-1,m-k-1)
J ax k+J }
si k >1,
k+J ‘
K+ .3 ] Vi )

¥y ulx’') = (-1) {¥ ————0 (x',0) pour J = 0,.c.,m-k-1 si 0 <k <m.
3 ax k+J -

n

On désigne par A 1la transformation de Fourier sur an-l par rapport

aux variables tangentielles x', c'est-a-dirs :
- L 1]
Q(E'.xn) = L?n'l e it >v(x'.xnl dx' .

Soient j un indice tel que -k < j < m-k-1 et cfj appartenant &
3)(Rn—l]. Soit de plus ¥ appartenant a S)G—?‘) telle que Y¥(t) = 1-dans un voi-
sinage de 0. Considérons la fonction u définie par sa transformée de Fourier

partielle U donnée par :

N ko a* 2,172, A (1x ¥
degtux ) = (-1) X {¥ix (+le' |57 e T Yo,
n

La fonction Qk associée & cette fonction U par la formule (%) est

donnée par :
t1x )3
n

2.1/2, A,
) ) *fJ(E ) __-—IK*J)I B

A ' = '
Vi (8'ax ) vtxn(1«|; |

on en déduit les relations :

L]
K (ps - ke &~ o,
ax"" g',0) Gkor,,kq i ‘-fJ(E ) pour g > -k
n
(ou 6kﬁ..k6j est le symbole de Kronecker).

On vérifie ensuite qu'il existe une constante C, indépendante de (QJ.

telle que :

Hull sc eyl pges-
W) 3312 gne1y

71



72 BOLLEY et CAMUS

On en conclut que‘ 1'application
m-k-1

Yiu +——qyu: w':[er:) — n Hm-k-"-l/zm"'li est surjective.
3=k

3°) Les espaces bf":(ﬂ).

Soit maintenant Q un ouvert borné de ‘Rn, de bord T'. On suppose que
T est une variété a bord de classe C . On se donne une fonction @ de R" dans
R de classe C vérifiant :
Q= {xeR"; @(x) > 0},
r = {xer"; Yx) = o},

grad ¢ (x) # O pour x appartenant & T,
od grad ¢ est le vecteur gradient associé 3 Q.
On définit les espaces de Sobolev avec poids w’“km) per :

Wi = tue WM ¢ ue .

Ce sont des espaces de Hilbert pour la norme :

2 172

2 k
u — |lull = (||l _ s e ull
H" %) ® i

whQ)

3
De la proposition 1.1, on déduit :
Proposition 1.7 : Pour tout entier h tel que 0 < h < k , l'application
u — q’k_h u

h

est lindaire et continue de w’l‘:(m dans H" Q).

De la remarque 1.1, on déduit :

Remarque 1.3. On a :

W@ = weam@ s " O0R™ yeifa, ¢f ue @)



De la proposition 1.2, on déduit :
Proposition 1.8 : (%) est dense dans u’,‘:(n).
De la proposition 1.3, on déduit :

Proposition 1.8 : Un élément u appartenant 4 @'(Q) , appartient d WT(Q].

min(k,m)

8t et seulement si &?ku appartient a H'(Q) N Hy .

D'ol 1'on déduit :

m
Remarque 1.4. Pour k > m, 1'espace P (R) est dense dans W (Q) et, sur cet

espace, la norme :

k
ur— |l ¢ ul| |

H ()
est équivalente & la norme :

u — [|ul]

UG

On va définir maintenant des traces pour les éléments de WT(Q). Scit
& un nombre réel > O et UG = {x€R"; d(x;T) < 8} ob di{x;T) désigne la distance
du point x & T. On suppose § suffisamment petit pour que pour tout x apparte-

nant & UG' la distance de x & T ne soit atteinte que par un seul point Xp de T.

L'application ¥ définie par :

@ (x) .
X —— (xp, -ﬁ-(i—)-l-d(x.rn 1 Uy — T x]=6.6[

est un isomorphisme de classe C”.
Soit a une fonction de 3)55:) égale a 1 dans un voisinage de 0 et &

support dans ]-6.6[.

Alors pour tout u appartenant a NT[Q] on pose, pour X appartenant & T :

3 oey? - k-
Dy uly (x't]]ltﬂo pour § = D,...,m k-1 si 0 <k <m
Yj ulx) =

(-n737? [ t 3 ey Lix,t))dt pour J=-k,...,min(-1,m-k-1)
si k l 1,
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ot D, =

)

3
Bt ’
On note yu = {Y_k UseonsY oy u}

De la proposition 1.6, on déduit :

Proposition 1.10 : L'application vy : u =~ vyu est linéaire, continue ot sur-

m-k-1 ~k~4-
Jeetive de NQ(Q) sur nH k-J 1/2(1‘).
3=-k

Pour J = -K,«e.,min(-1,m-k-1}, Yj u dépend de la fonction a. Cepen-
dant si B8 est une fonction du méme type que a on note que ¢
+ 00 - 1 1
L £ (act) - Bt u (v k) gt

appartient a Hm[P).
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4. Etude d'une classe d'opérateurs elliptiques et dégénérés.

Soit un ouvert Q de Rr" borné, de bord I'. On suppose que @ est une va-
riété a bord de classe C . On se donne une fonction L{ de m" dans R, de classe

o
C vérifiant :

a = {xer"; Y(x) > 0}

r = {xer", @ (x) = 0}
grad (f[x) #0pour tout x appartenant & T,
ol grad L{ est le vecteur gradient associé & ¢ .
Soit 1'opérateur elliptique dégénéré L = L(xxDx) défini par :

min(k,2m) 2
Lix:D ) {ulx)} = T P
X h=0

"Pan) (g0 " utal,

ol k et m sont deux entiers >1, sz-h [x;Dx) est un opérateur aux dérivées
partielles d'ordre < 2m-h, sz(x;Dx) est un opérateur elliptique dans R, d'or-
dre 2m. L'opérateur L est donc un opérateur d'ordre 2m, elliptique & 1'intérieur

de Q, et dont la dégénérescence sur le bord de Q est d'ordre k.
On se propose d'étudier des problémes aux limites associés a L :
Lu = f dans Q,
{ B(yu) = g sur I,

oll B est un systeéme d'opérateurs différentiels frontiére en nombre fini, du
point de vue de 1l'existence des solutions u dans des espaces de Sobolev avec

poids du type wim'p(n). pour p entier > O.

Comme dans le cas elliptique on ne peut se donner arbitrairement 1'o-
pérateur {L,B} pour que le probléme soit bien posé ; eussi sera-t-on amené 3

introduire certeines conditions sur cet opérateur.
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Le but essentiel de ce chapitre est de montrer que 1'opérateur {L,B}
est un opérateur & indice (entre espaces convenables), la technique utilisée
€étant celle des estimations a priori obtenues & partir de théorémes d'isomor-
phismes pour les opérateurs correspondant & une variable sur R,.(cf [4], [5])
(les résultats donnés dans [?] pour des opérateurs L = L(t;Dt] définis sur
par

, — )
Lutt) = Le60,) fu o) = £ P™M o) (£f M ueen)

h=0

ol k et m sont deux entiers vérifiant 1 < k < m sont valables, sous les mémes
hypothéses, pour des opérateurs L = L[t;Dt) définis sur R par :
min(k,m)

Lult) = L(t;0,) {ult)} = T
h=0

P’“'hmt) M Ly

ol k et m sont deux entiers > 1 ; 1'équation déterminante associée étant

¢(p) = O avec

min(k,m)
T p i p(p-1) ... (p-k+h+1l) lorsque
h=0

"

¢(p)
m-h
P""o,) = = p';'h o} .
J=0
Cette généralisation, faite dans [5], utilise les mémes méthodes Gue
dans [4] avec quelques modifications. )

1°) Estimations a priori dans le demi-espacelRT .

1.1, Les estimations a priori dans le demi-espace pour le cas des coeffi-

cients constants.

1.1.1. Notations et hypothéses

Soit 1'opérateur L = L[xn'Dx"Dx ) défini sur Rn par :
n
min(k,2m) h
Lu(x) = L{x 3D ,,0_ ) {ulx)} £ (0_,:;0 ) {x
nUx e h=0 x"

P2m—

k-h ulx)i,
n
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1l 2 1
ol (Dx,:Dx )} (-f T

3 12 ), ol k est m sont deux entiers
n 1 i x

n-1 n

> 1etod

(1) sz-h(D ,30_ ) est un opérateur sux dérivées partielles 3 coefficients
x' X
n
constants complexes, homogéne et d’'ordre 2m-h ou identiquement nul :
P2m-h (Dx"Dx ) = L p2m;h 0%
n . lajeg=zm-n 3 X%,

1

S - n-
(ol o (nl,...,an_ll appartenant a N et lul = 010...+an ),

-1

(11) sz[Dx.xDx ) est un opérateur d'ordre 2m proprement elliptique, c'est-
n
a-dire : pour tout vecteur ' appartenant a Rr" 1 {0}, le polyndme sztg',gn)
en En‘ admet exactement m zéros & partie imaginaire > O et m zéros & partie

imaginaire < O.

Cet opérateur L induit, pour tout entier p > 0, unc application liréai-

re et continue de wim’pﬂR?) dans HpﬂRT).

Par transformation de Fourier sur Rn-l par rapport aux variables
tangentielles (cf. chapitre I), 1l'opérateur L est transformé en un opérateur

différentiel ordinaire en Xn' noté L(xn:E'.Dx ) dépendant du paramétre E' appar-

n
tenant a m" 1. et défini sur R par :
min(k,2m) _
Lix 1€%,0. ) {vlx )} = % PP (e, ) " vk ).
n X n X n n
n h=0 n

Ces opérateurs appartiennent 3 la classe des opérateurs différentiels
€tudiés dans [4], Eﬂ . Ceci nous améne & définir pour chague entier p > 0, la

condition HI(p 3 RT) suivante :

n min(k,2m)
H. (pR}) 1'équation ¢(p) = I
e DR h=0

2m-h k=h _ N )
Pom-h,0 i plp-1)...(p*k+h+1) = O

1
n'admet pas de racine p telle que Rep = -p-2m+k- 5

Désignons par rp le nombre de racines p de 1'équation ¢(p) = O véri-

flant : Rep > -p-2m+k- % . On introduit alors une condition

7
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n . (%)
Hz(pnﬂ’) le nombre ‘x_p m rp est > 0 .

On définit maintenant les opérateurs frontiére. Lorsque y_p > 0, pour

J= 1,....'x,p soit 1'opérateur BS'(DX,) défini par :
p 2m+p-k-1
D = . B
BJ( x') Yu qgl-:k 4q (Dx'] Yq u

od, pour tout couple d'entiers (j,q) vérifiant 1 <3:= ’)(,p et -k < g < 2m+p-k-1,
qu(Dx,l est un opérateur aux dérivées partielles soit identiquement nul socit a
coefficients constants complexes, homogéne et d'ordre mj-q, m, étant un entier

J

vérifiant -k < m.1 < 2m+p-k-1 (et si, mJ-q est négatif, 1l'opérateur B q[Dx,) cor-

J

respondant est par définition 1'opérateur nul).

On notera B_ = B (D_,) = (8”0 ,),....Bp (D _,)). Cet opérateur induit
p p X 1" "% X x
Xp
it

une application linéaire et continue de wi’“*D&R?l dans 2mep-k-m,-1/2 on-1
J=1

H 3 R )

u —— B ucz (8° yu.....Bp yul.
N P 1 1,

Par transformation de Fourier sur an-l. 1'opérateur Bp est transformé

2m+p "‘p
en un opérateur linéaire de € dans € " noté Bp(E'). dépendant du paramétre

E' de an-l et défini sur ch»p par :
= ' = (aP(r 2] ’

z (z-k""‘ZZm«p-k-lj —— BD(E,‘ )z (Bltg )z,...,B0 (E') 2)
ol

p 2m+p-k-1

B (g') z = I B, (&' z .

3 q=-k Ja q
(%)

On examinera dans le chapitre 5 quelques cas particuliers ol cette conci-

tion n'est pas vérifiée.
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On définit maintenant la condition Ha(piR:') suivante (¥ :

Ha(p;RQ) Pour tout w appartenant & la sphére unité Sn_2 de an-l, le probléms

aux limites :

"
o

L(x sw,0_ ) {v(x )}
n X n

B (w) yv=20 , si >0
pm Y s'xp 3

ou

{L(xnxw.Dx ) {v(xn)} 0, si 'Xp =0,

n

n'admet que la solution v = O dans wim*pﬂR‘].

I1 faut noter que, lorsque p = O, de telles conditions ont été in-

troduites-dans [22], [19].

1.1.2. Enoncé des résultats.

Pour tout entier p > 0, on considére 1'opérateur @p défini sur

2m+p N .
wk R,) par :

{Lu, B_ yu} si X_ >o0,
{\) T U — ?p u = { P P

p
L si = 0.
u Xp

C'est un opérateur lin8aire et continu de wim*pmr:) dans

2rn+p-k—mj-1/2mn—1] (resp. HD(IRT]) si Y‘p > 0 (resp. 'X_p = 0).

x
p N P
H ﬂR*) x M H
J=1
On désigne par [Hp(RT)] ' (resp. [wim*pmr:)] ') 1'espace dual de
HPUR?) (resp. wim*pml:”. L'opérateur adjoint (3; de f3p est un opérateur liné-
aire et continu de [HD(IRTI]' x 1 Ho2moprkemye1/2pn-1, (resp. [Hpﬂ'Rfl]'l dans
J=1

(*) On montrera dans le chapitre 5, que cette condition peut gtre exprimée,

dans certains cas, & 1l'aide de conditions algébriques portant sur 1'opérateur.



80 * BOLLEY et CAMUS

[wim*pGR:)]' si Xp >0 (resp. ’X,p = 0). On désigne enfin par Jp 1'isomor-

phisme canonique de [HDGR?]]' sur H;p(lR':), espace des distributions de H P(R")

a support dans IRT .
On a alors les théorémes suivants :

Théorgme 1.1 : Soit un entier p > O . On suppose que les conditions Hltp;er:)

Hz(pxRT], H3(p;(R?) sont réalisées. Alors, il existe une constante C > O telle

que, pour tout u appartenant d wi"“pmfl on ait
Hull <c (IR ull X kem. +Jlull }
WMD) PUWPRNx WM PTRMy 1 2 gn-1, WPl ")
J=1 ‘

()
. o
oo 1ol g, € IS, ol = Ml g )

+

"

2 . 0).
81 'X.p > 0 (resp ’X,p )

Remarque 1.1. Le terme ||u” 2m+p-1,_n figurant dans le deuxiéme membre des
)

Kk +
estimations précédentes peut étre remplacé par H(lox:l) u” 2 n lorsque
R

k < 2m+p et par ||xk uH 2 n lorsque k > 2m+p.
Rt (3

+
Théoréme 1.2 : Soit un entier p > 0. On suppose que les conditions HltpﬂRT).
HztpxRT). Hatpm':) sont réalisées. Alors il existe une constante C > O,
telle que pour tout (f,g) (resp. f) appartenant d

X —om- -
[Hp(lR':l]' « TP H 2m p»k+mj+1/20Rn 1) (resp. [HDURT)]') si Xp > 0 (resp. Xp =0),

J=1
on ait :
el Lo om- o 2ol Q*te]]
HPED]'x 1 H 2m-prkemy+1/2 on-1, P Edim’p(lR:‘)]'
J=1
« 13 el +|lell }
p “p-1n oo - _ ’
H R x"ﬁ H 2m p*k*m‘1 1/2“Rn 1)
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tresp. ||+]] < cl||B%1]

+
2 My el _ . h.
[ﬁ”&Rf)l' [w:""pm':‘)]' PP IR

1.1.3. Bémonstration du théoréme 1.1.

Dans la démonstration, on supposera 'Xp > 0. Les hypoth2ses

n; n n
Hl(pﬂR‘), Hztp;R‘]. HalpﬂR*) impliquent que pour tout w appartenant 3 Sn-2’
le couple d'opérateurs {L(xnxw,Dx ), B (w))} réalise un isomorphisme de
n

2m+p P *p
Wk R} sur HIR) x € . La sphere Sn_2 étant compacte, il existe une cons-

tante C > 0 telle que, pour tout w appartenant a Sn_2 et pour tout v eppartenant
a wim‘pﬂR‘]. on ait :

mp gk
r llojts*vesnll , < celllLis.w.p ) tvis)}]] + |18 tw) v]| %} .
20 L°R,) HR®,) P ¢ P

+

Pour u sppartenant a $d§01 et §' appartenant ana”'l - {0}, on pose :

v(s) = ulx )
n

avec s = xnlz'] .

On vérifie que 1'on a les relations suivantes :

k-2 % k
Dxn(xn u[xn)) pour £ = 0,...,2m+p,

olts*visn) = |gr

L(s)m,Ds) {v(s)} = lS'Ik_zm L(xn;E',Dx ) {u(xn)) avec w = £'/]|€'| ,
n

qu(m) = IE'Iq—mJ BJQ(E'I pour 1. < jJ < }Lp et -k < q < 2m+p-k-1,

YqV = |E'|-q Yqv pour -k < q < 2m+p-k-1.

Par suite 11 existe une constante C > O telle que pour tout u ap-

= -1
partenant 3 dbﬂR‘] et tout £' appartenant- 3 R" - {0} on ait :
2m+p
1 k-2+1/2
r e 2o,

K
(x utx M| <
£=0 pn M2

®,)
p
<c{z |g

k-2-2m+1/2 2
[k-2-2m /7] b
2=0

(L(x ,£'350_ Mulx ID]] *
n n Xn n LZUR )

p -my | 2m+p-k-1
sx Jer] 9 x L ByglE) vult
=1 q=-k
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Ainsi pour tout u appartenant a ﬁ)ﬂR:'] et tout g' appartenant a

R" - (0} on a

2m+p -
pole M2 et o S, <
£=0 n TR
P K-2-2m+1/2 || & A
<cl{z ler 107 (Lix ,g*5D0_ ) {utg’.x 1D || 2 N
R X " *n n L IR,)
¥p -m 2m+p-k-1 A
+ I g™ | = B, (g y_ute, )
3=1 q=-k Ja q
On multiplie les deux membres par |E'|2m‘p.k et on intégre par repport
acg dans'an-l. On obtient :
o |o%,0) M) <c||8 ull 1
l“l’J=2m*D x' x n LZ(RT) - p HD(I’R?)x ﬁ H2m*p-k-mj—1/2ﬂRn-1)
J=1
d’od
3 3
Hxy ull <ct]|Q ull % okem.- Axgull , (1
nUH™PRD) PP RN x i w2mPThomy1/2gn-1y T T 2y
J=1

On en déduit le théoréme 1.1. et la remarque 1.1. en utilisant la

remarque l.1. et la remarque 1.2. du chapitre I.

Pour établir le théoréme 1.2, on a besoin de quelques lemmes tech-
niques.

1.1.4 Quselques lemmes.

Soit ¢ appartenant & D(R") et ¢q appartenant 3 QIR"-I) pour

g = -K,...,2m+p-kd La distribution



4. lo

min(-1,2m¢p-k-1) -a-1 max (2m+p-k-1,-1) (@)
T=¢+ z ¢0an Yix )+ ) ¢ ®6 Vix)
. a=-k a q=0 q "
ol Y est la fonction de Heaviside et § la mesure de Dirac en X, = O appartient

a [P .

Pour tout §' appartenant éan-l. la distribution en X définie sur

R par :
N min(-1,2m+p-k-1) e
T(E',.) = §CE" ) D e vy e
q=-k n
max (2m+p-k-1,-1)
. 1 §,en s @ix )

q=0

asppartient a [wim‘p(ﬁl] ‘.

Désignons par H 1'homothétie :

E'

H T X n——>s=xn|g'|

g n
- A
pour E' appartenant am" 1. Notons HE' T(g',.) la distribution en s définie
sur R par :

A ¢ _ N B '
He, T (g% .),als)> &' (R)x DR) <T(g’,),alx lg'])> 2 RIx O ®)
pour toute fonction q de D (R).

Lemme 1.1. : Avec les notations précédentes, il existe une constante C > O
(indépendante de ¢ et ¢q pour q = -k,...,2m+p-k-1) telle que

dm- - A 2
gl v o ae <c||7l|
‘1>

2
AR G

Démonstration : Puisque pour q = -k,...,min(-1,2m+p-k-1) la distribution

-q-1 2m+p .
Xo Y(xn] appartient a [wk ﬂR)]' on peut écrire :
k
-q-1 3
x Y(x) = & x_ Y (x )
n n 3<0 n Ja n
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ol qu appartient a H-2m-p+k-j (R) pour j = O,...,k et g = -k, ...min(-1,2m+p-k-1).

Par ailleurs oq ® 6(q)(xn) appartient 3 H-2m-p#kmn] pour

q= 0,...,max(2m~p-k-1,—1)(précisons que si k > 2m*p, ces termes disparaissent].

I1 en résulte que la distribution T introduite précédemment peut

s'écrire sous la forme

k
3
T = x Vv
0 "
min(-1,2m+p-k-1) max (2m+p-k-1,-1) (q)
avec Vo = ¢ + T ¢q®voq. T 0q®6 ’
=-k q=0
et min(-1,2m+p-k-1)
Vv, = I QY our = 1,2,000,k.
3 ek bq ® Yyq Pour
De plus, Vj appartient a H-zm_p'k"’(ﬂ?n) pour j = 0,...,Kk.
Soit maintenant une suite (q?j)G(J(k.de fonctions de &™) telles
K -
que I x;1‘ q’j = 0. Pc\son:-;"U:i = VJ + ({)J pour jJ = 0,...,k. Pour toute fonction
j=0

a appartenant &8 PMR) on a :

~n k ~
' = [ J 0
H TIEN Dals)2 2y D R) JEU<U.1'(E ) oqale [ET D> g0y gr)

On examine chacun des termes du second membre. On a :

Boer y den ler . . a-3-1(2Y) (3 .
<Ujte s )ax(x |E |”m'(mxm(m) = IR‘SUJ(E £ 008 (F )[s als))(g /16 ag =

-2m+k-p-j§ 2m+p-k+j 1
‘ 0 ' 2 2 N 2 2 -

- IR‘Tujtg x et e le] J“"‘n’ (F )(sja(s))(xn)dxn.

D'ol :

|<0, 6", ) xdalx ler s | <
J nn SH'RIxDHMR)' —

=

. < IC'I_jHSJG(S)lIHzm'p-k’J(P)tLR (1+x§)'2m‘p¢k'JloyUJIE.'xn '5"”2 dxn)z =
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3 ,12m+p-k-1/2 I 112, .2 -2m-p+k-j 2 172
= ||svals) ( ¢ ) u, e, .
[ls°a HHzm.p-k.jUR)IC I - le*]| e, 1Fu,tere )|” de )

2m+p

K (R) est équivalente & la norme

Comme la norme sur W

k
Vi—+ I

3
-0 e V(S)an'“"’""JuRl ’

on déduit des majorations précédentes que :

2

g Tl 2, 0 <
W, Pr]

1
Kk =
< |5'|4m 2p-2k-1 (IR (|€.|2’€r2‘) 2m-p+k-J |’FUJ(5"5,,)|2 dEn]2 )
d'ol :

k
- a
|€,|4m 2p+2k+1 llHE-T(E"')Ilz d' <C 1

2
2m+p "Ujll -2m-p+k-3j n. "
v P 3 H ®R")

Ilz'hl 0
Le lemme 1.1 est alors une conséquence de la proposition 1.5 du chapi-

tre 3.

Lemme 1.2 : Avec les notations précédentes, il existe une constante C > O

(indépendante de ¢ et oq pour q = ~K,...,2m+p-k-1) telle que

2 ag’ < c|7}|?

A

Hre o 5,
] ' 2m+p - N.v,

W, P or] W, "®&]

IIc'l.<_1
Démonstration : Avec les notations de la démonstration précédente, il suffit de

vérifier que :

A 2 2
[0, cer, 1, ... dg” <c gl ook
IIE'|_<_1 3 H2mPrk-d gy Ikl g

1.1.5 Démonstration du théoréme 1.2.

2
Dans la démonstration, on supposera x‘p > 0. L'espace [wk‘“"’uR':J]'
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6tant canoniquement-isomorphe au sous-espace des distributions de [wim’len]]'
a4 support dans m’j » on peut considérer 1'opérateur {)’* comme un opérateur liné-

X om- -
aire et continu de [Hp(R?)]' x QP W2mPrkemyt1/2pn ) dans [wi’""’m"l] '

J=1
%o —ome -
Lemme 1.3 : Soit [f’sl""'g’x, ) appartenant 4 [Hp(lR':]]' x 1P H 2m p'k'mJ’l/zﬂRn 1)
P J=1
Ators ST (#1g)...008., ) considéré comne élément de BE™PwM] ", e'éorit :
p

xp min(-1,2m+p-k-1)

@+ * -q-1 _* -q-1
(figys0ee0g.. )=L7(3 f)+ L T (-1) B, g,@x Yi(x )
p 1 Xp P je1 q=-k Ja 3 n n
.x'p max(-1,2m+p-k-1) _ (@
+L I 1"53‘ gJQGq(xl
3=1 g=0 9 "

on ¥ (resp. ng) désigne l'opérateur adjoint formel de L (resp. qu).

Démonstration : D®R"). Par définition

Soit (.f appartenant a

Q% brad
<YH(fi1g.0eeegy ) >
poTITEX, q’llR'J GZ™PRN] < WEPRY)
=<(f:g1...,gx l.? ¢ > ~x X
PV IRN om- 1. P men-kems-
P IR EPRNY % 1 W2 Premgr 1 20 ) )L P My x PR TAALE
J=1 =1
) <f'uf""f>[ PRM]* x PR '
H + +
'l.p 2m+p-k-1
+ I <8J' L
3=1 g=-k

BJq Yq ‘f| n +1/2 o n-1,_ 2m¢p-k-m,~1/2 - n-1
R, p2m-prhemy $1/2ggn =ty M Piemy = SR

* —
=<L"(j _f), @ > +
e 4 &' RN x DR™)

'Xp min{-1,2m+p-k-1)
+ I L

Syl g -a-1 %
4=1 - g=-k -1 “Big ®x " i)

& R x dR")
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xp max(2m+p-k-1,-1) _ *
T 179 <8

(q)
@6
51 g0 3a By

x )82 o M x B RM)
d'ol le lemme 1.3.

Démonstration du théoréme 1.2 :

Désignons, pour tout w appartenant a Sn_z. par @p(m} 1'opérateur dé-

fini sur Nim’pﬂR) par :

- . g 2mep p xp
v —t Qp(..,)v o (L[xnm.Dxn)v. B lwyv) : W PR —— PR x € P,

Les hypoth2ses Hl(p;R':]. Hz(pxR?]. Hatpmfl impliquant que ‘Sp(m) est
X
un isomorphisme, son adjoint @;(m) est un isomorphisme de [Hp(lR’)] " x€P sur
mep p Xp
[N.z‘ ®,)]*. Pour (f’;gl.....gxpl appartenant & [H" R J]' x €V,

2m+p ' v .
(_?;(m)(ﬁgl....,g,lp) considéré comme &lément de [wk GR)] s'écrit :

Xp min(-1,2m+p-k-1)
-g-1
‘.?:(mmxgl...,apm*(xnm.ox TERS T (-1 8% (ulg

q_lY(x )
n J=1 g=-k ia n

3%n

Xp max(2m+p-k-1,-1) _
+ I I 179 g* (g, 6
3=1 q=0 Ja

(q)
(xn).

ou jp désigne ici 1'isomorphisme canonique de [HD(R‘ )] ' sur H;pﬂR).

La compacité de la sphére Sn_2 implique 1'existence d'une constante
C > 0 telle que, pour tout w appartenant a Sn_2 et pour tout (f;gl.....gxp)

X
appartenant a3 [Hp(lR’]]' x € p' on ait :

X Xp min(-1,2m+p-k-1) _ _ o
o) |1#]] g l<Cl|* (55w, 0 (3 Fle T £ 17 8Y (wg 2
HFw)] g1 $P T ge1 g=-k q

x

p max(2m+p-k-1,-1) _

+ I L i qB; (m]gj G(Q)(S)“ 2m+p .
j=1 q=0 q [Nk UR)]'
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X
Soit maintenant (fxgl.....zlp) appartenant 2 @m ) x (SB(R" 1 et

soit la distribution T = ?;(ﬁgl.....g" ). L'expression méme de @:(f;gl.... )
(donnée par le lemme 1.3) prouve que 1'02 peut appliquer les lemmes 1.1 et 1.2
(on remarquera que dans le cas présent, jp f n'est autre que le prolongement }'
de f par 0 pour x < 0 et ainsi jp £=2 appartient 3 WM.

Par ailleurs, pcur tout £' appartenant émn-l. on a

2m-k-1 A S
»e) = ' » flg', 5 +
HE'T(E ) = e L (ssw Ds]{jp (g’ TE—T?}
Xp min(-1,2m+p-k-1) o e
ez 07 g™ o} (w) &) s Lyisy o
371 =k 9 :

Xp  max(-1,2mep-k-1)
N :

I 179 g™ B}, (w) QJ[;') s (s,
351 q=0 a
dans ' (R).
-k~ A
Appliquons 1'inégalité (%) a la famille (]g'|2™ K71 j SR '|5 P
X
le']™ geed,.enn e |mxp (g']) de [HP®R,1]" x € P 4 ce qui donne :
X
- P m
e 12 v, SIS L e ORI
|5 | PlR)  3=1
A
<clm, T ol o,
£ " Pary]
-4m-2p+2k+1

On éléve au carré, on multiplie les deux membres par |L;'|
et on intégre par rapport & £' dans |£'| > 1. Compte tenu du lemme 1.2, cela

donne @

x
17271, N s 1142 P
le'] ERR I)||

o dEr T f £
H P(R) 3=1 lg'lzll |

vAmeZpe2kel g & ) Zag
1

]Iz'lzl
<C ||S’*(f1g1.....gxp H

[wz""pm 1]
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D'autre part :

2

v-2p-1 /X ’ S ' 2,2 - o~ 2
ler] 3 Feermp e dg f Iﬂi’i*ilpl'&'ﬁz'.ill dg
Ilc'lax P TET PR ey e " )

31 [[aele®™ 15701 o
lerl21 ‘m

et
I lgr| 4 2PeeLeany 12 (g% g 2

Jer]>1

2 aele BRI g |2 de
ler]21
I1 reste donc & majorer I I (1'|£|2)-p |3"+‘(g]‘2 dg et
ler]< 'R
I (14]5.|2]-2m—p+kom3‘1/2 I‘EJIC'HZ e’
le' <2

Or i1 est facile de vérifier que :

2. -2m-p+k+m,+1/2 A 2 2
Q+le |5 T g e | d gt <2 [leyllT g -
Ile'lil J 3, -2m pkamj 1/2

w1

pour j = 1.2'!"lxp'

Pour majorer la premigre intégrale, on introduit 1'opérateur (gp(mo)

pour un certain w, appartenant & sn—2' DOn applique 1'inégalité (%) & la famille

N\ A A
(pr[{',.] 3 51(5.]""'57_ (£')) et pour w = w,, ce qui donne
p

X
p

) llj:?(c',.)ll ot E I'g‘j(z'll <
H"(R J=1

/N
<C ||FD*wo) (f Feer, 0af e, B (e n]
- “ p P 1 ‘y_p [Nim’p(R]]'
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Par ailleurs :
- . AN
L (e [elD7P | F Feer|? ae, < 14, Feer. 112
' HPw)

et, pour |E'] <1,

/N
[e®*er)-*wodr (5 Feer, 058, e, By ernl]
P p ] 1 Ip [wim L

A 'Xp
<c {|]35 fer. 0]l 1t L IQJ(E')I}.
P HP ' ®m)  3=1
par suite, en intégrant la relation (##) (aprés avoir élevé au carré) par rap-

port & ' dans IE'I <1, on obtient :

f f (1+]g]%) P FFee) | 2ae <
ler]l< ‘R

/N A A 2
< c([ 19 Feer, g, 6,8, wnlls, |
T lela P P ! ¥p MW2™P )]
N\
. I ||_1F,f(c',.)||2_p_1 dg* + I I IQJ(;')IZ ge’).
lgr]<1 HP ' r) 3=1 Jlgr]a

Le lemme 1.2 donne :

* N A A 2
TSR R TP I N 1 PP N (O . dg’ <
P P 1 Xp [wi"‘ PR’

IIE'I:l

2
||

<c |I®%teigg.en e .
P Yo W PR])

d'autre part :

N\ 2 2
TERITINS T gt < cll fl1°_ .
P WP lw) P PTIRY

I lel<2
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et

A 2 2
’ ’ < C = v .
ng(E )I dg Ilgjll pour j=1,2, X

I|£'|:1

-2m-p'k0mj-1/2 mn-l)

On a donc obtenu la majoration :

2.-p -~ 2 ”® 2
I I (1+]g|9) | Ffe)]|© dg < (]| RTFig0eeeng, V]| .
ler]<1 ‘R Pl ", 2P w)]

2

« Hagell® . oz |legdl o - ).
p lemn) 3=1 3 H2m pok'mj lmn—ll

ce qui termine la démonstration du théorame 1.2.

1.2 Les estimations a priori dans le demi-espace pour le cas des coeffi-

cients variables.

1.2.1 Notations et hypothéses

Soit 1'opérateur L = L(x.xnmx,,Dx ) défini sur an par
n

m

min(k,2m)
‘Lulx) = Llx,x 30 _,.0 ) {utx)} b
Xy h=0 *n

ol k et m sont deux entiers > 1, et od :

(1) sz-h (X'Dx"ox ) est un opérateur aux dérivées partielles, 3 coefficients
n
indéfiniment dérivables et & dérivées bornées dans Rn. d'ordre 2m-h au plus :
Pz'""‘(x.ox..n )e oz pi""“ x) 02, Di .
*n |u|0,1.<_2m-h n

(11) sz[xmx,.[lx } est un opérateur d'ordre 2m proprement elliptique dans IR':.

n

c'est-a-dire : pour tout {' appartenant am" 1. {0} et pour tout x appartenant
- 2m . - 2m-h a3 _
AIR‘. le polyndme P2m (x3E) I pja (x) § En en En' admet exac

lal+3=2m
tement m zéros a partie imaginaire > O et m zéros 3 partie imaginaire < O.

Cet opérateur L induit, pour tout entier p > O, une application linéaire

continue de \rl:m’p GR':) dans HPGR?) .

91
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A cet opérateur L on associe 1'opérateur L° = L°(x.xnxDx.,Dx ) défini

n
par :
min(k,2m)
° - 2m-h k-h
L2lx,x 30 ,,0 ) {ulx)} = L Pom-p (30,20 ) {x " u(x)}
n h=0 n

ol

2m-h 2m-h a 3

P (x;D_,,D_ ) = I p (x) D, DO .

2m-h X X, la|4j=2m-h Ja X xn

L'opérateur L.(D,xnxDx,.Dx ) est un opérateur du type étudié au paragraphe 1.1.
n

Les conditions Hl(p:R’:]. HztpztR':] associées s'écrivent :

n min(k,2m) . Kk-h

. ’ ° = - - + =

Hl(p;lR') : 1'équation $°(p) = hfo Pom-h,0 (0) 1 plp-1)..(p-k+h+1)=0
n'admet pas de racine p telle que Re p = -p-2m+k- -;— .

Si rp désigne le nombre de racines p de 1'équation ¢°(p) = O vérifiant

Rep > —p-?m*k- % , On pose :
n
Hz(pxm‘) : le nombre 'Xp m rp est > O.

On définit maintenant les opérateurs frontidre. Lorsque 'x,p > 0,

pour J = 1,..., X _ soit 1'opérateur Bg(x'xox,) défini par

p
o 2m+p-k-1
[ = .
BJ(x xDx,) Yu qf-k qu[x ;Dx,) Yqu

ol, pour tout couple d'entiers (j,q) vérifiant 1 < § < 'X,p. -k < q < 2m+p-k-1,
qu(x'.Dx,) est un cpérateur aux dérivées partielles & coefficients indéfiniment

dérivables et & dérivées bornées dans (Rn_l. d'ordre inférieur ou égal a mj— q,

N

mj étant un entier vérifiant -k <m

J

rateur qu(x'.Dx.) correspondant est par définition 1'opérateur nul).

< 2m+p-k-1 (et si m,-q est négatif 1'opé-

= ' = P’ cee P ' . éra-
On notera Bp 5 Bp(x .Dx.] H (Bltx .Dx,). .Bx (x 'Dx'” Cet opéra

(5]
teur Bp induit une application linéaire et continue de wim‘pm?) dans

X ]
1 H2m*p-k-n\J-1/2 mn-l)
J=1
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i - (gP P
u —— Bp YU = (B1 YUseoes qxp yu).

A cet opérateur Bp on associe 1'opérateur B; H B;(x'.ox,) H

POr. .+ PO, ,
(Bl (x 'DX')""'ﬂlp(x .Dx.)) ol

po: 2m+p-k-1 mj-q
, 3 ’
BJ (x 'Dx') yu = qf-k BJq (x 'Dx') yqu.
BTg-q[x',Dx.) étant la somme des termes d'ordre exactement mj-q dans 1'opérateur
.
qu(x xDx,).

On définit maintenant {a condition Ha(pﬂR?) suivante :

Ha(pnﬂf) : pour tout w appartenant 3 Sn_z. le probléme aux limites

° =
L (0.xnxw,Dxn] {vix )} =0

B°(0,w) yv = O si >0
{00l ¥ . 'Xp

ou

{L“(O.xnxw.Dxnl tvix )} =0 st Y =0
2m+p

n’admet que la solution v = O dans wk

®,).

1.2.2 Enoncé des résultats.

Pour tout entier p > 0, on considére 1'opérateur {?p défini sur

2m+p N .
wk ﬂR‘] par :

{Lu, Bp yu} si 'X,p >0

Q} P U — {? u =

P P Lu si x_ = 0.

p
C'est un opérateur linéaire et continu de Nim*pGRT) dans
X kemy~ .
WED 10 WP 2@ (resp, PR sty > 0 (resp. X = 0.

j=1

L'opérateur adjoint ‘3“: de {)’p est un opéreteur linéaire et continu de

93
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Y
P -om- -
[HD(R?)]' x J“l H 2m p¢k¢m_101/’zuRn 1] (resp. [HDOR:‘)]:) dans [wilmpm':]]. si
s} . = .
xp > 0 (resp 'X,p 0)

On a les théorémes suivants :

Théoréme 1.3 : Soit un entier p > 0. On suppose que les conditions Hl(p;R?).
Hz(pxlﬂ?), H3(pxR?] sont réalisées. Alors, pour tout entier q >,0 tel que l'équa-
tion ¢°(p) = O n'ait pas de racine p dans la bande - (p+q)-2m+k- %5_ Rep <

< -p-2m+k- %. 1l existe deux constantes € >0 et Cq > 0 telles que : 8t u ap-

partient 4 wim*pmr:)‘ 8t le support de u est contenu dans la boule de centre O

2] HZm*pfq-k-mJ-I/ZORn-ll

X
et de rayon € et st (S’pu appartient a Hp‘q[R?) x 1

J=1
(resp. Hp*quR?)) alors :

(7) u appartient a wi""p‘qul.

+
n-1

2m0p+q-k-mj-1/2m )

X
H*9®D) x 1° H
3=1

+

(50 1141 gnepgn, < Sall IS0l

+ [l 2m+ }
p*+q-1,,n
W R,)

®
(resp. 'lullwim‘p’qun") < el C)pulal.qﬂRn) + 'Iullwzm’p'q'luR”))

+ + k +
8t '),p > 0 (resp. 'xp = 0).,

Remarque 1.2. Lorsque q = 0, le terme ||u]|w2m0p‘q_1mn] figurant dans le deu-
+
K
xidme membre des estimations précédentes peut &tre remplacé par ||(1ex Jul| ,
L70R)
+
lorsque k < 2m+p et par ka ull lorsque k > 2m+p.
n Zmn -

+

Théorgme 1.4 : Soit un entier p > 0. On suppose que les conditions HI(pﬁR:‘).
Hztpm?), Ha(p;fR':) gont réalisées. Alors, il existe des constantes ¢ > O et
C > 0 telles que pour tout (f,g) (resp. f) appartenant Q

[HP(R':)-I' x @ W2Prkemgrl/2entlyen. [FP®R)]") et a support contenu

J=1
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dans la boule de centre O et de rayon € on ait :

[lte.)] o < cf]| R* .0
P R]I] P k1201, < o 2™ P
3=1

f
¢ “Jp ”H‘p-lmn) * ”g” %p H-2m-p0k0mj-1/2mn-l)}
3=1
tresp. ||f]] cc il Q% +l « i, £l . }
RN PUWA™PRN] )

8t 'Xp >0 (resp. 'Xp = 0).

1.2.3 Démonstration du théoréme 1.3.

Dans la démonstration, on supposéra ‘Xp > 0. On note B(0,e) la bcule

de centre 0 et de rayon e.

On démontre tout d'abord l'estimation a priori donnée dans le théoréme
1.3 (11) dans le cas ol q = 0. Pour cela on applique le théoréme 1.1. au couple

d'opérateurs {L"(O.x'_‘xlilx,,nx ), B;(O,Dx,)} : 11 existe une constante C > 0 telle
n
que pour tout u appartenant 3 wim*D(R“) on ait :

\

k °
[1x, ullnz""pm”) <c{]t (0,x30,,.0 ) mxn”n"mf) .

. n

o
+ HBp(O,DX,) yul I'lp

shH

k
Pl ol o

2m+p-k—mj-1/2mn—1) .

(¢cf. la démonstration du théoréme 1.1).

Les coefficients des opérafeurs L et Bp étant de classe CwﬂRn), il

existe une foncticn ale) > O tendant vers O avec €, telle que pour tout u &sppar-

tenant & wi'""’m[‘) dont le support est contenu dans B(0O,e) on ait :
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1 ° -1 ©
Il [x.xnxDx..Dxn] L (o.xn,nx,,oxn)){u(x)}HHpmn) 5&(:)||u”w2m‘pmn)
+ Kk +

[1te°tx*s0_,3-8°(0;0_,1)yu] | o i < ate)]]u]]
p x p x ’.‘1 HZm*p-k-mj l/Zmn-l) - wﬁ"‘"’m’j)

Les hypothéses faites sur les coefficients des opérateurs L et Bp
impliquent 1'existence d'une constante a > O telle que pour tout u apparteﬁant

3 w;‘:'“"’m:‘) on ait :

] (Ltx,x _30_,,0_ )-L°(x,%x _s0_,,0_ )}{ulx)}|] < allul]
n x x nx xn HDan)

n +

wi’"'p'l ®"

+

’ -R® "
II(Bp(x +D,1)-Bs (x 20, vul | %

< allull -
wim*p l[jRn)
J=1

+

H2mop-k-mj -1/2 aRn-I)

Des inégalités précédentes, on déduit le théoréme 1.3 (ii) lorsque

q = 0. La remarque 1.2 se démontre en remarquant que pour tout B8 > 0, 1l existe

C, > 0 telle que, pour tout u appartenant a w’Zm‘p

n
8 K (lR*). on ait

k
[l . < 8]l + |l aexyul |
wi""" 1M WP B MU RN

lorsque k < 2m+p-1 et

k
Hull 5o < 8llul] s CollxS ull
WPl D) WP B T 2R

lorsque k > 2m+p-1.

On démontre maintenant le théoréme 1.3 ((1),(i1)) dans le cas od q > 1.
Cette démonstration sera faite par récurrence sur q. Soit tout d'abord u apparte-

nanta wim'pmr:] tel que son support soit contenu dans B(O,e) avec 0 < ¢ < g, et

2m+p-k-m101/2 n-1

p
tel que @p u appartienne 3 HD'I(RTJ x N H (R “). On suppose

J=1
de plus que 1'équation ¢‘(p) = 0 n'a pas de racine p dans la bande

=(p+1)-2m+k-1/2 < Rep < -p-2m+k- -;- .
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On utilise la méthode des quotients différentiels. Pour h appartenant

aR - {0} et 1 compris entre 1 et n-1, on pose :

Tih vix) = v(xl,....x ’xi’h’xi*l""‘xn]'

i-1

=1 -
Pin v(x) = T (Tih vix) - vix)).

Si h satisfait 2 0 < |h| < % (ec-€), les supports de v, v et p, v

sont contenus dans B(0,e') avec ¢' = ¢+ % (eo-€) dés que le support de v est
contenu dans B(0,e). On a :
L(x.xntDX,,Dx"){pih ulx)} = pih(L(x,xnsDx,.DXn){u(x)})

k 2m-h 2m-h-j

+ I ) by
h=0 3=0 |a|=0

(p2

m k-h
°ih Pia (xn ulx))} .

-h o 3
(x)) Dx' Dxn {Tih

Les hypothéses faites sur les coefficients de 1'opérateur L impliquent
1'existence d'une constante a > 0O indépendante de u et de h, telle que
[ty W] s a {]lpy, Lull + [lull }
P PR PR W2™P g™
+ + k +
et de méme
e tveyp Wiy, < oflleg Byl ||y,

I H2m*p-k-mj-l/2“Rn-1) n

2m+p-k-m;-1/2
sh I H .

®"

I[P
k +

ol pih(Bp yu) = (pih[B? Yulseen, pih(Bp yul)d.

%

Les estimations obtenues pour g = 0O et complétées par la remarque 1.2,

appliquées 3 Pyp U (pourvu que 0 < €' < g,) donnent

u < Col tp, u) x K- -
”pih “wim,pm?) = Lo ”@p ih Ialﬂ'Rl:)x HD H2m«op k my 1/2(Rn 1] .
J=1

k
+ [1exy p,, ul] }
nt Tih T 2R
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lorsque k < 2m+p et

ey, ull < CA]1® (o, 0] Yy
ih wimpm:\) ° p "ih Hp[fR':)x I H2m~p-k-mj-l/2[mn-1)
31
k
%, pypull
n "ih LZ[ar)

+

lorsque k > 2m+p.

D'autre part, il existe une constante B, indépendante de u et de h

(pourvu que h reste dans un borné fixe, par exemple 0 < |h| < 1) telle que

o, (Lu)]] < 8]l
ih RN W 1R

+

<8lle yul| g
P H2m+p—k-mj-1/2mn—l] P nb H2m0p-k-mj~1/2mn-l

[oyp B vud|lx
JE] =1

)

Enfin, 11 existe une constante 6, indépendante de u et de h telle que

Il(l*xkl p., ull < 8] |ull si k < 2m+p,
NI 2R < )

+

k k
1% o, ull <& ||x_ u]] si k > 2m+p.
nih 2R "I R

En regroupant tous les résultats précédents, on déduit que Pip Y demeure
dans un borné wim‘D(lR':) lorsque h varie de sorte que O < |h| < % (eo-e). Il en

résulte que Dx u appartient a wim*-pmr:) avec la majoration :
i

10, 011 zmap o = 0 Syl oy )

X k- o ¢ el
2 n (RT)X nD HZm*p k "‘J"l/z(m" 1) w2m»pmn]

31 koo

pour £ = 1,2,...,n-1.



4. 1°

Pour montrer que u eppartient a wim’p'llR?). 11 reste 3 établir que

Dx u appartient a wi“”aRf). Pour cela, on remarque que :

n
min(k,2m) " _ _
P par 0 02" KN wea) -
h=0 . Xn
min(k,2m) 2m-h-1 2m-h-j _ _
= Lulx) - L I ) p2m h (x) Da, DJ (xk h ulx)}
h=0 30 |a|s0 J¢ - L

appartient 3 Hp‘lﬂR?l. On divise les deux membres -par p§: 0 (x) ce qui est

2m

possible car pg: o (0) # 0 et donc Pom
Ll

0 (x) est non nul dans B(0,e) si € est

assez petit. Pour h = 1,2,...,min(k,2m), soit qzm-h(x) une fonction indéfiniment
-n 2m-h 2m-h 2m

dériveble et & dérivées bornées dans R, telle que q (x) p2m-h.D(XJ/p2m,0(X)

pour x appartenant a B(0,e). Ainsi :

min(2m,k) _ "
D2m (xk u) + £ q2m h(x) DZm h
X n X
n h=1 n

k-h
X

{ n u}

appartient a HD‘IUR:). Or pour h = 1,...,min(k,2m) on écrit :

q2m-h[x) - q2m-h(xf‘0] . x, r2m-h(x]

ol rzm-h(x) est une fonction indéfiniment dérivable et & dérivées bornées dars

R?. Introduisons 1'’opérateur ;ﬁ(x'.xnxox ) en X dépendant du paramétre x' et

n
défini par :
min(k,2m) . _ _ -
;ﬁ(x'.x 30 ){v(x)} = (lfozm){xk vix)}+ qzm h[x'.O) 2" h{xk h vix)}
noXy Xn n h=1 *n n

Revenant & u, ‘on a donc :

:g(x'.xnle ) {u(x)} appartient 2 H"’lm{‘) .
n

= 2m-h _ ,2m-h 2m va_
Puisque pour h = 1,...,min(2m,k}, q (0) p2m-h,0(°]/92m,0[0) 1'é
min(2m,k) ~ _
quation ¢(x',p) = O avec ¢(x’',p) = I qzm h(x',O) ik h plp-1)..{p-k+h+1) .

h=0

99
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1
2
nombre de racines p de cette équation vérifiant Rep > -2m-p+k- %esf égal a rp

n'admet pas de racine p dans la bande -(p+1)-2m+k- %-: Rep < -p-2m+k- et le

si (x',0) appartient & B(0,e) avec € assez petit.

Utilisant les résultats de [ﬁ], Dﬂ, on déduit que pour presque tout x'

- 2
dans R"” 1, ulx',.) appartient a wkmop’lﬂR'). De ces mémes résultats, on déduit
qu'il existe une constante C > 0, telle que pour tout v appartenant a wim+p*1"R‘)
on ait :
vl <ct]]H.x 0 Iv]]| + vl b
wi’“’""lm') nox, Hp’lm’) wi’“’paR*l

D'aprés la continuité des coefficients de 1'opérateur i(x',xn;Dx ),
' n
i1 existe une constante € > O et une constante C > 0, telles que pour tout v

2m+p+1

appartenant a wk

ﬂR’) et tout x' appartenant & B(0,e) on ait :

) .
”"”wﬁ""‘”lm . ct]| b x ,xn.oxn)vanqm . ”V”wz""%a 1

+ + 3 +
On applique cette inégalité & u(x',.) pourvu que le support de u soit

contenu dans B(O,e) :

[Jutx*, ]| <ctl Bt ax 0 x| + |lutx’,. }

)1
wi"“p'lmﬁ) n PR Wm™PR )

+ k +
soit (d'aprés la remarque 1.1. du chapitre 3)

max(0,k-2m-p-1) , k .
1, ol 5o ek ot gy s

+ +

(0, k=-2m-p)
< ct]fixt.x 0 Jutx',x )] Pl ulx',x ]| +
- " %q "R, n ")

3
. IIxn U|IH2m'puR )).

+

On intégre par rapport a x' dans m"'l H
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(0,k-2m-p-1) K
[Pl ul + Ix, ull g 2
n LzﬂR‘:] n H2m¢polm’,L2mn ])) -

0,1-2m-
< ct}] £(x'.xn10xn)u”H + ”x':”[ 1-2m p)u“ 2 n*

L")

p+l . _n
(R‘) .

o Ik <

ull -
H2m0p(R*’L2mn 1” -

<ct]] B x*.x 10, ] « |l .
X, Hp’lmf) wz""pmf))

tod R PRy 2 (w e o'®D 5 0} we®®D L 5= 0.eiiurh
n
Ainsi, x:ax(U.k-Zm-p-l]

2° -
Hzm‘p‘lﬂR.;L thn 1)]. Compte tenu du fait que Dx u appartient 3 wim’ptmf) pour

u appartient 3 thR':) et x:: u appartient a

i
i1 =1,...,n"1 on en déduit que u appartient 2 wi“"p'lﬂRr:]. De plus on a la majo-

ration :

<c(]|8ul]

1ol x ke _y ] )
wim‘p’IURfl Hp’lanf)x 1P W2mpkemye1/2gn-1, wim'puﬂfl
J=1

Ainsi, on a démontré le théoréme 1.3 ((1),(ii)) lorsque g = 1. Pour

q > 1, on raisonne par récurrence par une méthode analogue.

1.2.4. Démonstration du théoréme 1.4.

Dans la démonstration, on supposera 'Xp > 0. Ccmme dans le lemme 1.3 :

X
P -2m- -
Y ) appartenant 3 [Hp(IRT)]' x I H 2m p*k'mjol/Z“Rn 1] 3 alors
p J=1

(g;(ﬁgl....,g,x ) considéré comme élément de [wimpmn]], s'écrit :
p

soit (fxgl,...,g

1p min(-1,2m+p-k-1)

- _1779°1 % -q-1
?:(f;gl,...,g,x_p] USRI £ (-1 By, gy ®x, 7 Yix)) +

q=-k Ja

J=1

Xp max(-1,2m+p-k-1) _

r oz 1796% g 069 (x)
3=1 q=0 Ja =3 n

+

101
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Pour établir les estimations a priori du théoréme 1.4, on a besoin de

quelques lemmes.

Lemme 1.4 : Il existe une constante C > O telle que pour toute fonction b appar-
tenant a 3)(|Rn), il existe une constante C(b) .>. 0 telle que pour tout f apparte-
nant @ HPR™ et pour tout opérateur de dérivation 02 drordre 2m-h avec

0 < h < min(k,2m) on ait :

btx0?™ Nk 1] amepeny, <€ Wax ool (£l
[wk R )]' iR H )

e |f]] _ .
HP 1w

Démonstration : Soit ¢ appartenant a 3(Rn). On forme :

2m-h, _k-h
X

<0 0" "k xkh p2Zm-h

2m-h
fl.¢> = (-1) <f, (b)> =
' ®"1xdR") n 2’ R’ 1x 2R")

2m-h k-h
x
n

= (-1) <bf,

IJ2rn-h¢> ‘(_l]2m-h<+.'x::-h[02m-h

6] ¢>
&' RMx 3w

o' ®Mxy®"
ol [Dzm-h;b] désigne le commutateur de 1'opérateur DZrn-h et de 1'opérateur de

multiplication par b. On majore chacun des deux termes :

k-h _2m-h k-h _2m-h
|<bf.x " D > < [lofl] _ lIx " o ¢!l
" &' RMx ar™ HP®RM n HR"
Or (cf. [16]] :
1lef]] <C {max [b(x)]| ]|f]] _ +c) |If]] }
HP®R" n HPR™ HP iR

x€R
et

k-h _2m-h
[Ix, " O ol < cllell
n HP®R") wi‘““’ ®")

Par ailleurs,
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|<f,x:-h[02m-h

.

k=hp.2m-h
e RN TP S T
H R H

&' ®RMx 3 ®R™M n Pl

2m-h

L'opérateur [D ,b] étant d'’ordre 2m-h-1 si 2m > h ou étant nul si

2m = h on peut écrire :

k-h r.2m-h
" [p .b]¢|al,1mn]:ctbl Ilollwz,n,pmn) .

K
I1 en résulte 1'inégalité

R S S L lectmex ooal [[f]
" @' RMxd ®r") " WP

.

s [1#l] . Y el
HPIRY e P gR")

ce qui termine la démonstration du lemme 1.4.

Lemme 1.5 : Il existe une constante C > O telle que, pour toute fonction b appar-—

tenant ad d)(an-ll, 1l existe une constante C(b) > O telle que pour tout. g appar-

tenant a4 H-2m—p~k+q~1/2mn-1) pour -k < q < min(-1,2m+p-k-1), on att :
-1-q

|btx*1g @ x vix )] < C{Max Ibexy ] 1lell o ot
n n [wimﬂ:mn]] . - xeRn'l H 2m p0k#q'1/2mn 1’

+ C(b) ||g|IH_Zm-p.k:,q-l/zmn-l)} :

Démonstration : Soit ¢ appartenant a 3(&2“). On forme

-1-q -1-q
<bg @ x Y(x_),¢> = (-1) <bg,y_ & > _ _
n n a'ﬂRn)xﬂ)ﬂRn] q P:‘ $,mn l)x @ﬂRn 1)

d’ol
|<bg ® x;l_qY(xn) ' 9>

| <
R GIEE L)

b, .
< g“H-Zm-p*k*q#l/ZuRn-l) ”Yq otm””Hzm’p-k—q-l/zﬂRn_ll.

+
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Or :

1 IH-Zm-p0K0q01/2mn-1) =t {:?:Rn-l LERINIE IH-Zm-mk‘q*l/ZuRn-l

)

)

+ c) |lgl|
H )

~2m—p0k¢q-l/2mn—1

v, ¢, Il < cllell ;
q n 2m+p-k-q-1/2,_n-1, — 2m+p . N
Ir" w ®"h WP R")

le lemme 1.5 est alors une conséquence de ces inégalités.

Lemme 1.6 : Il existe une constante C > 0, telle que pour toute fonction b ap-

partenant dS)ﬂRn-l), 1l existe wne constante C(b) > O telle que pour tout g ap-

-2m-p+k+q+1/2

partenant d H ﬂRn—l) pour 0 < q < max(-1,2m+p-k-1) on ait :

|Ibtx")g @ G[Q)(x 1] < C {max 1 Jbtx*)]
n x'<R"

[wimmmnﬂ;— l Izl lH-Zm-pfk*qd/Z

®"

* Clo) IIg'IH-Qm-p0k+q-l/2(Rn-1)} ’

Démonstration : Ce lemme n'a de sens évidemment que si O < 2m+p-k-1. La démons-

tration est analogue & la démonstration du lemme'1.5.

On peut maintenant démontrer le théoréme 1.4. On applique le théoréme

1.2 au couple d'opérateurs {L°(0.xnxDx,.Dx ), B;(O.Dx,)} : 11 existe une cons-
n
tante C > O telle que pour tout (f,g) appartenant a

- p _ " _
[HD(R?)]' x m WM pokOmrl/Zmn 1y on att :
J=1

el |

h S < c{]|°*0,x sD_,.0 ) {J £} +
[HD(R':)]'x an 2m p«kbmjwl/zmn—l) - n"x Xn o}

J=1
Yo min(-1,2mep-k-1)

yeq M, —a-
. 1 0y (-13"1a aj;‘] (0.0,,)g, @ x° R
=1 q=-k
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‘xp max(-1,2m+p-k-1) __ m
‘3 P 179 ng

LA ©.0,,) g, ® 'Y (x )]
Qo

4P
x

p
-p- ¢ T |le,ll 4 ).
p lmn] 3=1 3 H-2m-p0k*mj-1/2mn 1

+ |3 £l
o] H )

La continuité des coefficients des opérateurs L et EIp et les lemmes
1.4, 1.5 et 1.6 prouvent 1'existence d'une fonction a(e) tendant vers O avec e
et d'une fonction B(e) > O telles que pour tout (f,g) aeppartenant a

Xp
HP®R™ x T H-Zm-p*k’myl/?

J=1

ﬂRn—l) et 3 support contenu dans B(O0,e) on ait :

ok, - Lo°¥
s GoxgiD, 20, ) = L0000, 0) (f)l!wim.pmnﬂ, <.

< ale) ||f]] _ + ste) [Iel] ___ g
= H PR H PR

m,-qx m,-qx%
3 ' - h] -1-q
H‘qu (x*.0,,) - By (0.D,,))gy ® x, vix ]|

<
[P R™) T

<ate) |l ll IRLICIIER . ~ .
- 3 H 2m p*k*mrl/Zmn 1) 3 “H 2m p+k+mj—1/2mn-1)

mJ-q* Q)
q

my -k
II(BJCI (x*.D,,) - B, (0,0,,0) g, @8 x|

2m+ n =
W P®™M]
<ated]le ]l o e lledl oo . ot
- 3 H 2m p+kvm_141/2mn 1) 3 2m-p+k+my 1/2(Rn 1]
Par ailleurs, il existe une constante C > O tedle que :

I (L*(x.xnxDx, ,nxn)—u*(x.xn,nx. .Dxn)]{f)“

<cllell ___ .
[wi""pm”)]' = HPlRM
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m,-qx
[1e¥ (x*,0.,1-83 "(x',0 ,))g @x"1"9
Jq x' Jq ’ X244 X Y(x ]H :
X 3 n n [Wim‘pﬁRn)]’

= Clleyl IH-2m—p0k4mJ-1/2[Rn-l) .

m,rq¥
X (o0 I | , (q)
II(BJq(x :0,,)-8 (x*.0,, g, 869 (x|

Ja

Ia

GEmPw]-

<cl Igj | lH_Zm-p.k.mj-l/zmn-l)

Le théor2me 1.4 est alors une conséquence de ces inégalités.

2°) Estimations a priori dans 1'ouvert @ .

2.1. Notations et hypothéses.

n —
Soit Q@ un ouvert borné de R, de frontiére T'. On suppose que Q est
une variété a bord de classe C . On se donne une fonction Cp de R" dans R,

de classe C et vérifiant :
2= (xerR"; @x) >0},
r = {xeR"; @(x) =0},
grad  (x) # O pour x eppartenant a T.

n pose = pour § = 1,2,...,n. Ainsi grad ¢p(x) a pour compo-
0 ) 2 1.2 Ainsi grad ¢ (x)

santes ((.fl(x),....qan[x)).

Soit 1l'opérateur L = L(x;Dx) défini sur Q par :

min;k.zm) om-h

Lulx) = LixsD,) {ulx)} P (D) (@0 M utad

k=0

ol m et k sont deux entiers > 1, et ol :

(1) sz-h (x.Dx) est un opérateur aux dérivées partielles & coefficients

indéfiniment dérivables dans @, d’ordre inférieur ou égal & 2m-h

2m-h _ 2m-h o
P (x,Dx) E I Py (x) Dx ]

IuI:Zm—h
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(11) sz(x.Dx] est un opérateur d'ordre 2m proprement elliptique dans @ c'est-

a-dire : pour tout x appartenant a et pour tout couple de vecteur (E,£') de r"

linéairement indépendants le polyn8me en T :

2m 2m a
P, (x;E+1E') = I p_ (x) (E+1E')
2m u|=2m a

admet exactement m zéros 3 partie imaginaire > O et m zéros & partie imaginaire

< 0.

Cet opérateur L induit, pour tout entier p > O, une application linéaire

et continue de wi'“'"’(m dans HP(R).

On introduit pour tout entier p > O, les conditions Hl(pxﬂ) et Hz(psﬂl

suivantes :

Hl(pxﬂ) : pour tout x appartenant & T, 1'équation ¢(x,p) = O avec

min(k,2m) " _
$x,p) = I PEMN (xigredp (1) 157" plp-1). . (p-kehe1)
h=0

n'admet pas de racine p telle que Rep = -p-2m+k- % »

(€)= I pzm-h (x) €%,

Hzlplﬂl : pour tout x appartenant & T, le nombre rp(x) de racines p de 1'écuztion

—

¢(x,p) = 0O vérifiant Rep > -p-2m+k- % est constant et égal a rp et le

= m- > 0.
nombre 'Xp m-r est >

On définit maintenant les opérateurs frontiére. Pour § = 1,..., )’D si

XP > 0, soit 1'opérateur Bg(xpﬂr] défini par :

b 2m+p-k-1
BJ(x;Dr) yu = qf_k qu(anr) Yq u

ol pour tout couple d'entiers (J,q) vérifiant 1 < j _<_‘Xp et -k < q < 2m+p-k-1,
BJq(x;Dr) est un opérateur différentiel sur T, & coefficients de classe ¢’y

et d'ordre inférieur ou égal 2 mj-q, mJ étant un entier vérifiant

-k < m.1 < 2m+p-k-1 (et, si mJ-q est négatif 1l'opérateur B q(x'Dr] correspondant

3
est par définition 1'opérateur nul).
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On note B = B (x3D,) = [Bp[xxD Yoeoes P (x;0.)). Cet opérateur B_ in-
p P r 1 r r p

P ekem.-
duit une application linéaire et continue de wi""p(m dans 1 Hzm’p k M3 1/2(

J=1

r)
u ———8 Yu = (B YUsees, YU]-

m,-q
On désigne par BJé [x.DI.) la partie principale de 1'opérateur BJq(x,Dr).

On définit alors la condition Ha(pm] suivante :

Hatpjm : pour tout x appartenant & T et pour tout £ appartenant a Tx‘ espace

cotangent en x & T, le probléme aux limites :

min(k,2m) 2m h
hfo 2m— (x;E+gradyp (x) D, ) {t v[t)} =0,

2m+p-k-1 mJ~q
I B (x3E) yqv=0pourj=1.....’xp R siXp>O,

q=-k Ja
ou
N
min(k,2m) p2m-
hfo Pom- h(x;&bgrad (x) D) ORI S , si ‘X,p =0

n'admet que la solution v = 0 dans wim*pm’).

Remargue 2.1. Les conditions Hl(pm]. Hz(pm]. Ha(pxﬂ] sont invariantes par dif-

féomorphisme.

2.2 Enoncé des résultats.

2
Pour tout entier p > 0, on considére 1'opérateur S’p défini sur wk""pm)

{L!.:.Elp yu} si 'Yp >
@ iu — @ -
P P Lu si 'Xp

C'est un opérateur linéaire et continu de wi""pm\ dans
x
p

W x 1 H
31

On désigne par [H"(m]' (resp. [wi"‘"’m)] ') 1'espace dual de HP ()

)
MP=K"MI () (resp. HP(Q)) st X, >0 (resp. X = 0).

(resp. wi'“’"(m). L'opérateur adjoint ‘)”; de Qp est un opérateur linéaire et
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'X

continu de [HP(@)]"x nHERkem 2y (o, [HP)] ") dans [wi""p(m]'
J=1

si Xp > 0 (resp. 'Xp 0).

On désigne enfin par jp 1'isomorphisscanonique de [H"(m]' sur H;"(m

espace des distributions de H-pﬂRn) a support dans 0.

On a les théorémes suivants :

A=A AL A

Théoreme 2.1 : Soit un entier p > 0. On suppose que les conditions H (ps0),
Hy(p:Q), Hi(p.Q) sont réalisées. Alors pour tout entier q > O tel que l'équation

¢(x,p) = 0 n'ait pas de racine p dans la bande -(p+q)-2m+k- %i Rep < -p-2m+k- -;—

pour tout x appartenant 4 T, il existe une constante Cq > 0 telle que : 8T u ap-
partient Q wi’“‘ptm et 8t q) u appartient d % x  1° Hzm'p'a_mj-k-l/2
p 3=1

(r)

(resp. Hp’q(ﬂl) alors :

() u appartient Q wz'““”qm).

(i) <c {8 v e
”u”wim’p'q(m = ll1s, ”H"’qm) x 1 nemPratkemy-1/2 .,
3=1
: Hunwim*p.q-l(n,}
tresp. ||ull , . c il Q « |ull b
P*d(q HP*a 2m+p+q-1
W ) ) We ()

8t 'xp > 0 (resp. xp = 0).

Théoréme 2.2 : Soit un entier p > 0. On suppose que les conditions Hltpxn),

H (psR), H (pml sont réalisées. Alore, il existe une constante C > O telle que,
pour tout (f,g) appartenant @ [HP(a)]" x 1° W 2mPrhemytl/2
=1

on ait :

(r) tresp. [H]"),

109
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[ tF.2)]] X, < c{]| R¥s, 2]
HP@]rx 1 w2mprkemyel/2ep) = P GZ™P ]
J=1
+ “prllﬂ_p-lm + “g“ -2m p+k+mj-1/2 )}
(resp. |]¥]| (” || s i sl }
[Hp(m] 2P @] PP R

&l 'Yp >0 (resp. X = 0.

2.3 Démonstration du théoréme 2.1.

Dans la démonstration, on supposera 'Xp > 0. Par "cartes locales” et
*"partition de 1'unité” on se raméne par un raisonnement classique au théoréme

1.3 et aux estimations a priori pour les opérateurs elliptiques.

En effet, soit ((71) un recouvrement fini de I' par des ouverts 01

1<i<N
de T dont le diamitre sera fix& ultérieurement de fagon convenable et soit (—)1.
pour 1 = 1,...,N, un difféomorphisme de classe C‘ de bi sur la boule de an_l

de centre 0O et de rayon €. Soit enfin [ui) une partition de 1'unité subor-
1<i<N

donnée au recouvrement ((91) de T.
1<4<N
On conserve les notations du chapitre 3 5 pour 0 < ¢ < § on définit

les ouverts U, pour 1 = 0,1,...,N par :

i

Uo = {x€ Q2 ; d(x,T) > e},
u; = {xeR" 3 Xp 561 , d(x,T) < e} pour i=1,2,...,N.
Ainsi, pour 1 = 1,...,N, 1'application O ; xr— (Gitxr).d(x.l‘)] est
un difféomorphisme de classe c” de Ui_sur B(0,e). On choisit ¢ assez petit pour

que la fonction a (qui a servi & définir 1'opérateur y dans le chapitre 3) vérifie

alt) = 1 pour |t| < e.

Soit ¢, une fonction appartenant a LY E0))] telle que (o 6gale 1 sur [V



4. 2°

On démontre tout d'abord 1l'estimation a priori donnée dans le théoreéme
2.1 (i11) dans le cas ol q = 0. Soit u appartenant a wim’p(n). La fonction @Q.u
appartient 3 wim*p(n) et 1'opérateur L étant elliptique 3 1'intérieur de @, i1
existg une constante C > O telle que :

Heull 50 <c {|ttqoun]] + |lou] | b
° WP ig) H(a) G

D'autre part, pour tout g8 > O, il existe C8 > 0 telle que

- )
I8, vipoud|| P Keman < B[] oul] + €| 1eul |
) & y2mRkomy-1/2 % wim*pm) gl vl 2 o)

d'od

| [oul | <ot Qull Yo omepkemi-1/2, . * H@ull 5 1.
W2™P () PP x 10 WEMPTRemyT/2 g, L2ea)
J=1
On estime meintenant la fonction v = u - @,u. Afin de pouvoir utiliser
directement les résultats du théoréme 1.3, on écrit 1'opérateur L sous une forme
un peu différente. Soit ¢ une fonction de classe c® de R" dans R satisfaisant

aux conditions anaiogues a celles imposées & ¢ c'est-a-dire :

Q= {xeR" ; ¢(x) > 0} ,
T = {xeR” ; ¢(x) =0},

grad ¢(x) # O pour x appartenant a T,
et qui de plus vérifie

¢(x) = d(x,T) pour x appartenant a Ud'

On vérifie que la fonction k?/¢ définie sur m”-r se prolonge en une
fonction de classe C°° de m” dans R et non nulle sur T.

Ainsi, Lv peut s'écrire :

min(k,2m) _ -
Lvlx) = b M 0) o)X P vy
h=0 x
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ol les opérateurs sz-h(x;D ) possédent des propriétés analogues & celles vérifiées

par les opérateurs P (x.D ).

N
On peut écrire v = I q’i v ol pour 1 = 1,...,N C?i est une fonction
i=1
de classe c” deR" dans IR & support dans Uj définie par :

Cfi(x] = ai(x(-.) ald(x,T)).

La fonction LP v est & support dans U Ng et appartient 3 wz"‘"’m)
Par le difféomorphisme @ i on se raméne dans la boule B(0,e) et, compte tenu de
la nouvelle écriture de Lv et du fait que yq(q)iv] o e'i
pour @ = -K,.ss,2m+p-k-1, on applique le théoréme 1.3 & 1'opérateur transformé

-1
=Yg (@) o ®;

*
i‘(fp (pourvu que € et le diamdtre de (91 soient suffisamment petits). On en

déduit que :

e vl <cl]|8 (e ] x T « llepvll 4}
L WE™P ) P Pk nP WMPTRIMTLZ gy 2R Y (g
J=1

<cl]|®v x + }.,
- ” p ”Hp(m x np H2m*p-k—mJ-1/2( “ ” 2m+p 1 Q)

=1

et comme v = (1-9,) u

<cf]I® L e Mol povoy Y}
- Hpm]x 1 H2m+p Kk my 1/2(” wimp lm]
3=1
D'ol 1'on déduit que :
ol <ct]|P ull X ok N AT} R T
WP (a) ~ P U@y x o wEmPrkemyt1/2q, WPl ()
J=1

Ce qui termine la démonstration du théoréme 2.1 (ii) lorsque g = O.

On démontre maintenant le théorame 2.1 ((i),(i1)) lorsque g > 1. Cette

démonstration sera faite par récurrence sur q. Soit tout d'ebord u appartenant

2m*p—k—mj*1/2(”

a wim»p(m tel que ‘:\)p‘u appartienne a Hp’l(m x %p H
J=1
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La fonction q’.u (avec les notations utilisées lorsque q = 0) appartient
a wﬁ""p(m et L(q?,u) appartient 2 H’”‘(m. La régularité 3 1'intérieur pour les

opérateurs elliptiques donne que C(f,u appartient a wimopd(m et que 1'on a :

I oul | s cffjueqonl| + 11 <Qoul| }.
¢ WPl () #* 1) REITY)
D'auire part, pour tout g > 0, 11 existe l':B > 0 telle que :

e, vigend || Yo 50 < 8]l @.ul] gy leul] , )
P n H2PTkomytl/2 0, TRy BT 2
J=1
d'ol :
[1Peul] <cf]| Pl k- * llgeul | } .
TRl PP gy x }p HEm*Pkomy*1/2 0, RS
J=1
La fonction q’iv (avec les notations utilisées lorsque q = 0) appartient
a wﬁ’"‘p(m, est a support dans U; N a et ?p [q’iv] appartient a

X
p k-
Hr.v*I(m o H2m0p k mJ*1/2
J=1
la boule B(0,e). Il résulte alors du théoréme ‘1.3‘ ((1),(11)) que Cfiv. pour

(T'). Par le difféomorphisme @1 on se raméne dans

i=1,...,N, appartient & ui“"p‘ltm et que :

”‘Pivnwim.pq(m = C{”(gp(q)i")”'_‘pq(m . 'XI;D p2mp-komye1/2 *
=1
. ||&piv||wim’p(m).
D'ol 1'on déduit que :
(1) u eppartient a wi'“‘"’l(m.
(11) IIUIlwim,pq[m < C(II-(PDUHH,,.l(m . :;;1: yEmDTkomy-1/2 0 *

« ull b
wi""p(m
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Pour q > 1, on raisonne par récurrence sur q et on utilise laméme métho:ie

que ci-dessus. Ce qui achdve la démonstration du théoréme 2.1.

2.4 Démonstration du théoréme 2.2.

Dans la démonstration, on supposera 'Xp > 0. On utilisera les notations
du paragraphe précédent.
X
Soit (f,g) appartenant & [H"(m]' x IIp H-2m-p¢k0m_101/2[”_ Alors (o (f,g)
J=1

P —om-

(20Qo,0)) asppartient a [WP(m]* x 1 H2"P*Rm*Y/2(1) ot veriste
J=1

g:(&f,f,O) = ¥ [jp Q. f) appartient a H-zm-pﬂRn).

L'opérateur * étant elliptique dans 9, on a
*
f f .
LE R TN R [ [E R,

I1 en résulte 1'inégalité :

Lot 1] <cl||S*cr.p0]] S I FI | IR O
. ]’ 2P )] - PPl

On estime maintenant 1'élément (f',g) (= (f,g) - Yo(f,g)) avec

f' = f - {, f. On écrit que

N
(f',g) = L @, (f'.g)
i=1

od q’i(f'.g] = (cf1 f', aig) = (q’i 'y ag8yseeiay g,xp) pour 1 = 1,2,...,N.
P -om-
L'élément ‘-fi(f'.g] appartient [Hp(m]' x T H 2m p*k»mj+1/2
3=1
le difféomorphisme 6 i » on se raméne dans B(0,e). On applique alors le théo-

(T') et, par

réme 1.4 & 1'opérateur transformé @f @: (pourvu que € et le diamétre de

(91 soient suffisamment petits). Revenant 3 Q, on obtient 1'inégalité :

AT < ct] 1% tep et en|
)

b3 .
[(Pia]’ x 1 w2mprkemyel/2 p L2™P )]
J

=1

+ 39 el 1%, . A } .
” Dq’i “H-p-lmn] ” i ” nP H 2m p*kOmJ 1/2(”
J=1
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11 en résulte 1'inégalité :

le, 2.2 X, . < of| | §¥+.0)
i [HD(Q)] 'y np H 2m pokomJ¢1/2(r] - 6):’ ”

+
5w

s 113 f
3, ”H-p-lmn] * ”3”;;’1’ H-Zm-pokth-I/Z(r))

Sommant les inégalités précédentes on obtient 1'estimation du théoréme 2.2.

2
3°) Existence des solutions dans les espaces Wk(Q) avec & entier > 2m+p.

Soit un entier p > O. On peut maintenant étudier le probléme aux limites :

{Lu = f dans Q,

Bp YU = g surI‘.si'X,p>0.
ou
{Lu-f dunsn,si'xp-o,

du point de vue de 1'existence des solutions dans les espaces wi(n) ol £ est

un entier > 2m+p.

Le but essentiel de cette étude est de montrer que, sous les hypothéses

du paragraphe 2.1 de ce chapitre, 1'opérateur C))p est un opérateur a indice de

g é K4
”ﬁm"(m dans HP(Q) x TP HZMPTk-mym1/2
J=1

Moyennent une hypoth2se supplémentaire sur 1'opérateur (“)p' on montrera que c'est

p
« H ) si o . = 0).
(r) (resp (Q)) s 'Xp > (resp 'Xp )

x K-
aussi un opérateur & indice de wi’“""q(m dans HP'9q) x 1P H2m*p4q k-my 1/2(1‘1

J=1
(resp. H°'9(q)) st 'Xp > 0 (resp. 'X.p = 0), q étant un entier > 1. Enfin on ex-

primera les conditions de compatibilité du probléme .précédent en utilisant un
[}

probléme aux limites adjoint.
lus précisément, on a :

Théorame 3.1 : Avec les notations du paragraphe 2.1, on suppose que les conditions

Hltpm). Hztpml, Ha(pm] gont réalisées et que, pour tout x appartenant d T,



116 BOLIEY et CAMUS

l'équation ¢(x,p) = 0 n'a pas de racine p dans la bande -(p*q)-Zm*k%i Rep <

-p—Zm*k-%. q étant un entier > 0. Alors, pour tout er};ier rtel que 0 <r <q,
1’opérateur (yp opérant de Wim‘p*’(m dane H'Ta) x n° WMPrTTROmytl/20,

J=1
{resp. H'T(Q)) posséde  les propriétés suivantes :

(1) c'est un opérateur a indice dont l'indice est indépendant de r,
(i1) son noyau est égal d {u ewi’“’p‘q(m 3 f,\’p u = 0},
i(iii) gon image est composée des éléments (f,g) (resp. f) appartenant 4
2m*p*r—k~mj-l/2

p
W' @) x 1 H HP*'T

J=1

(T) (resp. (Q)) teles que

<f,V P> ‘x'p
3=1

2> +<g (f =0
H @)x[HF (0] *

2m+p—k-mj-1/2 -2m-p~kom341/2(n

I, H (r) x ,IH

(resp. <f,v> P = 0) pour tout élément (v,(p) (resp. v) appartenant
W tax[HP )]

a Pl « 1 BMPRNTY200 (resp. [Wea)]") verifiant §hv.q) - o,
J=1

et 'xp > 0 (resp. 'Xp = 0). 5’: désignant 1'adjoint de @p congidéré pour
r =0,

Démonstration : Dans la démonstration, on supposera 'X_p > 0. Désignons par C.?pr

2m+p+r

1'opérateur (‘?p considéré comme opérateur de wk () dans

X
Hp*rm) x nD HZmOp»r k~mJ 1/2“,

J=1

) pour r = 0,.¢.,Qe

Il résulte du théoréme 2.1 que le noyau de q)pr colncide avec 1'espace

{uewi""p’q(m ’?pu = 0} et que 1'image de (Spr notée Im {Ppr est égale 3

X
P er-k-ma-
m® AP T « n WEMPTTRMgT1/200y
po j=1

2m+p+r-1
k

des estimations a priori du théolréme 2.1 (cf. lemme 5.1, chap. II [14;]) que le

(Q) &tant compacte, on déduit

L'injection de wimtp*r

(Q) dans W

noyau de @pr est de dimension finie et que Im ffpr est fermée.
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Etudions maintenant Im (\’po. Puisque Imf\’po est fermée, 1l'équation

{P u=F

po
'lp
od F appartient a H’(Q) x T p2m*p-k-my-1/2
2m+p =1
a wk (Q) si et seulement si F satisfait & la condition d’orthogonalité suivante :

,» admet une solution u appartenant

<F,¢> 0

x X =
P x 10 KPRV 20y ([P (a)]  x 1P WEMPTRMgRl 2y,
3=1 3=1

H-Zm-p*k*mjo 172

p 'xp
pour tout élément ¢ appartenant a [H (m]' x I (T) et vérifiant

B!
@ e-0

* L]
ol @po désigne 1'adjoint de @po’

Démontrons maintenant que le noyau de @:o est de dimension finie.

% o o P 2mepekeis-
LU'ingection de [HP(@)]* x 1 W 2MPHRMy 200y gang WPTLRN) g wi2mRrkemyi2
J=1 J=1

étant compacte, on déduit des estimations a pricri du théoréme 2.2 que le noyau

de @:0 est de dimension finie. Par suite Im ?po est de codimension finie dans

X .
1° p2mep-komy=1/2
J=1

HP(Q) x

X
(¢] “K-ma-
Enfin, puisque Im@ = ~Im{\) n{H"”(m x I H2m0p0r k-my 1/2(1"]}
pr po
3=1
et puisque Imi?pr est fermée, on déduit que la codimension de Im (‘Ppr est égale

a4 la codimensicn de Im@po pour © = 0,.4.,q¢
Ce qui achéve la démonstration du théoréme 3.1.

Corollaire 3.1 : Avec lee notations du paragraphe 2.1, on suppose que les condi-
tions H,(p;Q), Hch,m. Ha(pm) sont réalisées et que pour tout x appartenant

AT, l'équation ¢(x,p) = O n'a pas de racine p dans le demi-espace Rep < -p—2m¢k-% .

Alors, le noyau de 1l'opérateur (?p dans wﬁ"‘"”(m est égal d l'espace
N = {ued@ Cj’pu = o).

Démonstration : Ceci résulte du théor2ms 3.1 et du fait que H(A) =0) Hi ().
D s



118 BOLLEY et CAMUS

5. Résultats complémentaires et exemples,

1°. Remarques sur les conditions Hz(pxn] et H, (p;:Q)

3

Au cours du chapitre 4, on a remarqué que les conditions H2(p:Q] et
H3 (p; Q) impliquent essentiellement que 1'opérateur différentiel en une varia-
ble t (cf : la condition H3 (p;Q) - chapitre 4 - 2°)

min(k,2m)
2m-h . k-h
L Pom-p{* 3E* grad\pix) D) {t v}

est un opérateur linéaire, continu et surjectif de wimop R,) sur HpﬂR‘), la

dimension du noyau dans wimop (R,) étant égale a Xp*

Néanmoins, les techniques utilisées précédemment permettent d'obtenir
des résultats analogues 3 ceux du théoréme 2.1 du chapitre 4 1lorsque 1'opéra-
teur & une variable précédent est un opérateur & indice de Nim'pﬂR’) dans HpﬂR‘]
d'indice xp. la codimension de 1'image dans HpURO) étant indépendante de x et de €,
mais non nécessairement nulle, et en outre, dans certains cas, des résultats ana-
logues & ceux du théoréme 3-1. C'est ce que nous allons développer sur des exem-
ples.

Etudions tout d'abord un exemple sur le demiuespacelR?. Soit 1'opérateur

= n .
L=L (xnx D, Dxn) défini sur R per :

K nt 2 .om 2m
Lu(x) = L(xna Dx, , Dx ) {u(x)} = X, ((1+ I Qx ] . Dx ) {u(x)}
n i=1 i n

ob k et m sont deux entiers > 1.

Pour étudier cet opérateur L dans IR? , on utilise la méthode
classique (cf : [1@] par exemple) qui consiste & ajouter

une variable tangentielle xo et 3 considérer non plus l'opérateur L mais 1'opé-

n+1

rateur M = M(xn;on.Dx..Dx:‘défini sur R par :
k it 2 m om
Mulx) & Mix 3 D, D, 0 ) {ubx)}= x> (O I 0 1«0 ") {utx)} .
o Xn i=0 i n
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On effectue la transformation de Fourier sur R" par rapport aux
veriables tangentielles, ce qui nous amdne & considérer 1'opérateur différen-

tiel en uns variable X, défini sur R per :

n-1 m

' k 2 2

Mix 5§ §' 0 ) fulx )} = xt (CT &5 + 0™ futx )},
n i=o0 n

pour (E;o. E’) appartenant éan. Lorsque (Eo. E') appartient 3 la sphére unité

S“_1 de R" , cet opérateur se réduit & 1'opérateur :

] = K 2m
Mx_ 36, &', Dxn ) {u(xn]} = ox (1 Dxn ) (u(xn)} .

11 résulte de [4] [5] . que :
Proposition 1.1 : Soit p un entier > 0 et soit J un entier tel que
-(m+p) + k € §<k . Alors, l'opérateur :

k 2m
uF— (x " (1 +0 ) {utx 1} Yogeres Yogunoqu )

n

est un tgomorphisme algébrique et topologique de wim*p R,) sur
p min(p,k) m

(HIR,) N Hy R,)) x C.

Utilisant les techniques du chapitre 4 =~ 1° , on effectue 1'homothétie
s = I[Co, E')l Xo et dans les inégalités obtenues, ol figure le paramétre

(Eo. g£') , on fait £ = 1. I1 en résulte le théordme :

Théordme 1.1 : 6o0oit p un entier > 0 et soit J un entier tel que

-(m + p) ¢+ k < J<k. Alors, l'opérateur :

\

u — (Lu 7-5”""'7-1.“\-1")

est un tsomorphieme algébrique et topologique de wim*p (RE) sur
-j+m-1 1
P N in(p,k) o0 2m+p-k-2-5 n-1
RN N ) x T 2 ®"N.

19—
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Dans le cas de l'ouvert 0 introduit dans le chapitre I ,
on peut citer les opérateurs \(k(xl A , ol A est un opérateur d'ordre 2m,
proprement elliptique dans o et k un entier > 1.
De tels opérateurs seront étudiés en détail su chapitre 5, 3°. et surtout
au chapitre 6.

2°, Etude algébrique de la condition H_ (p ; I‘R?).

3

Les résultats obtenus dans [4] , permettent dans certains cas
d'exprimer la condition H3 (ps Q) 1introduite dans le chapitre 4 & 1'aide de

conditions algébriques sur 1’opérateur.

Lorsque 2 est un ouvert borné " régulier " on ne peut donner, en
général, de critéres algébriques permettant d'établir si le probléme aux 1limi-
tes est bien posé. Toutefois de tels critéres existent pour certains types
d'opérateurs ; c'est ce. que 1'on montrera au paragraphe 3° . Dans cette méme

direction, citons aussi les travaux de V. P. GLouckko [10] .

Dans le cas du demi espace IR? , on peut, sous certaines conditions
exprimer la condition Hs(px IRn’)' a4 1'aide de conditions algébriques équivaien-
tes, portant sur l'opérateur. La nature méme de la condition H3(p; m?)permet
de limiter cette étude au cas des opérateurs homogeénes & coefficients constants.
Les notations seront celles du chapitre3. 1.1.

On utilisera les résultats obtenus dans [4] (cf : chapitre 2 - 5°.), ce qui
nous améne & faire les restrictions suivantes : on suppose que 1 <k<2m, que
le nombre rp est nul, que les opérateurs E_’jq sont identiquement nuls pour tout
couple d'entiers (j,q) vérifiant 1<j<m et 2m-k<qg<2m¢p-k-1. Comme dans [4].
pour chaque w appartenant a Sn_2 , on associe 3 1'opérateur différentiel

L(xnl w, Dx ) un projecteur R (w) de sz. La condition Ha(p) (Rr:] est alors

n
équivalente & la condition suivante :
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pour tout w appartenant a Sn-z‘ 11 existe un opérateur linéaire
D(w) de €™ dans sz tel que

w B (w) D(w) = id _ ,
P m

<
R (w) D(w) = D(w).

Dans [18] , cette condition (%) , pour p = O, était appelée (S-L.)
par analogie avec la condition de Shapiro-Lopatinski pour les problémes aux

limites elliptiques.

Dans le paragraphe suivant o0 m = 1 et k = 1, on montrera que cette
condition (%) , pour 1'opérateur gL = (L.Yol ,» est équivalente & une seule con-

dition algébrique portant sur 1'opérateur L.

Remarquons que cette condition (x) peut &tre utilisée sous des hypo-
théses moins restrictives, en particulier en ce qui concerne le nombre rp et

la condition Hz(p;lRT] s 1'exemple qui suit est dans cette situation pour p>1.

On va détailler la condition (=) pour 1'’opérateur suivant :
2 A
(2.1) Lulx) = LIx_ 30, , 0, ) {utx)} = x2 1+ § 0 °){utx)} .
n X X n X
n i=1 i
On utilisera les résultats obtenus dans [9] (cf . Chapitre 2 . 4° - 5°,).

L'opérateur frontieére B considéré est défini par :
(2.2) B yu = Bp [Dx,) vy = 3-2 (Dx,] You ¢ B_1(Dx.l Y.q U

oO-B-q (Dx.] est un opérateur aux dérivées partielles 3 coefficients constants
d'ordre < m+*q ol m est un entier tel que -2<m<p+1 (et, si m+q< O, 1'opérateur

B_q-(Dx.) correspondant est par définition 1'opérateur nul).

On pose :

m+q a
(2.3) B_q (Dx,) = Ia o pqanx,.
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La matrice R(w) essociée & 1'opérateur L défini ci dessus s'écrit :

Ni=
NI=

R(w) =

Ni=

Ainsi, la condition (%) est équivalente 3 la condition suivante :

pour tout w appartenant a Sn_2 :

a a
P, W 2 P, w # 0.

Ial-m+2 @ Iul-m01 @

Montrons maintenant comment cette condition (=) peut &tre utilisée pour obtenir
des théorémes d'existence dans le demi espace R? . On introduit tout d'abord
une variable supplémentaire xo (cf 1°. de ce chapitre) : au couple { L, B }

on associe le couple d’opérateurs { M,C} définis par :

n-1

2 2
¥ €°+0° ) utx)),
1=0 i X n

' 2
Mix s &, +&', Dxn) {u[xn)) = x

C (g.8vyu = C, (€,8") v ou + C_, (ELE") Y qu.,

ol (EO.E'I appartient a R" et od

. mea meq{al ,a
C_q (EO.E ) = c%go pqa Eo ak pour q = 1,2 .

On vérifie que la condition (x) pour le couple d'opérateurs { M,C}

équivaut a :

pour tout (EO.E') appartenant 3 Sn_1 1

(2-4) m+2 m+4
m+2-|al.,a _ mHal L0
|a|§° pZGEO 3 Iﬂ}'o p1a€o £ 7 0.

Comme dans le 1° de ce chapitre, les'techniques d'homothétie utilisées dans

le chapitre 4 - 1°. permettent d'établir le théor2me suivant
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Théor2me 2-1 : Si le couple d'cpérateurs{L.B} définis par (2-1),(2-2),(2-31
vérifie la condition (2-4) , alors : pour tout entier p>0, il est un igomorphisme
algébrique et topologique de w§0pmr:) sur [Hp[R:‘ )nﬁomi"[p'Z) (R." 1) x

W 3o mgney

Remarque 2-1 : La condition (2-4) sur {L, B} est une condition plus forte

que la condition (x) sur {L, B} .

3°. Etude détaillée desopérateurs L dans le cas particulier m = k = 1.

Dans ce paragraphe, on va préciser les résultats obtenus pour les
opérateurs L introduits dans le chapitre II pour lesquels m = k = 1,

On utilisera les résultats obtenus dans [4] (cf. chapitre 3).

Dans le demi espace RT ,» on limitera 1'étude .3 un exemple en relation
avec le 1°. de ce chapitre. Appliquant le théoréme 2-1 du chapitre 3 de [4] B

on obtient :
Théoréme 3-1 : Soit un entier p20 et soit l'opérateur L défini par :

n
LG & Llx s 0, 0 ) {ubal s (e § 02 {x ux)} + A0, ulx),
n i=1 i n

ol \ appartient @ €. Alors :
3

(1) S Re (1)) <- 3" P l'opérateur {L, Yo) est un tgomorphisme

1 o
de w2 ®) ) suwr WRD) x W' 2 ®"T)

(i1) SZ2 Re (I\)>- 5 - p et

N1

1 -S5i (1)) # -2m , avec m entier > 1, l'opérateur L est un

tgomorphisme de wf‘p(RT) sur Hptﬂ?) )
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2 -~ 5¢ (i2) = - 2m, avec m entier > 1, l'opérateur {L,yo) est un
. -5 P*5  n-
tsomorphisme de wf’p 0R?)a'wl<p fR':) xH 2@"") o KpIR':) = {fe Han? ) s
n
v+« I 029" f) - odams2m™y .
o X
i=1 i
Soit maintenant Q un ouvert borné de R" défini dans le chapitre 4.
Les opérateurs L = L (x3 Dx] définis dans le chapitre 4 - 2° peuvent s'écrire

lorsque m = k = 1 :
L) = Lixs 0,) {ut)} = PP D) Ep0u0} + P o D) futad b alxduta),
wersog: I a0

1<4,9<n 3 __
partielles d'ordre 2, homogéne, 3 coefficients de classe C* dans Q et proprement

est un opérateur aux dérivées

elliptique dans 5 3

n
(11) P1(x; Dx) = Z ai (x) Di est un opérateur aux dérivées partielles
i=1 -
d'ordre 1 au plus, homogéne et & coefficients de classe C* dans Q;

(111) a(x) est une fonction de classe C dans Q.

Par analogie avec Eﬂ (cf. Chapitre III) pour x appartenant 8 I' on pose :

plx) = 1 P (x 5 grad (x) ) / P2(x 1 grade (x) )

(%)

et on définit les conditions C(x) et K(x) suivantes :

C(x) : pour tout vecteur £ cotangent non nul en x 3 T , 11 n'existe pes

d'entier n > 1 tel que :

Plx 3 £+ 1,(xE) gradP(x)) = in (7,0aE) - ©_(xsE)) P2(xs grad(x) )

(+) Ces conditions ne sont pas notées de la mdme maniére dans [4] et r?]
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ol 1’(x'£] (resp. t_(x j;£)) est la racine & partie imaginaire positive

(resp.négative) de 1'équation Pz(x 1€ +1 grad f(x)) = 0.

K(x) : pour tout vecteur £ cotangent non nul en x & T , 11 n'existe pas

d'entier n>0 tel que :
P1(x 3E + 1_(x ;) gradP(x)) = in (t, (x;€E) = t_(x 3E)) Pztxx gradp(x))

Remarque 3-1 : La fonction p et les conditions C et K sont invariantes par

difféomorphisme. .

Remarque 3-2 : (i) soit x appartenant & T. Si pour tout § vecteur cotargent

non nul en x & T, 11 existe un entier n(=n(x ;§))> 1 tel que
1
P (x ;€ + T (x38) gradx{(g)) = in (1, (x3€) = 7_(x 38)) P2(x 3 grady(x))
cela implique en dimension n>3 qu'il existe un entier m(=m(x))> 1 tel gue :

n
plx) = - 2m et a*td = am I (a0 + o) T .
=1 J
Airisi par exemple 1'opérateur

n
LoaD ) (b} =90l [ atoap, o, ¢ T altapsata Hut)
X 1<1,3<n I qn

vérifie pour tout x appertenant & T la condition précédente.
Dans cette hypoth2se la condition K(x) est satisfaite.
(i1) Soit x appartenant 3 T'. Si alJ (x) = ;ji}x), si 1aj(x)
est réel et si p(x) n'est pas un entier de la forme -2m (resp 2(m-1)) avec

m entier >1, alors la condition C(x) (resp.K(x)) est satisfaite.

Les résultats obtenus dans [9] (cf. Chapitre III) permettent d'expri-
mer la condition H3(pr] 3 1'aide des conditions algébriques C(x) et K(x).
Ainsi & 1'aide des méthodes du chapitre 4, on obtient le résultat suivant

(cf : théordme 3-1 du chapitre 4).
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Théordme 3-2 : Soit un entier p>0 . Avec les notations précédentes on a :

(1) si pour tout x appartenant Q T » Rap(x) < - g - p et la condi-

tion K(x) est vérifiée, 1'opérateur{ L,y } opérant de wf'p'q () dans

HPT9(Q) x WP ’1/2[ I est un opérateur d indice dont l'indice est indérendant

de l'entier q vérifiant 0<q<p .
(i) 8t pour tout x appartenant @ T,Re p(x)> - g - p et la condition
C(x) est vérifiée, l'opérateur L' opérant de wf

rateur & indice, dont l'indice est indépendant de 1'entier q>0. De plus, Lle

*P*Aq) dans HP*9(Q) est un opé-

noyau de l'opérateur L opérant dans wf"(m est égal ad {u ed (E). Lu=0
dans Q}.

Remarque 3-3 : (1) Les résultats de régularité correspondant & ce théoréme 3-2

(cf : théoréme 2-1 du chapitre 4) s'énoncent de la fagon suivante :

1. S1 1'hypotheése (i) du théoréme 3-1 est satisfaite et si de plus k est
un entier >0 tel que Re p(x)< - g - (p+k) pour tout x appartenant 3 T, on a :

poko
si u appartient 2 wf’p(m et si {L.YO} (u) appartient a Hp'k(m x H (ryy

alors u appartient 3 wf"’"‘m).

2. S1 1'hypothése (ii) du théoréme 3-1 est satisfaite et si k est un
entier > 0 on a : si u appartient & wf’p(m et si Lu appartient a H""‘(m.

+p+k

alors u appartient 3 wf .

(11) On peut aussi obtenir des estimations a priori et des résul-
tats de régularité pour des opérateurs L introduits ici pour lesquels les hy-
pothéses du chapitre II ne sont pas vérifiées. Ainsi si ReP(x) >- g - p pour
tout x appartenant 3 T et si, pour tout x appartenant & I' et tout g vecteur co-

tangent non nul en x & T, il existe un entier n (= n(x;£)) tel que

Plxigete (x1E) grad 9 (x)) = in (T,(x:€)7T_(x:8) P2(x; gradPlx))

(cf : remarque 3-2) alors pour tout entier k20 ona :
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si u appartient 2 w Q) et {L.Yo)(u) appertient a Hp*k(ﬂ)
p+k+
x H 3(I‘] , alors u appartient 3 wf"’"‘ (Q) et 11 existe Ck> 0 telle que
[T ull, 2+p*kgy< € 0 T Ly Y| Il w*k )}
W, Q) k ) H$‘k(9)pr’k‘%ﬂ‘
(Ck étant indépendant de u).

Par exemple, 1'opérateur L = L(x,D,) défini par :

Lulx) = Lixs D) {ulx)} =P(x) ) atdt o, D 2 alta o ta(x)}(u(x))
x 1<1, <n 3744

satisfait aux conditions précédentes. On montrera au chapitre 6 qu'un tel

opératsur est un opérateur 3 indice dans des espaces convenables.

Remarque 3-4 : Les opérateurs L(xxDx) considérés précédemment c’est.a.dire

de la forme

W) = LOaD )} = P20 (P ut)} + PTGaD ) {ulx)} + alxlulx)

avec

P2x 40 = § o' ) 0, D ot Pltxs 0) = § altx) O
Wy J P i
1<4,3<n 1=1

appartiennent & la classe des opérateurs &tudiés dans [13]
(cf : aussi [8], [15]) lorsque ald | 1ad 6t a sont des fonctions réelles.
Selon Fichera, la frontidre I' est partagée en trois parties qui, dans notre

cas et avec nos notations, s'expriment par les conditions suivantes :

23 = ¢ (ensemble des points de T non ceractéristiques pour L),
22 = {x €T, plx)c-1},
I, = {xer, plx)>21}.
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Dans DS] » Kohn et Nirenberg obtiennent essentiellement, moyennant
une hypothése supplémentaire sur 1'opératsur en tout point de Iz, un théoréme
d'existence pour 1'équation L(x; Dx) {u} = f : étant donné f dans un espace
de Sobolev HN(ﬂ] (avec N>1) 11 existe une solution u de 1l'équation
Lixs Dx) {u} = £, nulle sur 22 et qui appartient 3 un certain espace de Sobolev
sur . Les résultats obtenus dans la remarque 3.3 permettent de compléter la ré-

gularité d'une telle solution.

I1 ressort de 1'étude faite dans ce paragraphe 3° qus pour de tels
opérateurs, il serait plus correct de considérer I, ={xeT; plx)< - g} et
21 = T- 22 et de poser sur 22 des conditions aux limites en accord avec le
théoréme 3-2 et la remarque 3-3.
Ainsi,par exemple, si on veut obtenir une régularité de tout ordre de la solu-
tion, 11 ne faut pas imposer de cohditions aux limites sur 22 (sauf ces parti-

culier correspondant au point (ii) de la remarque 3-3).
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6. Quelques applications.

Les notations sont celles introduites deans le chapitre 4.
Les opérateurs L = L(x; Dx) de la forme :

2 oo

Lulx) = L(x; D)) {ulx)} =
x
h=o0

(x3 Dx){uﬁtx)k-hu(x))

avec k > 2m , peuvent s'écrire sous la forme :

Lulx) = Lf(x)k-zm M ulx)

.

o M = Mlx; D) est un opérateur de la forme

2? w2n-h

Mu(x) & Mix; D) {ulx)} =
X
h=o0

(x 000 7" M ey

Plus généralement , étant donnés un opérateur L = L(x; Dx) de

la forme :

min(2m,k) 2m-h K-h

Lulx) = Lix; D) {ulx)} = P (x3D ) {p(x) ulx}}
h=o0

ol k et m sont deux entiers >1, et des entiers p et q >0, les méthodes du
chapitre II permettent d'étudier l'opérateur~f(x]q Lix; Dx) de wiT;° Q)
dans H? (Q) et 1'opérateur L(x: D;) de W:T;p (Q) dans wgtnl. En particulier,
on peut étudier 1'indice de tels opérateurs et la dépendance de cet indice par
rapport aux paramétres p et q. Dans les deux cas, cette étude se raméne 2 1'é-
tude d'un opérateur M de la forme :

min(2m,k+q) 2m-h

Mulx) = Mixs D) {utx)} = hzo 0" Moxs 010 I wex)

m

de wi“p () dans HP (Q).

q
On va maintenant appliquer ces méthodes & deux exemples déja étudiés
dans [9], [11] et [1],[23] . Celles-ci nous permettront d'une part, de retrou-

ver des résultats déja connus et d'autre part, de les compléter.
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1°- Application & 1'étude des problémes aux limites associés aux opérateurs

elliptiques dans des espaces de Sobolev avec poids.

Soit Q un ouvert borné:.. de an du type défini dans le chapitre 4,
Soit A =2 Alx; Dx] un opérateur aux dérivées partielles d'ordre 2m, proprement
elliptique sur 2, 3 coefficients indéfiniment différentiables sur Q et soient
m opérateurs frontiére B, = B, (x; DP] pour J = 1,...,mn, B

3 J
différentiel sur T d'ordre m

étant un opérateur

3

avec 0 <m, < 2m-1 & coefficients indéfiniment Zi+-

3

rentiables surT tels que le systéme (B

J

J)ijjjp soit normal sur T et recouvre A

sur T (cf : [14] ).
Dans D1] , M.C. GOUDJD montre que pour 1<q<+e et pour p et k

entiers > 0 tels que p >pl(k) = max {-2m + my + k + g 3 1fj§p} , 1'’opérateur

m : 1
....,Bm) opérant de wim#p,q[n) dans ws'q(ﬂ) X 321 w2m+p mj-k-g»

Ts{As 8B 9m

1
est un opérateur & indice dont 1'indice ne dépend ni de q, ni de p, ni de k

(Nt'q(Q) désigne 1'espace{ ueéb'(n]x‘P[x)k pB u€ Lq(nl,lel <t} muni de la
norme canonique). Par des méthodes d'interpolation, il généralise ces résultats
a des paramétres p et k réels positifs. Il compléte ainsi les résultats de

G.GEYMONAT et P. GRISVARD [9] .

Dans ce paragraphe, on va retrouver ces résultats dans le cas ol g = 2
par les méthodes indiquées précédemment, celles ci donneront par ailleurs d’au-
tres résultats.

k [3 2m+p

On considére 1'opérateur SP ={ A; 81.-... q“) opérant de wk Q)

m 2m+p—mJ—k-% 1
dans HP(Q) x 121 H (r) pour p>plk) = max {-2m + m30k¢ 53 1<j<m} .
Remarquons tout d'abord que les espaces w:'ztn) coincident avec les espaces

1-%2
w: (Q) définis au chapitre 3 et que les espaces W (T') coincident avec 1les

1
lc
H 2(r]. Par ailleurs, il est facile de vérifier que 1'opérateur~fk A est liné-

min(k,p)

aire et continu dans HP(Q) N Ho () de sorte que les hypothéses HZ(D;Q)

CAMUS
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et Hs(p;m ne sont pas en général satisfaites.
Néanmoins, selon les remarques faites au chapitre 5, on peut appliquer les

méthodes du chapitre 4 & 1'opéreteur9k. noté désomaisg’s opérant de

min(k,p) m  2m+p-m, -k-1
WP (q) dans (HP(RINH_ (W) x I H 37 2(r). Atnst, on obtient

(cf : le théoréme 2-1 du chapitre 4) : pour tout entier g>0 , i1 existe une

constante Cp.q> 0 telle que :
. 1, 2Mmep k p+q Hmin[k,p*q)
si u eppartient a wk (Q) et si @p u appartient a (H N N (Q))
m 2m+p¢q—mj—k—%
X JI.I,' H (T') alors :

(1) u appartient a wim’p*q(m ’

+

i) | |u] ], 2mepq, < K
LR u”n”“‘m)x T, #2mPean Sery
3=1

+llull,, 2mepea-1 o).
k

On en déduit (cf : le théoréme 3-1 du chapitre 4) que le noyau de‘J:

dans wi“‘“’(m est de dimension finie et que l'image@: wi""pm) est fermée

xp 2m¢p-k-mj-1i

min(k.n)] x JE1 H (T). Du résultat de régularité on dé-

dans (HP(Q)N Ho

duit que :

Ker?k = {uedm Au =0, BJu =0 , J=1,...,m,
p

et que

@p"wi’“""“(m -@p" PN (P )0 n MNPk gy

1
m  2m+p+q-k-m,- >
x I W I 2w,

pour tout entier q > O.

K, 2m+
Par transposition, on va montrer que la codimension de ?; w;‘: P (o)
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1
m  2m¢p-k-m,-5
dans (HP(RIN Homin(k,p)(m] x Jl'.l1 H 32 (r') est finie. D'sprés ce qui

précéde, 11 suffit de considérer le cas ol p est le premier entier > o supé-
rigur 3 p(k) et dans ces conditions (puisque p(k)< k) on a H"(mnn'gi““’""(m:

1
Hgtm; Ainsi 1'opémteur@p"' adjoint de G’p" est linéaire et continu de

-2m=p+k¢m, +

1 . 1
- 2 ' w2mep 2m+p
HPa) x H 3 2 (") dans 1'espace dual[ K (n)] de W " "(Q),

L
et est défini par

k=
<P (f3 gooe00s8 )0 ¢> = <f, " Ap> _
P ! ™™ P@) x [W )] HP@) x Hia)

m —
. J§1< Sjo Bj¢|r> _Zm-p.k,mj.% 2mep-k-m, - 1
H

r)yx H 4 2(1‘)

m  -2m-p+k+m .1

pour (f; Byreees gm) appartient 3 H P(Q) x ’_11 H 3201y ot ¢

J
appartenant a J)(E].
2m+p
On introduit 1'opérateur Tp e {As B1.....Bm} opérant de H Q)

m
dans HP(Q) x Jll1 H2m0p ™y 1/2(1‘). L'opérateur T"'J adjoint de Tp est linéaire

m - -
et continu de [Hp(ﬂ)]‘ X _1111 H 2m p»mJﬂ/z(” dans [Hz""“(m]' et est défini
par :
. res ] = <F, A_;>
<TOIFs BgueensBp)od [Hz'“"’mﬂx H2™Pq) [H"(mJ' x HP(Q)
APy
+ <G,, B > o _ e
J=1 3 J’IrH 2m p+mJ¢1/2[r)xH2m0p my 1/2“_)
m
- -2m- 1 .
pour (Fs G,....,G ) appartenant a [Hp[n)J' x 11’11 po2m-pimge /2(1‘) et ¢

appartenait ().
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©'apras [17] (cf : le théoréme 6) le noyau de T; coIncide avec 1'espace
He(Fi6,.....60eDd @ x @ r (Fs GgseenuG) = 0}

et cet espace est de dimension finie.

Or étant donné { appartenant 3 HP(R) on lut. associe,de fagon

)
canonique, F appartenant & [Hp[n)J " de la fagon suivante :
F u——»<f.'~?ko >: D@ € ,

et F et \?kf coincident dans D' (Q). Ainsi étant donné (f; g1.....gm] appartenant

a Ker@pk. on peut associer canoniquement (F; 1

ol Gj = gJ pour J = 1,...,m et od F est défini.ci dessus. De plus la correspon-

dance

(fs g1.....gm) —> (F 3 G1.-..,Gm)

est évidemment injective et est aussi surjective. En effet si (F; G1....,Gm)

appartient 3 t”. 11 résulte de [14] (cf : la proposition 5-1 du chapitre II)

2m-1-max{my;J=1,...,m}

que F appartient a H° {Q) et donc f = F /q’k appartient

aHP () et (f; G1.....Gm) appartient A Ker Qp"'. Finalement on a démontré que

Ker @pk' est de dimension finie et isomorphe aJ’.

Par suite on a établi que l'opérateur @ opérant de wim P (@) dans

m
tPIn H:in[p,k)m” X _1’=[1 H2m¢p k-my- 2(1‘) est un opérateur & indice et que cet

indice est égal a 1'indice da 1'opérateur T_ = {As By,....B,} de HI™P ()

1

dens HP(Q) x Jﬂ1 H2m*Pomy 2 (r). Comme la multiplication par 1/‘(?k est un isomor-

phisme de Hp(mn Ho"‘i"“"”(m sur wk"m). on en déduit que 1'opérateur
m
T={As B,,....B_) opérant de W™P () dans WP (@) x I, HE™PTM3TkT1/2p,
1 m k K 3= 1
est un opérateur 3 indice dont 1'indice est indépendant de p et de k avec la con-

dition p > p(k) {= max (-2m4mJ + Kk + % 3 J=1..., m} ). On & ainsi retrouvé

les résultats de[‘l1] dans le cadre hilbertien et pour k entier>1.

G,see ..Gm] appartenant ad = Ker Tp’
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Pour s'affranchir de la restriction p >p(k) , il est nécessaire

d'introduire des opérateurs frontiére B, plus généraux . Par exemple on peut

3

considérer des opérateurs frontiére BJ analogues & ceux introduits dans le cha-

pitre 4 - 2°. Ainsi si l’opérataurﬁPk =quA; B ,...,Bn) satisfaeit la conditicn

4
H3(0;Q) (11 est facile de voir qu'il existe de tels opérateurs : cf : le cha-

pitre 5) on démontrerait que l'opérateurEPk opérant de wim*p (Q) dans

min(k,p) 2m+p—k—mj-1/2

P an Hy H (R) est un opérateur & indice dont

m
Q) x JH1
1'indice est indépendant de 1l'entier p > 0. (signalons que le probléme de 1'inva-
riance, par rapport a8 k, de 1'indice d’'un tel opérateur ne se pose pas puisque

de tels opérateurs généraux BJ n'opérent pas en général sur les espaces w2m¢p(9)

pour h différent .de k).

2° Application & 1'étude des opérateurs introduits dans [T] et [23] .

Soit 2 un ouvert borné de m" du type défini dans le chapitre 4.

Soit L = L (x; Dx] 1'opérateur aux dérivées partielles défini sur  par :

(2-1)  tu (x) = Lix; D) {ulx)} = E 08ta . (x) kp(x)k 0% (x)),
X GI <1 aB

lal <1

ol les coefficlents ay sont indéfiniment différentiables sur R, k est un

[
entier > 1. On suppose que L est coercif sur 1'espace

k/2 o®

V() = {uedra) s vel?m),la < 1)

muni de la norme canonique; autrement dit 1l existe une constante C >0 telle

que pour tout u appartenant a vk(n) on ait :

8
(2-2) Re ( } I (-11 la x) ¢ a* 0% x) 08 uixy ax) >
(1]
a1 ‘g ‘
k
8l 2
< 2 2
¢ I 9%l

2
I“|i1 L)

CANUS



Pour p entier >0 et m entier >1 soient les espaces Ep m(m et

n n
Fp.m (Q) définis par cartes locales & partir des espaces Epm R, ) et FmﬂR.)

suivants :

Epm RO = {uc Ry xlel'1oeueruRf) . 2<|8l<mer, 0s8 < 2},
\ ke1sfa’]
Fom Bo) 2 {FEDRD L 3 x *la In:. fe i’ ®T), o<la’|< m-1 ),

munis des normes canoniques .

Remarquons que pourm=1 les espaces Ep,l(m et Fp1(m peuvent étre

définis globalement sur Q par :

E, () = {uen' @ , ouer lal=200 W2*P (an),

p1

Fo@ = {uedm, 9 " e v ).

p1
Dans EIJ. M.S. BAOUENDI et C. GOULAOUIC ont étudié 1'opérateur L dans

le cas o0 k = 1 d'un point de vue variationnel et ont obtenu des résultats de ré-

gularité par une méthode de régularisation elliptique. Dans [23], C. ZUILY a géné-

ralisé ces résultats de régularité dans le cas ol k > 1, par des méthodes analo-

gues, notant {%} le p1u$ petit entier Z% il a démontré que si u appartient & vk(m

et Lu appartient & F K (Q) alors u appartient & E (Q), ce qui permet de dédui-

[
piz} P
re que 1l'opérateur L est un isomorphisme de E K (Q) sur F

K (Q) pour tout entier
p(E) p{E}

p > 0 et de HR) sur HO (\H’:_lm).
Dans ce paragraphe on va retrouver des résultats de régularité
analogues, par les méthodes indiquées au début de ce chapitre, sans toutefois

les recouvrir totalement, puis compléter dans le cas ol k>1.

Tout 1'abord, on remarque que 1 opérateur L peut s'écrire sous la

forme :
Lia D) (w60} = @ 60" "ot D) (utx) )

ot £ =8 (xs Dx) est un opérateur de la forme :

135



1% BOLLEY et CAMJS

Lulx) l.ﬂ(x;Dx) {u(x)} = Pz(x;Dx)(q’(x] ulx)} + P1(xxDx) {ulx)} + alx)ulx)

h
ol P (x; Dxl est un opérateur aux dérivées partielles, homogéne d'ordre h pour
1<hg 2 avec en particulier :

. a+f
fof gjer %8 O 0

Pz[xx D)=
X
et ol a(x) est une fonction de classe C (EJ. Cet opérateur.ﬁ appartient a la
classe des opérateurs étudiés dans le chapitre 5 - 3°.
Conservant les notations de ce paragraphe, on vérifie que pour x appartenant 3 T,
p(x) est constant et égal & k-2. D'apres [3] , la condition de coercivité im-
posée sur L 1impliquent deux conditions algébriques sur 1'opérateur Pz(xx Dx]

qui permettent de démontrer facilement que pour tout x appartenar'st aTet toutg

vecteur cotangent non nul en x 8 T, 1'opérateur défini sur R, par :
P2(x 1&+ grad (x) 0,) {tu (1)} + P'txsE+ grag@(x) 0,) {u(t)}

est un isomorphisme de wf’p GR‘] sur Hp(lR+) pour tout entier p>0.

En d'autres termes, pour tout x appartenant 3 T, la condition C(x) est vérifiée :

On peut alors établir le théoréme suivant :

Théoréme 2-1 : Sotent un entier p20 et L = L(x; o) l'opérateur défini en
(2-1) . On suppose que cet opérateur vérifie la condition de coercivité (2-2).
Alors pour tout entier m> 1, l'opérateur L est un isomorphisme algébrique

) 3 Q F .
et topologique de Epm( Jsur pm[m

Démonstration : les résultats du chapitre 5 - 3° et compte tenu de ce qui
précéde permettent d'affirmer que si u appartient 3 wf Q) et ,eu appartient
a Hp[n) , alors u appartient a wf‘P (Q) et 11 existe une constante Cp> 0

{indépendante de u) telle que :

Ilu]l < ¢ {|ILll + 1lull }
W, 2P () P HP () W, *Pra)



6. 20

Par cartes locales, on se ramene au demi espace R? puis, utilisant
la méthode des quotients différentiels, on démontre, grice A cette estimation
a priori, que si u apparfient -] w12 (R) et Lu appartient a Fpm(n) , alors u
appartient 3 Epm(ﬂ). Le théordme 3-2 du chapitre 5 permet alors de conclure
que l'opérateur L est un opérateur & indice de Ep“(Q) dans Fpm(Q).
Le condition de coercivité (2-2) prouve que L est injectif sur Epm(ﬂ).
Enfin, la condition (2-2) et le résultat de régularité pour p = O et m = (g}
de [ﬁ] et [?3] permettent de prouver que L est surjectif de En“(Q) sur Fpm(n)

Ce qui termine la démonstration du théoréme 2-1.

On va maintenant compléter 1'étude de cet opérateur L en le consi-

dérant comme opérant de wi‘p(n) dans HP(Q) . On va démontrer le théordme suivant :

Théordme 2-2 :sotent un entier p>0 et L = Lix; Ux) l'opérateur défint en (2-1).
On suppose que cet opérateur vérifie la condition de coercivité (2-2). Alors
1'opérateur L est un isomorphisme algébrique et topologique de wi'p(n) sur

Wain MNP gy

Démonstretion : on écrit 1'opérateur L sous la forme :

Lo DYt} = PPooD 30 0Mut0 )} « Pl 6o ua e atapa®uta

od Ph(xx Dx) est un opérateur aux dérivées partielles, homogéne d'ordre h pour

h = 1, 2 avec en particulier

a+B

P2(xs D) = (x) 0**8 ,

a
Iul-%elﬂ o8
et ol a(x) est une fonction de classe c” .

Comme précédemment, on vérifie que la condition (2-2) implique que

pour tout x appartenant 3 T et tout  vecteur cotangent non nul en x 3 T,
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1'opérateur défini sur R_ par :
2 k 1 k=1
P"(x1 £+ grad J(x) D ) {t" ult)} + P (x3& + grad @(x) 0,) {t" ‘ult)}

est un isomorphisme de wi“’m') sur HpﬂR.)ﬂHmén(k-1'p ﬁR‘) pour tout entier

p>0. On en déduit que l'opérateur L opérant de wi"’ (R) dans Hptmnn':“‘“"""’

est un opérateur & indice dont 1'indice est indépendant de 1l'entier p>0. La
condition de coercivité (2-2) prouve que L est injectif sur wi"’ () et le
théoréme 2-1 prouve que L est surjectif de w2;p (2) sur HP(Q)N Homin(k’1,p)'

Ce qui achéve la démonstration du théoréme 2-2.
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