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SUR UN PROBLEME DE S. SIMONS CONCERNANT LES
BORNES DES ESPACES VECTORIELS TOPOLOGIQUES

par

Philippe TURPIN

1. S. Simons demande dans [12] quels sont les espaces vectoriels topologi-

ques E (réels ou complexes, non supposés localement convexes) dont les sous-en-

sembles bornés sont exactement ceux sur lesquels toute F-semi-norme continue de E

est bornée, ensembles (caractérisés dans la définition 1 ci-dessous) que nous ap-

pelons "additivement bornés". Rappelons qu'une F-semi-norme de E est une appli-

cation r : E ^ [0, œ[ vérifiant r(x + y) ^r(x) + r(y) et, pour a scalaire,

r(ax) -> 0 quand a ->- 0 et r(ax) ^ r(x) quand [a[<l (toute topologie vecto-

rielle (d'espace vectoriel topologique) peut être définie par une famille de

F-semi-norme s). S. Simons démontre que E a cette propriété s'il admet (propriété

(i)) un système fondamental ^ de voisinages de l'origine tel que tout U ç ^ab-

sorbe U + U (espaces appelés "upper bound spaces" dans [12], semi-convexes dans

[5], localement pseudo-convexes dans [13]). On observe dan-s [5] que la propriété

(i) n'est pas nécessaire, au moins pour les espaces non métrisables. On donne ici,

d'abord quelques exemples simples d'espaces possédant des ensembles additivement

bornés et non bornés puis divers espaces vérifiant la -propriété de S. Simons dont

certains, bien que métrisables, sont loin de vérifier (i) (proposition 3). Signa-

lons un problème voisin ([7]) où l'on ne considère que les F-semi-norme s p-homo-

gênes, 0 <p ^1 •

2.1. DEFINITION 1. - Une partie B d'un espace vectoriel topologique E

est dite additivement bornée quand elle vérifie les propriétés équivalentes ci-des-

sous.

a) Pour tout voisinage de l'origine U dans E il existe un entier n^l

tel que Bc:U + ... + U (n termes).

b) Pour toute F-semi-norme continue r sur E , sup r(x) < °° .
x ê B

L'équivalence de a) et b) est connue (cf. [2]). Elle résulte du fait que

si U, , -°° <k <°o , k entier, est une famille de parties équilibrées et absorban-

tes de E vérifiant U^_^ + U^^ c U^ , il existe une F-semi-norme r de E

telle que :
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r { x ) <2~}'i ^ xÇU^ ^ r { x ) ^ 2 ' ~ ] ' L .

Dans les produits ou sommes directes topologiques ( [ U ] ) les ensembles ad-
ditivement bornés se déduisent des ensembles additivement bornés des facteurs ou
cof acteur s comme le font les bornés.

Rappelons qu'on dit que B<= E est borné quand pour tout voisinage de

l'origine U dans E il existe un scalaire a tel que BcaU . Il est clair que

tout ensemble borné est additivement borné, que la réciproque est vraie si E est

localement convexe. Les exemples qui suivent montrent que la réciproque est fausse
en général.

2.2. Soit p une application croissante de [0, ~[ dans [0, ">[ , continue

en 0 , nulle en 0 et seulement en 0 . Soit m une mesure positive sur une tri-
bu de parties d îun ensemble T et soit :

L^dn) = { f| ]| f|| = inf { a > C>| \ p ( 1 f^ ) 1 )dm(t ) ^ a} < °° } ,

f m-classe de fonctions scalaires m-mesurables. L"°(m) ([8]) est un espace vecto-

riel et on le munit de la F-norme 1| • | | • Alors, si m est une mesure sans atome
ou bien si m est la mesure cardinale de 1' ensemble TB. des entiers (en supposant
dans ce dernier cas que Sup p ( x ) = °° , ce qui ne restreint pas la généralité), un
ensemble BcL'^Cm) est additivement borné si et seulenmt si Sup | |f] | < °° . Ainsi

f €B
quand L"°(m) n'est pas localement borné (voir dans [3], [8] , [11], des conditions

pour qu'il en soit ainsi) il contient un ensemble additivement borné et non borné.

Par exemple, comme on le remarque dans [12] et [2], l'espace des fonctions mesu-

rables-Lebesgue sur (0,1) muni de la topologie de la convergence en mesure est lui-

même additivement borné.

2.3. Si, pour né N , 0 <p <1 et p ^ 0 , et si

(P ) n n P
1 n = { x = (x^)| | |xi[ = Z [xj n < - } ,

cet espace vectoriel étant muni de la topologie définie par la F-norme || . || ,

^n^BC1 est additivement borné si et seulement si |j BJ| = Sup ||x || < °° et
p x € B

Sup |x [ n -> 0 alors que ([!]) B est borné si et seulement si ||B|| < °o et
x ê B n

p
Sup Z |x | -> 0 quand N ->- °° .
x 6 B
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3.1. PROPOSITION 1. - Soit E un espace vectoriel topologique, soit "U le_

filtre de ses voisinages de 1'origine et considérons les assertions suivantes.

(i) Tout U ç. ^ contient un V ç^ qui absorbe V + V .

(ii) Pour tout U ç ^ il existe V ç î< et une suite À . > 0 , i >1 ,

telle que

(1) Vn^l , Z?^ X^VcU

(iii) Pour tout U ç. 1( il existe V ç. ̂  tel que

(2) V n^l , U absorbe V + ... + V (n termes) .

(iv) Un sous-ensemble de E est additivement borné si et seulement si il

est borné.

Alors (i) ^ (ii) => (iii) => (iv) .

Démonstration : On sait ([10], [12], [13]) que E vérifie (i) si et seulement si

quand U ç. 'U est donné on peut trouver V ç ̂  et p>0 tels que (l) soit vérifié

dès que E J X . j - ^ l • Donc (i) implique (ii). Les autres implications sont triviales.

Nous allons voir qu'aucune des implications réciproques n'est vraie.

3.2. PROPOSITION 2. - Soit (B ) une suite de sous-ensembles d'un espace vec-

toriel E dont la réunion engendre E • Munissons E de la topologie vectorielle

la plus fine pour laquéD-e chaque B- est borné. Alors E vérifie (ii).

Démonstration : On peut supposer que les B, sont équilibrés et vérifient

B, + B c: B . O n voit alors ([13]) que E admet comme système fondamental

de voisinages de l'origine les

""^^K^i ^ \\' c k > o •

(c ) donnée, si u(i ,k) = ?(i + k) (i + k + l) + i, il existe une suite X . > 0,i > 1,

telle que ^\^ < c^^ ^ ̂ ^

À ^^k"^ À ki< "ud.kiSud.k)^^»

car k Sssu(i,k) et u est injective. cqfd. J_

E ne vérifie généralement pas (i). Par exemple si E = -^ L (o,l)

muni de la topologie vectorielle la plus fine rendant bornées toutes les injections
]_
y

L" -» E, E est séparé mais toute application linéaire continue de E dans un

espace séparé vérifiant (i) est nulle ([13]).
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Autre exemple : si E est de dimension infinie et est muni de la topologie

vectorielle la plus fine rendant bornée l'une de ses bases de Hamel, on constate

que le choix de la suite À . > 0 vérifiant (l) dépend nécessairement du choix de

U alors que si E vérifiait (i) toute suite (X. ) ç. L*!^ conviendrait pouri p^u
tout U.

3.3. On démontre que si l'espace E de la proposition 2 est métrisable, il

est localement borné et dnc vérifie (i). Mais il existe des espaces métrisables

vérifiant (ii) sans vérifier (i). Par exemple soit 0 <; p, ^ 1, k = 1, 2, • • • ,
- i. K.

et soit F(p,) l'espace des suites (f.) ç. ( T L / (0,l) telles que
K K ^_ l^k

ii^llk-^k^ 1 kax ]pk

tend vers 0, muni de la F-norme j ( ( f , ) j | = Sup |[ f , | | , • Alors F(p.) ne vérifie

pas (i) et vérifie (ii) si p -^ 0, une suite X . vérifiant (l) quel que soit U
1 i i1/k Pk(pour un V dépendant de U) si et seulement si Sup [ z [ À . | ] < °o .
k i 1

3«^« Proposition 3« II existe un espace métrisable vérifiant (iii) et ne

vérifiant pas (ii). Plus précisément soit une suite p > 0, avec n p -> 0.

Il existe alors un espace vectoriel topologique métrisable E qui ne satisfait pas

à (ii) mais tel que pour tout voisinage de 1 origine U il existe un voisinage de

l'origine V vérifiant

(3) ^ ̂  (L -̂ïJL) c u

^ n termes

Démon st rat ion. Soit cp ^espace vectoriel des suites scalaires identiquement

nulles à partir d1-^ certain rang muni de la topologie de la convergence simple : çp

est un espace localement convexe métrisable. Soit e. = (ô") . » ô' symbole de

Kronecker. Soit A- 1 enveloppe équilibrée de l'ensemble des e. et soit A^ , k ^ 0,
U 3- K.

la suite de compacts de cp définie par

w ^ = u \ \+ • • • + \) •
k+l l^n n ^ ^——J^

n termes

On se donne, pour tout k ^ 0, une suite fondamentale U, , r ^ 0, de voisinagesK,r
équilibrés de A. , puis on construit, pour tous k ^ 0, r ̂  0, une suite fondamentale

U8 , s ^ 0, de voisinges équilibrés de l'origine vérifiantk,r

(5) V s < k, U et un voisinage de A.K. y r .K.~S

(6) V s , U ^ (uf^+ ... +u^) = u^ .> -i n ^-K^r _——^___-K-jr^ -Kar
n teimes
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U construit pour un s < k, soit V un voisinage de l'origine convexe et
^ séquilibré tel que 2V c: U , soit N tel que n p A^ i c: V pour n ^ N.K , r n .k—s—JL

et soit W, voisinage équilibré de PL , tel que pour toutq K-S-I -
n < N, U, ^ p (W + ... + W) ( n ternies). On pose alors U. = W Fl (A, - + V) .k,r n k,r k-s-1
La construction se poursuit trivialement quand s ^ k.

Soit alors E = ® Cp , avecCP = cp pour tous k, r» et
'k- •r tr îrK,r

soit U = E H J l U8 . On peut supposer que p^ = 1. Alors, d'après (6) ,s K. , r K} r c.

les U constituent une base de voisinages de l'origine pour une topologie métri-
sable sur E vérifiant (3). Soit \. vérifiant (l) avec U = V et V = U .

Pour tous n e t r , S X . U C U , d'où, puisque e. € U ,
I C ' T * Ç T* ~\ Q T *. i s,r s,r i s,r

i^n

^ À . e. C ("I U° = A .1 i i s,r s

Comme A est (anpact dans cp , ( X . ) € A et donc À . = 0 pour i grand. Donc

E ne vérifie pas (ii ) •

Remarque. Tout espace métrisable vérifiant la propriété de la proposition 3
avec u = 1/n est localement convexe ( [9 ] ) -n
On voit que cela se généralise mal. Par exemple cette propriété peut être vérifiée
avec u = n~ - , 0 < p <1, sans que l'espace (même métrisable) soit localementn
p-convexe (au sens de [6] ou [13]).

3.5. Proposition U. Soit E un espace vectoriel de dimension au moins
égale à la puissancedu continu et muni de la topologie vectorielle la plus fine.
Alors E vérifie (iv) mais ne vérifie pas (iii).

Démonstration. E vérifie (iv) car, comme on le remarque dans [5], tout
ensemble additivement borné de E est contenu dans un sous-espace de dimension

finie. On démontre aussi dans [5] Que E ne vérifie pas ( i ) . En fait la méthode,

très simple, de [5] permet aussi de montrer que E ne vérifie pas (iii). Mais il

sera peut-être intéressant de donner une autre démonstration, plus explicite.

Soit ( e . ) . ç une base de Hamel de E, notons x. la i ' " " coordonnée d'un

point x de E. Soit $ l'ensemble des applications de [0, ou[ dans [0, oo[ crois-

santes et sous-additives, continues en 0, nulles en 0 et seulement en 0 , et
soit, pour tout i ç. I, r. € $ . Alors r : x ->- Z r. ( ] x . | ) est une F-norme

ie. 1 1

feêcessairement continue) de E (d'ailleurs on voit aisément que la topologie de E
25
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peut être définie par l'ensemble des F-nonnes de cette forme, quand (r . ) parcourt

<I> ). Supposons que U = ( x ç. E | r(x) ^1 } , u ^0 et V, ensemble absorbant
dans E, vérifient (3). Pour tout i 6 1 il existe ç. > 0 tel que c. e. € V. Pour

tout n 1'.ensemble 1 des i € I tels que n r . (y c. ) ^ 1 contient au plus n

éléments car

Z r. (p c. ) = r(y £ c. e. ) <; 1 .^ i n i n ̂  i i
n n

Donc l'ensemble des i € 1 tels que nr. (y c. ) -^ °° quand n ->• °o est fini ou

dénombrable. Si on a choisi l'application i -> r. de I dans $ surjective,

cela implique que y = 0 pour n grand. Donc E ne vérifie pas (iii).

Problème. Existe-t-il un espace vectoriel topologique métrisable vérifiant
(iv) mais ne vérifiant pas (iii) ? (*)

(*) La réponse est positive.
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