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INTERPOLATION NON LINEAIRE

par

Luc TARTAR

INTRODUCTION.

On s'intéresse ici & certaines généralisations de 1'interpolation linéaire

4 diverses situations non linéaires.

Un premier type d'interpolation non linéaire consiste & considérer des
applications lipschitziennes entre espaces de Banach. On peut aussi introduire des
applications holdériennes. Browder [1], Lions [1], Lorentz-Shimogaki [1],[2],

Peetre [1], Shimogaki [1], Tartar [1].

Un deuxiéme type consiste & considérer des espaces non vectoriels : es-
paces métriques en général-Justarsson,[l], Peetre [l], Peetre-Sparr [1], Tartar [ 2].

Certains théorémes du premier type peuvent €tre obtenus avec des espaces
d'interpolation trds généraux mais on ne sait obtenir les autres qu'en utilisant
les méthodes d'interpolation réelles : méthode des traces de J.L. LIONS ou mé-
thode de J. PEETRE.

La méthode K peut &tre généralisée au cas des espaces métriques ; la
méthode des traces demande des structures plus fines. Dans la situation envisagée
ci-dessous les deux méthodes peuvent €tre utilisées. Comme dans le cas linéaire
elles conduisent aux mémesespaces. En utilisant la méthode des traces on arrive &

caractériser certains de ces espaces.

RAPPELS D'INTERPOLATION LINEAIRE.

Soient Ao et A, deux espaces de Banach plongés dans un espace loca-

1
lement convexe Q .
1. Méthode X , Peetre [2].

Pour t > o on définit sur AO + Al la norme suivante

o) = tnr, (el + el )
o 1 [¢]

I1 est facile de voir que t - K(t,a) est une fonction croissante concave.

Définition 1 . Pour 0<6 < 1 ; 1 < p< + » on note (AO,A

a tels que jw (t-e K(t,a))p %E
o

1
l) 6. 1'espace des

+ <., »
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Nous aurons besoin d'une variante de cette méthode, introduite aussi par Peetre,

qui est la suivante

2. Méthode L . Peetre [3].

Pour o < Py» Py <+ @ et t >o on définit sur Ao + A1 la quantité sui-

vante : Ip , p,(t, a) = Inf. (|a [Po+t |a |lPL)
o’ 1 a=a + ° A 1
o & o
Définition 2 . Pour o <eil ,0<p< + » on note (AO, Al)e, p; L
1l'espace des a tels que I (+7° Lp,» pl(t,a))p 2—t < + o .
)

3. Méthode des traces. Lions [2].

Pour o, R vérifiant les conditions 1< P> D) €+ oy

o + L >0 3 o, + L <1 on définit 1l'espace suivant
o po 1 Pl
a

P
1 (] [¢]
{uELloc(e,oo;Ao+Al)|t u€L " (o,=,A)

% 4u 1
t @ €L (o,oo,Al)}

W (AO, Al)

W(A ,A

o
+
o l) cc® (Lo, [, A Al) et donc on peut donner la

Définition 3 . T (ao, Pos 0y Py 3 A, Al) ={ u(o) | uew (AO, Al)}

Le lieu entre ces 3 méthodes est donné par le résultat suivant. Peetre [3], [W]

Proposition 1. a) (Ao, Al)e L L = (Ao, Al)g .3 ol
~ P
l1-69 l1-6 o ~
= = -2 . = 1- + 09 .
5 5 P P ((1-0) p, p,)
b) T(ao, Pys ags Py 3 A, Al) =4, Al)e, p ol
o + L
o= ° % 1_1-0, 0
= ; =
a+—-+l-al-}— P o B
© o Py
EXEMPLES .

1. A = ) A= L” (q).
)

On définit (Ao’ Al 1 -% , a= LP? (Q) espaces de Lorentz et L¥°P (g) = LP (q).
po9qo pl’ql
é - A =L (@) 3 A =1L (Q) P, # p, alors
(Ao, A) = 1®%) oy L = =8 ,8

3
o’ 1786, q p Py 12
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3. A, =vP) = luerPe), 22 €rP@) , i1 ... n }ac B
= i
A1=LP(Q) 1€Sp<+ow
On définit (A , A) = pi=&:p (Q) espaces de Besov
o> 1" 8, q , q

$,D [y - ) u(x)-u(y) [P
Ona B (@) = {uérw (Q):ff dx dy <+ =}

D n+s p

@ |x-y]

pour 0 <s<1l ;1€ p<+ o

2

~

Si p =2 on note Bsé

transformée de Fourier.

INTERPOLATION NON LINEAIRE : 1°7 type.

Supposons pour simplifier Ao c Al et Bo c B1

Théordme 1 : Peetre [1], Tartar [3] .

Soit T wune application de Al dans Bl , qui applique AO dans

vérifie
a
”Ta-Tb”BScHa-bHA o<ax<1. Va,b€A
i - - | B < Y
T a TbHBéclla b|,A o <B<1. a, b €A
o o
alors si 0<6 <1 ;1 €p<+ ® T applique (A , A) =X
o’ "1°6, p
v 1l=-n _ 1-6 o _
Y = (BO, Bl) ol =— = = g et q=max (1, =) + n
n,q
i - +
et on a ”Ta.-TbhySc“a—b“)((ln)B lqc‘Va,bEX.

Plusieurs généralisations sont possibles. Pour les applications il est

= H° () espace de restriction & o des fonctions
de BS @) = {u€es'®): (1+[e]5)8(e)e1®? ®)) od @ désigne 1a

377

et qui

utile de supprimer 1l'hypothése : T holdérienne de A dans B0 pour la remplacer

par T bornée au sens HTa[|B0<c |la|| Ai . Vaer .

En particulier on peut montrer : Tartar [3]

Théoréme 2 : On suppose que
Ilta-1ol, < £(]af loll, ) lla=n)ly Ya bea
Bl Al’ Al I A]_ H) 1
8
Irall, < sllall,) lal, Ya€a . o<8.
(e} 1 [¢]
ol f et g sont des fonctions continues sur —R:z et IT .
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Alors T applique X = (AO, Al) 5, D dans Y = (B
comme au théoréme 1. De plus on a

o’ Bl) n, q &vecn et q
”T a ” v <h (” a”A ) Ha” X (1-n)8 +n « ol la fonction h vaut
1

n(t) = ¢ glet)t™ £(s,26)" .

INTERPOLATION NON LINEAIRE : 28me type.

On peut développer une théorie générale pour les espaces métriques :
Gustarsson [1]. On considdre ici une définition un peu différente et dans un cas

assez particulier oll les 3 méthodes linéaires introduites plus haut peuvent &tre

généralisées.
Soit A>-1;1<q ,0q <t+t=. o«&€s <l
S_»Q
Ao ={u : |u[)\ u € qu °(2) } muni de la distance
o
A A
a(u,v) = || [ul® u-|v| v|| 5599,
B (2)
%
4
A =L H(Q) .

Remarquons que AO et Al sont plongés dans Ll + L0

1l pour t>o0 et ac€ Ao + Al on définit

A
(e = ot (leglmall o o o+ v llal o
o 1 B L
%
Définition 1 bis . Pour 0<6<1 ; o< p <+ = on néte (AO, Al) 6, p
k]
-6
l'ensemble des a : fm (t K(t,a))p%—JC < + ®
o

2 pour t>o;o<po, pp< + @ et a€ A0+Al on définit

P q
L, , p (t,a) = Inf. Cll IaolA e ll .+t 2 | 1
0”1 a=a _*a, B 0% Lq

qO

Définition 2 bis . Pour 0<6<1 ; o< p <+ > onnote (A, A )
lelinition c Bis o’ 1" 8, p; L

l'ensemble des a : I I (t,a))P & e
PO’ by t
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ot 1 1
. + . =
3  pour Oy Pys O Py vérifiant 1 < P,s Py <+ o a6 * 3 05 o + o <1

o 1
[o P S _,Q
on définit W(A , A.) = {u:[ 0,0l > A + A :to|u|)‘uELo(o,m;Bo )
o) 1 o 1 q,
Q. p P
1 1
t T Werd (6,051 0]

dt
Définition 3 bis : T (ao, P> %5 Pys A Al) = {u(o) ; ué€ W(Ao, Al)} .

0°

Proposition 1 bis : identique & la proposition 1.

Ces espaces introduits ont la propriété d'interpolation suivante (dont

la démonstration est identique 3 celle du théordme 2).

On suppose AcA (on utilisera pour montrer cela le théordme de

1
Sobolev fractionnaire Peetre [ 5] ).

On suppose Boc B, ol Bo et Bl sont soit un couple d'espaces de

1
Banach soit un couple ayant des propriétés analogues & AO, Al c'est & dire
t ,r r
_ . U o’"o _ 1
B, = {a: lal aEBrO } B =1L

Soit T wune application de Al dans Bl et de AO dans Bo vérifiant

[Ta-Tel, <t (flall, ol ) Jla-n],"
B A, A A

I i B
Mrall ; < &laiy) liall,
o 1 o
oa |lalll A " I [a|>‘ a || Bso,qo et la définition analogue pour ||T a || B
) )
S

si Bo est un espace analogue.

Théoréme 2 bis : Sous les hypothéses ci-dessus T envoie (AO, Al) 6, p dans
t]

(Bo, Bl) - ol , q sont définis au théoréme 1.
b
Remarquons pour finir que l'on sait caractériser certains des espaces

obtenus. Plus précisément on a le

A S0 4
Théoréme 3 : Soit AO={al . al aGBq }A1=L . Pour o< 6 < 1
0
-0
On définit gy Dar .12, s . Alors on a
a o 1
A(1-6) %0°% 94

= a € (B L)
°© o q-o ’ e’qe

}
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so(1-e),q_e
Notons que si So <1 . cet espace est Bq
]

On trouvera dans Tartar [3] d'autres généralisations et quelques applications.

BIBLIOGRAPHIE

BROWDER (F.E.) [1] Remarks on Nonlinear Interpolation in Banach Spaces. Journal
of Functional Analysis L, 390-403 (1969).

GUSTARSSON (J.) [1] Interpolation of Metric Spaces. University of Lund 1971
LTONS (J.L..) [1] Some Remarks on Variational Inequalities. Proceedings of Inter-

national Conference on Functional Analysis. Tokyo. April 1969.

[2] Théorémes de Traces et d'Interpolation. I - V. Ann. Scuola. Norm.
Sup. Pisa (3) 13, 389-403 (1959) ; ibidem 14, 317-331 (1960) ; J Maths Pures
Appl. (9) k42, 195-203 (1963) ; Math. Ann. 151, 42-56 (1963) ; An. Acad. Brasil.
ci (1963). )

LORENTY. (G.G. ), SHIMOGAKI (T.) [1] Majorants for Interpolation Theorems. Publ. Rama-
nujan Inst. n® 1 (1968/69) 115-122.
[2] Interpolation theorems for Operators in Function
Spaces. Journal of Functional Alalysis 2. 31-51 (1968).
PEETRE (J.) [1] Interpolation of Lipschitz Operators and Metric Spaces. Mathematica
Cluj. 12 (1970) 325-33k.

[2] A theory of Interpolation of Norme 4 Spaces. Lectures Notes Bra-
silia (1963) (Notas de Matematica n® 39. 1968).

[3] A New Approach in Interpolation Spaces. Studia Matematica T.
XXXIV (1970) 23-k2.

[4] Sur le Nombre de Paramdtres dans la Définition de Certains Espaces
d'Interpolation. Ricerche. Mat. 12 (1963) 248-261.

[5] Espaces d'Interpolation et Théoréme de Sobolev. Ann. Inst. Fourier

16 (1966) 279-317.

PEETRE (J.) SPARR (G.) [1] Interpolation of Normed Abelian Groups. A paraltre dans
Ann. Math. Pures. Appl.

SHIMOGAKI (T.) [1] An Interpolation Theorem on Banach Function Spaces. Studia
Mathematica T. XXXI (1968) 233-2k0.

TATAR (L.) [1] Théorémes 4d'Interpolation Non Linéaire et Application. C.R.A.S.
t 270 (1970) 1729-1731.

[2] Théorémes de Traces Non Linfaires et Applications. C.R.A.5. t 271
(1970) 789-791.

[3] Thése PARIS. avril 1971.

11, rue Servandoni
PARIS 63me (France)



