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ESPACES C(X) TONNELE, INFRA-TONNELE ET o-TONNELE
par

Jean SCHMETS

1. Soit X un espace topologique complétement régulier et séparé et soit
C(X) 1'espace des fonctions continues dans X , muni de la topologie "compact-ou-
vert", c'est-d-dire du systéme des semi-normes Py [2] ol X parcourt 1l'ensemble

des compacts de X , Py étant défini par

pK(f) =sup |f(x)]| , ¥ fEC(X) .
x€ K
Nous désignons par C*(X) [resp. C;‘(X)] le dual de C(X) {resp. le dual de C(X)
muni de la topologie o[C¥(X) , C(X)1} .
Nous notons T les éléments de C¥(X) . En particulier, pour tout x€X , la loi

Ty définie dans C(X) par =
T (f) = £(x) , v fec(x) ,
appartient & C¥(X) .

On sait que tout T€ C¥(X) admet un support compact, que nous allons no-
ter [t] , tel que [et] = [t] pour tout nombre complexe c # O et pour lequel il
existe C>0 tel que :
[t(f)|gC sup [£(x)| , ¥Yfec(x) .
x€ [t
De plus, si FcX est fermé et tel que t(f) =0 pour tout fEC(X) nul sur F ,

ona [t]CF.
Si B est un sous-ensemble de C¥(X) , posons

1= U [.

TER
LEMME 1. - Si BcC¥(X) est &quicontinu, [B] est compact dans X .
LEMME 2. - S8i 8 est borné dans Cs (X) , tout feC(X) est borné sur [B] .
LEMME 3. - S8i # est borné dans Cf; (X) et si [B] est compact dans X , R est

équicontinu.

Pour le premier lemme, on note que si B est équicontinu, il existe un

compa.ci; KcX et une constante C>0 tels que :
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sup |t(f)| < Crg (f) , Y feC(X) .
T€B

D&s lors, on a [t] ©c K pour tout t€B8 et [B] est un sous-ensemble fermé de K .

Le lemme 2 est établi dans [5] (cf. Lemme 2, p. 29k4).
Le lemme 3 résulte quant a4 lui de la premifre partie de la démonstration

du théoréme 1 dans [L].

2. Suivant [3] , C(X) est :

- infra-tonnelé si toute union dénombrable d'ensembles équicontinus, bornée dans
Cs (X) est équicontinue. L'espace C(X) est donc infra-tonnelé si et seulement si
tout tonneau qui est intersection dénombrable de voisinages de O , fermés et abso-

lument convexes, est un voisinage de O .

- o-tonnelé si tout ensemble dénombrable et borné dans Cs (X) est équicontinu.

THEOREME 1. - L'espace C(X) est tonnelé si et seulement si, pour tout fermé non

compact Fc X , il existe f€ c(X) non borné sur F .

C'est un des résultats fondamentaux de [4] et [5] (cf. théoréme 2).

THEOREME 2, - L'espace C(X) est infra-tonnelé si et seulement si, pour toute

union dénombrable de compacts dans X , dont 1l'adhérence n'est pas compacte dans X

bl

il existe. f€C(X) non borné sur cette union.

La condition est nécessaire. Soient Km(mé M) des compacts dont 1'adhé-

rence de l'union ne soit pas compacte dans X . Les ensembles
¥ = {-rx : x€ Km}

sont évidemment équicontinus et on a :
T

®
u Kk =[U ¥ 1.
m=1 m=1 m
*® g
De 13, par le lemme 1, U ﬂ(m n'est pas &quicontinu, donc n'est pas borné dans
m=1
(X) . D'ol la conclusion.

Q
w3

La condition est suffisante. Soient ﬁmC C*(X) (m€4) des ensembles équi-
continus, dont 1'union est bornée dans Cs (X) . Par le lemme 1, [Bm] est compact
=]
pour tout m . Par le lemme 2, [ U ﬁm] est tel que tout fe C(X) y soit borné,

m=1
donc est compact vu l'hypothése sur X . On conclut alors par le lemme 3.
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THEOREME 3. - L'espace C(X) est o-tonnelé si et seulement si, pour toute suite

TmE C¥(X) telle que [ U Tm] ne soit pas compact, il existe f€ C(X) non borné
m=1

sur [ G ] .
» m=1 mn

La condition est nécessaire. Soit T, une suite de C¥(X) telle que

®
[uU Tm] ne soit pas compact. Pour tout m , il existe un nombre complexe h #0
m=1

tel que
et (£)]< sup |f(x)] , ¥Fec(x) .
m m
x€lr ]
m
Vu que [cm Tm] = [Tm] pour tout m , on a

oo

[ U e =00 1.

m=1 m=1
De 13, si tout f€ C(X) est borné sur [ U Tm] , la suite ch Tm est bornée dans
" m=1
c¥ (X) car on a :
sup | ¢ 1 (£)]< sup [£(x)] <=, YfeC(x) .
m m .
m x€[§ ]
m
m=1

Mais alors, comme C(X) est o-tonnelé, la suite c est équicontinue et, par

m 'm

w®

le lemme 1, [ U c 7 ] est compact. D'ol une contradiction.
m=1

la suffisance de la condition s'établit comme dans le théoréme 2.

3. Considérons le renforcement " C(X) o-tonnelé entraine C(X) infra-ton-
neld". Il a lieu si, pour tout compact K , il existe T€ C¥(X) tel que [t] =X .
Ceci pose le probléme de savoir quels sont les compacts dans X qui sont
support d'une fonctionnelle linéaire continue dans C(X) .
Une réponse partielle est donnée par la considération des compacts sépa-

rables car si {xm : m€ B} est dense dans le compact K , la fonctionnelle

by -m
T= I 2 TX
m=1 m

est telle que [1] = K . Comme tout compact métrisable est séparable et que C(X)
est séparable par semi-norme si et seulement si tout compact Kc X est métrisable,
on voit que si C(X) est o-tonnelé et séparable par semi-norme, il est infra-ton-

nelé. En fait, ceci reldve d'une propriété générale.

23
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PROPOSITION 1.- Si un espace vectoriel topologique localement convexe est o-tonne-

18 et séparable par semi-norme, il est infra-tonnelé.

Désignons par E 1'espace considéré et munissons son dual E¥ de la to-
pologie o(E"A, E) .

Tout ensemble &quicontinu du dual a son adhérence compacte et la topologie
y est équivalente & une distance. Tout ensemble équicontinu est donc séparable. De
13, toute union dénombrable d'ensembles équicontinus est séparable. D'ol la conclu-

sion si 1l'espace est o-tonnelé.

" a lieu si

4, Le renforcement " C(X) infra-tonnelé entraine C(X) +tonnelé

tout fermé dans X est 1'adhérence d'une union dénombrable de compacts dans X .
C'est notamment le cas si tout fermé est séparable.

Cependant, en ce qui concerne le renforcement " C(X) o-tonnelé entraine

C(X) tonnelé", signalons le résultat suivant, établi dans [3].

PROPOSITION 2. - Si un espace vectoriel topologique localement convexe est o-ton-

nelé et séparable, il est tonnelé.

5. Voici enfin une démonstration trés simple d'un exemple assez général

d'espaces C(X) tonnelés; on peut aussi recourir aux u-espaces [1] pour 1'établir.

PROPOSITION 3. - S'il existe dans X une métrique plus faible, C(X) est tonneld.

Soit F un fermé dans X tel que tout f€C(X) soit borné sur F ;
établissons que F est compact.

Désignons par d la métrique plus faible.

Etablissons tout d'abord que si la suite xmeF converge pour d vers
onX , alors x = converge vers X dans X . Procédons par 1l'absurde : soit
me F une suite convergente pour 4 vers X €X et non-convergente dans X ;
quitte & considérer une sous-suite, on peut évidemment supposer qu'il existe un voi-
sinage V de X qui ne contient aucun des x, - 11 existe alors f'€ C(X) égal
& 1 dans X\V et & O dans un voisinage de X, . D&s lors, la fonction f dé-
finie dans X par
£ (x)atox )™ sio x€X\Mxy)

f(x) =

(o] sl x = X
[¢)

appartient & C(X) et n'est pas bornée sur F , d'ol une contradiction.

Cela étant, F est fermé pour d et d y est équivalent 3 la topologie
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induite par X .

Pour conclure, 1l suffit alors de remarquer que F est pseudo-compact

pour le distance d car toute fonction f continue pour d dans F admet un

~

prolongement f continu pour & & X , donc f appartient & C(X) et T est

borné sur F .
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