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ESPACES C ( X ) TONNELE, INFRA-TONNELE ET a-TONNELE

par

Jean SCMETS

1. Soit X un espace topologique complètement régulier et séparé et soit

C(x) I1espace des fonctions continues dans X , muni de la topologie "compact-ou-

vert", c'est-à-dire du système des semi-normes p [2] où K parcourt l'ensemble

des compacts de X , p^ étant défini par :

p_(f ) = sup | f ( x ) | , V f€ C ( X ) .
K xç K

Nous désignons par (^(x) [resp. (^(x)] le dual de C(x) {resp. le dual de C(x)

muni de la topologie oCC^X) , C(x ) ] } .

Nous notons T les éléments de C^Cx) » En particulier, pour tout x Ç X , la loi

T définie dans C(x) par :

ï^(f) = f(x) , V t ç C ( x ) ,

appartient à C^Cx) .

On sait que tout T Ç C ^ Ç X ) admet un support compact, que nous allons no-

ter [r] , tel que [c-r] = [r] pour tout nombre complexe c ^ 0 et pour lequel il

existe C>0 tel que :

| T ( f ) ] ^ C sup |f(x)| , V f ç c ( x ) .
XÇ [T]

De plus, si Fc:X est fermé et tel que i - ( f ) = 0 pour tout f ç c ( x ) nul sur F ,

on a [r] c- F .

Si (B est un sous-ensemble de C^Çx) , posons :

m « u [T] .
T Ç f ô

LÊ NE 1. - Si iBcC^Cx) est é qui continu, [fô] est compact dans X .

LEWE 2. - Sj_ fô est borné dans C51 (x) , tout fç C(x) est borné sur [R] .

LEMME 3. - Si 13 est 'borné dans C^ (X) et si [B] est compact dans X , |B est

équicontinu.

Pour le premier lemme, on note que si fô est équicontinu, il existe un

compact Kc: X et une constante C>0 tels que :
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sup |T ( f ) | ^ ÇA, (f) , V fç C(X) .
Tçe lv

Des lors, on a [r] c~ K pour tout TÇ 10 et [(R] est un sous-ensemble fermé de K •

Le lemme 2 est établi dans [5] (cf. Lemme 2, p. 29U).

Le lemme 3 résulte quant à lui de la première partie de la démonstration

du théorème 1 dans [4].

2. Suivant [3] , C ( x ) est :

- infra-tonne lé si toute union dénombrable d'ensembles équicontinus, bornée dans
C^ (X) est équi continue. LTespace C ( X ) est donc infra-tonnelé si et seulement si

tout tonneau qui est intersection dénombrable de voisinages de 0 , fermés et abso-
lument convexes, est un voisinage de 0 .

- a-tonnelé si tout ensemble dénombrable et borné dans C^ (x) est équicontinu.

THEOREME 1. - L'espace C(x) est tonnelé si et seulement si, pour tout fermé non

compact Fc: X , il existe fç C(x) non borné sur F .

C'est un des résultats fondamentaux de [U] et [5] (cf. théorème 2).

THEOREME 2. - L'espace C(x) est infra-tonnelé si et seulement si, pour toute

union dénombrable de compacts dans X , dont l'adhérence n'est pas compacte dans X^
il existe f ç c ( x ) non borné sur cette union.

La condition est nécessaire. Soient K (mç l) des compacts dont l'adhé-m
rence de l'union ne soit pas compacte dans X • Les ensembles

^n^x^^
sont évidemment équicontinus et on a :

00 00

U K = [ U ^ ] .- m - mm=l m=l

De là, par le lemme 1, U ^ n'est pas équicontinu, donc n'est pas borné dans
m=l

C^ (x) • D'où la conclusion.

La condition est suffisante. Soient fô c- (^(x) ( m ê l ) des ensembles équi-

continus, dont l'union est bornée dans C^ (x) . Par le lemme 1, [B ] est compact
00

pour tout m . Par le lemme 2, [ U IB ] est tel que tout fç C(x ) y soit borné,
m=l

donc est compact vu l'hypothèse sur X . On conclut alors par le lemme 3•
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THEORîME 3. - L'espace C ( x ) est o-tonnelé si et seulement si, pour toute suite

T ç. C^ ( X ) telle que [ U T 1 ne soit pas compact, il existe f ç. C ( X ) non "borné
m oo m=l m

sur [ U rj .
> m=l

La condition est nécessaire. Soit T une suite de C^X) telle que
oo m

[ U T ] ne soit pas compact. Pour tout m , il existe un nombre complexe c ^ 0
_ m " m

m=l

tel que :

[ C T ( f ) [ < SU? | t(x)| , V f Ç C ( X ) .m m i- -i^v1
Vu que [c T ] = E T ] pour tout m , on a

m m m

[ U C T ] = [ U T ] .m m _ m
m=l m=l

De là, si tout fç C(x ) est borné sur [ U T ] , la suite c T est bornée dans
» / ^ m=l

C" (X) car on a :

SU? | C T ( f) |< SU? | f (x) | < - , V f Ç C ( X ) .
m m f r P° im x6 [ 0 T J_ m

m=l

Mais alors, comme C(x) est o-tonnelé, la suite c T est équicontinue et, par
00

le lemme 1, [ U c T ] est compact. D'où une contradiction.m m
m=l

La suffisance de la condition s'établit comme dans le théorème 2.

3. Considérons le renforcement C(x) o-tonnelé entraîne C(x) infra-ton-

nelé". Il a lieu si, pour tout compact K , il existe - rÇC^X) tel que [-r] = K .

Ceci pose le problème de savoir quels sont les compacts dans X qui sont

support d'une fonctionnelle linéaire continue dans C(x) .

Une réponse partielle est donnée par la considération des compacts sépa-

rables car si {x : mç S) est dense dans le compact K , la fonctionnelle
m

est telle que [r] = K . Comme tout compact métrisable est séparable et que C(x)

est séparable par semi-norme si et seulement si tout compact KŒ X est métrisable,

on voit que si C(x) est o-tonnelé et séparable par semi-norme, il est infra-ton-

nelé. En fait, ceci relève d'une propriété générale.
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PROPOSITION 1.- Si un espace vectoriel topologique localement convexe est a-tonne-

lé et séparable par semi-norme, il est infra-tonnelé.

Désignons par E l'espace considéré et munissons son dual E^ de la to-

pologie aCE^ , E) .

Tout ensemble équicontinu du dual a son adhérence compacte et la topologie

y est équivalente à une distance. Tout ensemble équicontinu est donc séparable. De

là, toute union dénombrable d'ensembles équicontinus est séparable. D'où la conclu-

sion si 1 espace est a-tonnelé.

4. Le renforcement " C ( x ) infra-tonnelé entraîne C(x) tonnelé" a lieu si

tout fermé dans ÎC est l'adhérence d'une union dénombrable de compacts dans X •

C'est notamment le cas si tout fermé est séparable.

Cependant, en ce qui concerne le renforcement " C(x) a-tonnelé entraîne

C(x) tonnelé", signalons le résultat suivant, établi dans [3]»

PROPOSITION 2. - Si un espace vectoriel topologique localement convexe est a-ton-

nelé et séparable, il est tonnelé.

5» Voici enfin une démonstration très simple d'un exemple assez général

d'espaces C(x) tonnelés; on peut aussi recourir aux p-espaces [1] pour l'établir.

PROPOSITION 3. - S'il existe dans X une métrique plus faible, C(x) est tonnelé.

Soit F un fermé dans X tel que tout f € C ( x ) soit borné sur F ;

établissons que F est compact.

Désignons par d la métrique plus faible.

Etablissons tout d'abord que si la suite x ÇF converge pour d vers

x C X , alors x converge vers x dans X . Procédons par l'absurde : soit

x € F une suite convergente pour d vers x êX et non-convergente dans X ;

quitte à considérer une sous-suite, on peut évidemment supposer qu'il existe un voi-

sinage V de x qui ne contient aucun des x . Il existe alors f'ç C(x) égal

à 1 dans X \ V et à 0 dans un voisinage de x . Dès lors, la fonction f dé-

finie dans X par :

f f '(x)[d(x,x )]""1 si x € X \ { x }
f(x) = j ° °

f'(x)[d(x,x^)]""1 si x € X \ { x ^ }

0 si x = xo

appartient à C(x) et n'est pas bornée sur F , d'où une contradiction.

Cela étant, F est fermé pour d et d y est équivalent à la topologie
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induite par X .

Pour conclure, il suffit alors de remarquer que F est pseudo-compact

pour la distance d car toute fonction f continue pour d dans F admet un

prolongement f continu pour d à X , donc ? appartient à C(x) et ? est
"borné sur F .
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