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SUR LA VARIATION DE LA DISTRIBUTION DE L'ÉLECTRICITÉ
SUR UN CONDUCTEUR DONT LA SURFACE SE DÉFORME ;

PAR M. PAUL LÉVY.

1. On sait les services que peut rendre, pour l'étude de cer-
taines fonctions de lignes ou de surfaces, la détermination de
leurs dérivées fonctionnelles. Cette méthode a été introduite dans.
la Physique mathématique par M. Hadamard, qui a déterminé les.
dérivées fonctionnelles des fonctions de Green, et en a déduit dès-
inégalités fort importantes pour l'étude de ces fonctions.

L'objet du Chapitre 1 du présent Mémoire est d'appliquer la
même méthode à l'étude de la distribution de l'électricité à la
surface d'un conducteur. Dans le Chapitre H nous étudierons le
problème correspondant de géométrie plane, et dans le Chapitre lïï
nous étudierons au point de vue de leur intégrabilité les équations
aux dérivées fonctionnelles formées dans le Chapitre II.

CHAPITRE I.

ÉTUDE DU PROBLEME DANS L'ESPACE.

2. Bien que la solution du problème de la distribution de l'élec-
tricité, lorsqa'on connaît la fonction de Green, soit bien connue^
nous allons reprendre la question de manière à obtenir les for-
mules fondamentales sous la forme la plus commode pour la suitc-

Nous considérerons le cas de deux conducteurs en présence^
limités par des surfaces S et S7. On rajouterait aucune circon-
stance essentiellement nouvelle en augmentant le nombre des
conducteurs.

Nous désignerons par g^ la fonction de Green relative au pro-
blème extérieur de Dirichlet, c'est-à-dire au problème de déter-
miner une fonction harmonique /(A) du point A, connaissant ses-
valeurs sur les surfaces S et S', et sachant qu'elle est régulière à
l'extérieur de ces surfaces et s'annule à l'infini. Ce problème est



résolu par la formule

< 1 ) W=4Ï/^/(M)rfs'

l'intégrale étant prise sur l'ensemble des surfaces S et S', M dési-
gnant le point de ces surfaces correspondant à l'élément rfS, et le
sens positif sur la normale à chacune de ces surfaces étant dirigé
vers l'extérieur,

Lorsque les surfaces S et S' se déforment, le déplacement de
chaque point M, compté normalement à ces surfaces, étant désigné
par 8^, et les points A et B étant des points fixes extérieurs à ces
surfaces, la variation de g'.è est donnée par la formule connue

'^-hf^'S^
l'intégrale étant étendue à l'ensemble des surfaces S et S^, ou
bien seulement, ce qui revient au même, aux portions de ces sur-
faces qui se déforment effectivement.

3. Ceci posé, soit à résoudre le problème de la distribution de
l'électricité sur les surfaces S et S'.

Supposons en premier lieu que le potentiel soit égal à i sur la
surface S et à zéro sur la surface S'. La formule (i) nous montre
qu'en un point quelconque A extérieur à ces deux surfaces, il a la
valeur

i /' dg^.
<3) ^-^j^^-

En appelant x une des coordonnées du point A, on obtient par
dérivation de l'expression précédente la composante X de la force
électrique dans le sens de l'axe des .y,

/M Y ^UA T r à (dsrîl} ̂
<4) x——-^=-^j^(-.lr^)ds'

La fonction g^ et par suite sa dérivée par rapport à a*, étant
une fonction harmonique de B, on ne change pas la valeur de
l'intégrale en remplaçant la surface S par une surface S entourant S
et extérieure à S'. Cela est vrai, même si l'on ne peut pas amener S
sur S par une déformation continue sans qu'à un certain moment



— 37 —

la surface considérée contienne le point A. En effet, ̂  est la

somme de - et d'une fonction régulière, sauf lorsque A et B sont

voisins d'un même point des surfaces S ou S'. Il en résulte que
l'intégrale analogue à l'intégrale (3), mais prise sur la surface S,
est discontinue, quand A traverse la surface S, à la manière d'un
potentiel de double couche de densité constante, et par suite que
toutes ses dérivées sont continues. Donc le fait que, pendant la
déformation de S, le point A vienne à traverser cette surface,
n'empêche pas que l'intégrale analogue à l'expression (4), mais
prise sur S, reste constante.

Cette remarque permet d'appliquer la formule (4 )? non seule-
ment pour avoir la force électrique en un point de S7, mais même,
à condition de remplacer S par S, en un point de S, et devoir en
particulier, par un choix convenable de la direction de l'axe des a",
la force électrique normale à la surface, il s'agit, bien entendu,
non de la force à laquelle sont soumises les masses électriques
situées sur cette surface, mais de la force à laquelle serait soumise
une masse électrique extérieure au moment où elle atteindrait un
point P de cette surface. On sait d'autre part que cette force a la
valeur ^Tzvp^ Op désignant la densité électrique en P. On a donc,
que P soit sur S ou sur S',

i r ^s]î
<5 ) ^^-Të^J^dndn,^

— et -,— désignant respectivement les dérivées normales à S en M

et à S ou S'en P (1) . Si P est sur S', on peut prendre pour S la
surfa'ce S. Si P est sur S, il faut que S entoure P.

Par une nouvelle intégration, on eh déduit les quantités totales
d'électricité 1 et J situées respectivement sur S et sur S'. On a
ainsi

r r d^s^
(6) l——^ \ TT^^^' ' ib^ J^ Jv an dnp

( !) Nous désignerons de même par .— ou —, des dérivées normales en des

points appelés M i ou M'; et nous écrirons dans la suite (T sans indice au lieu
de OM; cela simplifiera les formules, la lettre M étant celle qui y reviendrait le
plus souvent.
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ou, par une nouvelle application des mêmes remarques,

, , , . r cdî^ ̂  ̂
<^ ^--^jj^dndn^^

S et Si désignant deux surfaces entourant S, extérieures à S', sans
point commun entre elles, décrites respectivement par les points
M et M! . De même on a

F F d'1 <yM

<8) J==~—— / / ^—L^^,
v ' l()7t2 Js^S' clnan

ï' étant une surface entourant S' et extérieure à S, décrite par le
point M'. Dans cette formule, on peut remplacer S par S et
S' par S'.

A. Le potentiel VA-) défini par les valeurs i sur S et zéro sur S'
<ît à Pinfini, est partout, à Pextérieur de S et S', compris entre o
«t i.

11 en résulte que, pour un point partant de la surface S, il com-
mence par décroître. Donc la force électrique normale est positive
«n chaque point de cette surface, et par suite la densité o-p et la
charge électrique totale 1 sont positives.

On voit de même qu^en chaque point de la surface S' la den-
sité o-p est négative, et que la charge électrique totale J située sur
cette surface est négative. Cela résulte aussi des formules (5)
«t (8), en prenant S et S' comme surfaces d9 intégration.

Pour un point s^éloignant à Finfini, le potentiel est positif et
tend vers zéro; il doit donc en moyenne décroître, ce qui conduit
à penser que le flux de force sortant d^une sphère de rayon très
:grand est positif. On peut Rétablir rigoureusement. Ce flux a la
valeur

^(i^j)=_Rîy^^

Fintégrale étant prise à la surface de la sphère considérée, et du
désignant Pangle solide sous lequel chaque élément de cette sur-
face est vu du centre de la sphère. Considérant une série de
sphères concentriques, entourant toutes S et S', et dont les rayons
varient de R< à Ra; multiplions les deux membres de Pégalité
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précédente par •^ et intégrons de R< à Ra. Il vient

^rfU^^^(i-^—f^f^S^-f^1--^^
Ui et Ua désignant les valeurs du potentiel sur les deux sphères
considérées en des points situés sur un même rayon.

R.) restant fixe, faisons croître indéfiniment Rs. Ua tend unifor-
mément vers zéro, et Pon a à la limite

^• /̂u ,̂

ce qui montre bien que 1 4- J est positif. En d^autres termes, J est
en valeur absolue inférieur à I.

S. On étudie de même le cas où le potentiel est égal à zéro sur S
et à i sur S'. Il suffit, dans les résultats précédents, de permuter
le rôle des surfaces S et S'. On trouve ainsi que la densité élec-
trique a la valeur

(9) ^-T^X^â^''

2^ étant une surface entourant S', qui peut se confondre avec S'
dans te cas où P est sur S. Cette densité est positive sur S' et
négative sur S.

La charge électrique totale sur S a la valeur J obtenue dans le
cas précédent pour la charge sur S', tandis que la charge sur S' a
la valeur

(10) r ^di^^— — f f^J.J^'iBic2 JyJ^' dn dnp

M et P décrivant respectivement les surfaces Ï et S'; la surface S'
peut être remplacée dans cette intégrale par une surface 2^ com-
prise entre S' et S\

L'intégrale I' est, comme I, positive et supérieure à J en valeur
absolue^

6. Si enfin on suppose le potentiel égal à U sur la surface S et
à U' sur la surface S' (U et U' étant des constantes), on déduit de
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la forme linéaire de tontes les opérations qui permettent de passer
du potentiel à la distribution de Pélectricité par la méthode
du n° 3, que les charges électriques Q et Q' des surfaces S et S'
ont les valeurs

)Q=I^JL-,
( Q'==ju-+-rir.

Le déterminant
A = I i ' — J t

do ces équations est positif, puisque 1 et F sont positifs et supé-
rieurs à J en valeur absolue. On peut donc les résoudre par rap-
port à U et U7,

( u = ^ -1<^
Q'
ÏT'

(12)

^-^-^Q^
en posant

J i=-

r

I -

À

P

A

A
T

— r Jî

-J "'-J-y,

^r-'L*.
J

II en résulte que la méthode employée au n° 3 permet de con-
naître la distribution de Félectricité, non seulement lorsqu^on se
donne U et U7, mais aussi lorsqu^on se donne Q et Q'; il suffit,
dans ce cas, de commencer par en déduire U et U' par les for-
mules (i3).

Dans le cas d'un conducteur isolé, on appelle capacité le rap-
port de la charge électrique au potentiel. Dans le cas qui nous
occupe, on voit que la notion de capacité a besoin d^être précisée,
ce rapport n^étant pas constant; il y a lieu de mettre en évidence
soit les coefficients I, J, I' des relations (n), soit les coefficients
1^, .T|, \\ des relations (12). Nous considérerons surtout les pre-
miers, qui sont plus simples, et appellerons les coefficients J et 1'
capacité des surfaces S et S', etJ coefficient d9 influence mutuelle
de ces deux surfaces.
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Variation des intégrales I, \' et J.

7. En raison du rôle symétrique joué dans ce qui précède par
les surfaces S et S^il suffit de considérer le cas d^une déformation
de la surface S .^ Comme nous Pavons indiqué à propos de la for-
mule (2), nous supposerons cette déformation définie en chaque
point par la donnée du déplacement normal S/i.

Considérons d^abord Pintégrale I, que nous prendrons sous la
forme (7), les surfaces S et S< étant supposées fixes pendant que
la surface S se déforme. La variation de 1 ne provient alors que de
ce que la fonction de Green varie, sa variation étant donnée par la
formule (2) ; en appliquant cette formule, la lettre M figurant déjà
dans la formule (7), nous appellerons P au lieu de M le point qui
décrit la surface S. Il vient ainsi

S l = _ _ f r fdî.e1Ldl8^SwdSdïd^
(>4 '" J-s, Js »/s "" a/l'' ^"i ̂ /lp

i r r r ^fï ~\ r r rft^ i=(^^ [ATOP^J IX.^^8^-
ou, en tenant compte de la formule (5) et écrivant de nouveau M
au lieu de P,

04) SI =47r fvï^ndS.
^s

On obtient de même les variations de J et de F :

(15) SJ = 4-ir f <j<j' ^n â?S,
•̂ s

(16) S r = = 4 T C r<j'2 ^ndS.
^s

Les mêmes formules s^appliquent lorsque les surfaces S et S'se
déforment toutes les deux, les intégrales qui y figurent devant
seulement être étendues à Pensemble des deux surfaces.

Inégalités résultant des formules précédentes.

8. Considérons une déformation des surfaces S et S^ pour
laquelle Sn ne soit nulle part négatif, c^est-à-dire pour laquelle
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chacune des surfaces déformées entoure la surface primitive cor-
respondante. Il résulte des formules (i4), (i5) et ( '6)î et des
remarques des n05 4 et S sur les signes des quantités <r, 7' et J, que

(17) o l>o , ôr>o, 8 J < o , S|J| ,: o.

Donc les capacités électriques des surfaces S et S' et leur
coefficient d7 influence mutuelle augmentent en valeur absolue
si Vune ou Vautre de ces surfaces se déforme de manière que
la surface déformée entoure ta surface primitive.

11 résulte en outre, des formules du n° 7 et des inégalités de
Schwarz, que

(18) ô I Ô I ' — 8 J 2 > o .

La variation de A s'écrit
o A = I$r-i-r8I—-2JôJ.

Le produit JAJ est inférieur à la moyenne géométrique des deux
premiers termes [en raison de l'inégalité (18) et du fait que J soit
inférieur en valeur absolue à 1 et F]; il l'est donc a fortiori à
leur moyenne arithmétique, et ces deux termes déterminent le
signe de SA, qui est donc positif :
(19) 8A>o.

Des formules (i3) résulte que

r ^ i—^r j s j -h J^ r
Ô I l = P

i2ôr_^i j s j4_j2§i
8K=

Les numérateurs de ces expressions sont des polynômes du
second degré en J à racines imaginaires, d'après l'inégalité (18),
et coefficients extrêmes positifs. On a donc

(20) 8l i>o, §J,>o.

Variation de <r et <r'.

9. Calculons d^abord la variation de la densité

=___ C ̂  ^A iWj^dn^d^
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(le point P décrivant la surface S) en un point À de la surface S',
pendant une déformation n^altérant que la surface S. Tenant
compte de la formule (2), il vient

(2^ ^-^JJ^^^^

-—r^r^-^^icws~~ 64^ Jg dn dnA [J^ dn dnp J on "'

ou, en tenant compte de la formule (5),

(22) ^=—_ Ç dî^ gg^s.
^Js dndn^

Ce calcul supplique encore, et par suite la formule finale reste
exacte, pour un point A d^une quelconque des surfaces S et S' et
pour une déformation de ces surfaces n^ altérant pas la région
voisine de P, Fintégration devant seulement être étendue à
Pensemble des surfaces S et S'.

10. Si cette condition n'est pas remplie, le calcul devient plus
compliqué. Supposons d^abord que A soit sur S et que cette sur-
face se déforme seule.

i° II faut tenir compte de ce que A varie quand la surface S se
déforme; nous définirons parfaitement le déplacement de ce point
en le supposant normal à la surface ; il a alors la valeur ïn^ (valeur
de 8n quand M vient en A).

Il en résulte dans la variation de o\ le terme

i . r dî^ ..
~ T^^J^dn'idnp

Or, du fait que ^p soit une fonction de A harmonique et
drif»

s'annulant sur la surface S, résulte que, K^ désignant la courbure
moyenne de la surface en A,

d3^ - Kx ̂———-—— — *^A ————-——•
dnj^dnf dn\dn^
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Le terme considéré s'écrit donc

(23) - — — — — K A Ô T I A F——^^^^KAŒA^A.
lOTT-2 ^/v» O/IA CT/IP

2° II faut tenir compte de ce que la direction de la normale à la

surface en A, qui intervient dans le symbole —,—» varie. La1 J dn^
dg\

fonction ——• s'annulant quand A vient sur la surface S, on voit

aisément que celte circonstance, qui paraît devoir intervenir, est
en réalité sans influence sur la variation de <TA.

d^g^
3° La variation de forme de la fonction -,—-.— ( indépendam-

ment de la variation des arguments de celte fonction) n'est donnée
par la formule (2) dérivée que pour un point A extérieur aux sur-
faces S et S', ou pour un point de ces surfaces dans le voisinage
duquel 5/î soit nul. Si A est sur la surface S et que S/i n'y soit
pas nul, la fonction intégrée dans la formule (28) est infiniment
grande du troisième ordre quand M vient en A (la distance AM
étant prise comme infiniment petit du premier ordre); l'intégrale
considérée est donc dépourvue de sens.

Pour avoir la variation cherchée, il faut remplacer A par un
point B de la normale en A extérieur à la surface, former la varia-

tion de e p « puis faire tendre B vers A ( J l). Tenant compte du
dn^dny

terme calculé ci-dessus [formule (28)], il vient

r d^ ̂
11 m / ~s—-^-v^ndS 4-KA^A^A.->\J^ dndn^W) 4^ K—^\J^

^dili t h Pp^mrpsKsirm / o o ' ^ Inrsrrnp ^iCette expression se réduit à l'expression (22) lorsque Sn s'annule
en A ainsi que ses dérivées premières; dans ce cas en effet les
fonctions intégrées dans les différentes formules écrites ne sont
plus que des infiniment grands du premier ordre, et cela n'em-
pêche pas les intégrales de surfaces considérées d'être absolument

( ') Nous écrivons dn^ et non dn» pour indiquer que la direction considérée,
bien qu'il s'agisse d'une fonction du point B, est celle de la normale à la sur-
face en A.
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et uniformément convergentes, de sorte qu'il n'y a aucune diffi-
culté sur la légimité des calculs.

Dans le cas général, nous pourrons trouver une expression plus
commode de 5o\. Remplaçons d'abord vSn par

^A^A -+- (<rS/i — (TA^/IA).

L'intégrale obteniie en considérant le premier terme se calcule
sans difficulté. En nous reportant à la formule (4)? dans laquelle
nous pouvons supposer l'axe des x parallèle à la normale à la sur-
face S en A, nous voyons que le coefficient de TA^A i^est autre
qae la valeur de X en B. Quand B tend vers A il tend vers ^TA-
Donc

i r rf2^M
(25) 8(TA==—T- l îm y——— B C(T8^——(TA§/ l^ ) r fS+4TC(T28 / lA -+ -KA<TA5/^A•

4TCB—^AJs dn <Ï/IA s

Introduisons maintenant la notion de valeur principale d^une
intégrale. Divisons la surface S en deux régions, S< et Sa? cette
dernière voisine de A et se projetant sur le plan tangent en A à
l'intérieur d'un cercle de centre A et de rayon R, la première
comprenant le reste de la surface. Si la fonction intégrée devient
infinie en A, nous appellerons « valeur principale d'une intégrale
prise sur la surface S » la limite, si elle existe, de l'intégrale prise
sur la région Si lorsque R tend vers zéro.

Il est facile d'établir que

<26) J^^^'1-^)^
tend vers zéro avec R, et cela uniformément quel que soit le
point B voisin de A sur la normale à la surface. Cela résalte de
ce que la fonction intégrée, étant on infiniment grand d'ordre 2 aa
plus, prend en deux points dont les projections sur le plan tangent
en A sont symétriques par rapport à A des valeurs égales et de
signes contraires à un infiniment grand près d'ordre i. La somme
de deux éléments correspondants de l'intégrale a donc une limite
supérieure de la forme

jâ^^m^5'
y et z étant des coordonnées rectangulaires dans le plan tangent
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en A, et C unç constante positive. Cela conduit, pour Pinté-
grale (26), à la limite supérieure TcCR, valable quel que soit le
point B sur la normalç en A.

En nous donnant une quantité très petite e-, choisissons R de
manière que

.CR$|.

Les régions Si et S^ «tant ainsi bien déterminées, il est évident
que pour B assez près de A, la différen'ce

r d2^1 r d1 s^^^^-^^^-s,^^-^^^
est inférieure en valeur absolue à r-- On a alors

a

I r d1^1 r dîs^
1 - .— B (^n -ŒA5^A)û?S-~ / - .———(c^5 /^ - î^A^A^S ^| J^ an dn\ J^ dn dn^

et, par suite,

C d2^1 /l ^^
lim ( -3—^"- ( ïo / i—<s \^r iA)dS— j -,—-j^- (<r5/i—v^8n\)dS ^z.Î B / ^ ^ \ - î c « 1 0 A- ,— ( von—7 \anA)dS— i -.—,—

| B-^A Js an dnAv J^ dn dn^B->.Ajc dndnA Js dndn^

Cette différence, qui ne dépend plus de B, tend donc vers zéro
avec R. Il en résulte que la formule (a5) peut s^écrire

^ r d2^1

(17) ÛTA=—,-^Va l•P^• f ji j (<TO/l—<TAÔ/^A)^S+4TC(TAO / lA-+-KAÎA^^A.

Bien entendu, si la surface S' se déforme en même temps que S,
il faut ajouter à l'expression précédente le terme

/- ^2^M

(27') -— / -———v^ndS.v / ^J^dndnf,

H. On traiterait de même le cas ou le point A est sur la sur-
face S'. En supposant d^abord que la surface S' se déforme seule,
il vient

(9.8) STA ==—-'- val. pr. / ——ê±- (^—crA^A)^/ A 4^ Jydndn^

+ 4 TC TA <TA ô/lA -t- KA (TA 8n ̂
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Si la surface S se déforme en même temps que S', il faut ajouter
à Impression précédente le terme

i C ^ë^W .-— \ ——A- ^ndS.
47rJ^ dndn^

La variation de o^ se déduit des formules précédentes en per-
mutant le rôle des surfaces S et S'.

Il est aisé de déduire de ces formules une nouvelle démonstra-
tion des formules du n° 7. Pour Pinlégrale I, par exemple, on a

d^où

1 = F^SA,
»/s

f ^ f(^dSA^-^-dSA)= r^ŒA——KAffASTÎA^SA.81^ (-ôo-AûfôA-^A^SA;
^s ^s^s ^s

Nous laissons au l'ecteur le soin de vérifier qu^en rempiaçant
SO-A par sa valeur déduite des formules (27 et (2^'), on retrouve
bien la formule {14)-

Inégalités résultant de la formule (22).

12. La formule (22), qui donne la variation de o-^ lorsque S//
s'annule au point A et dans son voisinage, peut être appliquée
dans quatre ça» distincts :

i° La déformation portant sur une partie de la surface S et A
étant sur le reste de la surface ;

2° La déformation portant sur tout ou partie de la surface S
et A étant sur la surface S^;

3° La déformation portant sur tout ou partie de la surface S' et A
étant sur la surface S;

4° La déformation portant sur une partie de la surface S' et A
étant sur le reste de la surface.

En supposant comme au n° 8 que Sn ne soit jamais négatif, il
résulte immédiatement de la formule (22) et des résultats du n° 4
sur le signe de la densité <r, que Pon a :

Pour le premier cas :
Ô<ÏA < 0, ô 1 <TA 1 < 0 ;
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pour le deuxième cas :

<^A < o, 5 | (TA | > o ;

pour le troisième cas :
S<TA > o, o | ŒA | > o ;

pour le quatrième cas :

8(TA > 0, 0 |7A | <0.

On aurait de même des inégalités analogues pour la densité y\
On peut résumer ces inégalités en disant que toute déformation

portant sur une des deux surfaces et la remplaçant par une surface
déformée qui ne soit nulle part intérieure à la surface primitive,
et pendant laquelle les quantités d^électricité réparties sur les sur-
faces sont modifiées de manière à laisser le potentiel constant sur
une des surfaces et constamment nul sur Fautre, la densité élec-
trique augmente partout en valeur absolue sur celle des surfaces
qui ne se déforme pas et diminue partout en valeur absolue sur les
parties de la surface déformée qui ne sont pas atteintes par la
déformation.

La dernière partie de cet énoncé supplique en particulier au cas
d^une surface unique.

Dans ce cas, pour la déformation considérée pour laquelle 8/1
est nul en certains points et positif en d^autres, mais n^est nulle
part négatif, mais en nous plaçant maintenant dans l'hypothèse
que la charge électrique soit égale à Funité et non plus le potentiel,
il est intuitif, en raison de la propriété de Pélectricité de se porter
vers les parties saillantes des conducteurs, que Pélectricité se
porte vers les parties delà surface qui se déforment, et qu^en con-
séquence sa densité diminue sur le reste de la surface.

Cela revient à dire que sur ces parties
^ < o,

en appelant (JL la densité électrique dans celte nouvelle hypothèse.
Non seulement cette inégalité résulte d'une manière rigoureuse

de ce qui précède, mais nous en déduisons même une inégalité
d'où elle résultera a fortiori.

En effet, on a évidemment
<j == ly.



(^t, par suite,

— 49 —

•> '\ r "i, >s »
orjt. ol &T o l

-^=^- -^>^>0 ,

puisque Ss-, dans le cas considère, est négatif, et que SI est positif.

CHAPITRE II.
ÉTUDE DU PROBLÈME DANS LK PLAN.

Formules générales concernant la distribution sur une courbe
fermée d'une simple couche donnant lieu à un potentiel
constant à l'intérieur.

13. On sait l'analogie presque absolue qui existe entre les
théories relatives au problème de Dirichlet intérieur dans le cas
de l'espace et dans le cas du plan, à condition de remplacer,

qunnd on passe de l'espace au plan, le potentiel newtonien -

pur le potentiel logarithmique log--

Pour le problème de Dirichlet extérieur, Panalogie est grande
également, mais il y a une différence essentielle qu'il faut com-
mencer par rappeler : dans l'espace, pour définir une fonction har-
monique régulière à Pextérieur d'une surface S et à l ' infini, il faut
se donner ses valeurs sur la surface S et sa valeur à Pinfini; dans
le plan, au contraire, pour définir une fonction harmonique régu-
lière à l'extérieur d'une courbe fermée C et à l'infini, il suffît de
se donner ses valeurs sur la courbe G; elle est alors définie par la
formule

(.9) /(A)=^^/(M)rf,,

g^ désignant la fonction de Green relative au problème considéré,

et a à l'infini une valeur bien déterminée, la fonction —,— ayant

aussi une limite bien déterminée quand, le point M restant fixe
sur la courbe G, A s'éloigne à l'infini.

La raison de cette différence se comprend aisément quand
on observe qu'à Paide d'une transformation par inversion on

XLVI. 4



- 50 —

peut passer de la solution du problème intérieur à celle du pro-
blème extérieur. D'une manière générale, dans l'espace à p di-
mensions, une fonction harmonique donne, après inversion, une

fonction dont le produit par —^ est harmonique (r désignant la

distance au centre d'inversion 0), c'est-à-dire que, A et A' étant
les deux points qui se correspondent, et si l'on pose

/(A')==<p(A),

les fonctions y'(A/) et .. ^_g y (A) sont en même temps harmo-
niques.

A l'ensemble des fonctions y (A') harmoniques et régulières à
l'intérieur d'une courbe C', dans le cas du plan, correspond donc
l'ensemble des fonctions î9(A) harmoniques et régulières à l'exté-
rieur de la courbe inverse G et à l'infini. Au contraire, dans
l'espace, à l'ensemble des fonctions /(A') harmoniques et régu-
lières à l'intérieur d'une surface S', correspond .l'ensemble des

fonctions — . ( p ( A ) , harmoniques et régulières à l'extérieur de la

surface inverse S et s^ annulant à l 9 in fini comme un potentiel.
Cette différence explique bien la circonstance signalée plus haut.

Rappelons encore que la formule (29), dans le cas ou la fonc-
tion y se réduit à une constante, donne la relation

oc) ,=-i r^ds,
'^«/c ^n

qu'on peut appliquer en particulier lorsque le point A osl h
l ' infini. Dans l'espace, l'intégrale correspondante ne serait pas
constante, mais s'annulerait à l'infini.

14. Si nous abordons l'étude des fonctions représentables à
l'extérieur par un potentiel de simple couche, nous trouvons (à
l'inverse de ce qui a lieu dans l'espace) que l'ensemble de ces
fonctions ne coïncide pas avec celui des fonctions représentables
par l'intégrale (^9).

En effet, une fonction devenant infinie à l'infini peut être
reprcscntable par un potentiel de simple couche, à condition que
la différence entre cette fonction et Clog- (C désignant une
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constante convenable et r la distance à un point fixe), non seu-
lement reste finie, mais même s'annule à l'infini.

II en résulte que le potentiel résultant d'une couche qui donne
à l'intérieur un potentiel constant ne peut être défini à l'extérieur
par la formule (29) et que la méthode du n" 3 ne supplique
pas ici.

Nous désignerons par <r la densité d'une pareille couche si le
potentiel constant à Pintérieur est égal à Punité, et nous la dési-
gnerons par JJL si c'est la masse totale qui est égale à Punité. Il est
évident que, comme nous Pavons déjà écrit au n° 12 pour le pro-
blème de Pespace,

(3r) < r = I ^ ,

1 désignant toujours la capacité (rapport de la masse au potentiel,
rapport bien défini dans le cas, que nous considérerons surtout,
d'une courbe fermée unique).

Considérons deux courbes homothétiqiies G et C7, et soit À le
rapport d'iiomothétie de la première à la seconde. Les valeurs
de UL ds pour des éléments correspondants de ces courbes sont les
mêmes, et il en résulte aisément qu'il y a entre les potentiels à
Pintérieur la relation

v - v ' = t l -T ='<•

Si donc on considère une famille de courbes homothétiques
croissantes, la capacité, d'abord très petite, augmente et devient
infinie pour une des courbes, puis prend des valeurs négatives,
d'abord très grandes en valeur absolue, puis décroissant en valeur
absolue pour tendre vers zéro quand k devient très grand.

Pour la courbe à capacité infinie (par exemple pour la circon-
férence de rayon i), il existe une couche de densité non nulle
donnant à l'intérieur un potentiel nul, et il n'existe aucune
couche donnant à l'intérieur un potentiel constant non nul. Pour
cette courbe, d'une manière générale, le problème de déterminer
une couche donnant à l'intérieur un potentiel égal à une fonction
harmonique donnée est soumis à une condition de possibilité, et si
celte condition est remplie la solution est indéterminée.

15. Montrons maintenant comment les quantités y,, 7, 1 se
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rattacheni à la fonction de Green par des formules plus simples
que dans le cas de l'espace.

Nous appellerons r la distance AB et p la distance MB, M étant
un point de la courbe G.

Considérons la fonction

W -L Ç^^^-ds,' •27cJ^ dn ^ p *

qui, diaprés la formule (ai)), est une fonction harmonique du
point A, régulière a l'extérieur de G et à l'infini, prenant sur G la

valeur log • Pour distinguer nettement les cas où B est soit à

l'extérieur, soit à l'intérieur de la courbe G, nous rappellerons h^
dans le premier cas et H^ dans le second, le point A sera toujours
extérieur à G ou à la limite sur cette courbe.

On a, par définition même de la fonction de Green,

^iî"10^-^;

les propriétés de cette fonction sont bien connues.
Posons de même

(33) GÎ=io^-Hè.

La di (lé renée
Gi-GÎ,

B et B7 étant deux points intérieurs à G, est une fonction de A,
harmonique, régulière à l'extérieur de G et à rinfini, et nulle
sur G. Elle est donc nulle, et nous pouvons écrire

(34) G î=G^=GfA) ,

et par suite, en tenant compte de la formule (33),

H^.- H^==log^ - -K K & ,.

Si le point A s'éloigne à l'infinie le second membre tend vers
zéro. Donc lï^, dont nous savons déjà qu'il tend vers une l imite,
tend vers une limite H indépendante de B.

L'expression (3a), le point A étant à l ' indni, et considérée
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comme fonction de B, est un potentiel de simple couche; diaprés
ce qui précède, il a à l'intérieur de C une valeur constante H, et
d'après la formule (3o) la masse totale est égale à l'unité. La den-
sité de cette couche est donc la densité y. que nous nous propo-
.sions de déterminer, et l'on a

<35)

i dg
^ -ÎT. dn

"ir
Œ === 1 ^ :

et le potentiel résultant de la couche de densité (JL a à l'extérieur
la valeur h^ que nous écrirons plus simplement A(B).

Le problème posé est donc résolu; quelques remarques seront
encore utiles.

La fonction
G ( A ) - h I I =log^ — H ^ - + - H

est une fonction harmonique de A, égale sur G à H, et dont la

différence avec log-1 est nulle à l'infini; elle nous donne donc

une nouvelle expression du potentiel h (A)

(36) G(A) -hH =A(A) .

En observant que la force normale en un point A, situé sur la
normale en M, et tendant vers M, tend vers 2^, on a

dG(M} dGÎ
<3^) '^——-^"-y

ce qui nous donne une nouvelle expression de [JL.

Variation de I.

16. La courbe C se déformant, nous appellerons C' la courbe
déformée, et G7 et H' les fonctions analogues à G et H relatives
à G'. La déformation de la courbe G sera définie par la donnée en
chaque point du déplacement normal 8/î.
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D'après les formules (33) et (34), on a

( -ÎS) ô G(A) == G ' (A) - G(A) = H^ - H^ = - 5H^.

Cette variation est évidemment une fonction harmonique de A,
régulière à l'extérieur de G et à l'infini, et prenant sur C la valeur

^G(M).
— —~j—— 0 /?-a/i

La formule (29) nous donne alors

(39) ôG(A)=-5H,^=--1- r^
• ^^J dn

\\ ^nA ' r^ Û?G(M). ^A) == — OH|{ = — — / —,— —-,——• o/i ds.9,'K J., dn dn

Supposant le point A à l'infini, et tenant compte des for-
mules (35) et (3^-), il vient

( 4 < > ) o H = — 2 7 r f ( J l 2 8 / l ^
^c

et

( 1 i ) ^1 =2TT fd^ncis.
^c

On remarque l'analogie absolue de cette formule et de la for-
mule ( i4) obtenue dans le cas de l'espace, analogie que laissait
peu prévoir la différence entre les formules du n° 18 pour
définir 1 et les formules du n° 3 obtenues dans le cas du plan.

Il résulte aussi des différentes formules écrites que a est positif
et que, comme dans le cas du plan, 81 est positif si S/i est partout
positif ou nul. Mais, à cause de la discontinuité de I, nous ne
pouvons plus affirmer que T est plus grand pour la courbe enve-
loppante que pour la courbe enveloppée; la quantité inverse H
n'étant pas discontinue, ce que nous pouvons affirmer c'est que H
est plus petit, algébriquement, pour la courbe enveloppante que
pour la courbe enveloppée.

Variation de y..

17. Cette variation résulte des formules (3;) et (3g). En
supposant d'abord que A soit un point de la courbe C dans le
voisinage duquel S/i soit nul, ou au moins où cette quantité soit
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infiniment petite du second ordre, il vient

i F dî^ ^G(MK ,
O^LA == —; I —,—-,————^nds47^2J^ dndn^ dn

ou encore

W 8^=--i- f-f^-^^nds.'2 TC J^ dn dn\

Cette formule est analogue à la formule (22). La formule qui
donnerait la variation de o-, facile à déduire de celles qui donnent
les variations de 1 et de [JL, serait un peu plus compliquée,

On voit ainsi, malgré Panalogie des formules ( i4) et (41)? qi1^
les formules analogues à celles qui donnent les variations de 1 et
de (T dans Pespace s'obtiennent, dans le cas du plan, non en con-
sidérant les quantités 1 et o-, mais les quantités H et [JL.

Cela n^est pas très surprenant si Pon constate que, des deux
manières, en quelque sorte inverses, de poser le problème de la
détermination d'une couche donnant à l'intérieur un potentiel
constant, soit en se donnant la valeur de ce potentiel, soit en se
donnant la masse totale, c'est la première qui paraît la plus
simple dans le cas de Pespace, et c'est au contraire la seconde
dans le cas du plan.

Nous pouvons étendre la formule (42)? comme nous Pavons
fait pour la formule (22), au cas ou 8/1 est quelconque. La seule
différence essentielle provient de ce que Pintégrale

(43) r^îi^ds
J^ dndn^

est nulle, à cause de la formule (3o); Pintégrale correspondante^
dans le cas de Pespace, prend la valeur 4^^ lorsque A tend vers
un point de la surface S, et il en résultait dans les formules (2;'))-
et (27) le terme 47c<Ti S^. Dans le plan le terme correspondant
est nul. En faisant le calcul, on trouve successivement les for-
mules

(44) ^--^BS^^ê^^^^,.^
et

i r dï^(45) Ô^A == - ̂  val. p r . / 3 -̂̂  (^ 5/i- ̂  ̂ )ds^rkf, ̂  Ô/ÎA,

Â\ désignant la courbure de la courbe C en A.
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De celte expression, on peut, à litre de vérification, déduire la
variation de Pintégrale

f^=i,
^c

variation qui doit évidemment être nulle. En faisant le calcul, et
en le comparant à celui qui a été indiqué à la fin du n° H, on
s'explique bien pourquoi le terme 47c^ S/i^? qui figure dans la
formule (27) et conduit dans Fintégration au seul terme non nul
dans l'expression de SI, ne se retrouve pas dans la formule (43)-
qui donne la variation de [JL, et non de <r.

Comme dans le cas de Pespace, si nous considérons une défor-
mation pour laquelle Sn soit partout positif ou nul, la formule (4 2)
nous montre que oa est négatif dans les régions de la courbe
où S/i est nul. Mais nous ne pouvons pas affirmer, comme dans le
cas de l'espace, que ST soit négatif. Du moins cela ne paraît pas
résulter simplement des formules écrites.

CHAPITRE III.
L'INTÉGKABILITÉ DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES FONCTIONNELLES

DU CHAPITRE II.

Énoncé du problème traité.

18. La variation de la fonction de Green est, comme on sait,
donnée par la formule
_, . A i r ^ a ^
(46) ^^-^^ "̂ T ~dn

ô n ds.

Les équations (4^)? (44) et (4o) sont ce qu^on appelle des équa-
lions aux dérivées fonctionnelles. Les fonctions g^ [JL, et la
quantité H, sont entièrement déterminées par ces équations, et
par leurs valeurs pour un contour particulier Co, puisque, le con-
tour se déformant d^une manière continue, elles définissent à
chaque instant les variations de ces quantités.

Il peut être intéressant de chercher si ce système de trois équa-
tions admet d^aulres solutions, que nous désignerions par <î>â, u
et X, et si même il existe des solutions prenant pour le contour Co
des valeurs arbitrairement données.
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Malgré l'analogie de ces équations et des équations ditïeren-
tielles, cela n'est pas certain a priori^ car les expressions de o^,
îu et 5X qui résultent de ces équations peuvent n'être pas des
différentielles exactes, de sorte que les valeurs de ces fonctions
trouvées pour un contour G peuvent dépendre du mode de défor-
mation du contour entre Go et G. C'est même a priori la circons-
tance qui paraît le plus vraisemblable, et en général il n'existe pas
de solution d'une équation aux dérivées fonctionnelles prenant
pour un contour particulier une valeur quelconque. En d'autres
termes, les équations pour lesquelles il existe des solutions pre-
nant pour le contour Co des valeurs arbitrairement données,
équations qui sont dites complètement intégrables^ sont une
exception.

Mais les problèmes de physique mathématique conduisent sou-
vent à des équations complètement intégrables, ce qui s'explique
par le fait que le problème qui conduit à une équation met sou-
vent en évidence une infinité de solutions de celte équation, et
souvent le degré de généralité des solutions ainsi obtenues est
suffisant pour constituer l'intégrale générale d'une équation com-
plètement intégrable.

Le système que nous nous proposons d'étudier se présente sous une
forme particulièrement simple, l'équation (46) ne conten.uit que
la fonction de Green, l'équation (44) introduisant ensuite la fonc-
tion y. et l'équation (4o) la quantité H.

Nous pouvons donc étudier successivement ces trois équations.
En ce qui concerne l'équation (46), nous l'avons déjà étudiée
dans notre Thèse ( ^ ) , et nous allons d'abord rappeler les résultats
obtenus.

Intégrabilité de Péquation (46).

19. En remplaçant g^ par la fonction inconnue ^B? cette équa-
tion s'écrit

, ^ d^ (/<t>M

(47) ^â=——— / ^l-^v-Qn€fs'v • / / B IT.J^ cin dft

Observons d'abord que cette équation est vérifiée, lorsque l;i

(1) Paris, 1 9 1 1 , et Journal de l'École Polytechnique, 1 9 1 2 (voir il0" 30 et :î'2).
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courbe G se déforme, non seulement par la fonction de Green
relative à toute la région du plan extérieure à cette courbe, mais
parla fonction de Green relative à la région extérieure à cette
courbe et à une autre courbe fixe G'. Cette solution présente un
assez grand degré de généralité.

Quelle que soit la courbe G7, la solution considérée est une
fonction harmonique, s^annulant lorsqu'un des points dont elle
dépend vient sur la courbe G, et symétrique par rapport à ces
deux points. La solution générale de Inéquation (47) est beaucoup
plus générale ; mais cette équation n'est pas complètement inté-
grable, et des conditions doivent êtres imposées à la valeur initiale
de la fonction <î>â pour un contour particulier, pour qu'à cette
valeur corresponde une solution de Inéquation (47)-

La forme de ces conditions dépend essentiellement des singu-
larités de la fonction 0^. Dans notre Thèse nous avons étudié deux
cas :

i° Le cas d'une fonction sans singularité lorsque les deux points
A et B sont dans le voisinage du contour G;

2° Le cas d'une fonction de la forme

(48) ^â^â-^

co^ étant une fonction sans singularité lorsque les deux points A
et B sont dans le voisinage du contour G.

Dans le premier cas^ la condition à imposer à la valeur initiale
de la fonction <I>B, pour qu'à cette valeur corresponde une solution
de Inéquation (47), est que cette fonction soit :

ou une fonction d'un seul des points A etB$
ou une fonction de x + iye\.x^ — iy\^ x et y désignant les coor-

données d'un des points A et B, x\ ety^ celles de l'autre.

Dans le deuxième cas, la condition à imposer à la valeur initiale
de la fonction ̂  est que

(W ^ _ ̂  „
"ST ~~ "dT "- oî

M désignant un point du contour et s la valeur de la longueur
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d'arc en ce point. Cela revient à dire que 4»^ et <î>^ ne dépendent
que de A, et non du point M du contour.

Cette deuxième catégorie de solutions est évidemment plus
intéressante au point de vue des relations entre Inéquation (47)
et les problèmes de physique mathématique. Nous ne considérerons
dans la suite que ces solutions, de sorte que ^B sera une solution
de l'équation (47), qui, pour un contour quelconque, sera de la
tonne (48), et vérifiera les conditions (49)*

20. En remplaçant ^A par <Ï>B et ui par la fonction inconnue u^
l'équation (44) s'écrit

^ ç d9-^
(5o) S ^ A = = — — lim \ —,———u 8/1 ds -+- À'A u^ ô/u.%-i;B_^,vJ^ dndn\

On remarque dans cette formule que la fonction <E> n'intervient
que par les valeurs sur le contour de la dérivée normale

(3i) ^
dn. Û?/IA

d^\

on le voit nettement en remarquant que Pintégrale de la for-
mule (5o) peut s^écrire

.. r ^îî . . r dW-s^ . .ïim / -—-— u Qn as -+• I ——-—-———udnds»
B-^A</(; dndn^ Je dndn.^

Dans ces conditions, afin de ne pas faire intervenir dans l'étude de
Inéquation (5o) la fonction <I>BÎ mais seulement l^expression (5 i ) ,
il y a lieu d'examiner si, sans faire intervenir d'autres rensei-
gnements concernant la fonction <î>â, on peut définir la variation
de cette expression lorsque le contour se déforme.

Distinguons dans ce but, lorsque M et A sont sur le contour, les
variations

^M
A. rf2^o ___A:

dn dn\.
et

- ^M
Oi ___^L

dndn\

la première de ces notations étant relative au cas où Fon considère



— 60 —

que, la courbe G se déformant, les points A et M restent fixes et
les directions dn et dn\ également, tandis que la seconde est rela-
tive au cas où A et M restent sur la courbe C pendant que cette
courbe se déforme, en décrivant une trajectoire orthogonale à
cette courbe, et où dn et dn^ désignent les éléments des normales
en M et A à la courbe déformée ( < ) .

d^
Les relations (4<^) entraînent comme conséquence que -1—1— ne

varie pas pour une rotation infiniment petite, à partir de leur
position initiale, des directions dn et dn^. La différence entre les
variations o et S< est donc donnée parla formule

^4^ ^^M d3^ ^ d^^
(5ï) ô| -—-— == ô -——— -h -T——— 071 -4- -,——— on\ •

dndn\ dndn\ dnîdlt\ dndn^

Or de l'équation (47) il résulte immédiatement que la variation o
<-st parfaitement définie par la donnée des valeurs initiales de
^4>M

; cette équation donne en effet, en tenant compte aussi de

la formule (48),

/^ . ̂  . ̂  i li-n r ̂  ^?f , .. ,(^3) o -.—.— == o ——-.— — — / -.—-j—, , , .— on ds
dndn\ dndn\ '^^P—^Mt/Q cindn dn dn\

. .. r d^ d^'
— — lin 1 —,——, —,—-,—on ds

•^ B-^A^C dndrt dndn\

i /' dï^ ^€ . ,. ,
— — / -—-T— —r~j— o/l us i•27:^ dndit dn dn\

et, g'^ étant supposé connue, cela revient au même de se donner
d^^ ^^M

. , ou , . ^ •
dndn\ dndnA.

Dans le cas où 4^ est une fonction harmonique des points A et B,

( ' ) Nous aurions pu déjà introduire cette distinction dans les chapitres précé-
dents et en particulier au n* 9. Mais cela n'était pas indispensable, car aucune ambi-
guïté n'était à craindre. Il est bien évident que, lorsque nous parlions de la
variation de o- ou de a, il ne pouvait s'agir que de la variation que nous désignons
maintenant par le symbole o,.
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il résulte des conditions (49) qoe

rf3^ d^ d^ï^ dï^
____^ ^ ̂  ____^_ ^ ____^ ̂  y ____A_
dn^dn^ dndn\ dndn- l' dndn^

M et A étant sur le contour, et À et ÂA désignant les valeurs de la
courbure en ces deux points. La formule (5a) s'écrit donc

d^\ rf2<î>M ^^M
(— , \ >s .'V <\ A A / » <\ î < \ \>i ) us -7—7— = o-,—-— 4- -j—,— (A o/i 4- ÂA O^A)-dndn\ dndn^ dndn\ /

Celte formule et la formule (53) montrent que, si l'on ajoute
aux hypothèses faites au n° 19 sur la fonction 0^ celle d'être une
fonction harmonique des deux points A et B, la connaissance des

^ÏM

valeurs de -,——— pour un contour initial et pour les points du con-

tour, entraîne la connaissance des valeurs de la même expression
pour un contour quelconque.

D'ailleurs ces hypothèses n^cmpêchent pas la valeur initiale de
^M
, d^être quelconque, à la restriction près d'être la somme de

^M

, Q A et d'une fonction régulière. En effet, il existe une fonctiondndn\ ° '
harmonique ̂  des points A et B, ayant la même singularité
que .0'A s'annulant lorsqu^un de ces points vient sur le contour et

^^M

telle que , A prenne sur le contour la valeur considérée. Cette

fonction vérifie toutes les conditions du n° 19; à cette valeur
initiale correspond donc, lorsque le contour se déforme, une solu-

^tion de l'équation (47)? et par suite la variation de ,—— est bien
celle qui résulte des formule (53) et (54).

Donc, Lien que l'équation (47) î1^ soit pus complètement inté-
^^M

arable, l'équation qui donne la variation de -.——f qui résulte de" ? 1 A dndn\ A

. ^^M

l 'élimination de 5 -,——— entn1 les formules (53) et (54), est com-dndn\ \ / \ » / ?
ploiement inlégrable pour les fonctions ayant la même singularité

d^
1 dndn\
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21. Dans le cas où la fonction ̂  n'est pas harmonique, il faut
évidemment, au second membre de la formule (34)? ajouter les
termes

^M , d^ ,
AM -7— 8/1 + AA -7— S^A.dn\ dn

Pour que ce terme soit nul, et que par suite la variation

de . A .soit la même que dans le cas précédent, il faut que

d^ d^
AM -,— = AA —r- = o,dn\ dn

et pour que cette condition reste réalisée quand le contour se
déforme, la variation de <1> étant donnée par la formule (47)? on
voit aisément qu'il faut et il suffit qu'elle soit vérifiée, non seule-
ment pour des points A et M du contour, dn^ et dn désignant des
éléments de normales au contour, mais pour des points quel-
conques et des directions quelconques; en d'autres termes A^^
doit ne dépendre que de A et Au<î^ ne dépendre que de B.

^KpM
Si cette condition n'est pas réalisée, la variation de -;—7^— n'estr dn dn\

pas la même que dans le cas précédent. On peut dire qu'elle est
donnée par une équation aux dérivées fonctionnelles différente de
celle qui résulte des formules (53) et (34), équation qui paraît
surtout intéressante à envisager.

Nous allons maintenant étudier l'intégrabilité de l'équation (.w)
en nous plaçant successivement dans les deux hypothèses.

Intégrabilité de l'équation (5o).

22. Faisons d'abord sur ̂  les hypothèses suivantes :

1° Etre une solution de l'équation (47) ;
2° Avoir même singularité qne^;
3° S'annuler lorsqu'un des points A et B vient sur le contour;
/\0 Etre une fonction harmonique de B (mais non nécessairement

de A, de sorte que nous envisageons ici un cas un peu plus
^(^

général que celui du n°20; la fonction -,—— peut ici être choisie^ 7 dn dnA r
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arbitrairement pour un contour initial, à la seule condition (Ta voir
d^

même singularité que ,———' et sa variation lorsque le contour se

déforme dépend des valeurs de AA^.

Toutes ces conditions, supposées réalisées pour un contour
initial, restent réalisées lorsque le contour se déforme.

Dans ces conditions, on vérifie aisément que Inéquation (5o) est
vérifiée par la fonction

- _ v^,
dn^

F étant un point fixe quelconque, du moins dans la région voisine
de la courbe C dans laquelle la fonction ̂  est supposée régulière.

A cause de la forme linéaire et homogène de l'équation (5o),
cel te équation est également vérifiée par la fonction

r d^
(35) ,<,=^/(M)^<fe,

F étant une courbe décrite par le point M, ds la longueur de Parc
de cette courbe, et /(M) une fonction quelconque.

Nous allons montrer que, lorsque la courbe G tend vers la
courbe r, cette fonction u tend vers y(A), c'est-à-dire vers une
fonction quelconque de A. Tl en résultera que l'équation (5o) est
complètement intégrable, et que la formule (55) en donne l'inté-
grale générale.

Il faudra seulement supposer que la courbe F a sa courbure
d^ d^

partout finie. La fonction A a alors même singularité que ——

et, par suite, d'après les propriétés connues de cette fonction,

que 2 -,—I°^TI\T" L'intégrale (55) est alors discontinue au mo-

ment du passage à la limite comme la dérivée normale du potentiel

dû à une couche de densité -^/(M) étalée sur la courbe F. De
d^\

cette circonstance, et du fait que —— s'annule quand M est sur C,

résulte que la limite cherchée a la valeur /(A), comme nous
voulions l'établir.
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Donc nous avons montré que Inéquation (5o) est complètement
intégrable; nous avons même obtenu un résultat plus complet en
formant Pintégrale qui, pour un contour particulier F, prend la
valeury(A).

23. Examinons maintenant le cas où <Ï>^ n'est pas une fonction
harmonique du point B.

L'équation (5o) n'est plus complètement intégrable, en général.
Pour le voir nous devons former la condition d'intégrabilité.

D'après un résultat connu (1), cette condition se forme de la
manière suivante :

Considérant une déformation de la courbe G dépendant de deux
paramètres \ et a, et définissant les symboles Si, 82, S2 par les
formules

^(...)==^(...)^, ô,(...)^(...)^,

^•••^^^•••^^^

11 faut déduire des équations (47) et (5o) l'expression de S2 M, et
écrire que l'expression

(5G) ^-â^-
dépend symétriquement des fonctions Sn et o^/ i .

Le calcul peut se faire aisément. Mais l'on évite presque tout
calcul en remarquant que, d'après le n° 22, nous savons que cette
condition est sûrement vérifiée lorsque 4>^ estime fonction harmo-
nique du point B. Or, d'après le n° 21, on passe de ce cas au cas
général, envisagé ici, en ajoutant à l'expression de

6,^_

le terme
d^

^-rf/T01^

( ' ) Voir n0 1 1 de notre Thèse, déjà citée, ou n° 3 de notre Mémoire Sur
l'intégration des équations aux dérivées fonctionnelles partielles (fiendiconti
dcl Circolo matematico di Palermo, i9i4; *"' semestre).
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ce qui revient à ajouter à l'expression (56) le terme

i r d^Ï
(5; — — 8 ^ A / AA ——u^nds.

1 TT J^ dit

II faut donc que ce terme dépende symétriquement de Si/i
et §2/1.

Cette condition n'est réalisée, en dehors du cas peu intéressant
d'une fonction u identiquement nulle, que si

d^
AA—— = o,dn ?

et, comme nous l'avons vu au n° 21, ne reste réalisée lorsque le
contour se déforme que si, pour des points A et B quelconques,
AB^ dépend seulement de B, et non de A.

S'il en est ainsi, l'équation (5o) est complètement intégrable.
Dans le cas contraire, elle n'admet pas d'autre solution que M = = O .

Un raisonnement analogue à celui qui précède montre bien
pourquoi le fait que <î^ soit ou non une fonction harmonique de A
ne joue aucun rôle dans la condition d'inlégrabilité. En effet,
pour passer de l'un à l'autre de ces cas, il faut ajouter à l'expres-
sion (56), au lieu du terme (5^), le terme

i
27C

r d^f , , ,
1 A ——u^in^nds,

Jç dnA

qui dépend symétriquement de 8</ ie t 82/1. On s'explique ainsi
que nous ayons pu former l'intégrale générale de l'équation (5o)
sans faire intervenir l'hypothèse que ̂  a»oit une fonction harmo-
nique de A, hypothèse que, d'après le n° 21, on aurait pu croire
nécessaire.

Intégrabilité de l'équation (40).

24. En écrivant u au lieu de [JL, u étant une solution de l'équa-
tion (5o), et en appelant 5C la fonction inconnue, cette équation
s'écrit

(58) SJCss—îî t fu^^nds.
^c

La condition d'intégrabilité se forme aisément en se reportant à
XLVI. 5
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la méthode indiquée dans notre Thésée (n° 12), et Pon constate que
cette équation est complètement intégrable.

Son intégrale générale est évidemment de la forme

3C == 3Ci-h const.,

3Ci étant une intégrale particulière.

Résumé des résultats des n B 18 à 24.

23. On sait que, lorsqu'une quantité <Ï> dépend du contour G,
sa variation est en général de la forme

o<t»= /̂ i (s)8nds,
^c.

<ï>< (.î) étant une fonction du contour et d'un point du contour,
que l'on appelle la « dérivée fonctionnelle première de <Ï> ». De
même la variation de <î»i ( s ) introduit une fonction du contour et
de deux points du contour que l'on appelle la « dérivée fonction-
nelle seconde de 0 ».

Si l'on considère H comme fonction du contour, la formule (4°)
nous montre que sa variation introduit la fonction nouvelle UL ; en
d'autres termes la dérivée fonctionnelle première de H s'exprime
en fonction de UL. La formule (42) nous montre que la variation

d^^
de UL introduit la fonction nouvelle -,—-r*^-; en d'autres termes lak dndnA
dérivée fonctionnelle seconde de H s'exprime simplement à l'aide
de cette fonction. Enfin les remarques du n° 20 nous montrent
que la variation de cette fonction s'exprime sans introduire de
fonction nouvelle; il est commode, pour étudier cette variation,
d'introduire la fonction ̂ , mais cela n'est pas une nécessité.

d^g^
Les formules qui donnent la variation de H, UL, -,—-A- sonti ' » ' dn dnA

ainsi analogues, dans le calcul fonctionnel, à ce qu'est dans le
calcul différentiel ordinaire une équation différentielle d'ordre 3,
que l'on écrirait sous la forme d'un système de trois équations
différentielles du premier ordre en prenant comme inconnues
auxiliaires les dérivées première et seconde de la fonction inconnue
principale.
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Les résultats des n08 20, 22 et 24 nous montrent que ce système
d'équations aux dérivées fonctionnelles est complètement inté-
grable, c'est-à-dire quç nous pouvons en former un système de
solutions prenant, pour un contour particulier, non les valeurs H,

d^g^ . d^
y-i ^^ ï mals des valeurs quelconques 3C, a, A , avec la

seule restriction que les fonctions u et

d^ ^
dn dn\ dn dn^

soient régulières.
On voit donc quelle est la généralité de la solution ; elle dépend

d'un paramètre, .d'une fonction arbitraire d'un point du contour,
et d'une fonction arbitraire de deux points du contour.

dî^
L'aspect du problème change si au lieu de A , dont la

variation est définie comme nous l'avons vu au n° 20, on veut étudier
les valeurs pour d'autres points que ceux du contour de la fonc-
tion <î>^, la variation de cette fonction étant définie par la for-
mule (47)-

Alors le système constitué par les équations ('47)? (5o) et (5S)
n'est plus complètement intégrable, et pour qu^a un système de
valeurs initiales de 3C et <Ï^, telles que u et $^—^soient régu-
lières, corresponde un système de solutions de ces équations, H
faut et il suffî t :

D'une part, pour que l'équation (47) soit intégrable, que

C49) ^=^^=",

M étant un point de contour et A un point quelconque; d'autre
part, pour que l'équation (.'^soit intégrable, que Ag^ dépende
seulement de B, et non de A.

Nous n'avions il est vrai, dans l'étude qui précède de l'équa-
tion (5o), envisagé que le cas où la première de ces conditions est
remplacée par la condition plus restrictive

^ == ^M = o,

mais le mode de raisonnement employé au n° 23 montre que le



résultat obtenu s'applique si Von remplace cette condition par la
condition (49)^ moins restrictive, et suffisante pour que l'équa-
tion (47) soit intégrable, et renoncé qui précède est bien exact.

Extension au cas de l'espace.

26. La méthode employée dans le présent Chapitre pour l'étude,
au point de vue de leur intégrabilité, des équations aux dérivées
fonctionnelles du Chapitre II, s'étend sans peine à Pétudeau même
point de vue des équations (2), ( i4) et (a4) du Chapitre I. Nous
laisserons au lecteur que cela intéresse le soin de faire cette étude.

Malgré la différence des formules des Chapitres 1 et II, l'analogie
avec l'étude qui précède est presque complète. Signalons seule-
ment les deux différences suivantes :

i° L'expression (56), qui intervient dans la condition d'inté-
grabilité, doit être remplacée par une expression dans laquelle
interviennent les dérivées par rapport aux deux paramètres qui
fixent la position du point sur la surface. Les calculs seront donc
un peu plus compliqués.

2° L'équation ( i4 ) est complètement intégrable, comme l'équa-
tion (4o), mais ici nous pouvons aisément former son intégrale
qui est i udS -4- const.,

's

u étant la notation employée au lieu de cr pour représenter l'inté-
grale générale de l'équation (24) et intervenir ensuite dans
l'équation ( i 4 ) -


