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SUR LE CALCUL APPROCHE DE CERTAINES FONCTIONS EN'I"IBRES;
Par M. G. Vavriron.

M. P. Dienes (') a montré I'intérét que peut présenter, au point
de vue de I'étude de l'allure d’une fonction analytique dans le
voisinage de certains points singuliers, la connaissance de certaines
propriétés asymptotiques des fonctions entiéres i coefficients
positifs réguliers et & variable positive z. L'idée fondamentale qui
dirige M. Dienes dans ses calculs est la suivante : sous certaines

(') P. et V. Dienes, Recherches nouvelles sur les singularites des fonctions
analytiques ( Annales de l’Ecole Normale, 1911, p. 389); voir aussi P. DIENES,
Legons sur les singularites des fonctions analytiques, Chap. III et IV.
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conditions de régularité des coefficients, la somme de la série est
asymptotiquement équivalente & la somme d’un groupe de termes
entourant le terme maximum, le nombre des termes de ce groupe
étant égal au produit du rang du terme maximum par un nombre
qui tend vers zéro lorsque la variable z croit indéfiniment. Cette
idée n’est d’ailleurs pas nouvelle, elle a été utilisée presque simul-
tanément par MM. Borel, Lindelof et Le Roy ('), et exprimée
explicitement par le second de ces auteurs dans I'étude de certains
cas particuliers. Je me propose de donner ici, sous des hypothéses
assez larges, une démonstration extrémement simple de la pro-
priété précédente; j'en indiquerai ensuite quelques consé-
(uences.

1. Nous considérons une fonction entiére de la variable posi-
tive , & coefficients positifs

n—aw

(l) f(x) = 2 cpxh, Cp = e-—(;(n);

n=0

nous supposerons que la fonction G (z) est une fonction continue
ayant des dérivées des deaux premiers ordres et que la dérivée
seconde G"(x) est posilive, tout au moins & partir d’'une valeur 2,
de x.

Il résulte de la que, pour chaque valeur de z supérieure & un
nombre z,, f(2) posséde un terme maximum, sauf pour certains z
pour lesquels il y en a deux; le rang de ce terme ou de ces termes
est 'un des entiers entre lesquels est comprise la racine t de
I’équation en y

(2) G'(y)=loga.

Nous allons chercher i imposer & G(y) des conditions supplé-
mentaires de facon que, e¢(z) étant un nombre positif tendant
vers zéro lorsque z croit indéfiniment, mais assez lentement pour
que le produit ze(x) ait pour limite oo, on ait 'égalité

(') BoueL, Legons sur les séries & termes positifs, Chap. V. — LINDELOF, Mémoire
sur les fonctions entiéres, p. fo (Acta Societatis scientiarum Fennicce, 14o»).—
Lx Rovy, Bulletin des Sciences mathématiques, 19oo, p. 245. La formule asymplo-
tique de M. Le Roy a ¢été retrouvée, sous des hypolhéses plus larges, par
M. DEnJoy dans sa these, Sur les produits canoniques d’ordre infini (Journal
de Mathematiques, 1910, p. 89).



—_ 8

asymptotique
n=N(x)

(3) S@~ ¥ enan (1),
n=N, (r)

ott Ny () et N(x) désignent les parties entieres de §[1 - ()] et
E(1+<(5)]
Nous désignerons par n, la partie entiére de § et par N la partie
(@),
2

entiére de § ; et nous grouperons les termes dont le rang est

supérieur i n, de la facon suivante :

® i=ow Ny
2c,,x"=25,-(.r), Si(z)= zc,.:v";

ny+1 i=0 ni+1

ni1=n;+ N (i=o0,1,2,...).

Comparons les termes de rang ¢ dans S;,(z) et S;(z) ({ >0),on a

Chniy g XM+

= Ne—6(niy+q)+Glni+q) ;
Cni+q@™*?

4
or, d'aprts les hypothéses faites sur G(z), nous avons

, .
G(ni1+q)—G(ni+q)=NG'(n;+ q) + N;-G”(n,-—!—q—k ON)

>NG' (n;+¢qg)>NG'(ny)
(o< b <)

le logarithme du rapport (4) est donc inférieur i
N X [logz — G'(ny)],

ou, en remplacant logz par G'(§) puis par G'(ny + 1) qui lui est
supérieur, on voit que le logarithme du rapport (4) est inférieur a

a(z) =—N(N—1)G"(N,), Ny=ny+1+0(N —1) (o <0 <L)

Par suite, S;y(z) serainféricur au produit e*@ S;(zx), et nous

aurons
N(x)
Cpxh
-
Si(z) So(z) + Sy (&) _ ng+1t
( <M .
chxﬂ<so(x)+ 1 — eola < I —ed@ =] _ ea@
ng+1

(') On sait qu'une telle formule signifie que le rapport des deux membres a
pour limite un lorsque x croit indéfiniment.
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Nous devons donc supposer, pour établir la propriété en vue

pposer, p )
que a(x) a pour limite — oo lorsque z croit indéfiniment, ce qui
revient & dire que 'on a

(a) li_m e(z)x VG () =+ =. |

Pour que l'on puisse trouver une fonction e(z) vérifiant la
céndition (a), il faut et il suffit que G”(x) vérifie la condition
9)) lim 22 G"(z) = =;

r=w

c’est une condition de régularité, en ce sens qu’elle ne limite pas
la croissance de la fonction f(x). Si<(z) vérifie la condition (a),
on voit que la somme des termes de rang supérieur & n, est
asymptotiquement égale & la somme de ceux de ces termes dont le
rang est inférieur ou égal i N(zx), et nous avons méme un rensei-
gnement sur la fagon dont le rapport de ces deux sommes tend
vers 1. De plus le rapport de P'un des termes que I'on peut
négliger au terme de rang n, et par suite au terme maximum tend
vers zéro, et plus exactement est inférieur i e,

On fera un calcul analogue avec les n, premiers termes; en
ayant soin de mettre a part, s’il y a lieu, les premiers termes pour
lesquels G” (x) est négatif, ce qui ne change rien au résultat, ces
termes ayant une somme dont le rapport & la somme des n,
termes est inférieure & h:n,, & étant fini. Nous aurons ainsi le
résultat :

I. 8¢ Uon suppose que, dans la série (1), la fonction G(n)
satisfait a la condition (1) écrite ci-dessus, et si Uon désigne
par<(x) une fonction positive tendant vers séro, x<(x) tendant
vers Uinfini, lorsque x croit indéfiniment, et vérifiant la
condition (a); on aura U'égalité asymptotique

N(x)

3

(3) f(.z')NZc,.x"‘,

Ny (x)
N(z) et N (x) €étant les nombres définis plus haut. De plus,
U'un quelconque des termes négligés au second membre de
Uégalité (3) est au terme maximum dans un rapport qui tend
vers séro lorsque x croit indéfiniment. Plus exactement le rap-
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port entre le premier et le deuxiéme membre de I'égalité (3) qui
est supérieur i un est inférieur i

1 — et @’ 4 (x) =

1 < [Ee(E)—2]*
—= ‘—/'——G (&1)

G"(&,) désignant le minimum de G”(z) lorsque z varie entre N, (z)
et N(x).

On remarquera que, dans le cas o0 G"(x) reste borné
pour z =cc , la condition (@) exige expressément que z¢(z) ne
soit pas borné; mais si G"(z) a pour limite + o0, on pourra
restreindre le nombre des termes dont la somme détermine
asymptotiquement f(z), on retrouvera le résultat connu: f(x) est
asymplotiquement égal, dans ce cas, & la somme de ses deux plus
grands termes. On pourra également rechercher si 'on peut
choisir ¢ (z) de telle facon que la somme des termes négligés dans
le second membre de I’égalité (3) soit au terme maximum dans
un rapport tendant vers zéro, on verra que l'on doit resserrer la
condition (I).

Enfin il est clair que-le résultat énoncé ci-dessus reste vrai si
Ion multiplie les coefficients ¢, par (1 + 7,), n, tendant vers zéro
lorsque n croit indéfiniment, car le rapport de S, (z) 4 S;(z)
sera multiplié par une expression de la forme (1 +¢); et il suffira
d’autre part de négliger dans la somme des n, premiers termes
les ¢(§)n, premiers termes.

2. Soit f(x) une fonction entiére dont les coefficients sont de
la forme ¢, = (1 +%,)e ", G(z) véritiant la condition (I),
considérons la fonction

(5) F(2) =X a=+n)eap(n)zs,  limn=o,
) n=e
ot »(x) désigne une fonction continue, dérivable deux fois, que
nous supposerons d’abord vérifter I'égalité suivante :
(6) loge(zx)=14(x)=plogz+ Aj(log:x)%1+...+ A;(logiyz)*
(les constantes a; étant positives, p et les A;réels). On voitque l'ona

lim22 ' (z)=p, m M

Y= 1"‘:‘ . ?(1‘) =(l+'u)”;
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la premiére de ces égalités montre que F(z) satisfait comme f(x)
aux conditions de I’énoncé (I), la fonction ¢(z) peut étre prise la
méme pour les deux fonctions; la seconde égalité montre que le
rang du terme maximum de F(z) est compris entre les nombres
que nous avons appelés N, (z) et N(z); nous aurons donc

N(x) N(x)
F(z)~ 2 en@(n) (t+np)zn~ 9(5)2 (14 nn)cazn ~ 9(§) flz).
Ni(x) Ny(x)

Ainsi, pour toute fonction F(z) ou o(x) a la forme (6), f(x)
satisfaisant & ’énoncé (1), on a ’égalité asymptotique

(7 F(z)~o(8) f(#), G'(§)=logz,

qui suffit pour toutes les applications de M. P. Dienes. On pour-
rait avec la forme (6) de la fonction ¢(z) obtenir un résultat plus
général, mais moins précis en supposant seulement que z2G"(x)
reste supérieur 4 un nombre positif (*). Je me bornerai a indiquer
la proposition générale que 1’on déduit de I.

II. Soit ¥(z) une fonction définie par U’égalité (5), la fonc-
tion f(z) correspondant a ¢(xz) =1 satisfaisant & U'énonce (1)
et o(x) vérifiant les conditions suivantes:

Tm gi: )) <1;  Y(@)=loge(z);
. ¢z +0ze(a)] & _ ' '
Ih::———?(T)-—'—_l, |zl 1Se(2) (0<O<),

e(x) étant une fonction. définie dans (1); dés lors on aura
encore Uégalite (7).
C’ést évidemment la deuxiéme des conditions imposées & ¢(x)
qui limite sa croissance; on voit par exemple que si 9(x) est de la
i

forme %, il faudra que « z%~'[G"(z)] 2 tende vers zéro: pour les
fonctions d’ordre fini ou infini, il faudra donc que « soit moindre

ue 1; on peut dire que pour de telles fonctions la méthode s’appli-
que p que p pPp

(') M" S. Tillinger a énoncé dans les C. R. Aocad. des Sc. (10 février 1913) un
résultat du genre de celui que I'on obtient ainsi, en supposant que ¢(z) est un
polynome, mais avec la seule hypothése qpe les coefficients ¢, sont réguliers, ce
qui e semble devoir étre précisé.
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(5

—&
quera & des fonctions ¢(x) croissant moins vite que e~ . Mais
pour les fonctions d’ordrenul, ¢ () pourra croitre beaucoup plus
vite. 1l est d’ailleurs bien évident que la croissance de ¢(z) (ou
sa décroissance) doit satisfaire & certaines conditions pour que
I'on ait le droit d’écrire 'égalité (7); ces conditions sont-elles
celles que nous avons écrites? Il semble bien que oui; sinous

prenons par exemple la fonction de M. Lindelif

S(@)=Eqg(2) =Y, (ﬁl)",
° ne
on a

G'(z)= G (z) = — E=—

logz +1 I

-] ’ cx ! e
on peut donc prendre pour ¢ (z) une fonction de la forme A (z) : y/,
A (z) croissant indéfiniment aussi lentement que I'on veut, et par
suite nous pourrons avoir loge(z) = 0‘(/”'), () croissant indéfi-

x

niment trés lentement, par exemple f(x)=log,z, on aura
alors

= Vr s YE 20
Zems,,n =) ~evntEq(a), E=—;
no ¢

0
mais I'égalité que 'on obtiendrait en faisant loge(x) = y/z serait
inexacte.

On voit donc quel est le champ d’application de la méthode de
M. Dienes, elle ne permettra d’étudier la croissance des moyennes
exponentielles, par exemple, que pour des points singuliers ou la
fonction croit moins vite qu’une fonction enti¢re d’ordre inférieur
2 % Lorsque la fonction croit plus vite il faudra employer la for-
mule asymptotique de M. Le Roy.

3. Considérons de nouveau une fonction de la forme (1), G"(x)
vérifiant la condition (I); nous avons vu que TYon a

N(x)

(8) (@)= g X, (a<8<1),
Ne(x)y

oy dx) etant connu en fonction de e(x); cette. fo_rm_ule suppose que
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la condition G"(z)> o est vérifiée dés la valeur 1; dans le cas
contraire il faudra ajouter au second membre de I’égalité (8) un
polynome. Pour calculer le second membre de (8) on peut former
le rapport du terme de rang n,+ ¢ [| ¢ | < &¢(§)] 2 'expression

T(z) = zte-6®),

ce rapport a pour logarithme

By =—LEN= G 0(grn—b)]  (0<0<);

pour simplifier cette expression, faisons ’hypothése que, 0, res-
tant compris entre — 1 et + 1, on a

. G'[z+0xe(x)] _
b R

I,

et désignons par ¢, () le maximum de la différence

G'[z + 90,z e(2)] — l

Gll(x)
lorsque 8, varie entre — 1 et + 1. On voit que I'on aura
N(x)
et
2N 2‘ CaZ" 2N
R+ ,2 e l1-re,BIG"E E",I{_Ex)_._ < h+ 22 e—7*l1—g,(ENG ()
1 1
(W< 4), (R < 4).

Or la méthode de groupement des termes du n° 1 montre que l'on a
2N @
2 e~ A+ CE) = (1 — ' e~ )2 -7 +11G"®) (o< <),
1 1

J(E[e(8)] —2)*|
8

as(2) =+ G"(§) (i+m);

comme enfin

—@ () ) — R % g GH ) — ' T
Eeq ! h+[ e~x h 4+ TP ed Y

1

on voit que ’on obtient une expression asymptotiqué de f(x) si
lon suppose que G"(x) tend vers zéro, c'est la formule de
M. Le Roy qui se trouve complétée par 'introduction de I'infini-
ment petit ¢(z); I'hypothése (HY) est celle de M. Denjoy, mais
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sous une forme un peu différente, elle est vérifiée en particulier
st G"(x) et 2 G"(x) sont monotones, ce qui est hypothése de
M. Le Roy. En résumé on voit que :

III. 8¢ G"(x) vérifie les conditions (1), (II) et tend vers zéro,
on a l'égalité

(9) f(z) ~ \ / ‘GQ"?E) eE61H—GH), logz = G'(£);

et plus exactement le premier membre cgale le produit du
second par le facteur

a, ()
pz I+O[CT+5\/G”(E)+E1(:$)] (—1< b <+).

On déterminera e(x) de facon i obtenir la meilleure approxi-
mation. Par exemple, pour

fi@) =Ee‘“‘<—’—.)"’
no’

on devra prendre e(x) = h\/logx, et 'on trouvera

estlogx amexd e say/ A0
S(z)={1+80 z‘h eo €. 8,
e

formule qui justifie une remarque faite plus haut. On étendra

dans une certaine mesure le résultat au cas ou 'on a
cn=(1-+mn,)e 6,

Lorsque G"(x) ne tend pas vers zéro nos calculs ne nous
donnent plus de formule asymptotique, mais si I'on suppose que
G"(x) a une limite A, on peut encore obtenir un résultat. Dans
ce cas, les conditions (I) et (II) sont réalisées; nous choisi-
rons e(z) de la facon suivante : désignons par ¢, (z) le maximum

de |G"(z') — A | pour =’ >§; nous prenons ¢(x) de fagon que
la condition (a) ait lieu et que Az2[¢(x)]*¢,(x) tende vers zéro,

par exemple
l .

Vel(z)

Dés lors, le rapport du terme de rang ny + ¢ & F{(w)'sera

Axi[e(2)]r =



— 261 —

égal a
—(q+ "o—El": .
[t +n(2)]e , limn(z)=o,
X =
et nous aurons
_‘gaﬁm'ﬂ _.A.,,a
f(z)~T(z)e 2 2 e % eAln;
Ny ()

ou enfin, en posant

Wgm) =Y gman  (lg]<),
0

et en appliquant encore une fois le théoréme (I), nous obtenons

A

A 1
farmale” s, ent) 5 et

on peut d’ailleurs remplacer ¢(q, z) par

Va0 +¥(a.5) —1=5(g,2),

(et

a pour période un et se rattache aux fonctions elliptiques 6.

le produit

4. 1l est clair que la formule asymptotique () convient pour
d’autres fonctions que celles pour lesquelles elle a été obtenue.
Désignons par ¢,(x) une fonction tendant vers zéro de telle
facon que, ¢(x) étant la fonction introduite dans Pénoncé (1), le

produit
a(z)e(z)xyG'(x)

ait pour limite zéro, et formons la suite de nombres entiers np
définis par la relation

Rpry—npSes(np)e(np)np < npry— np=+1,

en supposant.que le produit ¢y (z)¢(z)x croit indéfiniment; on
voit dés lors, en se reportant aux énoncés (I) et (III), que, G"(x)
satisfaisant aux conditions de ’énoncé III, on aura encore

p=

Z ta(Rp) e(Rp)npe=6inp gy ~
p=1

an

£G'(B)-GE)
GE°
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Jai fait cette remarque bien simple pour montrer quelle est la
nature de I'indétermination du probléme qui consisterait a déduire
de I'égalité (g) des inégalités pour les coefficients ¢, de la fonc-
tion f(x); je vais maintenant appliquer a la résolution de ce
probléme d’inversion la méthode que j’ai indiquée dans ma thése
(Annales de la Faculté de Toulouse, 1913, p. 117). Je laisserai
au lecteur le soin de vérifier que le résultat ainsi obtenu peut étre
considéré comme trés satisfaisant si l'on tient compte de la
remarque précédente. Je m’appuierai sur la proposition suivante
(loc. cit., p. 125) que j’énonce dans le cas particulier des coeffi-
cients et variable réels. Soit”f(z)= Zc,z" une fonction entiére
quelconque, on peut former une suite de nombres positifs &,

&Ry ..ty Ry, ...y non décroissants et non bornés, tels que l'on
ait
cnSCo(R1Ry.. . Ry)Y,

I'égalité ayant lieu lorsque &, << #,41, le nombre des quantités
&Ry qui sont inférieures ou égales & x, et que j’appellerai n(x), est
le rang du terme maximum de f(z), terme dont le logarithme a
par suite pour valeur ‘

x
f n(m)g ~+ log ¢y,
(]

et 'ona

]scoe/:.m‘ i (0 <0 <).

xr

(10) f(z)= % 1+20n [.7:+ e
La formule (10) donne une valeur approchée de n(z), donc de K,
lorsque l’on connait f(z) ou sa valeur approchée, on en déduira
a la fois la limite supérieure de c, et la densité des valeurs de n
pour lesquelles cette limite est atteinte.

Pour ne pas compliquer les calculs, je me bornerai au cas ou
Pon a

'_’:..'.mu,;...l,(;)

@) S(#)=e° (A <h(x)<B),

et je supposerai co = 1, ce qui ne diminue pas la généralité; une
premiére application de I’égalité (10) donnerait

o L ad
n(z)~—,
e
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de sorte que (10) et (11) donnent
N
f n(z)d—x =2 + Clogz+ h(x)—c8(z)log =,
° xr €ecs

8(z) étant une fonction positive qui reste finie. Nous tirons de la
les deux inégalités '

z'6— x¢ 1 - s0(z)logz +B — h(x)

n(#) < logz' —logz eo logz'— logx (&> ),
x%— z"0 1 ¢0(x)logxr + B — h(x) Y .
n(z)> Togz — logz" ec +C— logz — logz’ (& <2);

nous déterminerons z' et z" pour que le second membre de la
premiére inégalité soit minimum, celui de la deuxiéme maximum,
et nous trouverons

(12) n(z)= _a,; +a%‘/ﬂe[0(z)logm+
—1<a<l+1 (] i ] fini).

B—h(x)
— z% + plogz,

Nous tirons d’abord de la I’égalité
20 = c[n(z)+)\;/n(x) Iogn(a:)] (A fini),

qui montre que, lorsqu’on change n en n 4 ky/nlogn, k étant un
certain nombre fixe, &, augmente et que par suite ’égalité

cr=(RyKRa... &p)?

a lieu une fois au moins entre deux telles valeurs de n. En s’ap-
puyant sur ce résultat et en procédant & un groupement des termes

[groupes de k y/n(z)logn(z) termes i partir du terme maximum],

on verra que, dans Iégalité (10), on peut remplacer n( + =)

par k' \/n(z)logn (x), ce qui montre que 'on aura

_l_log,z'+ N
20 logz = logz

0(z) = i + (M fini).

)

Il reste a calculer le produit (R,&R....8,;)"' que j’appel-
lerai e~ 6. On a

. * dr 7
n(z)logz — Gpy = / n(z)._,-;- =5+ Clogx + h(z) — o 8(x)log,
Jo



— 964 —
et G, sera donné par I'égalité

G, =nlogzx — ':.—;—Clog.z‘—- h(z)+ob(2)logz,

ou z est calculé en fonction de n = n(x) par I'égalité (12). Aprés
des calculs bien simples, on trouvera

nlogn

G, = ~ 0(x) (22 —1)(logn +1) —a2[B — h(x)]

—h(x')—-ClO—g%i-i—e(n)

[ Ii_m e(n)=o0, n= n(z)),

et en remplacant §(x) par sa valeur et en prenant e« =1 et a=o
pour avoir le minimum et le maximum de G, on obtiendra

nlogn logn +1

’—G'u<”‘ +C

+ B +¢(n),

“"‘Gn>"'

nlogn logn +1t logn logen .
g G £ » g2 D,
]

2 2

D étant un nombre fini, dont on pourrait d’ailleurs préciser la
valeur. En passant aux coeflicients c,, on a les inégalités

n C

c,,<(l+e,,)n—E(ne)Ee“ (n> ny),

(n =np, npy<np+kyn, Iogn,,),

" [
cn>n *(ne)s ————
" e® Vnlogn
(ui permettent de distinguer les coefficients de deux fonctions
satisfaisant & D'égalité (11) et pour lesquelles les valeurs de C

-différent de plus de L
2

On étendra facilement ce résultat & des fonctions plus compli-
quées que celle considérée ci-dessus eta des fonctions de croissance

plus rapide; c’est I'ordre de grandeur de [G"(z)]_"? qui jouera le

N 1
role du nombre >

FIN DU TOME XLII.



