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SUR QUELQUES PROPRIETES DES SERIES A TERMES POSITIFS;

Par M. Arnaup Densov.

De toute série convergente & termes positifs, on peut déduire,
suivant des régles fixes, des séries de méme nature mais con-
vergeant plus lentement que les premiéres. D'une fagon précise,
u, étant le lerme général de la premiére série, il est possible de
définir une série convergente v, = u,w,, w, élant une fonction
donnée des u, croissant indéfiniment avec n. Habituellement, r,
étant le reste de la série arrétée au terme u,, c'est-a-dire r, étant
la somme de la série w, 4+ Uppa—+..., w, est une fonction
donnée de r, et des resles voisins. Je veux, dans cette Note, déter-
miner d’un certain point de vue le champ ol peut varier cette
fonction w), assurant la convergence de v,, et, 4 cette fin, indiquer
des types de fonctions w, trés voisins des précédents, mais en-
trafnant la divergence de ¢,; en un mot, et pour parler le langage
de P. du Bois-Reymond, trouver parmi les fonctions «w la 3épa-
ration correspondant a la limite entre la convergence et la diver-
gence des séries v,.

1. Jutiliserai pour établir ces résultats, I'artifice employé par
Cauchy pour découvrir par le calcul d’une intégrale indéfinie la
convergence ou la divergence d’une série.

Premier TutorEmME. — o(z) étant une fonction positive,
définie pour x positif et inférieur ou égal a a, décroissante
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(énfiniment grande quand z est infiniment petit); selon que
23
Uintégrale f o(z)dz a ou non un sens, la série u,o(r,_,) est
0

convergente, ou la série u,¢(r,) est divergente.

Considérons une fonction r(z) égale a ry quand z est entier et
variant linéairement entre deux valeurs entiéres conséculives de z.
- On vérifie immédiatement I’égalité

r(z)=u,(n—zx)+r, pour n—1Sxin.

La fonction »(z) est une fonction décroissante et tendant vers
zéro quand z croit indéfiniment. o[r(x)] est donc une fonction de x
croissante et infiniment grande simultanément avec z. Elle peut
d’ailleurs n’exister qu’a partir d’une certaine valeur de z, suffi-
samment grande pour rendre r(z) inférieur & a. Nous supposons
évidemment, dans 'énoncé du théoréme, n — 1 supérieur a celle
valeur, ce qui est parfaitement loisible, la convergence ou la di-
vergence d’une série ne dépendant pas des modilications apportées
a un nombre fini de ses termes. z variant dans le champ que nous
venons d’indiquer, on a les inégalites suivantes :

rp1>r(zx)>rp pour n—1<x<n,
?("n—l) < tp[l‘(.’b‘)] < ?("n)-

Q(rn—1) < elr(z)] dz < ¢(rs).
n—1
En multipliant par u, les trois termes des deux derniéres in-

égalités, et en remarquant que u,dx = — dr(z) dans I'intervalle
7 —1 an, on trouve :

U §(Tat) < f " g(u)du < un o(ra).

Donc »
Fwnotra < [ o) du < ung(ra)
ny Tm ny

Il suffit maintenant de faire croitre m indéfiniment pour rendre
évident le résultat énoncé.

Si l’intégralef ”'(p(u)du a un sens, la série
0

U p(s) 4+ Uy (1) + us 9(ra) +. ..
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est convergente, en désignant par s =r, la somme de la série u.

By
La somme de la nouvelle série est méme inférieure a / o(u)du:
70
.y ,.'l
Lereste de lasérie relatif au n'¥™ terme est inférieur a f o(uw)du.
a °
Si au contraire l’mle’gralef o(u)du n’a pas de sens, c’cst que
0

13
I’intégralef o(u)du, croissant quand ¢ décroit, surpasse toute
€
limite. Donc, la série
uy CP(I‘1) -+ Uy (P(I‘z) ...

est divergente et, plus précisément, la somme de ses n premiers

termes surpasscf 'cp(u) du.

Tn

2. Donnons quelques applications du théoréme précédent.

Comme fonctions ¢(x) dont une primitive est finie pour z = o,
nous citerons les suivantes et toutes celles qu’elles surpassent en
deca d’une certaine valeur positive de z

1 ' 1 1
—_— i ———‘-l_-’ * 1 ’
Jz o x(LL> M xL—'—--.L,,_.l(L,, L) e

x x xr x

« étant un nombre positif fixe, et L, L désignant le logarithme né-
x
périen de L,_, i <[l faut remarquer que Lpé n’est défini que si z
est inférieura eLqui joue alors le réle du nombre a de 'énoncé.
4

Je pose : e, = e, et e,=e, base des logarithmes népériens.)

Les séries

Un Un , Un s
, ceey
1—a& 1+a
Vra— Ly r L ¥
n—1 Tn-t
n—
u
I 5 1 1 \tre’ 7T
rp—gL——.o. Lp—i (L _.._)
I'n—1 Tn—1 In—y

sont convergentes, tandis que les séries

Un Un Un
I B, oL,
r 1 1 |
"  rpL— rpL—-..Lp—
rn ra T



sont divergentes, quelle que soit la série convergente u, & termes
positils.
La premiére série désignée dans cette liste difféere peu d’une
autre donnée par M. Hadamard.
Si la sérvie % est convergente, il en est @ flortiori de méme
de la série i
Un

n—-l+\/— t/:—— m'

La série (\/r,,_. ”“Vr,,) a termes posilifs et dont le terme gé-
néral est un infiniment petit d’un ordre moindre que celui de u,
est convergente. C’est la série de M. Hadamard.

3. Peut-on, dans I'énoncé du théoréme général, remplacer pour
le cas de la convergence la série ©n9(ra-1) par la séric & termes
supérieurs u,¢(r,)?

n—1{

. . . r
Si I'on considére des séries u, lentement convergentes,

tend vers 1. Si alors la décroissance de ¢ est suffisamment ré-
guliére, il est vraisemblable que la série u,,o(r,,) sera convérgente.
Ceci se vérifie, par exemple si Un= (x)_ 5 @ et B
étant posilifs,

Mais, lintégrale de ¢ étant convergente au voisinage de o,
il n’est pas possible, sans metire en défaut I'énoncé, de remplacer
dans tous les cas la série n®(7n..y) parla série u,@(rn)- La pre-
miére, nous I'avons montré, est toujours convergente. La seconde
peut étre divergente comme le montre I'exemple suivant :

. 1 . .
Soit ¢(z) = T Prenons u,,,= u}, & partir d’une certaine
x
. , . 1
valeur de n, pour laquelle u, est inférieur a - Alors

rpn=Up41+ Upt+a—+...

{ Un+1
= Up+1+ ul’l+l+ u3,+| -+ ..o u:”+|+...< —_— < 2Up41.

1— Up+1

Donc, u,¢(rz) est ici supérieur 8 —=— = -.'La série u,p(ra)
\/un+l
diverge.

On montrerail sans peine que, ¢(z) élant une fonction positive
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décroissante, sifcp(x)dx converge, ou méme simplement si
[

zo(x) lend vers zéro, avec x, la série définie par la formule de
récurrence u, 9(tpyy) =1 converge et cela assez rapidement pour

ue — tende vers 1, ainsi que _(rn)
q ’ q
Un+1 P(un—1)

donc, puisque son terme général tend vers 1. Quelle que soit la
fonction ¢ dontI'intégrale converge, il est donc possible de mettre
en défaut le théoréme sur la convergence de la série u,@(rp), si
I'on y prend p=n au liende pS<n—1.

Si Uintégrale de ¢ diverge au voisinage de lorigine, la
série u, ®(ro_y) peut étre convergente bien que w,o(r,) soit tou-
jours divergente comme nous I’avons montré.

Un

+ La série u,¢(r,) diverge

Cependant, la série diverge toujours, elle aussi, bien que la

T'n—1

démonstration donnée plus haut établisse la divergence de ==.

n

On a en effet

Un Un+1 Un+p 1 Tn—1—Tn+p,
A A s (U Uy e A Ugp) = TP
I'n—1 'n 'n+p—1 rn—1 T'n—t

p croissant indéfiniment, la derniére expression tend vers 1 et
non pas vers une limite infiniment petite pour n infini, comme
I'exigerait, d’aprés le théoréme de Cauchy, la convergence de la

. u . . .
série ’_—'f-, si celle convergence se produisait.

n—1
Plus généralement, si o(z) = =) oy i ¢ croit indéfiniment,
. @x '

la série u,@(r,_,) diverge, et non pas seulement la série u,o(r,).
On a en effet

Un ?("n—-l) ~+ Upt ?("n) FoeitUnptp ?("a+p—l)
> @(ra—1) [Un+ Unri+o oo+ Unap) = ¢ (p—y ) (Fp—1— Fnsp).

Y1) 1y,

Si donc o (rp_y) = (u) ne Lendant pas vers zéro avec u,

. . I'n—t
la série est divergente.

Mais supposons o(z) = » ¢ croissant indéfiniment quand

1
zy(z) . .
x lend vers zéro par valeurs positives lexemple $(z)=L l;J .

Alors, si u, est une série trés convergente, r,_, est sensiblement
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1

Y(un)

série u,©(r,_y) est convergente, bien que w,(r,) soit divergent.
Donc il n’est pas possible de modifier, dans I'énoncé du théo-
réme, U'indice des 1 sans restreindre la généralité des séries con-

égal & w,, u,@(rn_y) est comparable a -Si b (uy)=n? la

vergentes u,, ni celle des fonctions o classées en deux catégories
suivant la convergence ou la divergence de leurs intégrales au voi-
sinage de l'origine.

3. On montre exactement de méme le théoréme suivant :.

Seconp Tutorkme. — Si la série a termes positifs u, diverge,

SLSy= U+ Us+...~+ u,, selon que l’[ntégralef d(z)dzx a

a
ou non un sens, ® étant une fonction décroissante de x, la série
u,®(s,) converge, ou la série u, ®(s,_,) diverge.

Done, les séries

Un Up Un
_r, T __, ..., ,
shre sp(Lisp )+ splisn .. Lp_ysp(lipsp)t+e

. (1>o)

convergent. Les séries

Un Up Un

ceey

—_— ’
Sn -1 Sp-1lisp—y Sp~1Lspiq... Lipsp—y

divergent.



