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SUR LES ÉQUATIONS
DES PETITS MOUVEMENTS DE SURFACE DES FLUIDES PARFAITS ;

PAR M. BOULIGAND.

I. — COMMENT SE POSE LE PROBLÊME DES ONDES LIQUIDES (1).

Proposons-nous de rechercher comment se pose le problème
des ondes liquides, en nous bornant à l'étude des petits mouve-
ments d'un fluide parfait.

Soit un liquide incompressible, contenu dans un vase à parois
fixes. Ce liquide étant d'abord au repos, provoquons son mouve-
ment par une cause agissant pendant un temps très court. Il y
aura un potentiel des vitesses. Prenons pour plan xOy le plan de
la surface libre au repos, pour axe Oz la verticale ascendante.
Soient u, v^ w les composantes de la vitesse de la molécule l iqu ide
dont les coordonnées sont a?, y, z à l 'instant t. Il existe une
fonction ç (^*,y, ^, t) telle qu'on ait

()îp ()(p d<pU=-^) (/==-!-, w==—.àx ày àz

L'équation de continuité s'écrit alors

(i) àïî..àtî..à^^^' ' àx1 ày^ àz1

Soit p la densité du liquide, p la pression au point xyz. Nous
avons

<-> m)'- ($HS)':I- à— -f.
en supposant que, dans le système d'unités adopté, on a pris, pour
unité d'accélération, l'accélération g delà pesanteur.

( 1 ) Voir les deux articles de M. HADAMARD, Sur les ondes liquides (Comptes
rendus des ^ et 21 mars 1910) .
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Montrons alors Que, si Fon connaît la forme de la surface libre
à chaque instant, on peut en déduire le mouvement intérieur du
fluide.

En cuet prenons pour inconnue la dérivée A par rapport au temps
du potentiel des vitesses. A est aussi une fonction harmonique

^2<L ^(L <)2,L
(3) ^4-^+^==0•

Cherchons la valeur de ^ sur la surface libre (S) du liquide. En
négligeant les carrés des vitesses, l'équation (2) nous donnera

A=-^-£.
P

Sur la surface (S), la pression est constante: rien n'empêche de
la supposer nulle, l'action d'une pression constante s'exerçant en
tous les points d'un fluide n'ayant aucune influence sur ses mou-
vements. Nous pouvons donc écrire

(4) <!/s=-^

D'autre part, les points situés sur la paroi mouillée S sont ani-
més de vitesses tangentes à celte paroi. Nous avons donc constam-
ment

/û?<p\
[dnh-°-

et par suite œ lï=''•
Donc, la surface libre une fois connue à chaque instant, nous

pourrons déterminer la fonction ^ comme solution d'un problème
mixte dont les données sont l'équation indéfinie (3) et les conditions
aux limites (4) et (5).

Pratiquement, nous pouvons regarder un tel problème comme
résolu si nous connaissons la fonction de Green correspondante
(j(M,P). Soit/- la distance MP. Par définition Ç(M,P) est une
fonction harmonique des coordonnées du point M. En outre,

elle devient infinie en P comme -? elle s'annule sur la surfacer
libre (S) et sa dérivée normale s'annule sur la paroi mouillée ('S).
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Si nous considérons les dénivellations de la surface libre comme
infiniment petites et du premier ordre, les variations de cette fonc-
tion de Green sont aussi infiniment petites et du premier ordre
(comme le montre la formule donnée par M. Hadamard pour cal*
cnler la variation de la fonction de Green).

Or calculons la fonction A : pour cela entourons le point P d'une
sphère s de très petit rayon : en considérant toutes les dérivées
normales comme prises suivant la normale intérieure, nous avons

fm-^)^f^-ff,
les trois intégrales portant sur le même élément. En remarquant
que le second membre est indépendant du rayon de s et en faisant
tendre ce dernier vers zéro, nous avons

(o ^^^):=i,iff^^=-^ff^.<&^.
De ce qui précède il résulte que la partie principale de

A(a*,y,^,^) peut s'obtenir en remplaçant Ç par la fonction de
Green Ci du volume V délimité par (S) et le plan de la surface
libre au repos, et en remplaçant aussi l'élément de la surface l iqu ide
par sa projection sur ce plan. Nous remplaçons ainsi la recherche
de ^ par celle d'une fonction remplissant la même équation indé-
finie (3) et les mêmes conditions aux limites (4) et (5), sous cette
réserve que la condition (5) est portée non plus par la surface
mobile de liquide, mais bien par le plan fixe z == o (nous l'appel-
lerons dans la suite le plan S).

Soient M un point du plan S, P un point intérieur au fluide,
P' son symétrique par rapport au plan S. Soit d'autre pa r ty (M,P)
la fonction de Neumann relative au volume V < , limité par la surface
(S) et sa symétrique par rapport au plan S. [Nous supposerons,
dans ce qui suivra, que, en tous les points de la courbe (C) d'in-
tersection de (S) et du plan (S), les plans tangents a S sont verti-
caux, de la sorte V< sera supposé limité par une surface qui n'offre
pas de points anguleux.] Nous avons évidemment

^ ( M , P ) = Y ( M , P ) - Y ( M , r ) .
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Nous désignerons par ç,^,Ç les coordonnées de M (ici Ç==o)et

par a*, y, z celles de P.
L'équation (6) peut s'écrire, après ce que nous avons dit,

+(^,.,<)=^/^M^-^S«.

D'ailleurs

(n (^ ^o» ̂ y, -s) = ï(^ ̂  o» ̂ y» -s) — ï(S) ̂  o, ^>y> -- -s);

en outre la symétrie du volume V\ nous permet d'écrire

"r(S» TQ, S, ̂ y, -s)= T(^ TQ» -- ̂  a*, y, —-s) ;

d'où, en dérivant par rapport à Ç et en faisant Ç == o,

~ (S, ̂  "î a-, y» ̂ ) + — (^ ^1, QÎ ^,y> — ^) == o.

Nous en concluons
< î _, ^
^Ç=0 '^=0'

donc
^,y,.,o=^/^^^.

Cherchons à exprimer que le point P se trouve sur la surface
libre : s'il en est ainsi sa cote z est une fonction de a?, y, t et nous
avons

àz àz àz
(y== —— -(- ^ __ -\-V—— .

(̂  AP ^y

Conformément à l'hypothèse de petits mouvements, négligeons

les produits u-r- et ^j-* Nous avons

AS ()<?

"~ ^^ ~ àz

ou, en dérivant par rapport au temps,

(^ ^f~^.
V 7 / ^2 ^
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A au voisinage du plan S se comporte comme un potentiel de double

couche. Donc sa dérivée normale -— est continue pour z === o.
Nous avons d^ailleurs

Y ( M , P ) = = ^ p + H ( M , P ) ,

H(M,P) étant une fonction analytique et holomorphe des deux
points M et P, même lorsque ceux-ci sont confondus, avec cette
restriction que M et P ne s^approchent pas simultanément de la
courbe (C). Par suite

à! - ̂ . 1 ^H - -_^-1 ÔH

àÏ, " à^ r + àHi " as ~r + <)Ç *

Donc, en tout point P intérieur au fluide, nous avons

à^ àî r r zut ^ r r ^H ,-à1 r r zyt ,o F C àîH

- à z - ôzïj J^^^J j^W
2 7C -'•==— •—— / / —— ^SM -h / I ZM ———= dSu

àz à z ^ J J ^ r J Ja àz à^

ou encore

à^ / à^ à^ \ r r z y i ^ r r à^iî .-,
2 TC -1- = ( -— 4- ——r ) / / -— </SM 4- / / ^M -:—^ Û?SM.

àz \à^ ^/JJs r J Js ozà^

En exprimant la condition ('7) nous voyons que la cote z d'un
point de la surface liquide vérifie (au bénéfice de nos approxi-
mations) Inéquation intégro-différenlielle linéaire

àïz i ô î àt \ r rz^ ̂  r r àîïi ^(8) 2TC— , -==(-r-, -+- T-, / ——dSyi-+-l f Zyt——-————ûfSjn.v / àt1 \àx^ ày^j J Jg r J Jg àz à^=^o)

Nous récrirons sous forme plus condensée

(9) ^-^ff^^ff^^^'
en posant

()2 ()2
A == ôx2 -h 'àyi

et
^^WLp.

OZ O^^^Q

Remarques, — I. Dans le calcul précédent, z a joué deux rôles
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bîen distincts, celai (Tune variable indépendante (cote d'un point
quelconque à Finlérieur do liquide) et celui d^une fonction de
;r,y, t (cote d^un point de la surface libre). Le véritable sens à
donner à 'z dans chaque cas est trop apparent pour qu'il soit utile
d^insisler.

II. Inéquation (9) a pour conséquence immédiate

<-' ff^-"'
à^Fcar si nous désignons par 2're— ce que devient son deuxième

membre quand on y remplace le point P(^=ro) de la surface libre
par un point P(z quelconque) intérieur au volume V, il existe
une fonction harmonique ^Fp dans ce volume qui coïncide avec la
fonction ^ précédemment définie. L'équation (9) peut alors s^crire

à^z <W
à^ àZz=Q

le deuxième membre n^est autre que la dérivée normale de W le
long du plan S.

La dérivée normale de W sur (S) étant nulle, et la fonction W
étant régulière dans V, nous devons avoir, quelle que soit la
solution z considérée,

r r àw^
1 1 T^—^Si^o,J Js àzz^

ce qui nous conduit immédiatement à (10). Intégrons Inéqua-
tion (10). Elle donne

w--
a étant une constante. Cette constante est nulle, car Inéquation (9)

admet, quel que soit ^, la solution — == o, z == const. (celle der-

nière conslanle étant nulle lorsque le plan xOy est le plan de la
surface libre au repos). Le fait que Inéquation (9) admet celle
solution conduit à rïdentilé suivante, qui nous sera utile dans la
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sui te : l/J('^+,/'x•'(M•'')rfs"=°•
laquelle exprime que la fonction harmonique, évidemment con-
stante sur S et dont la dérivée normale est nulle sur S, a une
dérivée nulle par rapport à z.

II. — FLUIDK INDÉFINI. ÉQUATION DE CAUCHY.

Noas supposons que le mouvement s^éteint en tout point à
Finfini.

Il suffît alors de prendre

T(M,P)=;=^,

et l'équation (9) se réduit à

- à^z TT^' ^M ^
(il) ^^^Uj^ MP^-

Or, Cauchj, dans son Mémoire sur la Théorie des ondes^ avait
formé une équation aux dérivées partielles à laquelle satisfait la
fonction z ( x , y ^ t ) .

On peut retrouver cette équation comme su i t ( 1 ) : rappelons-
nous qu^à la surface libre nous avons

àjs àv>
W == — == —!-»àt àz

-z(x,y,t)^ ^ .
Otz-=Q

Ceci nous conduit à la condition suivante, pour les points de la
surface. Soit ^{x^y, z, t) la fonction harmonique déterminée par

à^ ^<p
àz àt2

Elle est nulle pour z === o, c'est-à-dire sur la surface libre. Elle

( 1 ) Cette méthode est due à M. Boussinesq (Applic. des potentiels^ etc., § IV,
p. 578).
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est nulle à l 'infini, le potentiel des vitesses et ses dérivées devant
s'éteindre pour des points très éloignés. Donc elle est nulle dans
toute la masse du liquide. Nous en déduisons évidemment

c'est-à-dire

à^ Ô^T:
~'àz^"~àtî

à^ ()2<p
~à^ ~~ 5Ï2 =

ou, en comparant à l'équation (i),

(12) ^î+^î+^£-o-
à^ • à^ • 0^2 -°'

par suite, en dérivant par rapport au temps et en remplaçant
dans A la variable indépendante z par zéro, il viendra

/ î \ ^^(13) ^.+A.=O.

C'est ce que nous appellerons l'équation de Gauchy.
Nous sommes alors amenés à nous poser avec M. Hadamard la

question suivante : de l'équation (n) pouvons-nous déduire ana-
lytiquement l'équation (i 3)? Nous allons, dès maintenant, montrer
que la chose est possible. Nous retrouverons d'ailleurs ce résultat
comme conséquence de l'étude d'un liquide contenu dans un vase
de forme quelconque.

Écrivons l'équation (i i) sous la forme

ci bis) àîz = JLA r F00 ^^) ^^ ^ J_J_, v/^-O^^^^-

Introduisons une variable auxiliaire indépendante z et posons

^^^^-^çr^ ^t) ^
^ °zJ_i.^ ^î-4-(.r—^î+(y—îi)«

(ici encore la distinction entre z fonction et z variable indépen-
dante s'aperçoit immédiatement). Calculons^ : nous reconnais-
sons qu'il n'est autre que la fonction harmonique de x, y, z qui
s'annule à l'infini et prend sur le plan z == o les valeurs
—^y^).

^(•^.r^O^—^.r,^).
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D'autre part, l'équation (i i bis) s'écrit

Donc en posant

à1^ à^
~àî2' = àzz==o '

ô^ ^
^-Ttï-^àz9

Û est une fonction harmonique qui s'annule à la surface libre et à
l ' inf ini ; donc elle est identiquement nulle. Faisons la combi-
naison

^26 ÔQ __^~^ ~~o'i

en vertu de l'équation (3), il vient

à^^ (̂  ^^
~à^ ^ ~àxï^~ ^T==o;

en a n n u l a n t la variable indépendante z^ nous trouvons bien
l'équation (î3). D'ailleurs, ce calcul ayant nécessité une différen-
tiation, Péquation ( î3) est certainement plus générale que l'équa-
tion (n).

Elle admet, comme l'a remarqué M. Hadamard, une foule de
solutions étrangères au problème. Tel est tout d'abord le cas de
celles qu'on obtient en changeant le signe de l'un des membres de
l'équation ( i l ) . Mais il y en a une infinité d'autres, puisque
dans ( î3) nous pouvons nous donner arbitrairement z et ses trois
dérivées premières par rapport à t pour ^==0. Au contraire, pour

l'équation (i i), la donnée de z et - .nous permettra de calculer

J~2 el ^7i" ^n somme» l'équation (n) est véritablement celle du

problème. On achèvera de le déterminer en se donnant z et -^-

p o u r ^ = = o , c'est-à-dire la forme initiale de la surface et les
vitesses de ses différents points. Dans l'hypothèse où le plan xOy
est celui de la surface libre au repos, nous devrons d'ailleurs sup-
poser, afin de donner au problème un sens certain, que les deux

p /1-4-00 /» ^ 4-ao / \ \

intégrales f f z^dS^cl f (- .-) dS^ (dont l'élément est

connu à l'inslant initial) sont absolument convergentes et ont
pour valeur commune zéro.
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Nous sommes alors amenés à nous demander si celte équation
de Cauchy est susceptible de se généraliser pour un liquide
contenu dans un vase de forme quelconque. Mais avant déborder
ce problème, nous allons démontrer quelques théorèmes d'Analyse
qui nous seront très utiles.

J I i . — QUELQUES THÉORÈMES ET FOHMULES D'ANALYSE.

Soit une fonction symétrique < p ( M , P ) des deux points M et P,
régulière dans Faire S et telle que

(a) A p ( p ( M , P ) = = A M < p ( M , P ) .

Soit aussi U(IV1) une fonction régulière dans l'aire S et munie de
dérivées jusqu'au deuxième ordre inclus. L;i formule de Green
nous donne immédiatement

( i4 ) A/T U(M)(p(M,P)6/SM

^ff^ U ( M ) < p ( M , P ) ^ S M + n < p ( P , G) ̂  - U ̂ (P, C)1 ds.

Cette formule se généralise au cas où îp(M, P) n'est plus régulière,

mais possède quand M tend vers P une singularité de la forme .,-0'

11 suffit, pour le voir, de démontrer que

^ -ss. ̂ s-
-ff^—j^f.-^^'-

Cette (brinulc s'établit sans difficulté par differentiation directe
après avoir posé
(16) $—.r==M, 7 )—y==^ .

De la sorte, les variables x et y n'entrent plus en dénominateur et
l'on peut appliquer la règle habituelle (en faisant en sorte de ne pas
omettre les termes provenant de la mobilité du contour).

Dans Inéquation (i4) nous pouvons donc considérer la fonc-

tion y (M, P) comme munie d'une singularité de la forme --?•
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THÉORÈME. — Soient une aire limitée par un contour C, P
€^Q deux points intérieurs à cette aire. On a

{l7) /jf^^27110^^1^)'
la fonction R(P, Q) étant une fonction régulière (1).

Tout d'abord cette intégrale est finie tant que les points P et Q

Fig. i.

sont dist incts. De plus, elle ne change pas quand on réduit toutes
les dimensions de la figure formée par le contour et les deux
points fixes dans un rapport donné quelconque. Soit donc P un
point intérieur au contour C. Décrivons de P comme centre u n
cercle de rayon ^^o, intérieur au contour C. Soit (v) ce cercle.
Si Q est extérieur à (y), l ' intégrale est finie. Supposons que Q
soit intérieur à (y) et puisse se . rapprocher indéf iniment du
point P. La partie de l'intégrale relative au domaine (C, y) est
régulière. C'est dire que notre intégrale aura les mêmes singula-
rités que si elle était étendue à un cercle ayant pour centre le
point P. Calculons-la pour un tel cercle en prenant pour pôle le
point P et pour axe polaire la droite PQ. Elle s'écrit

ff. dp dw

*- iT ) v P 2 — r î ' ç c costo -+- c^

( 1 ) Voir FRÉCHET et HEYWOOD, L'équation de Fredholm et ses applications à
la Physique mathématique; Note de M. HADAMARD, Sur l'itération des noyaux
infinis.
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en désignant par c la longueur PQ, ou encore

r ^ , r^___dçf dw 1 ' :
<^o ^o vp 2 —apccoso) -t- c1

II nous faut intégrer par rapport à co entre o et STC la quantité

[ ~ X — c cos fa) -t- /X*— 2X0 cosco -+"0*1
^ L <?(l ~ COSfa)) J

ce qui donnera

r c . / c c i i[ c , / c c î ' l
^ .. i^^cosa)+^/ i^^cosco4-^

^Log^+j^ Log ————————i-cos(o————————]'
^ .. i^^cosa)+^/ i^^cosco4-^

2T;Loir--^- / Loe| ————————•:^———-————————— |aa).
^^C^J, '^i————————————I~COS(0————————————J^'

Le deuxième terme est une fonction holomorphe de y pour c== o,
ce qui démontré le théorème.

Remarque. — Soient Q et Q7 deux points intérieurs à (y),
c et c' leurs dislances au point P. Considérons l'intégrale

F F / 1 ï ^ ̂  .
/^{MFMq^MP^^ €/(Y)

sa valeur est, d^près ce qui précède,

C . / C C'1I c . / c c'1
271 I — y COS04-1/ î — 2 ^ - COStO+ -

!/.„ Â________l^_______Â À
. COS W 4- l/ î — 2 . COS tO -h -c' r

: Log — -+- f Log
c ^oc ^o "I ^ , / c' c^9 î— Y cos (o -4-1/ î — 2 y cos tx) '^"YT

ûfo).

Faisons abstraction du contour C et faisons croître X indéfi-
niment. Le deuxième terme lend vers zéro. Donc l'intégrale pré-
cédente étendue à tout le plan a pour valeur

t p^'
^^"iFQ*

IV. — FORMATION DE L'ÉQUATION DE SURFACE POUR UN VASE HÉMISPHÉRIQUE.

Pour le volume V, limité par la sphère tout entière, la fonc-
tion y (M, P) a pour expression

(L
, R , ., 2Rlta"g-î
r^ -ST^R 1 0 8 pSsinY '
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en désignant par P' le conjugué de P, et en posant

OM = p, OP = 8, MP = r, MP' = r\

MOP = y, MÏ̂ O = <|/.

Fig. 2.

Soient P< et P^ les symétriques de P et de P' par rapport au plan S.
Nous posons

MPi=ri, MP;=r;, MOP;=YI, M1^0=^i.

Nous aurons

g(M,P)^-^(^R / i i \ i .
ïb-^^R1^

^ •tang — s inyï

ÎT"tang— SI I IY
2

Les deux triangles OIMP' et OMP^ nous donnent d^ai l leurs

sinv = r1 sin(^ sinYi= 1̂ sin^i

d'où
A (L.

tang -• sin yi r'i cos1 -•-

4/i . ^tang-'-siny r cos2—

Les mêmes triangles nous donnent

, /R2 , \ 2 , R 2 , ,+, /R2

?'= -T-^'(T-^/ ^^^ cos^

4R 2^cos2 + l ;?-(?-,)•-
d'où nous déduisons

^cos'Ç (^+^)'-P'

T R ! r v ,
(T-4-7-)-? '

<L
r cos2 -2

XL. ] 1
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Finalement,
^.-'ly-pi

„,.,,-.., i i R / i i \ i . \ ô R/ R2

^^^ r -^^Tb-^^R^ /R ^ V ^ '
^ 8 '+ R / R2

^(M, P) est de la forme r(M, P ) — r ( M , P , ) en posant

'•<-.-—^-M^sy-ëH-^---'-
Occupons-nous de U(M,P) . 11 nous faut prendre T—^.

pour Ç == z == o. Remarquons immédiatement que

A--0
<>Çî=o -

D'autre part,

, , / 7 R 2 ' Y 2 T R " ' V 7 R 2 " X 7
/ -t/^3-^ -^(-Si-^-71) +{^s-ï-)•'

par suite,
/à^\ __ Wz
l^À=o~"~8^7 '

Nous trouvons ainsi :

J?1L - R-if^lJ- R2-^^ 1
^^0 ~ ? ̂  U^ r'ï -+- 2 ( R 2 _ 4 _ ô ^ ) 2 _ _ p 2 Ô 2 J •

II reste à dériver par rapport à z et à pi endre la valeur de cette
dérivée pour z == o. Remarquons pour cela que

à^
àz^o ~~

Grâce à ce fait, on constate aisément que j—^ pour z = Ç == o se

réduit à

^ ^•^-^[i^-2^^-^]-
Somme toute U(M, P) joue ici par rapport à Ç(M,P) le même

rôle que la fonction H(M,P) de ia première section. L'équation
de surface est donc précisément l'équation (9) où F(M, P) doit
être remplacée par la valeur donnée par (î8).
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Nous pouvons d'ailleurs écrire

F / M P\ R3 R R2-+-OP.MP /
F(M, P) = —, __^ -4- a ———————————__;__,•

OP .MP ^ t - M P (R2.4.oP.MP')2-OM .OP

Traçons le grand cercle Ç d'interseclion du plan (S) et du vase.
iVhrquons les points M et P ainsi que leurs conjugués M' et P'. La
considération du point M' montre immédiatement que F est
symétrique par rapport aux coordonnées des points M et P. Tout
d'abord le produit OM.OPjou i l évidemment de celte propriété.
Quant aux deux produits OP.MP'et OM.M'P, leur égalité est
immédia te , eu égard à la s imi l i tude des triangles OMP' et OPM'.

Nous remarquerons encore qu'on a, quel que soit le point P,

(•9) F ( 0 , P ) = F ( P , 0 ) = ^ .

V. — SINGULARITÉS AU VOISINAGE DU CONTOUR (C).

Les considérations exposées dans la première section nous ont
conduit à nous poser le problème des ondes liquides sous la forme
suivante :

Considérons un volume V, limité d'une part par une portion de
plan (S) et, d'autre part, par une surface (S) cou pan l ce plan à
angle droit tout le long du contour (C). Le plan (S) étant pris
pour plan xOy, il s'agit de déterminer la fonction harmonique
^(»r, y, Zy t) dans le volume V et la fonction 5(a-, y, t) dans
l'aire (S), de manière que l'on ait sur (S)

w ^=0'
et sur S,

(4) ^==~^
^^

(7) 'àtï^àz

Si, à un instant donné, -,— est nul en tout point de la courbe (C),

il en sera de même de—*-» en vertu de l'équation (4), et grâce

aussi à cette circonstance que (S) coupe orthogonalement le
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plan (S) le long du contour (G). Autrement dit, la condition (5)
sera alors remplie non seulement sur la paroi (S), mais encore en
tout point de la courbe (C).

Au contraire, si — n'est pas nul sur (C), la condition (5) sera
remplie à la paroi (5) et non sur la courbe (C). De sorte que

Fi§. 3.

lorsqu'on passera d'un point A de (S) très voisin de (C) au
point (a) de (C) le plus rapproché de A, —' passera brusquement
d'une valeur nulle à une valeur finie et 7^ o. Il s'ensuivra for-
cément pour les dérivées de ^ dans la direction limite de aA
(c'est-à-dire par rapport à z) des singularités dans le voisinage du
contour (C).

Je dis que —L calculé en un point P du plan (S) devient loga-
rilhmiquement infini quand ce point P tend vers le contour (G).
Nous utiliserons pour cela les résultats de la troisième section. Il
est à peu près évident qu'à cause de la nature même de ce que
nous voulons obtenir, i l suffira de vérifier cet énoncé pour une
forme particulière de vase.

Nous nous adresserons au vase hémisphérique pour lequel nous
avons appris à calculer explicitement — ' • Nous supposerons qu'à
l'instant considéré, z et A^ sont finis dans l'aire (S) et sur le con-
tour (C). Nous pouvons alors écrire

^-^'ff^^ff^
, K r rz^ R^-t-^
+ 2 8J J, ̂  (Ri-^TT—pTgî -

Diaprés une remarque déjà laite, le deuxième membre doit s'an-
nuler quand on considère z^ comme une constante, ce qui nous
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permet cT ce rire

2R r CL ^-+-8^ ^ - r \ d _L R3 ^ _LI /
o ^ ./s r' (K2-»-^- p9-^ M ^ [fin, PC + ̂  ̂ , l* CJ

D'îuitre part, en effectuant les différentiations, nous avons

^ r r A / T R3 l \ ̂  r dz / 1 R3 i .9, TC —!- = 1 1 A^M ( - + — — — ) ^SM + / — — — ( - - + - - . — — ^ 5
^ J J^ M\r 83 /'7 J^dn\r ^ r ' ]

. ̂  r r^ R2-^-^ ^ r r^ l R3 ^ 'i^
U J^ (R^8^^-p28^SM-^ 5 [^ ^-^ -8^ ̂  PJ^'

Occupons-nous d^abord de la deuxième ligne. Nous supposons
que le poini P tende vers un point a du bord (C). Celte seconde
ligne peut s^écrire

R r r^-zq ^4-^
8 J Js ——/:7—— (R2-+-^)»~pîÔ2a^M

/*/ ^ / d l R3 rf I \ ^— ( (^ — ^a) ( -7- - -4- TT -7- —, ) ds.J^ a/ \€ln r ô3 dn r' f
Nous avons

( R2 -f- S/1' )2 — p2 82 = 4 R2 §^ 308^.
2

L'intégrale double s^écrit donc
1 r / ^ f M " " ^ 6 ? 5 » ! , ? . . ^ , .:^R8?J^—^-—+ (R+sr)•~ VQ cos2-1

%

L^ngle ^ étant en valeur absolue ^ -» cos2 ^- reste compris entre

lef.
2

L^ntégrale double à étudier se présente donc sous la forme

r r /^w^1== / / ±=7î«SM,l/ ŝ MP

<o (M) étant une fonction régulière dans l'aire S.
Soit aie point de la circonférence vers lequel tendent simultané-

ment P et P'. Prenons pour axe polaire Oa\ soieni {o , (o ) les coor-
données d'un point M de Paire S, (8', 9) celles du point P'. L'inté-
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grale I peut s'écrire

f==.^ f, ^-^'pS^-ey+p^^^

Considérons l'intégrale

v(p P-)=-J- r" ^p^Ko^p8) ^.
V P 1 / 2-ît^ ^-^pCOS^-e)-^ '

c'est la fonction harmonique régulière du point P' à l'extérieur du

Fig. 4.

/̂ ~uNc .P*

cercle de rayon p e t qui prend sur ce cercle les valeurs o(p,(o).
Nous pourrons écrire dès lors

, /^(p,^) .î-^ ^—prp^

Intégrons par parties : nous aurons

I^-^p^Log^-p^+^y Log^-pî^p^P')^.

Cette dernière intégrale reste finie. Quant au terme tout intégré,
que devient-il lorsque P7 tend vers a. Remarquons ici que ©(M)
contenant ^ — Z a en facteur s'annule au point a. Il s'ensuit
V(R ,a )==o . Cherchons l'ordre infinitésimal de V(R, P'), le
point P' étant très voisin de a. Comme nous l'avons déjà vu,
V(R,P') est la fonction harmonique à ^extérieur du cercle de
rayon R et qui prend sur ce cercle des valeurs telles que

(^--Sa)^l(c),

la fonction ^ étant régulière. Par hypothèse z possède dans l'aire
S et sur le contour C des dérivées des deux premiers ordres, il
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nous suffit ici de tabler sur Inexistence de ces dérivées pour affir-
mer que les valeurs prises par V(K, c) sur le contour G au voi-
sinage de a sont de l'ordre de ac : les propriétés générales des
fonctions harmoniques nous montreni alors que V^I^P^), lorsque

Fig. 5.

P' est très voisin de a, est de Perdre de aP'. Donc les termes tout
intégrés restent également finis.

Prenons maintenant l'intégrale curviligne

F . , / d i R3 d i \ ,
^^^-^[dnr^^-dn^)^'1

nous avons, puisque le point G est sur la circonférence,

d i R3 d i i / R ,\— - -4- -r- — — == . ( COS(P -^- ^cos^),dn r o3 dn r p7;2 \ ' 8 •/

eos<p-+- R cos<^=——^R 2 + / ' 2 —82+ ^(^-h 7-2-Rî)1.

Donc

^^^[^-^^-^(V-^-r^ds,

J= ï^8? ^^^[^(^^^^-(R2-®1)']^

R'+S' r-g-^^ (R'-S')' f*-*aj.
= ̂ R8ï-J, —r-^- ïRS' ^ —3—^-

C'est un résallat bien connu dans la théorie du potentiel new-
lonien (courbes attirantes), que la première des deux intégrales
reste finie quand P tend vers a. En effet le potentiel d'une ligne
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attirante est logarithmiquement singulier sur celle courbe, sauf
aux points où la densité est nulle pour lesquels il est fini. Pour
voir comment se comporte la deuxième intégrale, il nous suffit
d'étudier

ou
(R-8)1 (' (, '-fîd'-J^

!,. z—Zg aP——— —-—ds :r r2 '

aP2

le facteur -^- étant constamment < i, nous sommes amenés à la

même conclusion que pour la première intégrale.
Donc la seconde ligne précédemment considérée reste finie.
Quant à la première, son intégrale double est finie quel que soit

le point P.
Son intégrale curviligne s'écrit

r dz I \ R3 i \ ,
J.Tn^^T1)^

ou
/ R2 \ r dz i ,
(^^J^nT^

C'est un potentiel newtonien de li^ne attirante de densilé -4-\• D dn
il devient donc logarithmiquement infini aux points où -.— est^o.

Donc nous arrivons avec M. Hadamard à la conclusion sui-
vante :

Si -.- n'est pas nul sur (C), c'est-à-dire si la condition (5)

n'est pas remplie sur la frontière (G) de (S), la valeur de -•

calculée en un point du plan S devient logarithmiquement
infinie quand ce point s9 approche du contour C. Aux points où
dz . i j à^ . ,. .-7- est nulle. — reste nme.dn ' àz /

Resterait à étudier comment se propagent dans le temps les

singularités affectées p a r — ' a u voisinage du contour (C)< étude

rendue très difficile par la nature même de l'équation de surface,
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VI. — INEQUATION DU QUATRIÈME ORDRE.

Reprenons l'équation

O) ^-^ffS^fI^^^-/s —l ^ ^s

Dans le cas du vase hémisphérique, nous avons montré que, si

le point P tend vers le contour (G), -r-̂  est au plus logarithmique-

ment infini. Admettons-le en général. Il s'ensuit que, si le point P
n^est pas sur le contour (G), les expressions

. r r <^M Û?SM
^J J^-àî^-MP9a = = A

p= ytyt2^^F(M,p)rfsM
ont un sens. Nous admettrons qu^en un point P qui ^appartient
pas à (G), la somme a •+- (3 représente, conformément à la règle

A^
habituelle de dérivation, la quantité 4TC2-r•^•

Nous avons, en tenant compte de (9),

rr'ff^^ff^^^
^J J,———————————MP———————————rfsM-

a = = A

Ici, des précautions sont nécessaires : nous ne pouvons immédiate-
ment écarter les deux parties du numérateur au risque d^btenir
séparément deux intégrales infinies. Si nous considérons par
exemple l'intégrale f^f^s-^ »7§ */ »/S

la formule (i5) nous permet de récrire

/X^jf^^Xfê1^"^ Mc)^]S-

Or l'intégrale

/AF./'-'ÀMC^^"
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n'a pas de sens, car, lorsque M lend vers (G), la parenthèse devient
infinie comme l'inverse de la distance de M an contour (G).

L'intégrale

Jl^pff2^^^^^/S "" ^ ^s

serait aussi dépourvue de sens. En réalité, la nature du problème
est telle que les éléments infinis de ces deux intégrales se dé-
truisent et que l'expression totale de a a un sens.

Traçons un conlour (G') intérieur à (G), limitant l'aire S' et
contenant le point P. Nous pouvons écrire

a -A C fo^2^ dsM ^ F F àïz^ ^SM
^J^^MP^^J,,^^^^^MP-^-

on peut appliquer la règle ordinaire de dérivation à la seconde
intégrale qui tendra vers zéro lorsque (C) tendra vers (G). Nous
pouvons donc considérer a comme la limite de OL' défini par

^ rr^^^ff^^^^
a JJs———————————MP——————————ûfôM;

appl iquant l'équation (i5), nous aurons

r rff^^^fc^^'^^^^ff^^^^
V J, ————————————————————MP—————————-s—————————— ̂ M ;

actuellement, chaque terme donne, pour l'intégrale double sous
le A, une portion finie.

En changeant l'ordre des intégrations^ nous avons

•-[ff^'ff.^^a = A

Ç d^ r f ds» _, r d r r dSw , i
Je dn J ^ l^P-MC as -.7, s •dnj J^MP^C^]

-//."/J:.^^
Ap|)liquons au crochet la formule de Green dans l'aire comprise
eptre le contour (G) lui-même et nne peîile circonférence v de
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centre P et de rayon X. Nous avons, en vertu de (17),

C7') /^M^-^P^^-Q)'

R'étant une fonction régulière qui tendra vers R(P,Q) quand
(G7) tendra vers (G). Lorsque \ tend vers zéro, R' donne dans a'
un terme qui tend aussi vers zéro, et le terme logarithmique donne
naissance au résidu —^T^Zp. M vient donc

.•»-4.'to*toj/^,[i«/'̂ ,,^

^j.^^
à la limite, quand (G') tend vers (G), et en remarquant que

^ff.M&ï-^^^'
nous avons

a=-4^A^+y^QAp^AQR(P,Q)+Jy'FX§p^rfSM1^SQ.

Le crochet, dont il faut prendre le Ap, est une fonction parfaite-
ment régulière de deux points PetQ quand ceux-ci sont intérieurs
à Faire S. Supposons que le point Q vienne sur le contour G.
Notre crochet s'écrit en général

A ^ ^ ds* . r /^(Q^)^
^J J, MÎTMQ ̂ j J, -MF- rfsM-

Or nous avons montré pour un vase hémisphérique et admis
pour un vase quelconque le résultat suivant: soitU(M) une fonc-
tion quelconque mais finie des coordonnées du point M ainsi que
son A. L^expression

A^//u(M)%4"//u(M)F(QtM)â?SM

est au plus logarithmiquement infinie quand Q tend vers le contour

(G). Si la fonction .̂-p était partout finie, il nous suffirait de poser

U (M) == —p pour voir que notre crochet est aussi logarithmique-
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ment infini : en réalité la singularité introduite par le point P ne
nous gêne pas : nous pouvons toujours entourer le point P d'un
cercle de rayon fini ayant pour centre ce point et intérieur à
Faire S. La partie de notre crochet provenant de Faire de ce cercle
est essentiellement finie. Pour la région comprise entre la circon-

férence et le contour (G), la fonction --- est finie et la remarque

précédente s'applique. Nous en concluons que l'intégrale

ff.'^"^ff/-^^
a un sens. Il faut encore démontrer que son Ap a aussi un sens.
Désignons par A le crochet. Traçons un cercle de centre P et

F«g.6.

intérieur à l'aire S, celle-ci se trouvera divisée en deux portions S 4
et Sa (fig- 6). Nous poserons

A A c r ds^ r /*F(Q,M) ,„
^-^JWPMQ^J^-WP-^^^

A A r r ds^ r rF(Q,M),-,
A2= \/ ^MP^Q +/ J^MÎ—^

de la sorte nous aurons
A = Ai-h As.

Considérons d'abord

j j ^QÀlrfSQ.

L'opération qui consiste à prendre le Ap de celte expression ne
soulève pas de difficulté : dans toute Fpire S, la fonction A< est ré-
gulière quel que soit le point Q. Asupposermême que Q soit en P,

F* /'* fî^*t f

le terme AQ j j M est régulier (l'opération Ay faisant dis-
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paraître le terme logarithmique de Ç F-^——Y Quant au terme
f* /* F? ( c\ ivr ^

j J s MP— ^Mï nous ^^^"ême appris à former explicitement/s
son Ap.

Considérons maintenant

ff^dSo.

L'élude est délicate et je n'ai pu la pousser à fond. On peut
voir que Ap Ag est logarithmiquement infini quand Q vient sur(C),
ce qui assure un sens à l'intégrale

j y-SQApAîûfôQ.

En effet, nous avons

^^ff^-^rr1^!^;
J ^MP .MQ J -'s, MP

cecireprésenleraccéléralion au point Q [au fadeur -I- près) quand

la dénivellation à l'instant considéré est zéro en tout point de

l'aire Si et .==3 en tout point Q de l'aire Sa. Donc Ap Ag est bien
PQ

logarithmiquement infini quand Q tend vers le contour (G). Il

résulte que l'intégrale f f ZQ^p^dS^Si un sens. Mais il n'est pas

absolument certain (*) qu'elle représente le Ap de f fz^AscIS^

( 1 ) On peut cependant, dans le cas de l'hémisphère, donner une idée de cette
dernière démonstration. Il résulte des considérations exposées dans la cinquième
section qu'on peut écrire

A,=U(P,Q)+^^^,

la fonction U( P, Q) étant finie quand le point Q vient sur le contour G. Nous en
tirons

ApA2=ApU(P ,Q)+ - i F — — d — — ds',
.A^Q^CP
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Reste à calculer le terme [i :

^y^Tr^^M.P)^;

P étant intérieur à l'aire S, F(M,P) sera toujours finie. Seulenu-nt,

ici encore, nous ne pourrons sans précautions remplacer w0-^
àt2

par sa valeur tirée de (9) et séparer les intégrales obtenues sous
peine d'obtenir des termes infinis. Il faudra alors recourir à l'arti-
fice du contour^C') et de Paire (S') et prouver que les intégrales
obtenues à la limite ont un sens : il n'est du reste pas nécessaire
de reprendre tous les calculs, ils se déduisent des précédents en

en substituant F(M, P) à ^p. Seulement ici, pour appliquer la

formule de Green, il sera inutile d'isoler le point P : nous trouve-
rons seulement

p ̂ ff^ [^ffs F(fep)^SM +//F(M' p) F(QÏ M) dsM} ds^

mais si nous nous reportons à l'expression précédente de ApA^, nous avons aussi

ApA, = V(P,Q)+2 C — — d — ^ ds,
J(^CQ dn çp^

la fonction V (P ,Q) étant finie. Il s'ensuit que la fonction Ap lJ (P ,Q) est iden-
tique àV(P,Q) . Elle est donc elle-même finie, quel que soit le point Q. De sorte
que l'expression

y'Y^uAplKP^rfSQ
est certainement le Ap de yy\u(p,Q)rfs<,.

Finalement, nous sommes ramenés à montrer qu'on a bien

^'ff^f^ în-èp ̂ ^Jf^f^în^ dsds"

Pour cela, il suffira d'abord de vérifier qu'on a bien

ff^f^îi^^^f^ffï^-
Puis, sous cette dernière forme donnée à l'intégrale, on constatera que la
démonstration s'achève sans difficulté.
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en posant U(M) === F(M,P) et en remarquant que U et AU sont
finis tant que P est intérieur à l'aire S, nous voyons que le coef-
ficient de ZQ est au plus logarithmiquement infini au voisinage
de (C). Donc ji a un sens, ce qui permet notre passage à la
limite.

Finalement, nous déduisons de l'équation (9) l'équation

(9.0) 47t2 (^p + A5P) ̂ f f^ K(p? Q) ̂ SQl

en posant

<„) K,,,,,-^/^^^^

^^ff¥^^d^^ff¥^p)F(^m)ds^

F(M,P) étant symétrique en M et P, l'expression précédente nous
montre que la fonction K.(P,Q) est symétrique en Pet Q. D'où le
résultat suivant, dû à M. Hadamard :

Conclusion. — A moins que la fonction R(P,Q) ne soit iden-
tiquement nulle, le calcul précédent nous montre qu'on ne peut
déduire de Inéquation (9) celle de Cauchy. Donc en général Inéqua-
tion de Cauchy n'est pas vérifiée par les petits mouvements de
surface contenu dans un vase de forme quelconque.
Il faut bien remarquer que l'équation (20) n'a été obtenue que

pour un point P différent du contour (C), et que, pour un point
du bord, la méthode de calcul que nous avons donnée est complè-
tement en défaut.

Du reste, il est bien certain que toutes les fois que j— est sin-

gulier sur (G), il en sera de même de -^ ? et les singularités de .—

seront d'ordre plus élevé que celles de - , - lui-même.

Remarque. — Considérons deux solutions < / ( M , P , ^ ) et
^(M, P, /) de l'équation (9) telles qu'on ait

M(M, P, o) = ^p == ^o, ^(M, P, o) = F(M, P) = (/e.
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L'équation (9) s'écrit de la sorte :

ï^——— = = ^ f f ZMUodSu-}- f j ^ M ^ o ^SM,

et réqualîoa (20) que nous en avons déduite pourra se mettre sous
une forme assez frappante. Nous avons en effet

/à^u\ , r r rfSn r /^(Q^)^^(-^L^U MP-MQ^/ j, -m-^
21tfêL=^F%p)dsM+/XF(M•p)F(Q'M)<<SM•
Mais dans ces conditions l'équation (20) s'écrit

/^p * \ * r r àïu^^ r r àî^^^(-^ 4-^p) -^J J, ̂ -^^^J J, ̂ -^â?SMl

Cas du fluide indéfini. — L'équation de surface est alors

" '̂/r".̂ "-
Nous faisons l'hypothèse suivante : c'est que les deux intégrales

n^^ el IL'^
sont absolurnent convergentes. (Nous avons dit qu'on était amené
à les considérer comme nulles.) Dans ces conditions on peut éci ire

"ZZ^TO^'/Z^^-"6''
nous avons donc

T'T^-AAîo

,̂ p T7""-^-. "̂  \o
411 "^""Jj.. —— MP————rfsM-

Considérons un deuxième point P'. Écrivons l'égalité analogue
et retranchons membre à membre les deux équations obtenues.
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Nous avons

4TT2

f r"^. /s/ î^__^^\ TT7"00 ^^-. ^Q u
\ ̂  ^ ) ~ J J_ ——jjn,——^i

/ • /——"A^y

.U. "M^^-/./" -^iMP'
D'ailleurs Pintéû-rale

/' /* /

Jj_ (Mp^rQ-MpnviQ)^1

est bien d(4inie et égale à 27îlog^. Appli(jiions alors la formule

de Green au deuxième membre dans l'aire comprise entre un cercle
de rayon très grand et deux autres très petits de centres P et 1^
et passons à la limite, il vient

à^zp à'*zy
~àî^ ~~^- •+- ̂ P- ̂ == 0,

quels que soient les points P et P'. Donc

à ' ^ z p
-j^- + A^p = fonction du temps.

Cette équation doit admettre la solution 5=0. Donc le
deuxième membre est identiquement nul et nous retrouvons
Inéquation de Gauchy

à'-z
^-i-A^=o.

La fonction K(P, Q) n'est pas en général identiquement
nulle. — iNous allons vérifier ce résultai dans le cas de l'hémi-
sphère en calculant la valeur de cette fonclion quand P et Q sont
au centre.

Souvenons-nous que si l'un des points M on P vient au centre,

la fonction F(M,P) se réduit à la constante ̂ . Dautre part

^'^ff.^^ff.^^
. r r ¥ ( M , P) , r r

^ VJs ^ qsM+ /J ^-^(^O)^.M-

1 2XL.
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La dernière intégrale au centre donnera —• La seconde cl la

troisième donneront des résultats égaux. Prenons la seconde en
supposant Q en 0,

r r F(M,O) 2 r r ds^ -2 r d i
^U^MP- dsM=^ A 1 > J^MP=-Ï Ï3J^PC^ ;

quand P est en 0, cela donne —^ ' Donc

K(0,0,-(.,,̂  ,,§,)̂ - 5?.

Nous avons d'ailleurs

, /* /• ^SM _ . F F d^ r f i d i i d i \
"V J, MP.MQ - -^ ,4 M77MQ J^QC 5;; PC "' PC ~dn QTI/ a^

Si Q est en 0, nous déduisons de cette formule

A r r d^ A r r ds^ . r ( l d l l l \./
^J J, MP^IO :=: ̂ V ̂  MP^iO +^ Y R 3^ PC ~ ^ P(î^ "'•

Donc

A A y r û?s»* ^ c r ds^ r / 1 d l f l \ j
^^JJ,m>MÔ-^^JJ,MPM

Quand P estcn 0, l'intégrale curviligne donne—- Donc

K(0,0)= l imApAp ( f,——8——-p-̂ o J t/s M P. MO

Fig. 7.

11 sufdl de montrer que cette expression n'est pas nulle.
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l^inté^rale à diHérentier s^crit

r2 1^/-" ^,27C ^11

dts)
/.27L ,,IÏ

/ d^ \ -————
i/o i/o v P 2 — *2o ^o vp 2 — *2 P c cos (u 4- c2

r2^ - r R — c c o s œ - + - ^R Î —'2Rccos(o-+-6• 2 ^ ,1 Los ——————————————————————— dix).
Jo L c( i—cos(o) J

La partie intéressante de Félérneiil différentiel est

| c . / c î 2

Log I — ^COSO) 4-1/ 1 — — 2 ^ - C O S t * ) - ^ ^K' 'w ' Y * - g — — - ^

=-= ï-'og 9. -(- a\ c -+- a'i c2 -h 03 c3 -l-...,

et il f a u t lui faire subir Popéralloii

f ̂  ï à^\^ __ ô^_ •î à3 l à 9 - l à
^ ()c2 c àc ) àc'* c àc'^ c1 àc1 c3 àcî

ce qui donne

^+6^4-...,

nous devons donc trouver
/»2Tl
f 0-3 dw == o,

«^n

pour assurer la cont inui té du AA, et pour notre objet même nous
devons vérifier

/•2TC

1 04 ûftiï == 0.
•^o

Posons
c
R^'

nous avons

i/i — ix cosa) -h .r2 =1 — x coso) -+- '— sin'iu -+- —— sinîci) cosuj2 4
— ~ 5 ~ ( 1 — 6 cos2^ •+-5 cos^ù)). . . .

o

Soit 2 A la quanti té sous le logarithme

A xï • « xs • «A = ï — a? cosd; -+- — sin2^ -l- — sin2^ cosœ
4 4

a?4

— f t ( 1 — 6 cos2^ + 5 cos4^))+....
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Le développement de logA, changé de signe, nous donne

a"2 x^ x^*
x cosœ — — sin2^ — -— sin5^ cosio -h — (ï — 6 cos2^ -h- 5 cos4^)-^ . . .

4 4 ï"
a?2 x^ x'*

-+- — cos2»») — — sin2^) cost») + '•— (sin^io — 8 sin2^ cos2^) -+-...
2 4 3-2

.y3 , ^ . ,-^--r-cc^a) ——sin 2 ^ cos'a) -(-.. .
j 4

xk
-4- — cos^fa) -+-....

4
On voit immédiatement que

/,27C

f 03 dw == o.
^o

D^a utre part, nous avons

— 3*2 a^ == 2 — •28 cos2!») -+- 34 cos^o) •4- sin4^,

r 27r / ï r»^ \
— 32 ^ 04 û?0) = ( -- 24 -+- -y- ) TC.

Le résultat est ^o. Donc la vérification est faite.


