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MEMOIRES ET COMMUNICATIONS.

SYSTEME DIFFERENTIEL ATTACHE A LA COINCIDENCE PRINCIPALE
D'UN CONNEXE;

Par M. G. FonTENE.

1. — CARACTERISTIQUES ET DEVELOPPABLES CARACTERISTIQUES.

1. Soient, en coordonnées tétraédriques, z, y, z, ¢ les coor-
données d’un point M, et u, ¢, w, r les coordonnées d’un plan m.
Une équation de la forme

(1) F(x, y,3,t,u,v,w,r) =0,

homogene en z, y, z, ¢ d’une part, en w, ¢, w, r d’autre part,
représente ce qu'on appelle un connexe; en particulier I’'équation

(2) UZ + VoY + %35+ Tt =0,

qui exprime que le point M est dans le plan m, ou, comme nous
dirons, que le point et le plan sont associés, est dite représenter
le connexe identique. L’ensemble de deux équations telles que (1)
représente ce qu’on appelle une coincidence; en particulier, I’en-
semble des équations (1) et (2) est dit représenter la coincidence
principale du connexe (1); nous appellerons élément d’une telle
coincidence un ensemble de valeurs des quantités z, y, 3, ¢, u, v,
w, r satisfaisant aux équations (1) et (2), ou encore I’ensemble
d’an point et d’un plan associés appartenant au connexe (1).
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2. Nous appellerons surface intégrale de la coincidence prin-
cipale du connexe toute surface pour laquelle le point courant et
le plan tangent en ce point appartiennent au connexe; sil'équation
ponctuelle d’une telle surface est

Sf(z,y,5,t)=o0,
on a pour les coordonnées du plan tangent en un point M
u=kf;, o =kf}, w =kf;, r=kf;
I’équation Langentielle étant
¢(u,v,w, ry=o,

on a de méme pour les coordonnées du point de contact d’un plan
langent m

z = ko), ¥y =ko,, z = ko, t = ko).

Ces valeurs de u, v,...,de z, ¥, ... donnent en effet les rela-

tions
(3) udr+ vdy +wds +rdt =o,
(4) zdu+ydv+ zdw+ tdr=o,

équivalentes en vertu de la relation (2).

3. Avant d’aller plus loin, nous ferons la remarque suivante :
Prenons, comme on le peut,

t=—1I, w=—1,

ce qui n’oblige d’ailleurs pas a 'emploi de coordonnées carté-
siennes; au point de vue de la notation, on remarquera qu’on fait
jouer des réles analogues aux deux éléments associés d et C de la
figure de référence, de méme aux deux éléments associés D et c.
En ce qui concerne la recherche des surfaces intégrales, si 'on
prend comme variables z et y, comme fonction z, on écrira

__ e __ L

== 'TTr

c’est-a-dire que « et ¢ seront les dérivées partielles de z : nous
les désignerons, comme d’ordinaire, par p et ¢; la relation (3)
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donne d’ailleurs
dz = pdzx +gqdy.

La quantité r est définic le plus simplement par la relation (2),
qui donne

(5) pr+qy =3-+r;

P’équation du plan tangent en un pointest pX +¢gY —Z=r.On_
a ainsi, en conservant le symbole F, ’équation aux dérivées par-
tielles du premier ordre

‘ F(@‘,J',Z,P,q,")=0,
0z 03

(6) . _
(P-——;;:’ 9=

3}—’1 r=px -+ qy — %,
c’est une relation entre les coordonnées z, y, z d’un point M
d'une surface intégrale et les coordonnées p et ¢ du plan m tan-
gent en ce point.

Si I'on prend comme variables p et ¢ (iransformation de Le-
gendre), comme fonction la quantité r définie par la relation (5),
la différentiation de cette relation donne

dr =z dp + y dg,

ce qui est d’ailleurs la relation (4), et 'on a I'équation aux dé-
rivées partielles

5 F(z,y,%,p,q,7) =0,
(7) _or _or _ .
|#=3> Y=3g F=PTHIY—T

c’est une relation entre les coordonnées p, ¢, r d’un plan m tan-
gent 4 une surface intégrale et les coordonnées z et y du point de
contact M.

Je rappelle que les hypothéses ¢ = — 1, w = — 1, sont relatives
au plan d et au point C, non opposés.

4. Lesystéme (1, 2), quand on en considére les surfaces intégrales,
est comparable a une équation aux dérivées partielles. Il existe
donc des suites d’éléments fonctions d’une variable s, suites
déterminées par un seul élément, et telles qo’une intégrale
contient tous les éléments de la suite dés qu’elle en conticnt un,
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Géométriquement, une telle suite comprend (fig. 1) une carac-
téristique ponctuelle (P), licu des points M qui appartiennent aux
éléments de la suite, et une caractéristique tangentielle (T),
courbe admettant comme plans osculateurs les plans m qui appar-
tiennent aux éléments de la suite; au lien de parler de cette
courbe (T), il est d'usage de parler de la développable caractéris-
tique (D) qui est 'enveloppe des plans m, développable dont les

Fig. 1.

—(P)

génératrices sont les tangentes a la courbe (T) : cette représen-
tation fait mieux image, et elle est d’aillears la seule possible
lorsque les développables caractéristiques sont des cones ('). Une
surface intégrale qui passe par un point d’une courbe (P), et qui
est tangente en ce point a une développable caractéristiqne cor-
respondante (D), contient la courbe (P) tout entiére et est inscrite
a la développable (D) le long de la courbe (P). La question de
savoir si la courbe (P) détermine la développable (D) et inver-
sement sera traitée plus loin.

5. Cela posé, cherchons a obtenir le systéme différentiel qui
détermine les suites d’éléments (M, m), les ensembles formés
d’une courbe caractéristique (P) et d’une développable caractéris-
tique (D) avec correspondance des points de la courbe et des
plans tangents a la développable.

(') Les points de la développable (D) ont pour analogues les plans tangents a
la courbe (P), les génératrices de (D) ont pour analogues les tangentes a la
courbe (P), les plans tangents de (D) ont pour analogues les points de la
courbe (P).
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Si 'on se donne un point M, 'équation

(Sy1) F(z,y,5,t UV, W R)=o,

dans laquelle z, y, 2, ¢ sont les coordonnées du point fixe M,
tandis que U, V, W, R sont les coordonnées courantes d’un plan
variable, est 'équation tangentielle d’une surface; si 'on v adjoint
Péquation

xU+yV+...=o0,
on a le cone de sommet M circonscrit a la surface. De méme, si
I'on se donne un plan m de coordonnées u, v, w, r, I'équation

(Ss) F(X,Y,Z, T,u,0o,w,r)=o0
représente une surface; si 'on y adjoint ’équation
uX+v¢Y+...=o,

on a la section de cette surface par le plan m.
Si I'on se donne un point M et un plan m dont les coordonnées
vérifient les relations

(1) F(x,y,5,t,u,v,w,r)=o,

(2) UT 4oy +...=o0,

la surface S, qui correspond au point M admet le plan m comme
plan tangent, et les coordonnées du point de contact M’ sont
F,, F, ; la droite MM’ (fig. 2) est la génératrice de contact

vyt

Fig. 2.

avec le plan m du cone de sommet M qui (par ses plans tangents
associés au point M) fait partie du connexe. La surface S, qui
correspond au plan m passe au point M, et les coordonnées du
plan m’ tangent en ce point sont F,, F,, ... ; la droite (m,m’) est
la tangente en M & la courbe plane, située dans le plan m, qui
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(par ses points associés au plan m) fait partie du connexe. Ainsi
se trouvent définies, pour chaque élément (M, m) appartenant
a la coincidence principale du connexe, deux droites remar-
quables MM’ et (m, m').

Cela posé, si ’on se donne un tel élément (M, m), il existe une
caractéristique et une développable associées telles que la carac-
téristique passe en M et que la développable ait comme plan
tangent en M le plan m. Et I'on a ce théoréme, dont I'exactitude
apparaitra plus loin comme conséquence de la théorie des équa-
tions aux dérivées partielles, mais que je suppose ici établi géo-
métriquement :

Tutorime. — La tangente en M a la caractéristique (P) est
la droite MM' génératrice de contact avec le plan m du céne de
sommet M qui (par ses plans tangents associés au point M)
Jait partie du connexe. Corrélativement, la génératrice de la
développable (D) issue du point M, ou la tangente a la carac-
téristique tangentielle (T) pour le plan osculateur m, est la
tangente en M a la courbe plane, située dans le plan m, qui
(par ses points associés au plan m) fait partie du conneze.

On en conclut, pour I'ensemble d’une caractéristiqué et de la
développable correspondante, le systéme différentiel

dz dy ds dt
(Ay) z y 3z t|=o,
F, F, F, F;
du dv dw dr

(Az) u (% w r |l=o,
F, F, F, F,

par lequel on exprime que chacun des deux groupes de trois
équations

Uder+Vdy +...=o, Xdu+Ydo+...=o,
Uz +Vy +...=o, Xu +Yo +...=o,
UF, +VF, +...=o, XFy +YF, +...=o,

se réduit a deux équations distinctes, ou encore que lout plan
passant par MM’ contient la tangente en M a la caractéristique,
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que tout point situé sur la droite (m,m') est sur la génératrice de
la développable issue du point M.
PP p

F4

. x u ¢ r . Y
6. Les six rapports -, ‘Z, y —» —» —, relatifs aux élé-
4 t 14 w w w

ments (M, m) des ensembles (P,D), sont liés par quatre rela-
tions (A,), (A;), etil en faul une cinquieéme (A;).

Or, les quatre relations (A,) et (A;) équivalent aux six rela-
tions

dz dy ... du dy
z ¥y ... Au Ao oo l=o,
F, F, ... —pF, —uF,

avec deux indéterminées A et . Si 'on multiplie les éléments de la
premiére colonne par I, ..., les éléments de la cinquieéme co-
lonne par F,..., les éléments de la premiére ligne ont une

somme nulle
Fpdz+...+F,du+...=o;

les éléments de la seconde ligne ont également une somme nulle
(zFp~+...) + MuF,+...)= o;

les éléments de la troisiéme ligne doivent donc avoir aussi une
somme nulle, ce qui donne w=1. On a donc le syst¢tme de six
relations :

de dy dz dt du dv dw dr
z y z t Au Ao Aw  Ar |[=o,
F, F, ¥, ¥, —F, —F, —F, —F,

entre lesquelles on doit éliminer A.
Finalement, en faisant jouer dans I’écriture un réle spécial aux
variables ¢ et w, on a les cinq relations

dv  dt du dw
s i a T w
F/u/'_‘F;/’-.——-.--—-_'_—F“/:t_'FI:‘_—-.-,
w1 —<T[—Tv'>
ou encore
A tde —xdt _ tdy -ydt  tdzs—szdt
(A) F,—zF, = IF,—yF. = (F,—aF,
wdu—udw  wdv—vdw wdr—rdw

T T (wR—uf;)  —(wF,—vF})  —(wF,—rF})’
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au point de vue des constantes, il faut d’ailleurs tenir compte des
relations

(a) F=o, UL +9y +...=o0.

Observons encore que I'on peut écrire, avec deux indétermi-
nées h el k, les sept relations

dr dy _ dz _dt
F,vhe  F,ohy — Forhs _Fo4ht
_ du _ do _ dw _ dar
T = (Fh+ku)  —(Fy+ ko)  —(Fp+kw) —(F;+kr)
7. Silon fait t=—1, w=—1, ce qui donne I'équation aux

dérivées partielles
F(z, 7,5 pqsr)=0,  prHqy=z+r,

on a le systéme différentiel

B dz _ dy _ dz
(B) F,raF,  F,+yF. — F,+aF,
dp dg dr

= TP T (W gF) T S (Fa o

S représentant une fraclion de la variable auxiliaire s; au point
de vue des conslantes, il faut d’ailleurs tenir compte des relations

(b) F=o, PTA+qy=23-+r.

En ce qui concerne les notations F/,, F; , on rend larelation F =o
doublement homogéne en remplagant

x 3
x, Y, par - -t_’ —_ > - ;’
u [4 r ar u v r
y y P W’ W’ w)
sauf a faire ensuite t = — 1, w= —1.

On peut encore écrire, en tenant compte de la relation F =o
pour transformer le systéme différentiel,

(©) dr dy _ dz
Fp+aF, ~ Fy+yF, — (pFp+qF,+rF.)+sF,
dp dq dar

T = (Fo+ pFy) | —(Fy+gF;)  —(@F,+ yFy+ aFp)—rF; § ds,
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avec
(c) F=o, pPr+qy =z-+r,

au point de vue des constantes.

8. Sil'on remplace r par pz + gy — z, de maniére a écrire
f(x:}’aZ,PaQ) =0,
le systéme (C) donne le systéme classique

(D) dr _dy dsz dp dg

T =8 M. —— _ = Sds,
T T v afy — (it pf) T =54/ s

les cinq variables z, y, 3, p, ¢ étant ainsi liées par quatre rela-
tions; au point de vue des constantes, il faut d’ailleurs tenir
compte de I’équation

(d) f=o.

Corrélativement, si'on remplace z par px + gy —r, de ma-

niére a écrire
¢(pyq, 12, y)=o0,

le systéme (C) donne
dp dg dar dzx dy

(E) T = T = 7 N T ol T = 7 - =Sds,
— ¢z —9Y (Z9z+YPy) ¢ +2¢r g +IPr

avec

(e) =0

au point de vue des constantes.

9. Une méme équation aux dérivées partielles étant écrite sous
les deux formes

f(z,¥,3,p,q)=0, ‘P(P»q"'axv.}’):o:

ou les deux premiers membres sont supposés identiques eu égard

a la relation
px+q_y = 5+ r,

le systeme différentiel qui détermine les caractéristiques et les dé-
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veloppables caractéristiques peut s’écrire

dz _dy ds dp dg dr
F —_— = = = - = 7 =Sd3,
R A R A A A A T
avec
f) f=o0 ou ¢9=o0, prH+qy=sz-+r,

au point de vue des constantes.

La possibilité d’employer simultanément les fonctions f et o est
liée au fait suivant. Dans le systéme (A), les trois premiers déno-
minateurs peuvent étre calculés en regardant r comme une fonc-
tion des autres variables définie par la relation uz + ... =o:
pour le premier, par exemple, le premier terme devient

x . A . . v
t<F;‘—— ;F', et le second terme disparait; les trois derniers dé-
nominateurs peuvent de méme étre calculés en regardant 5 comme
une fonction des autres variables, définie par la méme relation.

10. Dans le cas d’une équation linéaire

Pp+Qq—R=o,
on a le systéme

, dr _dy ds _ _ _
(B) —p————Q———l{——-— ....... ——Sds,
(6" Pp+Qg—R=o.

Si la transformation de Legendre fournit une équation aux déri-
vées partielles qui soit linéaire, soit

Xz+Yy—Z=o,

X, Y, Z étant des fonctions de p, ¢, r, on aura de méme

(B") L= T =...=Sds,
) Xz+Yy—R=o0
Considérons I'équation
playx+byy+c13+dy)+ q(az +...) + (@32 +...) + r(a,z +...)=o0,
ou

z(ap+ ag+az+a,r)+y(byp+..)+z(cip+..)+(d1p+..)=o0,
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qui peut prendre les deux formes
Pp+Qa—R=o, Xe+Yy—17Z=o;
les deux premiers membres étant supposés identiques quand on a
égard a la relation px + qy =z +r, on a le systéme différentiel

dr _dy
P Q

(B") XTTY~- "%

avec
"y Pp+Qg—R=o0 ou Xz +...=o, pr+qy=z—+r,

au point de vue des constantes. (On remarquera que P, Q, R con-
tiennent des termes du second degré en z, y, 3, etc.)

11. Le systeme (F), que sa forme concise rend mnémonique,
permet de retrouver les autres systémes. Pour le systéme clas-
sique (D), on calcule ¢, en considérant f(x, y, z, p, ¢) comme
une fonction composée dans laquelle z représente px + qy —r,
puisque la fonction ¢ contient seulement p, ¢, r, z, y; on a de
méme le systéme (E).

On passe aisément du systéme (F) au systéme (G); si I'on part
du systéme (D), le dénominateur de dp est, au signe prés,

(Fz+ pF)+p(F;—F,) ou Fr+pFi.

On peut enfin remplacer le systéme-(C) par le systéme (B), qui
conduit au syst¢éme (A). L’interprétation géométrique des rela-
tions (A,) et (A;) donne le théoréme du n° B, qui se présente ainsi
comme une conséquence des relations classiques (D); clest
d’ailleurs par cetle voie que je suis arrivé a ce théoréme.

12. L’ensemble d’une courbe caractéristique et d'une dévelop-
pable caractéristique qui lui est associée dépend toujours de trois
paramétres; le systéme (A), par exemple, en donnerait cinq, mais
les relations (@) les réduisent a trois, Il y a toutefois plusieurs
cas & distinguer :

1° En général, les courbes caractéristiques dépendent de trois
paramétres, et il en est de méme des développables caractéris-
tiques, courbes et développables se correspondant une a une.
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2° (@) Si I'équation aux dérivées partielles est linéaire, les
courbes caractéristiques dépendent seulement de deux paramétres,
et a chacune correspondent des développables caractéristiques en
nombre simplement infini : ces développables sont généralement
en nombre triplement infini. On le voit en considérant le sys-
teme (B'), dont les deux premiéres égalités déterminent les
caractéristiques indépendamment des développables caractéris-
tiques.

2° (b). Si, en appliquant la transformation de Legendre, on
tombe sur une équation aux dérivées partielles qui soit linéaire, les
développables caractéristiques de 1'équation primitive dépendent
seulement de deux paramétres, et a chacune correspondent des
courbes caractéristiques en nombre simplement infini : ces
courbes sont généralement en nombre triplement infini. On le
voit en considérant le systéme (B").

3° Si I'équation donnée est linéaire, et si la transformation de
Legendre conduit encore a une équation linéaire, les courbes ca-
ractéristiques dépendent seulement de deux paramétres, et il en
est de méme des développables caractéristiques, chaque courbe
caractéristique correspondant & une infinité de développables, et
inversement. On le voit en considérant le systéme (B"') qui dé-
termine séparément les caracléristiques, les développables carac-
téristiques, et enfin les associe. L’équation aux dérivées partielles
des surfaces de révolution qui ont pour axe une droite donnée est
dans ce cas.

L’ensemble d’une caractéristique (P) et d’une développable as-
sociée (D) dépendant de trois paramétres, les éléments (M, m) qui
contribuent a former de tels ensembles dépendent de quatre para-
meétres ; par suite, a tout élément (M, m) satisfaisant aux rela-
tions (1) et (2) correspond un ensemble (P), (D), comme on I’a
dit & propos du théoréme du n° 5.

13. Un point M étant donné, il passe en général par ce point
une simple infinité de caractéristiques dont les tangentes en M sont
les génératrices du cone de sommet M qui (par ses plans tangents)
fait partie du connexe; & chacune de ces caractéristiques corres-
pond une développable dont le plan tangent le long de la généra-
trice qui passe en M est le plan tangent au céne le long de la
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génératrice a laquelle la caractéristique est tangente. Corrélative-
ment, un plan m étant donné, il existe en général une simple
infinité de développables (D) tangentes a ce plan, et les généra-
trices de contact sont les tangentes & la courbe plane, située dans
le plan m, qui fait partie du connexe; a chacune de ces dévelop-
pables correspond une caractéristique passant par le point de
contact de la tangente a la courbe plane.

Si équation du connexe est linéaire en u, ¢, w, r, soit
ufi(@, y,5,8) +v foa(@,y,5,t)+...4...=0,

s'il s’agit en particulier d’une équation aux dérivées partielles qui
soit linéaire, quand on se donne z, y, z, ¢, 'équation du connexe
représente un point M’ de coordonnées fi, fa, ..., etle cone MM’
se réduit a la droite MM'. Il passe alors par ce point une seule
caractéristique, tangente d’ailleurs a la droite MM’; & cette carac-
Léristique correspondent des développables (D) en nombre sim-
plement infini, et pour chacune desquelles le plan tangent le long
de la génératrice qui passe en M est un plan passant par MM/,
variable de 'une a I'autre.

On a des faits corrélatifs que je me contente de mentionner.

Si P’équation du connexe est de la forme

u(ax +bry+...)+v(ar+...)+w(agz+...)+r(az +...)=o,
de sorte qu’on peut encore écrire
z(aru—+asw—+...)+y(biu+...)+3z(ciu+...)+t(dju+...)=o,

I’exemple des surfaces de révolution qui ont pour axe une droite
donnée montre assez comment les choses se passent.

II. — GROUPEMENT DES CARACTERISTIQUES ET DES DEVELOPPABLES.

14. Toute surface intégrale est lieu de caractéristiques, enve-
loppe de développables caractéristiques dépendant d’un paramétre.
Une caractéristique et une développable associées sont détermi-
nées par un de leurs éléments, soit

Ty, Y, B, t, u, v, w, r,
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et il s'agit de déterminer Pélément initial (M, #20) eu fonction
d’un paramétre a.

Donnons-nous une courbe C par laquelle doit passer la surface
intégrale, et prenons comme points M les points de cette courbe.
Les caractéristiques doivent étre telles que la surface engendrée
par elles soil inscrite aux développables correspondantes, et il
suffit pour cela que cette surface soit tangente en M au plan m
qu’on associe au point M; comme le plan tangent en M ala surface
contiendra la tangente en M a la courbe C, le plan m doit conti-
nuer cette tangente : c’est un plan tangent au cdéne de sommet M
dont on a parlé précédemment et passant par la Langenle a la
courbe C.

Si ’on désigne par z («), ou simplement par z, la fonction du
paramétre @ qui exprime la coordonnée z, ..., les fonctions
relatives aux éléments de départ des ensembles (P), (1)) doivent
donc vérifier les relations

F‘(w,y,...,u,v,...):o,

(2) ;;+;;+..- =0,
—odz  —dy
ua +0(—’?;+... =0,

d’ou résulte d’ailleurs la relation
Sou ® .,
ot m =0
Lorsqu’il s’agit d’une équation aux dérivées particlles avec
t=—1, w= —1, u et ¢ étant remplacés par p el g, r étant
remplacé par px + gy — 3, on retrouve les relations connues

If(;y;,Z,;,g) =0,
® —dx  —dy
P;z_+qda o

inversement, ces relations peuvent conduire aux relations (a).
On peut suivre une marche corrélative, en se donnant une
développable T a laquelle la surface intégrale doit étre inscrite;
XXXVIII. 12



cela conduit i la relation
X— +...=0.
oa
Si la relation donnée est linéaire en u, ¢, w, r, la courbe C
détermine les caractéristiques sans qu’on ait 4 s’occuper des dé-
veloppables. On a un fait corrélatif.

1II. — INTEGRALE COMPLETE.

Ce qui suit ne se rapporle pas spécialement a l'objet de ce
Mémoire; on y trouvera quelques remarques qui m’ont paru inté-
ressantes sur la question de l'intégrale compléte. Je ne pouvais,
d’ailleurs, présenter ces remarques sans faire un exposé rapide de
la théorie.

15. Si, en intégrant le systéme diflérentiel (A), on obtient trois
., . . . . u v r .
intégrales premiéres d’ou 'on puisse tirer —, —, — en fonction

w W W

x 2 . . .y . .
de 7 Zt” 7 ou deux intégrales premiéres qui, avec la relation (2),
conduisent au méme résultat, ou enfin une seule intégrale pre-
miére qui, avec les relations (1) et (2), ait le méme effet, I'équa-

tion
udr +vdy +wdzs+rdt=o,

dans laquelle on remplace u, ¢, w, r par leurs expressions en
z,y, 3, t, est complétement intégrable, et 'on obtient 'une des
équations des caractéristiques sous la forme

V(z,y,%,¢ a,b) =o,

avec deux paramétres; si l'on a employé trois intégrales pre-
miéres, ce qui donnerait quatre constantes d’intégration, on doit,
en effet, tenir compte des relations (1) et (2), qui laissent seule-
ment deux constantes. Corrélativement, . ...

Avec le systéme classique (1)), on cherche 3 obtenir deux inté-
grales premiéres d’olt 'on puisse tirer p et ¢ en fonction de z, y, z,
ou une seule intégrale premiére qui, avec la relation f= o, con-
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duise au méme résultat, et ’on intégre ’équation
pdx +qdy —dz=o.

La surface V=o contient une infinité de caractéristiques; on
démontre que c’est une surface intégrale. Elle dépend, non d’une
fonction arbitraire, mais de deux paramétres, c’est-a-dire d’autant
de paramétres qu’il y a de variables indépendantes ‘dans le pro-
bléme (intégrale compléte).

L’intégrale générale s’obtient, au point de vue géométrique, en
cherchant I'enveloppe de la surface intégrale particuliére V=o,
lorsque a et b varient en restaot liés par une relation b =¢(a);
on élimine a et b entre les trois équations

av  dv ,
V(xayvzatvasb)=01 b=?(a)7 E"‘%?(a):—'o-

La courbe d’intersection de deux surfaces V infiniment voisines,
la caractéristique au point de vue de la théorie des enveloppes, est
une courbe caractéristique (P); les équations des caractéristiques
se présentent donc ici sous la forme

V(z,y,3 ¢t a,b)=o,
av av
-23 +c 2? = o0,
avec les trois paramétres a, b, ¢ (qui forment seulement deux para-
métres distincts lorsque I'équation F =o est linéaire en «, v,
w, r).
En ce qui concerne les développables caractéristiques, on a,

\ . N u . x
d’aprés ce qui précéde, =7 ..., €n fonction de 57 ..., Ou en-

core p et q en fonction de z, y, z, par suite r.
L’intégrale singuliére s’obtient en éliminant @ et b entre les
équations

cette intégrale singuliére est représentée par une surface Z. Les
caractéristiques sont tangentes i la surface X; il en est de méme
des développables caractéristiques. Les surfaces intégrales sont
également tangentes a la surface 2.
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St I'on a fait des calculs corrélatifs de ceux qu’on vient d’'indi-
quer, l'intégrale singuliére qu’on obtient est I'équation tangen-
tielle de la surface 3.

16. 11 peut se faire qu’on obtienne une intégrale compléte sans
passer par le systéme différentiel qui détermine les ensembles (P),
(D). Par exemple, siI'on a une équation aux dérivées partielles
qui soit la généralisation d’une équation différentielle ordinaire
qu’on sache intégrer, on pourra, par analogie, deviner une inté-
grale compléte de I’équation proposée. De quelque maniére qu’on
ait obtenu une intégrale compléte, non seulement on en déduira
les caractéristiques, mais encore on pourra lui appliquer la trans-
formation de Legendre, et la nouvelle forme de I'intégrale donnera
les développables caraciéristiques; il restera peu de chose a faire
pour achever P'intégration du systéme différentiel.

17. Dans le cas d’une équation linéaire, ’ensemble des points
d’une caractéristique (P) et des plans passant par les tangentes
a cette caractéristique constitue une intégrale, et c’est une inté-
grale compléte. L’équation entre les coordonnées des plans pas-
sant par les langentes, c’est-a-dire 'équation tangentielle de la
développable formée par ces tangentes (la développable étant
assimilée & une surface réglée gauche), est une intégrale au sens
que voici : cette équation étant

o(pyq,7) =0,
si 'on calcule z et y par les formules

g, i
op g

I’équation linéaire est satisfaite; on considére comme point de

contact d’un plan passant par une génératrice de la développable

le point correspondant de I'aréte de rebroussement, c’est-a-dire le

point correspondant de la caractéristique.

Corrélativement, pour une équation qui donne lieu 4 une équa-
tion linéaire par la transformation de Lagrange, I’ensemble des
plans osculateurs & une caractéristique tangentielle (T) et des
points situés sur les tangentes & cette courbe, en d’autres termes le
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systéme formé par les plans tangents d’une développable caracté-
ristique (D) et les points de cetie surface, constitue une intégrale
compléte. 'équation ponctuelle de cette développable est une
intégrale, p el ¢ se rapportant au plan tangent au point (z, y, 3),
ou encore au plan osculateur correspondant de I'aréte de rebrous-
sement, c’est-a-dire au plan osculateur correspondant de la carac-
téristique langentielle ('T'). La surface développable est considérée
ici sous le point de vue habituel; il n’en était pas de méme dans
le cas précédent.

Ces intégrales anormales sont d’ailleurs limites d’intégrales
réguliéres. Si I'on considére, par exemple, 'équation aux dérivées
partielles des surfaces de révolution qui ont pour axe une droite
donnée (équation doublement linéaire), elle admet une ntégrale
réglée dépendant de Lrois paramétres, constituée par les hyper-
boloides de révolution & une nappe qui ont pour axe la droite
donnée; ces hyperboloides, en perdant un paramétre, peuvent
dégénérer en des cercles qui sont les caractéristiques, en des
cdues de révolution qui sont les développables (D).

IV. — EXEMPLE D'UNE INTEGRALE COMPLETE
OBTENUE DIRECTEMENT.
18. Considérons I’équation aux dérivées partielles

(8) (Az+a)p+(By+b)g +ax+Py+Cs+ D =o;
c’est une équation linéaire jque la transformation de Legendre
change en une équation également linéaire

dr dr
(9) [(A+C)p+al;,;+[(B~:~ C)9+Blgq—

+ap+bg—Cr+D=o.

Le systéme différentiel (B"') qui définit les suites d’éléments
des ensembles (P), (D), est

ds dx dy dz
S T Az+a By+b —(awz+Py+Cs+D)
dp _ dgq _ dr
T "[A+C)p+a] —UB+C)yg+p] ap+rbg—Cr+D

L'integration da systéme différentiel en z, y, z peut se faire
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comme il suit. Si I'on regarde I'équation donnée comme une géné-
ralisation de I’équation différentielle ordinaire

(Aw+a)%+0z+(aw+0)=o,

dont I'intégrale est

»le

a(Az +a)

AT C +M(Az+a) A,

ax+Cz+ D=

M élant une constante, on est conduit 3 I'intégrale compléte

a(Az+a) B(By+1d)

azx 4By +Czs+4+D —

A+C B+ C
_c _c
=M(Azr +a) A+ N(By+5) B,
ou encore
C
Cz+D+a(Cx—a)+ﬁ(c‘y—b)=M(Az+a)—x+”_,

A+G B+ G

M et N étant des constantes.
Les équalions des caractéristiques sont dés lors (n° 15)

1 1
(A:z'+a)x _ (By—t—b)ﬁ
(10) X = m

1
¢

:x(A.z‘+a)_ B(By +b)
—[ux+f3y+Cz+D— i C B G ] .

P

la quantité placée dans le crochet au dernier numérateur peut
encore s'écrire
a(Cz —a) + B(Cy—-b)_

A+ G B+GC

Cz+ D+

il se trouve que le paramétre s est celui du systéme différentiel

écrit plus haut.
On a de méme, pour les développables caractéristiques,

(1) [(A+C)§)l+u]~‘+“

1
_(B+C)g+BPF+T
l.11

1
c
ap+bg—Cr+D— “l<A+f>P+al _ bl<B+g>q+ Bl

il

g

P

DY
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la quantité placée dans I'accolade au dernier numérateur peut
encore s’écrire

—Cr+D+2

(—=Cp—a)  b(—Cqg—B)
A + B :

Mais, au point de vue des constantes, il faut écrire que la re-
lation (8) est satisfaite. Cette relation peut s’écrire

(A+C)p+a
A+C

(B+C)g+p
B+ C
«(Cz—a) B(Cy—b)

+ A+C + B+ C

(Az+a) + (By+b)

+Cz+D=o,

et 'on obtient la condition

MNA+C  yBy/B+C
(12) AsC T BxG

La relation (9) donne de méme la condition

AANA+C B y/B+C
(13) y + & PB +p'C=o.

L’ensemble des relations (1) et (2) comprend d’ailleurs la rela-
tion px + qy =5+ r.
. s e , \ A
Les caractéristiques dépendent de deux paramétres o’ 2 les

développables caractéristiques dépendent également de deux pa-
1 !

ramétres e E,— Sil'onprend p =1, les caractéristiques dépendent

des deux paramélres A et p; lorsqu’on a choisi A et 1, on a une

infinité de développables caractéristiques associées & une méme

caractéristique en prenant ¢’ a volonté, et en calculant W et ' par

les relations (12) et (13).

On a supposé C£ o.



