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SUR LA DEFINITION DE L'AIRE D'UNE SURFACE COURBE;

Par M. E. Goursar.

1. On a proposé plasieurs définitions de I'aire d’une surface
courbe. Celle que j’ai adoptée dans mon Cours d’'Analyse sup-
pose implicitement que la condition suivante est remplie : oo peut
décomposer la portion de surface considérée = en un nombre fini
de portions &, 63, ..., &, telles que sil’on projette I'une de ces
portions a; sur le plan tangent en un point quelconque m; de o;,
cette projection ne se recouvre pas partiellement elle-méme, de
telle fagon que la projeclion du contour de o; ne présente aucun
point double.

En d’autres termes, toute droite joignant deux points quelconques
de la portion o; n’est jamais paralléle 4 la normale en un autre
point de la méme portion de surface. 1l est clair que cette condi-
tion est satisfaite pour les surfaces que 'on considére habituelle-
ment, mais on peut aussi démontrer que cette propriélé est une
conséquence des hypothéses qu’on fait dans la théorie classique
des surfaces.

On suppose les coordonnées rectangulaires (z, y, 3) d'un point M
de X exprimées en fonction de deux paramétres variables (u, ¢)

(1) z = f(u,v), y=o(uvr), z =4 (u,r),

les fonctions f, ¢, ¢ étant réguliéres, c’est-a-dire continues ainsi
que leurs dérivées partielles du premier ordre, dans une région
bornée R du plan (%, ¢) qui correspond point par point & la
surface Z. Nous supposons de plus que les trois jacobiens

D(y,s) D(z2) D(=y)
D(u, v)’ D(u,v)’ D(u,v)

ne sont jamais nuls & la fois pour un point (u, v) de cette
région. Soit C la courbe du plan (u, ¢) qui limite la région R;
a cette courbe C correspond la courbe I' qui limite 2. Pour
éviter toute difficulté relative a cette frontiére, nous admet-
trons que les conditions précédentes sont remplies dans une région:

R’ du plan (u, ¢), un peu plus grande que R, limitée par un nou-
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veau contour (', qui renferme le contour C a son intérieur; cela
revient & prolonger un peu la surface T au dela de la courbe T', ce
qui peut évidemment se faire d’une infinité de maniéres. Nous
appellerons ¥’ la surface ainsi prolongée.

Soit m un point quelconque de X, correspondant a un point
(uyg, #9) de la région R.Imaginons qu’on rapporte la surface a un
nouveau systéme d’axes de coordonnées rectangulaires, 'origine
étant au point m et I'axe mZ étant la normale en ce point. Les
formules (1) sont remplacées par les suivantes

(2) X = F(u,v), Y =®(u,v), LZ=Y(u,v),

les fonctions F, ®, W étant aussi réguliéres dans R'. Dans ce nou-
veau systéme d’axes, le plan tangent & l'origine est le plan Z=o,
D(X,Z) D(Y,Z)
m—)’ D (u, v)
u=1u,, v =rv,y. Le jacobien ID-SL();,’—YV-; n’est donc pas nul pour ce
systéme de valeurs. Il suit de 13, d’aprés la théorie des fonctions

implicites, que les deux équations

et par suile les deux jacobiens sont nuls pour

X = F(u,v), Y=2&(u,v)

admettent en (u, v) un systdme de solutions et un seul tendant
vers u, et v, respectivement lorsque X et Y tendent vers zéro;
ces fonctions u == (X, Y), v =m, (X, Y) sont réguliéres dans le
domaine & défini par la condition

X2+ Y2< P”

o étant un nombre positif convenablement déterminé.

La portion de Z, ou de ¥', voisine du point m, qui se projette sur
le plan tangent en m a P'intérieur du cercle de rayon p, décrit du
point m pour centre, est représentée par une équation de la

forme
Z=9(X,Y),

la fonction ¥ étant réguliére dans ce cercle.

A chaque point m de Z correspond ainsi un nombre positif p;
il nous suffira de démontrer que la borne inférieure de p est un
nombre positif p,, lorsque le point m décrit la surface 2. La pro-
priété admise plus haut pour ¥ s’en déduit immédiatement; il
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suffira, en effet, de décomposer ¥ en porlions assez petites pour
que la distance de deux points quelconques d’'une méme portion
soit inférieure a p,.

2. Nous n’avons pour cela qu’a reprendre la démonstration
classique du théoréme d’existence des fonctions implicites (Cours
d’Analyse, t. 1, 2¢ édition, p. 94), en précisant I’énoncé dans
le cas particulier considéré ici. Prenons d’abord un systéme de
la forme

(3)

u—u=2z+ g(u,v),
v —vo =y + h(u,v),

les fonctions g (u, ¢), k (u, v) étant nulles, ainsi que leurs déri-
vées partielles da premier ordre, pour u =u,, v =v,, et régu-
lieres dans le voisinage. Choisissons un nombre positif ¢ tel que
I'on ait
lgul <K, & <K, [|k|<K, [&]<K,
pourvu que |u — u,| et [¢ — v,| soient inférieurs a ¢, K étant un
g oy . L1 . Y . —

nombre positif inférieur & = D’aprés la démonstration du théoréme
d’existence, les équations (3) admettent un systéme de solutions

et un seul tendant vers u, et ¢, respectivement, pourvu que | z
el | y| soient inférieurs a ¢ (1 — 2 K). Si I'on suppose par exemple

qu’on ait pris K= %, les fonctions « et ¢ définies par les équa-

tions (3) et qui se réduisent & u, et vy pour x =y = o, sont
T . c
réguliéres tant que |z | et |y| restent plus pelits que 3> et par

conséquenl dans le domaine 8 défini par la condition
‘/z2+y2< g.

Revenons aux formules (2); elles peuvent s’écrire
( X = a(z—ax)+ By —ro) + Y(3— %)= F(u,0),
(4) Y =a' (2 —20) + By —yo0) + ¥(5—20) = ®(u, 0),
L=a"(z—20)+ B (¥ —50)+1(2— %) =¥(40),

Zo, Yo, 5o 6tant les coordonnées du point m par rapport aux an-
ciens axes, el «, 3, Y, ..., les neufs cosinus directeurs. On en
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déduit, par un calcul facile, en supposanL que les deux triédres
ont la méme disposition,

D(X,Y) ,D(y,3)

D(s,2) __,D(z, 7)
D(u,0)  * D(%,9) Al '

D(u,v) ( D(u,v)

+ "

Les six dérivées partielles des fonctions f, o, ¢ étant continues
dans le domaine R’, a tout nombre positif € on peut faire corres-
pondre un autre nombre positif p, tel que pour deux points

quelconques (u, ¢), (¢/, ¢') du domaine R’ satisfaisant aux deux

conditions

|u-—u'|§9, l"""'|§9a

on ait aussi

| fu(u, 0) — fu(u', o) | <e

et cinq inégalités analogues, que l'on obtiendrait en rempla-
cant f, (u, ¢) par les autres dérivées. En outre, les valeurs absolues
de ces six dérivées ont une borne supérieure I dans R’, et enfin
I’expression

so- - (854 (553 (B3]

a pour borne inférieure un nombre positif p2. Les deux premiéres
équations (4) peuvent s’écrire en posant

A= F,’L(llo, 90), B= F:,(IIQ, VO), C = d’,’t(uo, 00), D= ‘t’{,(uo, Vo),

A(u—ug)+B(v—v)=X— F(u,v)+A(u — uy) + B(v—9,),
Cu—u)+D(0—0y)=Y —®(u,v) + C(u—uy) +D(v—rv),

ou encore
DX — BY

Uu—uy= -———————AD__ BC +j(u,9),
() b AY—CX
—%=xp—pa "I

en posant

D[A(u — u,) + B(v —- vo) — F(u, v)] — B{G(© — uy) + D (v — v5) — (1, ¢)]
j(u’ V)=

g(u: v) =

AD — BG

H

A[C(u — uy) + D(v — vg) — P(u, )] — C{A (v — uy) + B(v — 0y) — F(u, o)]_

AD — BC

Les deux fonctions F(u, ¢) et G(u,¢) sont nulles, ainsi que
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leurs dérivées partielles du premier ordre pour u = u,, v = v,.
D’autre part, d’aprés les formules (4), et la fagon dont on a défini
le nombre p, les différences

Fu(u,v) —Fi(u',¢'),  Fi(u,0)—Fo(u,¢'),

q)tlt(ur v)-—fb;(u’, 9’)’ Q)",(u’v)—q’:,(u', 0')
sonl moindres en valeur absolue que 3¢, pourvu que |u—u'|
et | v — ¢/ | soient plus petits que p. Or on a

D[F;(uo» vo) — Fi(u, ")] — B[®, (uy, ) — ®,(u, v)]
AD — BC

Fi(u, v) =
el trois relations analogues pour les autres dérivées ¥,, ., G, .
Observons encore que les valeurs absolues des coefficients A, B,
C, D sont inférieures a OU, quel que soit le point (u,, v,) et que
la valeur absolue de AD — BC est supérieure a ., car on a la rela-
tion générale

wo—r= [ 5o |+ [prn ) + [5aw ]

et les deux derniers jacobiens sont nuls pour u =1u,, v =y,. Il

s'ensuit que les valeurs absolues des dérivées partielles %, &,,
6MLe

G., G, sont inférieures & lorsque les valeurs absolues des dif-

férences u — uy, ¥ — vy sont inférieures a p-
Le nombre positif ¢ élant arbitraire, supposons qu’on ait choisi
Ne

6
ce nombre de fagcon que

) . s B 6Ie 1 .
I'on ait pris e = =55 — st alors égal 4 7. Nous désignerons

. . ]
soit inférieur a 5’ par exemple que

maintenant par p le nombre positif qui correspond a cette valeur

de ¢. Si les valeurs de X et de Y sont inférieures a é-%%, on voit

immédiatement qu’on aura aussi

DX —BY| o, AY —BX| o
lA_D-—B-C <3 IA“D"_B‘c‘l<'3"

el par conséquent, dans le domaine défini par la condition

P
VXt Y2 8o’
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les fonctions u et ¢ de X et de Y définies par les éqnations (5),
qui se réduisent a u, et v, pour X =Y = o, sont réguliéres. Or le
rayon de ce domaine est indépendant de (4, v,) dans le domaine R,
ce qui démontre la proposition que nous avions en vue.



