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LA MÉTHODE DE LA COORDONNÉE ISOTROPE DANS LE PROBLÈME
DE LA DÉFORMATION DES SURFACES;

PAR M. L. BAFFY.

Je me propose de présenter sous une forme propre aux applica-
tions et cTappliqueraux surfaces spirales une méthode dont il n^a été
fait que peu d\isage pour Fétude de la déformation des surfaces :
la méthode de la coordonnée isotrope. Dans son Mémoire sur la
théorie des surfaces applicables (Journal de l'École Poly-
technique, X 1 . 1 1 e Cahier, 1867), Ossian Bonnet, pour former
l'équation des surfaces qui admettent un élément linéaire donné,
a pris comme variables les paramètres des lignes de longueur
nulle et comme inconnue une fonction qui n'est autre que Pune
des coordonnées isotropes des surfaces chercliées. Mais son ana-
lysp, peu symétrique, se prêle malaisément aux applications
(lui-même n'en a fait qu^une seule, relative aux surfaces minima), et
l'on ne saurait en tirer parti dans le cas général où Félément
linéaire est exprimé au moyen de coordonnées curvilignes quel-
conques. Le procédé direct par lequel M. Darboux (Théorie des
surfaces^ 1 . 1 1 1 , p. 261 ) a établi l'équation qui convient à ce cas ne
montre pas ce qi^il faut faire, connaissant une solution de cette
équation, pour déterminer la surface correspondante. Aussi avons-
nous cru pouvoir revenir sur ce sujet, d^autant plus qu^il y avait à
examiner une question que soulève Remploi de la coordonnée iso-
trope. Bour a reconnu que Inéquation aux dérivées partielles du
second ordre à laquelle satisfont les coordonnées non isotropes
d'une surface dont Félément linéaire est donné admet toutes les
solutions d\ine équation du premier ordre, et le fait a été expliqué
par M. Darboux. 11 y avait donc lieu de rechercher si Inéquation
de Bonnet généralisée admet des solutions illusoires de la même
espèce.

En modifiant à peine un raisonnement dû à M. Darboux, nous
obtenons (§ I) Inéquation de la déformation des surfaces pour une
coordonnée quelconque, non isotrope ou isotrope, et nous prou-
vons à la fois inexistence de solutions illusoires dans les deux cas.
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Nous établissons ensuite (§ II) Inéquation de Bonnet, en intro-
duisant une inconnue auxiliaire dont la signification est inva-
riante. L^emploi de cette même inconnue auxiliaire conduit (§ lit)
à Inéquation de déformation pour une coordonnée isotrope dans le
cas des coordonnées curvilignes quelconques, par une analyse qui
indique l'usage à faire des solutions (non illusoires) de celte équa-
tion pour déterminer les surfaces correspondantes : le problème
s'achève par trois quadratures de différentielles exactes.

Comme application de ces principes, nous étudions (§IV) deux
types de solutions pour inéquation de déformation des surfaces
spirales et nous obtenons ainsi, par un procédé régulier et uni-
forme, non seulement le théorème classique de Bour sur les héli-
cpïdes et la proposition de M. Maurice Lévy relative aux spirales,
sous la forme précise que nous lui avions donnée (DARBOUX,
Théorie des surfaces, t. IV, Note VI), mais aussi les déforma-
tions dépendant d\me fonction arbitraire qu^admetlent les sur-
faces dont on connaît toutes les déformations et divers autres
résultats qui paraissent nouveaux.

I. —— l/ÉQUATION DE LA DÉFORMATION DES SURFACES

ET SES SOLUTIONS ILLUSOIRES.

l. M. Darboux a fait connaître (Théorie dés surfaces^ t. III,
p. 232) le moyen de former directement inéquation des surfaces qui
admettent un élément linéaire donné

ds2 = E du^ -4- 2 F du, dv -+- G dv^,

en partant des formules de Gauss. Si ( x ^ y ^ z ) sont les coordon-
nées rectangulaires d^une des surfaces cherchées, (a, ̂ , c) les
cosinus directeurs de la normale au point (^,y, s), et ^i

L du^-^ 2 iVî du dv -h N dv'1

est la seconde forme quadratique fondamentale, on a, ainsi que Fa
montré Gauss, les trois relations

x,it — Aa"^— A 1.2^, == La,
x'[^ — Ba"^— BI x'y = M a,
x"^ — Cv'n — Ci x'y = Na,
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les trois analogues en jr, b et les trois analogues en ^, c. Les
six lettres A, A|, B, B<, C, Ci désignent les symboles de Chris-
loflel, qui ne dépendent que de E, F, G et de leurs dérivées pre-
mières.

Soient Ç mie coordonnée quelconque et a le cosinus correspon-
dant de la normale,

Ç == lx -+- my -h nZf a == la •+• mb -t- ne.

Désignons par £ la somme des carrés des constantes /, w, n,

£ == y2-^ w24- n2.

Si S; n^est pas une coordonnée isoirope, e est égal à i ; si Ç est une
coordonnée isotrope, e est nul .

Des formules de Gauss, on déduit immédiatement

Çn= ̂  — Ai ; ;^—Ai^== La,
S i 2 = = ^ - B ^ - B i ^ = M a ,
^=^, ^ C ^ - G i ^ = = N a .

Effectuant avec M. Darboux la combinaison

Si iS«s-SÎ2==(LN-M»)a» ,

cl se rappelant l'expression de la courbure totale

LN - M» LN - MÎK = R| Ra EG — F2 H2

on trouve
SliSîî-^^Hîa».

Mais les formules classiques

H a == y^z, - z\,y^ H b = z\, ̂ — x'^ H c = ̂ yp-Vu^

donnent visiblement

H» a»;
^ ^ ^ »
W ^M ^P =

n Su z'v

e s» y.
S» E F
^ F G

==H«(e-AÎ),
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AÇ désignant le premier paramètre différentiel de ç, savoir

G^-2F^+E^
ç EG — F2

On arrive donc finalement à Inéquation cherchée

(D) (^~A^-A^)(^-C^--C^)
-(^-B^-B^==KIP(£~AO,

où l'on doit faire e == o ou e === i, suivant que Ç est ou n'est pas
une coordonnée isotrope.

2. On sait que, dans ce dernier cas, l'équation de déformation
est vérifiée par toute solution Ç de l'équation AÇ == i. Le fait a élé
constaté par Bour el expliqué par M. Darboux (Théorie des sur-
faces^ t. î\ïy p. a55) : toute fonction ç qui satisfait à l'équa-
tion A Ç = = i , étant égalée à une constante arbitraire, définit les
trajectoires orthogonales d'une famille de lignes géodésiques,
mais ne fournit pas une surface admettant l'élément linéaire
donné. Nous dirons que c'est une solution illusoire.

Un fait analogue se produit lorsque ç est une coordonnée iso-
trope : ainsi que nous le montrerons dans un instant, toute solu-
tion de ^équation AÇ = o vérifie Véquation de déformation.
Pour l'interpréter, égalons Ç à une constante arbitraire; nous
aurons

ç^ du 4- Çî, dv == o.

Or, cette équation, rapprochée de l'équation A$ == o, ou

E^-îF^+G^o.

donne immédiatement ds2 == o. Ainsi, l'équation Ç === const. repré-
sente une famille de lignes de longueur nulle, qui sont des géodé-
siques particulières et peuvent être considérées comme étant leurs
propres trajectoires orthogonales. Elles constituent une solution
illusoire de l'équation de déformation. Nous verrons au para-
graphe suivant que ces solutions sont les seules qui satisfassent
à l'équation (D) sans fournir une surface admettant l'élément
linéaire donné.

Pour vérifier l'existence des solutions illusoires, tant dans le
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cas e === i que dans le cas e == o, calculons les deux dérivées par-
tielles de AÇ. On trouve ainsi

^ = HiK^- ^)^+(E^-FÇ,)^L

^-ÏF[(G?,-F^)^,4-(E^-F^)S,,],

et l'on voit que, si AÇ est constant, les deux seconds membres
doivent être nuls. Or, ils sont linéaires et homogènes par rapport
aux deux binômes GÇy—F^ et FE^—E^. Si ces binômes sont
nuls à la fois, Ç se réduit à une constante, ce qui exige s == o
puisque AÇ est nul; alors les expressions Çn, ç ^ a ? ^22 sont nulles
et Féqualion (D) est vérifiée. Pour que les deux binômes ne soient
pas nuls, il faut et il suffit que le déterminant Çn ^ 2 2 — ^ 2 solt

nul, ce qui prouve bien que toute solution de l'équation AS; === e
appartient à l'équation (D), que e soit égal à ï ou qu'il soit égal
à zéro.

3. Remarque. — Le procédé direct par lequel a été obtenue
ci-dessus l'équation de déformation (D) ne montre pas ce qu'il
faut faire, connaissant une solution (non illusoire) de cette équa-
tion, pour déterminer la surface correspondante.

Dans le cas de la coordonnée non isotrope, l'équation (D)
exprime, comme l'a fait voir M. Darboux, que l'expression

ds-î— d^ = E du2-^ 2F du dv 4- G d^—(^ du 4- ̂  dv}^

est un produit de deux différentielles. Pour la mettre sous cette
forme, il faut effectuer une quadrature de différentielle exacte; et
l'on obtient les deux autres coordonnées de la surface en intégrant
les deux différentielles exactes ainsi calculées.

Il n'en va plus du tout ainsi lorsque la coordonnée Ç est iso-
trope. C'est pourquoi nous allons former à nouveau l'équation (D),
d'abord dans le cas particulier traite par 0. Bonnet, puis dans le
cas général où les surfaces sont rapportées à des coordonnées cur-
vilignes quelconques.
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11. — LA MÉTHODE DE LA COORDONNÉE ISOTROPE POUR LES SURFACES

RAPPORTÉES A LEURS LIGNES DE LONGUEUR NULLE.

i. Donnons-nous, avec 0. Bonnet (loc. cit.), Félément linéaire

(0 ds^=^^(u,v)dudv,

Soient x^ y, z les coordonnées rectangulaires d'une surface
admettant cet élément linéaire. Introduisons les coordonnées iso-
tropes

('2) S=«ï'-h^, r ^ x — i y ,

dont les différentielles seront

d^ ==y? du 4- q dv, d-^ == p^ du 4- q\ dv,

et identifions ds2 avec

dx^ -h dyï 4- d^ == rfÇ ̂  + ̂ 2.

Nous obtenons ainsi les trois relations

<3) ;âî=lv/w^' à^=i^m.
(4) v^ v^ ̂  2^

/y ^ \/Tq

Pour la symétrie des calculs^ nous poserons

(5) ^+v5î=^.(5) ^+v5î=4^.
v^ ^ v/^y

Remarquons que les seconds membres des équations (4) et (5)
sont des invariants. Si l'on désigne, en effet, par AÇ le premier
paramètre différentiel de ç relatif à la forme (i) et par A(Ç, r,) le
paramètre mixte de ç et YI, on a

AS=^, A(^)=^^l,

et l'on voit déjà que le second membre de l'équation (4) est un
invariant. De plus, en élevant au carré les équations (4) et (5),
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on trouve

f/'\ Pq\-^-qP\ ^/l^h „ ̂ A^J-L }̂ _ .» ̂ ^l — A-
( 4 ) ""TT""'"^"' ^ 2^ ^

/r^ 7^1-^-W , ^V7/^ ^ ^(^^O , ^P^h _ 4°^
v / P9 ^pq ^ > \/pq M

On déduit immédiatement de là

t02 1 A ( Ç , T l ) (0 ^(^-JQ)—"!
(6)

^ ^ ~ ^ v/w v/^

ce qui achève de justifier notre assertion.
Résolvant les équations (4) et (5), nous obtenons

i— a) — (& i—— to -+- 9
//?i=--——j vy i=—7=—^

Vq VP
d'où résulte

, /tu——C&\2 , /œ+9^2 ,7
(7) ,̂ == —=- ) ^ -- —--- ) €l^

\ \lq ! \ \/P )
/—• (.0 — CD /—• t0 -4- ©

(8) —- i dz == \/p ——r du -+- \Jq ——L dv.
\lq VP

Les conditions d'intégrabilité de dr^ cl de dz donnent respec-
tivement

to—y à to—<p (i) •4-<p ^ co -h y(9) '7r<A;"7^=-^-5lt~^-'
. , à ( 1-w— v>\ < ) / ,—t« )+<p \
^ ^(v/?^)^=^(v/y-^)•

Or, si Fon pose

dp = r du-^- s dv^ dq == s du-^ t dv.

la dernière équation se réduit à

/— à (0 — <o 95 ,— <) œ --t- <p et) ̂^ ^^-Tr-^'-^^-Tr^^'
La résolution du système formé par les équations (9) et (10')

donne

^ (,) _^_ ç (o — M s à t») — 9 (») -4- 9 ^ ^
àu~~^~ ~~ ^^~q ^pq àv ^ ^ ̂  ^pq9



— 224 ~
effectuant et groupant les termes, on trouve

f ia) — à- ^L, = l jL î^î -^-œ-=== 1-^ î^
^ V/^7 y au ^ f àv ̂  ~ p àv "^~'

De là résulte la condition d'intégrabilité

(i3) à- ( L à- l^i\ ̂ ±( L±. î^i\ -
àu\pà^ ^ ) ô^\q au ^/p j ~ ° '

d'où les dérivées troisièmes de ç disparaissent d'elles-mêmes; il
reste, tout calcul fait,

04) <p(^ — 5^) — -i^rq — 2^, tp -4- 4?^/?y == o,

ce qui est l 'équation d'Ossian Bonnet.

S. Connaissant une solution ç de cette équation, on aura co,
d'après les relations (12 ) , par une quadrature de différentielle
exacte,

/ , , -> (y C ï à ^ \/^ j î à v)^(î ) ~7=- = / ~~ -n ^ ——du-^-- — —^^^^ (^ ^ )+A ;VW J ^ ôu \ j p P àv ^ -r\ ̂

|)uis, en vertu des relations (7) et (8),

ce) ^=. r^^--^+7^y^4-^^-4- l+^y^,^ \ vpy ' \ \/pq j
(17) ~ iz -- Çp ̂  — -^ + /A ^^ y ̂  + -?- 4- A^ dv.

J \ \/Pq ) V y/^ /

La constante arbitraire h n'influe que sur la position de la sur-
face par rapport aux axes. Soient, en effet, ̂  et Za les expressions
qu'on oblient en faisant h == o ; il vient

7, = ̂ o—2?7^o+ h^, —i:. ===— (^+/ /ç ;

d'où l'on déduit aisément

^•4-^——^0-}-^.

On peut donc, dans les formules (i5), (16) et (17) , négliger la
constante h. Celte constante étant négligée, ainsi que celles qui
s'ajoutent à y, et à z, si l'on multiplie Ç par une constante C, on
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voit que r\ se Irouve divisé par G et z n'est pas changé, de sorte
qae l'introduction de G revient à une rotation de la surface autour
de l'axe des z. Enfin, on voit que la connaissance de ^élément
linéaire et de la coordonnée isotrope Ç détermine complète-
ment la forme de la surface.

Remarque. — 11 résulte de l'analyse par laquelle nous avons
obtenu l'équation (i4) que si, à une solution Ç de cette équation,
on associe les fonctions ^ et z qui s'en déduisent par les rela-
tions (16) et (17)^ on salisfall bien à l'identité

d^ df\ -+- d^î = 4(?2 du dv.

Mais cette analyse tombe en défaut quand l'une des dérivées/?
et q s'évanouit, c'est-à-dire quand ç est une solution de l'équa-
tion A^===o. D'autre part, les solutions des équations p == o
et q •==. o appartiennent à l'équation ( i4)? comme on le voit ici
sans invoquer la démonstration laite au n° 2. Or, si l'on suppose,
par exemple, q=o ou Ç fonction de u seulement, la seconde des
équations (3) montre que z ne dépend aussi que de M, de sorte
que la surface correspondante est un cylindre à génératrices iso-
tropes. Si donc Félément linéaire proposé n'est pas celui d'une
développable, les solutions de l'équation AÇ == o seront des solu-
tions illusoires, contrairement à une affirmation trop absolue que
j'avais émise à ce sujet {Annales scientifiques de l^Ecole Nor-
male supérieure, IQOÔ, p. 4io).

III. — LA MÉTHODE DE LA COORDONNÉE ISOTROPE POUR LES SURFACES

RAPPORTÉES A VN RÉSEAU QUELCONQUE.

6. Soient x, y, z les coordonnées rectangulaires d'une surface
admettant l'élément linéaire

(i) ds1^ Ed^-^ïYdudv-^Gdv^.

Soit posé encore

( S =al+^>, ïj = x — i y ,
( d^ == p du -+- q dv^ dr^ == p^ du -4- q\ dv,
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Identifions c/s2 avec

dx^- -4- rf^2 -+- ds2 == ̂  ̂  -+- ̂ 2.

Nous obtenons les trois relations

(3) ^=/E^n ^=V/G^^,

(4) ^E^/,./G-=^.=F-Wl^.

La dernière, rendue rationnelle, devieiil

(4') H'[.-A(^)]=(/Î^-^

si l^on introduit le paramètre mixte

(5) ^,-^G^•-F(^^t)+^^•,

que nous prendrons comme inconnue auxiliaire. Nous pouvons
alors tirer jo, et q^ des deux dernières équations, ainsi écrites :

^i—^yi == 2I1 v//l ~ MS» ^i)»
(G^-Fy)^4-(E^—F^)^i==H2A(e,Ti).

En posant
(G) ,^G^-.^4-E,^

(,) ^G^-^ ^^--Z^1 iiv/ii H^
.̂  n V/I--^(^^)'
(8) t) ==———————————9

/AS

et convenant de prendre la même détermination du radical y^AÇ
dans les trois relations (7) et (8), on met p^ et y» sous les formes
suivantes :

7?1== ^j-62^-^9^ 7i==^-^<7-2eY.

Substituant ces expressions dans les relations (3), on trouve

^^±(ft/,-.), ^=±(Oy+Y).
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Mais, comme le premier membre de l'équation (4) est le produit

des deux dérivées z^ et s'y, on reconnaît que les signes supérieurs
vont ensemble. Nous pouvons, en faisant abstraction d'une symétrie
par rapport au plan des xy^ négliger les signes inférieurs. Nous
avons donc

(9) ^ == (^ - ^P + ̂ ) ̂  -+- (fç - ^<7 - ̂ ) ̂

(10) clz == (Qp—e)du.-^-(Qq -}-^)dv.

La condition d'inlégrabilité de dz donne

(11) P^-q^^la-^-^'

Pour abréger les calculs, remarquons qu^on a

^=(^^o^-.o^)^-.(^-o^-.o^)^;

si Fon écrit alors la condition d^inlégrabilité de dt\^ en ayant égard
aux expressions de z'^ et de z^ (»n trouve simplement

^ ^^'-î^i-f^-
Résolvons les équations ( i l ) et (12) par rapport aux dérivées

de 9, en remarquant que, diaprés les relations (6) et (7), on a
identiquement

Pf -+-î£ === H vdç.

Nous trouvons ainsi

03}
•'-ïïW^^-^à)-^^
(•-HV^i-^)^—']-

11 n'y a plus qu'à écrire la condition d'intégrabilité de rfO pour
arriver à l'équation du second ordre à laquelle doit satisfaire la
coordonnée isotrope Ç et que nous avons obtenue directement
ci-dessus (n° 1) sous la forme

(i4) (^- A^-A,^)(S;,, -C^-C,^)
- (S^- B^- B^)2 4- KH-2^ = o.
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Connaissant une solution $ de celle équation pour laquelle Ai-
ne soit pas nul, on aura les deux dérivées partielles de 9 par les
formules (i3); on obtiendra donc 9 par une quadrature de diffé-
rentielle exacle. Il en sera de même de chacune des coordon-
nées YI et 5, en vertu des équations (9) et (10). Ainsi le problème
s'achève^ comme dans le cas de la coordonnée non isotrope^
par trois quadratures de différentielles exactes.

Remarque. — La fonction auxiliaire que nous avons employée
dans le cas des surfaces rapportées à leurs lignes de longueur
nulle était, d'après l'équation (6) du paragraphe précédent,

to ^ ^A(j;,r^-^

\/~pq /AÇ

Si Fon se reporte à Inéquation (8) du présent paragraphe, par
laquelle est définie la fonction auxiliaire 9, on voit que le rapport
de ces deux fonctions est égal à l'unité imaginaire i.

IV. — QUELQUES DÉFORMATIONS DES SURFACES SPIRALES

ET DES SURFACES DE RÉVOLUTION.

7. L/équalion d'Ossian Bonnet étant homogène par rapport à S
et à ses dérivées, il est naturel de Rappliquer aux éléments linéaires
homogènes, c'est-à-dire aux éléments linéaires des surfaces spi-
rales et des surfaces de révolution. Il m'a paru avantageux de
prendre ces éléments linéaires sous la forme

(1) ^2=4<îîw("-tVÎ("-^-(Q^^,

qui convient pour m= o aux surfaces de révolution, pour m -z^ o
aux spirales. On voit d'ailleurs que, m élant différent de zéro, il
suffit de remplacer u et v par des quantités proportionnelles pour
être en droit d'attribuer à m telle valeur constante qu'on voudra.

Avec ces notations, on a

(2) 9 ==^"-^/(M-i-^),
y;, == e^-^ (/'+ mf\ <p, = e^^(f- mf\

^^e^-^^f—m^f),
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les accents désignant les dérivées prises par rapport à l'argument

W •==• U -r- V.

L'équation de déformation devient alors

(3) f(rt—s^)—ï(f'—mf)rq—1(ff-^mf)tp-^/^(ff-mïf)pq==o.

Nous allons étudier celles de ses solutions qui sont clé la forme

(4) ^e^ ^CT(W) ,

rs étant une fonction inconnue de w, et k une constante. Celle
expression de ç donne

p =-. e^ ^(ro'-t- Â:CT), q == e^ v}{TV'— /CCT),
r = e'^-^ (vf"^-4- '^Tn'4- ^m),
5 = ^("-^(CT^——^CT),

t = ̂  ^(CT"— •<Â'm'+ ^ro).

Substituant ces valeurs dans l'équation (3), on trouve

(5) k(k — m) f(f3m — vs^) —f'Tî5\m"— I^-rs)
-T-[/' r4-/n(^—w}/](^2- ^TO2) ==o.

8. Occupons-nous d'abord du cas particulier où la constante A'
est nulle. Pour Â'==O, la fonction ç n^est autre que nr(w) et
l'équation (5) se réduit à

V f f(6) n-T—r
Si donc on pose

(7) logW(w)==w2 ff,dw,
^ J

on en tire

w ^ — î—^' / î "' w^

abstraction faite d'un facteur constant qui correspond (n°î)) à une
simple rotation autour de Faxe des z,

Si m = o, hypothèse qui convient aux surfaces de révolution.
W peut être pris égal à l'unité et S égal à /; on ne néglige ainsi
qu'un déplacement. Mais, si l'on pose

(9) ^.A^),
xxxvn. i0
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la formule (i 5) du n° 5 donne

^ •== v — M -l- À.

Appliquant ensuite les formules (16) et (17) du n° S, avec h == o,
on obtient successivement

(10) ^ === (^ - ̂  )»/-+- f72 ̂ ,

(n) —iz^(v—u)f,

Des relations (9), (i i) et (12) on déduit

^-+-^îs= a?24.y2_^^2=:y ^ ^-^w ==%(0.

La surface obtenue est donc une des surfaces définies par
l'équation

(r.î) ^-^-yï^-zï=.^(x+iy)

et qui ont été considérées par M. Demoulin (Mémoires couronnés
de l 1 Académie de Belgique; collection iu-8°, t. LV111, 1898);
sous le nom de surfaces quasi de révolution. En conséquence,
tout élément linéaire de surface de révolution

(i3) ^2== ^f^(u-^-v)dudv

convient à une surface quasi de révolution, représentée par les
formules

x+iy=f(u-^v),

04) x - i y ^ ( u — v Y f - ^ - C ^ d ( u - } - v \

z = — i(u — v )f.

9. Revenons à la relation (8) et supposons que la constante m
ne soit pas nulle, c^est-à-dire que l'élément linéaire (i) convienne
à des spirales proprement dites. Appliquant alors la formule (i5)
du n° 8, on obtient

W<L(M, v) =— —e'11^-^-^- h.m.
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Appliquant ensuite les formules (16) et (17) du 11° 5, on trouve

•r == ̂ Lte^1^^,
' m2

1 7 — " ûin'n v)iz == '—e'11'1'- v).m

On déduit immédiatement de là

Ws2

^--7-
Or, l'équation (8), intégrée, donne

i°/W^^A...
De la comparaison de ces valeurs de Ç et de r\ résulte

yî _(_ y2
(o) ^/ =/(^+<r)-

Les surfaces ainsi définies sont coupées par les plans isotropes
^ _^_ iy ̂  const. suivant des paraboles, propriété qui leur est
commune avec les surfaces qua^i de révolution. Ce sont des spi-
rales particulières. Une spirale quelconque étant, en effet, repré-
sentée par les formules

;y== ae^cosjî, y == ae^P sinp, z = <^P A.(a),

si l'on fait \ ==— /, on trouve immédiatement
a2

x -+- îj" = a, a"2 4-^'2 == >s2
A^a)

ce qui donne bien, par élimination de a, la formule (i5).
Les surfaces que nous venons de trouver sont entièrement déter-

minées de forme par leur élément linéaire (i), où l'on peut assigner
à m telle valeur non nulle qu'on voudra, m =— i par exemple, ce
qui donne

(Y) ^2== e-~-<ii(u-v)f2(u-}- v)dudv^

et par la relation (6), qui devient alors

^-z^z.Vf f"W
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les deux constantes dont dépend l'intégrale générale de celle
équation ne sont, en effet, que des constantes de positions. Nous
allons identifier ces surfaces avec des spirales que nous avons
signalées autrefois (Comptes rendus^ t. CXII, 1 8 9 1 , p. j4ai).

A cet effet, et pour préparer ce qui suivra, nous représenterons
une surface spirale par les formules

(16) x = e9? cos(co -+-À6), y == e°p sin((x) -+- A6) , z = ^9Ç,

ou p, co et Ç sont des fonctions d'un paramètre w, et d'où résulte

( i ; ) ç = a? 4- <y = p ̂ œ c^7^.

L'élément linéaire peut s^crire

( 1 8 ) ds^e^fï(w)(d^-r-d^).

Si l'on établit entre les trois fonctions Ç, p et co les équations

(np ÇÇ'+p?'+A?2^^ o,
( • < • » ) Ç^^p'â+^^^î ^y.^
( a i ) Ç2 -^(As-hi)? 2 =/2.

Effectuant le changement de variables

w -\- i'0 == y u, w •==- u 4- v,
w — if) == •2^. î'Q === ^^ — (^,

qui amène l'élément linéaire (18) à la forme (i'), on voit que w a
la signification que nous lui avons toujours donnée et que la coor-
donnée isotrope Ç a pour expression

( 2-2 ) $ = ? e1^ e^-t) (M-^.

Si donc on suppose h •==. i, elle se réduit à une fonction de w,

Nous voulons identifier l'expression ^ : ç7 déduite de cette
relation avec le second membre de l'équation (6'). Nous avons ici

^^'^^^^t1^^'

Or, quand h = /, l'équatiûji ( 2 1 ) donne Ç==/. L'équation (19)
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devient
_ff

P
(19 ' ) p'4- î'tx/p =

et Inéquation (20) donne alors

(10') o'— tV? _ f f
'~~7~~~~7+7f

En ég'ard à Féqualion (iQ7), il vient

y __ p'-^p f f
r~~—r"^^

et, en vertu de la relation (20'), le second membre est identique à
celui de Inéquation (67).

Ajoutons que réiimination de r^' entre les deux relations (19')
et (20') conduit à inéquation

W V/'pp'+C/2-/'2)?2-^/2/^ o,

qui est linéaire par rapoort à o2, de sorte que o s^obtient par qua-
dratures et dépend d'une constante arbitraire. La constante qui
s^joute à co n'étant qu^ine constante de position, il semblerait
qu^on doive trouver une série simplement infinie de spirales parti-
culières (/? === /) admettant l'élément linéaire (i^). L'analjse précé-
dente montre que la constante dont dépend o n^est, elle aussi,
qu^une constante de position; il n'y a donc qu^ine seule spirale
particulière répondant à la question.

10. Reportons-nous à l'équation (5) et supposons maintenant
la constante k-^-o. Examinons d^abord le cas des surfaces de
révolution. Pourm == o, inéquation (5) se réduit à

(24) ^fÇxs^—rs'^—f'rs'Çrs"- k^) -^-/"(vs11— ^rs2) = o.

On aperçoit immédiatement quelle admet, quel que soit ky la
solution

(25) nr=/.

Or, celle équation est, relativement à la fonction y, qui est
donnée, une équation linéaire et homogène du second ordre. Con-
sidérons, pour un instant, y comme une fonction inconnue : réqua-



— â34 —

lion (24)5 dont nous connaissons la solulion particulière /== CT,
admet Pintégrale intermédiaire

/ ^\ jss'f—vsf ik\(26) '/ J-— == const. == ——»
^'2 _ ^2^-2 2

d'où l'on tire

^ -, \ff'-ik\ y/Â2(4/2- ̂ ^) - 4/^
TO 4^2——^2(^7)

La fonction Ç === TO est donc déterminée par une quadrature, à
un facteur constant près, qui correspond (n° 8) à une rotation
autour de Faxe des z. Elle dépend de deux constantes essen-
tielles k et \.

Nous allons montrer que celte expression de Ç donne les héli-
coïdes de Bour. Considérons, en effet, riiélicoïde défini par les
formules

(28) a -==acosp, y = = a s i n p , z == A (a) -4- Xjâ,

d'où résulte
Ç = x -h iy = ae^3.

Son élément linéaire a pour expression

ds^== ̂ ^•^^^-{-'î'XX' di d^-i-(y.9-{-\^)(!^.

En vue de le ramener à la forme

ds^ == 4 Y2 (w ) du dv ( w •= u -4- P ),

nous poserons, A* étant une constante arbitraire,

/A'̂ lt̂ l̂ rX2 , ./,. XA'^a^-———-——^-——— di -h i { dQ 4- ———^-a3-+-X2 \ r aS+X 2 ^
î • / »r> /* —• t*'^ \ » «

dl 4- î ( dQ 4- ———^- = 2Â- ^M,

V/A72a^-a2-+-X2 , ./,. XA'^a\ , ,
————^^————^-.(^+^^)=2^/P,

ce qui revient à

. , ^A^a^+a'-i+À- , ,
(29) -——yi-^-^———dy.=kdw,

(30) ^p^,^^=:Â^(^-(.).
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En outre, nous devons établir entre a et w la relation

(3l) /:2(o(2.4_>,2)==4y2.

L'expression de ç devient alors

Ç = a ^ P = ̂  ^ O T ( w )

et l'on en conclut

— == E <Yjî 4- — ^= k d (u — v) ~{-Ts- dw.

De là et de Inéquat ion (3o) résulte

/ o ^ TS' __ dy. . \A'dy,
vs a a'2 4- X2

Mais la relation (29) donne

/ A'dy. y_ k^ dw^ _ i /^M2

{oL2-^^) ~ ^ ~ a2-+.X2 \~^) f

et de la formule (3i) on tire

â?a _ ^ff dw
"a" ~- 4/2__^2),2'

Substituant ces deux derniers résultats dans Inéquation (32), on
retrouve précisément la formule (27). Ainsi les surfaces considé-
rées ont même coordonnée isotrope Ç et même élément linéaire
que les hélicoïdes (28) : dès lors, diaprés ce que nous avons
vu (n° 3), elles leur sont identiques. La valeur particulière \ == o
correspond à la solution (28) et aux surfaces de révolution.

Remarque. — Si l'on introduit la dérivée logarithmique S de la
fonction CT, ce qui revient à poser

(33) ç ==<^(»-^CT(W) ==e^-^eJQ!{w}{iw

Féqualion (5) s^abaisse au premier ordre et devient

(34) [f'^-k{k-m}f\^
^^f^-fv-m(k-m)f](^-^)=:o.

Elle appartient à un type qui a donné lieu à de nombreux
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travaux et qui n^est intégrable que dans des cas très particuliers.
Pour m ===o, nous avons la transformée de l'équation (24), savoir

(34') (/^-^^(/^-/^(Sr2-^)^.

Bien que ses coefficients dépendent d'une fonction/et d'une
constante À', arbitraires toutes les deux, son intégrale générale est
fournie par la formule (26).

H. Considérons enfin l'équation générale (5), où k et m seront
supposés différents de zéro, et mettons-la sous la forme (34), qui
lui est strictement équivalente.

Nous savons (n° 7) qu'on y peut donner à m, supposé différent
de zéro, telle valeur qu'on veut : nous prendrons m =— ('et nous
poserons k = h — î. Il vient ainsi

(35) ^/'^•-^(^-0/]^-^-(/^-+-^/-/ / /)[^„(//_,)2J=o.

Nous allons montrer que l'intégrale générale de cette équation
donne la série doublement infinie (à cause de h) des surfaces spi-
rales qui admettent l'élément linéaire

(!') ds^=e-^-^fï(w)dudv (w = u -+- ?).

Reportons-nous, à cet effet, aux formules (16) et suivantes.
Nous avons trouvé

('22) ç == p^ùïe^-^w-t^

ce qui, par comparaison avec les égalités (33), donne

(36) ^=.^^ël+^'.
OT ?

Or, la fonction p et 10 sont liées à la fonction ^ par trois équa-
tions que nous rappelons ici :

09) ÇÇ'-+- pp'-+- /ipW^ o,
(•20) Ç'24-p'2^pl^2 =:y^

(^i) Ç1-{-(À'^+i)?2 =/iî.

De la dernière on lire

(..') p.=Zl̂ !.
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La première donne alors

('9') ^
ff^-î^
/ï{f2-^)

Tout revient donc à là détermination de Ç. Or, si l'on substitue
dans l'équation (20) cette valeur de a/, ainsi que celle de p et
de p', après réduction et suppression du facteur (A2-^- i)/2? com-
mun à tous les termes, on trouve simplement

(3;) /^(Ç'2+^)=/^y2__/-2.

C'est, aux notations près, l'équation dont j'ai fait dépendre la
déformation des surfcices spirales dans la Note précitée.

Si, d'autre part, on porte dans la relation (36) les valeurs (21 ' )
et (i9'), on obtient

(38) ^y^^-

Nous avons ainsi exprimé Sf au moyen de la fonction Ç, qui est
l'intégrale générale de l'équation (3^), et de sa dérivée Ç\ Or, si
l'on élimine Ç entre les deux équations (3^) et (38), on retrouve
précisément (*) l'équation (35), ce qui justifie notre assertion.

Toutefois, l'analyse précédente implique essentiellement

/ ,2+ï^o .

Voyons donc ce qui arrive quand h2 4- i est nul. Il n'y a pas lieu
de faire h == /, ce qui entraîne k == o, hypothèse examinée nu n° 9
et maintenant exclue. Pour h ==— /, l'équation (35) devient

(39) (/^-4-V}^+(//2^-J-/-/ff)(^2-+-4)= o.

( * ) On n'a qu'à tirer Ç'de l'équation (38) et à la porter dans l'équation (37).
Celle-ci, après suppression du facteur Ç2—/-', donne

^ [^-(A-O/T
- h2 [ y — ç h — i y ]

II n'y a plus qu'à former ÇÇ' et à substituer dans l'équation (38). Une fois
supprimé le facteur hf^s — (h — (') f, on a l'équation (35) elle-même.
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On vérifie sans peine qu'elle admet la solution

^-1-Z:-/,
^ ~ / /'

d'où résulte
-r-^v

ç =e ^-^fe J f

On a, d'autre part,
(? = ç-i{u-V)^

Si l'on substitue ces deux expressions de ç et de y dans la for-
mule (i5) du n° 5, on trouve, tous calculs faits,

i^-.)f. fL,.^
• /^+/'2

On en déduit

^-A)'^^)'-
ce qui prouve, en vertu de la formule (16) du n° 8, que la coor-
donnée isotrope r\= x — iy ne dépend que de u H- v. Dès lors,
on est ramené au cas particulier qui fait l'objet du n° 9 et l'on
trouve les spirales particulières qui y sont définies, car le change-
ment de / e n — / est sans importance. Mais la solution que nous
venons de considérer n'est qu'une intégrale particulière de l'équa-
tion (3Q), dont l'intégration présente les mêmes difficultés que
celle de l'équation (35).

12. En vue d'obtenir d^aulres résultais, nous substituerons dans
l'équation de déformation

(3) f(rt - s^) - ̂ f- mf}rq — •2(/'+ mf)tp + 4 (f- m^f)pq = o

une fonction Ç(r) ayant pour argument

T=={ j i (^—t ; )4- f <à(w)dw^

où [J. est une constante et 2f une fonction à déterminer. On trouve
ainsi, après suppression du facteur ii'(ï), commun à tous les
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(4o) [^/^-(/^-77î(Ji/)(2r2-^)]r(T)
+ \(f"- m^f) (2F— u.^ - (f^ 4- m^f)^'] S'(T) == o.

Remarquons qu'en supposant UL == o, on serait ramené à un
problème qui a été traité aux n^ 8 et 9. Nous ferons donc doréna-
vant UL === i et nous distinguerons deux cas, suivant que Inéqua-
tion (4°) se réduit à une identité, ou qu'elle détermine le
rapport Ç" :ç\

13. PUEMIEK CAS : Héquation (4°) est une identité. — Les
coefficients de Ç" et de Ç' sont nuls : d'où les deux équations

(-H)
\ f^'- (f^- mf) (3r2- i) = o,
( (//â^-4-^/)^^/-(/'--/^/)(2^2- l)=o•

On ne peut supposer â'===o, S == ± i, parce que T, et par
suite ç, ne dépendrait que de u ou de v\ or, c'est là une solution
illusoire (n°5, Remarque),

1 1 f<(ut donc égaler à zéro le déterminant des inconnues S'
et S2 — i, ce qui donne ^^-

Des lors, les deux équations (41) n'en font qu'une, el, si l'on pose

(4'2) <J:==^

d'où résulte

(43) s=/r="7,
en substituant dans la première des équations (4 1 ) ^ on trouve

or ?3' 4- <T' ̂  — W ffd' == o.

Par une intégration immédiate on déduit de là

(43') 2< rS r—w<r2==-2 y/c (c==const.)

ou bien
20" ^/l — <T^— WO'2^: 2 \/C\
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d'où finalement

/ / / \ 4 ff2 Û?(T -7(44) -;———————————————7=r——————————————————T-+O?(F=O.
^ /n<T2 -4- 9.<J -4- •2 \/C) ( /» O-2 — 9.<J 4- ^ /C)

ce qu^on peut écrire

/ ̂  \ ^7 °' ̂ J (T ^Œ(45) ^w==
W- !J2 -i- •2 OT -1- '2 /C m CT"2 — '2 <T -^ -2 \/~C

Si m === o, l'élément linéaire convient à des surfaces de révolu-
tion et Fon a simplement

/ / / ' \ j ^î ch(44 ) dw = •——— .

Or, si l'on pose

u -+- v == w, M — ^ == /p,

l'élément linéaire ^f'2^^) du d^ devient

r^ r^
^s2=.^<?"t / (î d i t d v = e ^ fj (dw'-^d^).

Eu égard ù la relation (44^)» on trouve

(46) û^^rï——c^p^a^v/ï7"^)2.

Si la constante c se réduit à zéro, on a l'élément linéaire

(4;) ds^== ^(d^-^dfj2)

des développées des surfaces minirna. Si la constante c n'est pas
nulle, on pose

o2_^Ç, p=v^e,

et l'on arrive à l'élément linéaire

f48) <^2= 7^62-4- (rî- +ip7/-2
\c2 /

du paraboloïde de révolution dont le paramètre este.
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Supposons maintenant m -^- o. Nous aurons l'élément linéaire

(49) ds^^^^-^^f^dud^

où l'on doit remplacer dw par son expression (4°)- Rapportons-le
aux courbes

u — p-r- f S'(w) dw == T = const.
»./

et à leurs trajectoires orthogonales dont l'équation est

r dwu — v -\- I y—— == p == consl.
,' ^(w) l

II prend la forme

dsî == e^^p ( d^- — ̂  ),

si l'on pose
, „ r /<tô 2r \ ^w
l^e== , /(^H-.-m)&-

Or, en vertu de la relation (4^)> ^élément différentiel est nul ;
donc © est une constante, a laquelle on peut attribuer telle valeur
que l'on veut, m par exemple. 11 vient alors

»w2g2wp
ds^ == (de'^f — —T-Î— ^ï2.

Mais les relations qui déunissent T et p, rapprochées des for-
mules (43) et (4^ /)ï donnent

, . i — 2?2 , û?<r ^j da
^(?—':) = ——ç—— ^tP== -s- ^ —————————-='

^ •'à m's1 -+- ?. y '

< h» <;»r (•on»'l<*(

m's14- 9. yc == ^Jie^^P"1 ( ^JL == const. ).

On connaît donc <r2, par suite aussi S2, en fonction de s — T, cl il
vient

^2 == {de"1?)1 — —^ [,'jLt^p ^ - ^^•^{de^)2.
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Une dernière substitution

e11^^ a, ^T==— ̂ p

donne finalement

W) ^=<^-+- (^4-^-^) d^,
\ •J 9- /

M. Goursal a démontré (Annales de la Faculté des Sciences
de Toulouse, t. V) qu'on peut, pour une infinité de valeurs de la
constante qui figure dans cet élément linéaire, obtenir par quadra-
tures toutes les surfaces qui l'admettent et, en particulier, celles
qui sont des surfaces spirales.

Les éléments linéaires (47), (48) et (49') conviennent à des
surfaces réglées à plan directeur isotrope (x-}-iy==. o), et les défor-
mations dépendant d'une fonction arbitraire que nous rencontrons
ici sont celles dans lesquelles ces surfaces restent réglées.

14. SI-XOND CAS : L'équation (4o) n1'est pas une identité. —
Puisque a est supposé différent de zéro, la fonction ç dépend
de u—^. Or, l'équation (4o)» quand elle ne se réduit pas à une
identité, donne pour le rapport ^':Ç' une valeur indépendante
de u — v. Il faut donc que ce rapport se réduise à une constante Â-.
Si cette constante n'est pas nulle, on est ramené au problème qui
a été traité au n° 10. 11 ne nous reste donc à examiner que l'hypo-
thèse ^==0, en vertu de laquelle Inéquation (4o), où l'on fait [A==I,
se réduit à

(5o) (/'^^-hm/)2r/-(/y-m^/}(^-I)==o.

D^près une remarque antérieure (n° 5), au lieu de prendre
pour ç une fonction linéaire de T, on peut prendre ç == T, c^est-
à-dire

? == ^ — p -(- / r̂ dw \^u-^f

on ne néglige ainsi qu'un déplacement de la surface. Tout revient
donc à déterminer à. Or, l'intégration de l'équation (5o) ne
semble pas possible quand m est différent de zéro. Au contraire,
quand m == o, on en tire immédiatement

(5i) ^2—i==/i2/ '2 (n=const . ) ;
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par suite, on a

(5s) ^== u— p-4- y /i 4- n^fî(w)dw.

La constante d'intégration n doit être supposée différente de
zéro, sans quoi $, ne dépendant que de u ou que de (-», serait une
solution illusoire.

Si Fon substitue l'expression (5a) de Ç dans la formule (i5) du
n° o, on trouve, lous calculs faits,', Vil Ll^JllV^. H l̂.13 ^dIVjUIO Lalt9*

„ , u—v-^'W<)/(^,^)===—

en posant

ffd^(53) W =r—£J/'2//'î/l-h/t2/'3

Appliquant alors les formules (16) et ( 17 ) du n" 3, avec A==o,
on trouve successivement

(54) ^ == (iL̂ ! + /w-t-Sr^) („ -r)2

+ (\V«+ 2W^ - + ̂ \ (a - v)

4-y(2rWî+2\V^ 4- 3^) ̂

(55) 7l^= (M-^+(w+& /)(u-^)4-^(2^W4- /)^

Les équations (52), (54) et (55), où S et W sont définis par les
relations (5i) et (53), représentent, à cause de la constante n qui
y figure, une série simplement infinie de surfaces admettant l'élé-
ment linéaire

ds1 == 4 /*( w)dudv ( w = u -»- v )

d'une surface de révolution quelconque. Ces surfaces sont engen-
drées par des cubiques gauches (w == const.). t


