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SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES
DÉPENDANT DE PARAMÈTRES ARBITRAIRES;

PAR M. EMILE CoiTOli.

Les solutions x^ . . ., Xn cTun système d'équations différen-
tielles dépendant de paramètres arbitraires (Ji<, ..., (A,., déterminées
par les valeurs initiales ai, ..., a^, qu'elles prennent pour une
valeur <o ^e Is variable indépendante ^, sont fonctions de ces
valeurs initiales et de ces paramètres. Le but de cet article est
d'établir que, dans des conditions qui seront précisées plus loin,
les fonctions x^, ..., Xn admettent, par rapport aux variables
a<, ..., a^ [AI, ^. , , [Ar, des dérivées jusqu'à un certain ordre N.
Cette proposition sera désignée, dans les lignes suivantes, par la
lettre A.

On sait que M. Poincaré (1) a établi que, dès que certaines
hypothèses, qu'il est inutile de rappeler, sont remplies, x\^ ..., Xn
sont fonctions analytiques des variables a«, ..., a^ |JL{, ..., (A,.. Sa
démonstration est basée sur l'emploi des fonctions majorantes ;
MM. Picard et Lindelôf (2) en ont donné d'autres en utilisant la
méthode des approximations successives.

Les hypothèses sur lesquelles repose la proposition A sont plus
larges que celles qui correspondent au théorème de M. Poincaré;
A est toujours vérifiée lorsque le théorème est applicable, mais elle
peut l'être encore dans des cas où l'on ne peut plus utiliser ce
théorème.

(*) Les Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste^ 1.1, Chap. II.
( 2 ) Voir, à ce sujet, le Tome III du Traité d'Analyse de M. Picard, Chap. VIII,
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D'autre part, la proposition A peut conduire souvent aux
mêmes conséquences que le théorème de M. Poincaré. Par
exemple, divers théorèmes concernant les solutions périodiques,
dus au même géomètre, reposent sur l'existence des solutions
d'un certain système (S) d'équations finies, dont les premiers
membres se construisent très simplement à l'aide des fonctions x
des a et des y. envisagées plus haut. La démonstration de M. Poin-
caré utilise la théorie des fonctions implicites définies par des
équations analytiques. Mais on peut aussi par diverses méthodes,
en particulier par celle des approximations successives, comme l'a
montré M. Goursat ( < ) , édifier une théorie des fonctions impli-
cites en faisant, sur les premiers membres des équations qui les
définissent, l'hypothèse moins restrictive de l'existence des déri-
vées des premiers ordres. Le rapprochement de cette théorie et
de la proposition A donne une démonstration des théorèmes de
M. Poincaré sur les solutions périodiques. Celle démonstration,
aussi simple que l'ancienne, élargit le domaine d'application de
ces théorèmes (2).

La proposition A dont nous venons de montrer l'intérêt a été
signalée, soit dans des cas particuliers, soit dans sa généralité, par
divers auteurs (voir les noies pour la bibliographie). Il est com-
mode, pour abréger l'écriture, de la présenter (n° 5) comme cas
particulier d'une proposition générale, énoncée au n° 4, et dont on
trouvera plus loin deux démonstrations. La première (n°l), à la-
quelle l'exposé actuel n'apporte guère que des perfectionnements de
détail, est très rapide, mais elle est basée sur des hypothèses plus
restreintes que la seconde (n° 2). Celle-ci, que je crois nouvelle,
conduit (n° 3) à une proposition générale concernant le calcul des
approximations successives qu'il m'a paru intéressant de signaler.

1. Soit d'abord une seule équation du premier ordre dépendant
d'un paramètre [JL,

W ^=/(^,^.

(*) Bulletin de la Société mathématique de France^ t. XXXI, 1903, p. 184.
(2) D'une façon générale, dans le domaine réel, la méthode des approximations

successives de M. Picard paraît avoir une puissance supérieure à celle des fonc-
tions majorantes,
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Faisons, à son sujet, les hypothèses suivantes :
Pour y. == o, et dans l'intervalle 1 (^ t^ ̂  ), l'équation (i) admet

une solution y(t). Lorsque le point {x, t) varie dans un domaine D
entourant la partie de la courbe intégrale y ( t ) correspondant à
l'intervalle 1, et que j y. \ reste inférieur à un nombre e, la fonction/
est continue et admet par rapport aux variables a? éludes dérivées du
premier ordre, fonctions continues et bornées des variables x^ t et UL.

Soit a(y.) une fonction de (A telle que

^(o)==y(<o),
admettant pour [ ( J L J assez petit une dérivée continue.

Si la valeur absolue de (JL est assez petite, l'équation ( i) admet
une solution

<2) •y=?a(^),

prenant pour t == t^ la valeur a(y.)^ bien définie dans l'intervalle I,
et intérieure dans cet intervalle, au domaine D ( < ) .

Nous allons établir que cette solution admet une dérivée par-
tielle par rapport à y. (2).

( l) Soient

et
|a(p.)— a(o)\^t\,

l/[y(^^^]-/[y(Q^,o]|^a,
1/,;(^^)1^,

ces inégalités étant valables, dans l'intervalle I, pour | { J L | < £ et quand (a?, t ) reste
dans D.

On peut démontrer (voir Acta mathematica^ t. XXXI, p. n3, n°4) que la so-
lution y,(^ p.) satisfait à l'inégalité

\^^t^)—yW\^{t,^v.}=^e^t-t^+ ^(e^-'o)-!).

On peut rendre i\ et a aussi petits que l'on veut en prenant p. assez voisin de
zéro, et obtenir ainsi une courbe intégrale (a) intérieure au domaine D lorsque t
varie dans l'intervalle I.

En d'autres termes, l'intégrale (a) est une fonction continue du paramètre p.
pour la valeur p. = o lorsque £ varie dans! La même propriété s'étend à toutes les
valeurs (A( de p. assez petites en valeur absolue; ce cas se ramène au précédent par
la substitution p. == p.̂  4- p.'.

Voir HADAMARD, Bulletin de la Société mathématique de France, t. XXVIII,
1900, p. 64, et PICARD, Traité d'Analyse, y édition, t. II, p. 332.

(2) Comme le fait observer M. Peano, cette proposition et les suivantes sont
une extension du théorème classique sur la dérivation sous le signe somme;
elles paraissent avoir ia même importance que lui.
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Considérons, pour cela, le système

[ dv .
\^t=f(x^^}ï

(3) ,
( -^ = f^ ^ (JL) 4- x'f'^x, t, ̂

et intégrons-le par la méthode d'approximations successives de
M. Picard. Nous poserons

(4) y,(t)=.y(t), yo(0=--o,

et nous déterminerons de proche en proche les approximations
successives y/, y\ par les formules

(5)
y i ( t ) ==a(^A) -+• Ç /(y/-i,^)<^

-'/o

r 1
y,(0 == a'Oji)-^ ^ r/p.(^- i, ̂  ̂ )+y/-i/^(y/-i, ̂  ^)] ̂ •«-• /-

Nous allons établir que les séries

(6) x(t, [ j . ) == 9^(^, y.)== yo4-(yi —yo) -J-. -.+ (y/— y / -1 ) -< - • . - ,
(7) x'(t^)^ ^-+-(^_y^)-^...^-(^.-^_^+...

sont uniformément convergentes; les termes de la seconde étant
les dérivées des termes correspondants de la première, ainsi que
le montrent les formules (4) et (6), nous démontrerons bien ainsi
que

àx(t, y.)
(8) x'(t^)=

^

La convergence uniforme de la série (6) peut être établie par la
théorie classique de la méthode d^approximations successives de
M. Picard appliquée à Inéquation (i). L'existence et la nature bornée
de la dérivée partielle f,v{^f t-, y-) permettent en enet décrire une
inégalité de Lipschitz pour /' considérée comme fonction de x.

La même démonstration supplique à la série (^) si l^on admet
que /^.{x^ t, y) et f,[.{x^ t, y.) satisfont, en tant que fonctions
de x, à certaines inégalités de Lipschitz lorsque j a j est assez
petit; que t appartient aï et que le point (.r, t) est dans D.
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On a ainsi une première démonstration, très rapide, de la pro-

position énoncée (1).

2. Mais l'hypothèse supplémentaire sur laquelle repose cette

démonstration n'est nullement nécessaire, comme l'ont montré

MM. Peano et von Escherisch (2).

Nous allons l'établir par un procédé simple que nous croyons

nouveau.

Écrivons les inégalités suivantes valables lorsque le point (.y, /)

reste dans la partie de D correspondant à l'intervalle I, et pour [ [AJ

assez petite.

(9) \fx\<b, \f^\<c, IO^KT/.

Montrons d'abord que la somme y^- des i premiers termes de la
série (7) reste finie quand i croit indéfiniment,

Comparons pour cela y^==o, y\^ . . ., y\ aux termes de la
suite Y^===o, Y^, ..., Y^ obtenue en intégrant l'équation linéaire
à coefficients constants

JI'VI

(10) -7- = ÔX'-l- C

par la méthode des approximations successives, la première

approximation étant Y^ == o et les suivantes correspondant aux

conditions initiales

YK<o)==r/.

( ') M. Picard ( Note ajoutée au Tome IV des Leçons sur la théorie des surfaces
de M. Darboux) établit la convergence uniforme de la série (7) en considérant
la seconde équation (3) (ou, plus exactement, le cas particulier correspondant
à /u.==o) comme une équation linéaire aux dérivées partielles du second ordre.

MM. Nicoletti (Lincei, i5 décembre 1895) et von Escherisch ( Sitzungsberichte
der Wiener Akademie^ t. CLXVIII, 1899, p. 622) ont indiqué la démonstration
donnée ci-dessus.

(2) Voir l'intéressant article de M. Peano {Atti di Torino, 1897-1898); la lec-
ture des démonstrations en est malheureusement difficile pour le lecteur non
habitué à la notion de nombre complexe et aux symboles employés. Voir aussi
un article de M. Hadamard (Bulletin de la Société mathématique de France^
t. XXVIll, 1900, p. 64). M. Nicoletti (Atti di Torino, 1897-1898) a signalé incidem-
ment ce résultat et M. von Escherisch Fa démontré (loc. cit.) en utilisant un
théorème non classique concernant la dérivation des séries.



On voit bien aisément de proche en proche que Y^ > |y,' [ quel
que soit i. Pour une même valeur attribuée à ty les Y '̂ croissent
avec t, et tendent vers la limite

(il) r===^.4-^)e^-<o)~^

Si donc ^ reste dans I, on peut trouver un nombre m tel que,
quel que soit i,

(iî) \y'i\<^<m.

Ce point établi, /ioî  allons démontrer que la valeur absolue
de la somme de h termes suivant le terme de rang i-\- p dans
la série (7) peut être rendue^ quelle que soit la valeur de t
(comprise dans I), et quel que soit A, aussi petite qu'on veut
en prenant i et p assez grands^ ce qui établira bien la conver-
gence uniforme de cette série.

La somme en question est

(1 3 ) ^i+p,à === Vi+p+h — Vz+p.

On peut écrire

(l4) Si4-p,A= f \[fy.(^+p+h-i, f, pt) -/p.Cr^p-l, t, ̂ )]
^te

-^Vt+p+h-l [f'x(yi+p+h-i,t, ̂ )--fx(yî+p~î, t, p.)]

+ ̂ i+p-ï,hfx(yi+p-^ ̂  POI dt,

En vertu de la convergence uniforme de la série (6) et de la conti-
nuité des dérivées /^ et. /p[, les deux différences entre crochets
peuvent être rendues aussi petites qi^on veut en valeur absolue en
prenant i assez grand. Tenant compte alors de Finégalité (12), on
voit qu^on peut déterminer un nombre Y( tel que

(I5) ï/->l/p.(y<-<-p-+-A-i,^ ^)-/(j.(y<+^-i,^ ̂
•+• y^+A-i[/à(^+p+A-i> ^ y-)—fx(y^p-i, t, ^)]|,

et que ce nombre ̂ ipeut être pris aussi petit qu'on veut pourvu
que i soit assez grand.

Cela étant, en rapprochant l'égalité (i4) des inégalités ( i5)
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et (9), on voît que

r 1
(1 6 ) \ ̂ ,A | < / [y< -h 6 18/^-1. A 1 ] û .̂

^/o

On a
1 êf,/, | < i m.

Prenons alors A(== à m, et déterminons de proche en proche les
fonctions ^i^.p par la relation de récurrence

d7) ^p= Ç (Y,-+-^A^-i)^;
^o

nous obtenons aisément ( < )

(18) A,^=^[(<-,o)4-^^+...

^b^(t^t,)P^^bP(t.-t^
1 . 2 . . . / ? J I.2.../)

Il est d'ailleurs manifeste que

(19) 1 ^+p,A | < A,4-p,

et comme on a

, , * „ ^-<o)——I b P ( t ^ — — t o ) P(20) A/^<Y/——— .——— -4-2/n——————,

puisque ^ est censé compris entre <o et ^, on voit bien qu'en pre-
nant / et p assez grands, | ̂ i^.p,h \ peut être rendue aussi petite
qu'on veut; c'est ce qu'il fallait établir.

( l ) A,^ est la p^0 approximation dans l'intégration de l'équation différentielle

^=r.+^.,

par la méthode de M. Picard, la première approximation étant 2m, et toutes les
approximations suivantes s'annulant pour t = ty On aurait donc pu se dispenser
de calculer A,^, puisque cette fonction tend uniformément vers sa limite dans
l'intervalle <ç<p

Cette remarque s'applique aussi bien quand on a plusieurs équations telles que
l'équation (î4), et, par suite, plusieurs expressions analogues à A, , dont le calcul
pourrait alors paraître compliqué.
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3. La démonstration précédente peut évidemment être rattachée

à la proposition plus générale que voici. Soit donnée une suite de
fonctions

(21) Fl(^0, Pî(^t), . . - , Fn(^t), ...,

uniformément convergente lorsque le point (*r, t) reste dans un
domaine D. On suppose que ces fonctions sont continues dans ce
domaine, et qu'elles satisfont à une même condition de Lipschitz

(21) |.F,(.r, t) - Fi(x', t) \ < b I x - x .

Soit x=yo(t)une fonction continue, le point [yo(^o)? ^o]^ant
intérieur à D. Considérons la suite de fonctions définies par la loi
de récurrence

(a3) ^-(0=yo((o)+ f ¥i(yi-,,t)dt.
J^

On peut déterminer un intervalle 1 (to < t < ^ ) tel que dans
cet intervalle : i° toutes les fonctions y i ( t ) soient définies;
2° yi{t) converge uniformément vers une limite.

Inexistence des diverses fonctions yi ( t ) s'établit sans difficulté
par le même raisonnement qui sert à prouver l'existence des
approximations successives dans l'application de la méthode de
M. Picard. Pour établir la convergence, considérons la différence
analogue à (i3)

8i+p,A = yi-^p-^-h— yi-^p'
On peut écrire

(i4) S/+p,A= Ç )[F,-+p+A(y<+/»+A-iO —¥i+p^.h(y^p^t)}
^t.

-+- [¥^p^h(yi^p-\ t) -- F^p(y/+p--i OU dt.

Soit YÏ un nombre supérieur à la valeur absolue de la seconde
différence ; y, peut être pris aussi petit qu'on peut en prenant i
assez grand. Tenant compte alors de la condition de Lipschitz (22),
on déduit de (24) l'inégalité

W 1 ̂ p.h \ < f \ Yf-h b \ ̂ p^n \ 1 dt
«

/

/-
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analogue à l'inégalité (16), et le raisonnement s'achève comme aa
naméro précédent.

Soit F(.r, t) la limite de la suite (21); la fonction y(t)f limite
de y(t)f vérifie l'équation différentielle

dx(26) -^==FOr,0.

On pourrait généraliser ce qui précède en supposant que les
valeurs initiales des approximations successives (pour t==to)
varient avec / en tendant uniformément vers une limite.

4. C'est pour ne pas compliquer les notations que nous avons
considéré dans les numéros précédents une seule équation et un
seul paramètre; mais le raisonnement subsiste dans le cas où
équations et paramètres sont en nombre quelconque, et l'on peut
énoncer ainsi qu'il suit le résultat correspondant à la proposition
établie aux n081 et 2.

Soit

(27) -^ =/((^i» • • • î^ ; <; V-i, • • • » y-p) (t==i»^ ...,w)

un système d'équations différentielles dépendant de paramètres
arbitraires [JL<, ..., (A^. On admet que, lorsque (JL^ =...== y.p= o
et que t varie dans l'intervalle I(^o<; t < ̂ ), le système (2^) est
vérifié par

^i==yi(0î • • • » a'»==yn(^)-

On suppose que dans un domaine D de la multiplicité x^,..., x^ t
comprenant à son intérieur la partie de la courbe intégrale précé-
dente correspondant à I, et que les valeurs absolues des para-
mètres y. sont assez petites, les / sont continues et admettent par
rapport aux variables x et (JL des dérivées premières continues.

Soient «(( (AI , ..., y-p), ..., a^((Jii, ..., yi?) des fonctions admet-
tant des dérivées premières continues lorsque les valeurs absolues
des paramètres (JL sont assez petites, telles que

ai(o, ...,o)==^i(^o), ..., a»(o, ...,o)=^»(<o).

Les intégrales du système (27), déterminées par les condi-
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lions initiales

(28) 3-t=a^ ..., Xn= an, t == /o,

.ço ,̂ lorsque | JA, [, ..., [ [JL^| sont assez petites, définies dans tout
l'intervalle I, correspondent à des courbes intérieures à D, 6^
admettent par rapport à (JL,, ..., y.y des dérivées du premier
ordre.

Ces dérivées —rL === xih vérifient les équationsà\s.u ^
dx^-àÛ.^,^ .^ .. ̂

(29) dt ~àx,xl/t^'"+àx^n/t~i~à^

(i =1,2, ...,/i; h == 1,2, ...,^),

où les .r sont remplacés par les intégrales correspondantes de (27).
On peut maintenant passer des dérivées do premier ordre aux

dérivées d'ordre quelconque en modifiant convenablement les
hypothèses.

Par exemple, si l'on suppose que, dans le domaine D et pour les
petites valeurs de|^, |, ..., | (JL^[, les/ admettent par rapport aux x
et aux [A, et les a par rapport aux (JL des dérivées du premier et du
second ordre continues, les x admettent par rapport aux para-
mètres AS. des dérivées du second ordre,

11 suffit, pour le voir, d'appliquer le résultat précédent ( 1 ) au
sjstème formé par la réunion des équations (27) et (29).

Des dérivées du second ordre on passe à celles du troisième, etc.,
et l'on voit ainsi que :

Si dans les conditions précédentes l e s / e t les a admettent par
rapport aux variables xi et (XA des dérivées d'ordre inférieur
ou égal à N, ces dérivées étant continues, les intégrales consi-
dérées du système (27) admettent aussi par rapport aux (JL des
dérivées d'ordre inférieur ou égal à N (2).

( 1 ) Les équations (29) étant linéaires, il n'est pas nécessaire de compléter les
conditions précédentes par des inégalités relatives aux variables x^.

(î ) Nous avons supposé que la valeur initiale t^ de t était une constante. On pour-
rait aussi bien la regarder comme fonction des pi, et étudier encore, comme fonc-
tions de pi, les valeurs des intégrales pour t = <o-4- ^» h étant constant. On arrive
à des résultats analogues aux précédents si l'on ajoute aux hypothèses précé-
dentes celle de l'existence et de la continuité des dérivées des / par rapport à t\
il suffit pour s'en assurer de faire le changement de variable t = <o+ t' qui
ramène ce cas au précédent.

xxxvii. i5
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5. Supposons qu'on ait

/? = r+ n
avec

Û4== ^r-4-l+^l(<o), . . . , a^= ptr+n+y^o),

et que les/soient indépendants de [Ar+i, ..., y-r+n, nous obtenons
la proposition suivante, dont l'intérêt a été signalé au début de cet
article.

A. Soit donné un système d'équations différentielles

(30) W^^1^11 • • •^ î^^l , • • . , ^r) ( î==I,2, ...,7l)

dépendant de paramètres arbitraires |JL,, ..., y.^ admettant lorsque
tous ces paramètres sont nuls et que t varie dans un inter-
valle I(^o</< ̂  ) des solutions y^ (t), ...,y,,(<), satisfaisant en
outre à la condition suivante: Lorsque le point (a*,, ...,^; /) reste
dans un domaine D entourant la partie delà courber (<), ...,y,<(^)
correspondant à I, et que |(JL,[, ..., ((JL^| sont assez petites, les/
sont continues et admettent par rapport aux variables x et (JL des
dérivées partielles jusqu'à l'ordre N, ces dérivées étant elles-mêmes
continues.

Les intégrales du système (3o), déterminées par les condi-
tions initiales

.2-1=01, a?^=a,t, <==<o>

sont^ pour des valeurs assez petites de

i« l—^l(^o) i ï ..., I^—^WI, |^l|, ..., |ptr|,

intérieures à D. Ces intégrales admettent par rapport aux
valeurs initiales a et aux paramètres y. des dérivées partielles
d'ordre inférieur ou égal à N.


