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MÉMOIRES ET COMMUNICATIONS.

DÉMONSTRATION ÉLÉMENTAIRE D'UN THÉORÈME DE WEIERSTRASS;

PAR M. E. COURSAT.

1. Le théorème dont il s'agit, qui est aujourd'hui classique,
s'énonce ainsi : Si F(.y<, x^ ..., Xp^ y) est une série entière
en x^ x^ ..., Xp^ y, convergente tant que les modules des
variables restent plus petits que des nombres positifs 7 -1 , /'a,...,
f'p^ o, et si le développement de F(o, o, ..., o, y) commence par
un terme de degré n en y (n > o), on a identiquement

( F(.ri,;Tî, ...,a^,y)
( ==(^^al^/l-l-4-...-^-a,^ly-+-(^/t)*(•;»7^ ...,^,y),

a\, ^2, ..., û?/< étant des séries entières en x\, ..., .r̂ , y«/ s^ an-
nulent pour Xf == Xï=... == .r̂ == o, ^^ ^> <//2<? série entière en
x^ .2*21 • • .i *y/»î y? a^^c «72 terme constant différent de zéro.

On trouve la démonstration de ce théorème, que Weierstrass
donnait dans son enseignement depuis 1860, dans le Tome II des
Mathematische Werke von Karl Weierstrass (p. i35). On peut
aussi Je déduire des théorèmes généraux de Cauchy (1 ) . Ces deux
démonstrations font appel à des notions assez élevées de la théorie
des fonctions analytiques, taudis que le théorème est en lui-
même d\ine nature élémentaire. La démonstration ci-dessous ne
s'appuie que Sur les propriétés les plus simples des séries
entières.

2. Nous démontrerons d'abord le lemme su ivan t :

LEMME. — Soit F (y) une série entière

( i ) F(y)==Ao-+-Aiy4- . . . -+- A,,y»-+-...,

( l ) Voir le Traité d'Analyse de M. Picard (t. II, a» édilion, p. 263) on le
Toinc II de mon Cours d'Analyse (p. 284).
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dont les coefficients sont des nombres réels et positifs^ et qui
est convergente pourvu qu'on ait \ y \ $p, le nombre p étant lui-
même positif.

Imaginons q^on remplace dans cette série yn^ y"4"1, y""^, ...
par les polynômes de degré (n — i) en y qu'on déduit de la
relation

(fl) y " ^ ^o4-(Aiy4-...-h^-ij^1-1,

ou [jioî [AI, ..., [Ara-i sont des paramètres. Le résultat de la
substitution est un polynôme de degré n — i en y, dont les
coefficients sont des séries entières en pio, [Xi, ..., a^_i qui ont
des rayons de convergence différents de zéro.

De rëqualion (2) on déduit, en eiîel,

( 3 ) y^P = ^o V -+- ^i y7^ +...-+- l̂ n-i y^P-^ ;

si Pon pose pour un moment ym^=Umy on a une relation de ré-
currence

(4) Un+p= y-oUp-}- ^llp^.t-^-. . .4- ^n-lUn^p- t (p = 0, I, 1 . . .)

permettant d'exprimer Uni u,i^, ..., Mro+/»» ... an moyen de «o»
Mi, ..., M,,_,. Soit

( 5 ) Un+p == ̂  UQ -+- ̂  Ut -h . . . -h <&g_^ M/t-i

la formule qui donne M,,̂  en fonction de UQ, M|, ..., ^_, ; il est
clair que y^, <??,..., Ç^, sont des polynômes en [jio, [AI, . •., ̂ -i
dont tous les coefficients sont des nombres entiers positifs.

Il suffit de remplacer dans cette relation m par y 1 pour avoir
l'expression générale de y^P au moyen dey, y2, .. ̂ y'1"1 :

(6) y^p=. <^-+- ̂ y -+-.. .4- y^iY"-1.

En remplaçant y", y'^', y"4-2, ... parleurs expressions dans la
série donnée F(y), on obtient un polynôme de degré {n — i) eny
dont les coefficients sont des séries entières par rapport aux para-
mètres (AO, j^,, ..., [Àrt_i, tous les coefficients de ces séries étant
des nombres positifs. Pour prouver que ces séries ont des rayons
de convergence non nuls, il suffit de montrer qu'elles sont con-
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vcrgcntcs quand on prend pour (AO> f^n • * - i y-n-\ des valeurs posi-
tives inférieures à un nombre positif /• convenablement choisi.

Soient ri, /'a, ..., /'„ les racines supposées distinctes de
l'équation

(;) /•"= |Ao-+-pli r-+-...-4-(An-i^1'"1;

la solution générale de la relation de récurrence (4) est, comme il
est bien connu^

Um= Clrrl)^-4-Cî(7•2)w-+-...+C^(r^)w,

C,, Ça, ..., Cn étant des coefficients arbitraires. Pour en déduire
^expression générale de y " 1 en fonction de y°, y, y2, ..., y""',
il suffira de choisir les n coefficients G,, Ça, ..., C,, de façon
qu^on ait

« 0 = 1 , M|==.T, "t^.r1, ..., ^-1==^-1,

et POII obtient finalement

y^* == PiO^ry1 -+- Pï^)^1 4-.. ̂  P,»(y)r;;1 (m = o, i, -A, .. .),

P,(y), Pa(y), ..., P»(y) étant des polynômes de degré (n — i)
à coefficients constants. En remplaçant toutes les puissances de y
par les expressions correspondantes dans Ja série F (y), le résultat
de cette substitution est un polynôme de degré (n — i)

I 7 (n)* > l (7) -^-F( ' • î )P î (7)+• . • -F(^)P/ t (^) .

Les coefficients de ce polynôme seront représentés par des
séries convergentes, pourvu que |/'i |, j^ î l i • • - i \rn\ soient infé-
rieurs à p. Or, lorsque les paramètres (AO, [Ji.i, ..., ;-<•»-< tendent
vers zéro, les n racines de réquation ('j) tendent aussi vers zéro.
Soit /• un nombre positif (el que les modules des n racines /*i,
/'2, ..., /'/» soient inférieurs à p lorsque les modules de [AQ, [A(, ...,
[ji,/_i sont plus petits que /'. Si Fon prend pour [AQ, [A(, ..., [JL,<_|
des nombres positiCs inférieurs à /', on voit que les séries entières
en Lto, H(, ..., ^-n qu'on obtient par la subslitution précé-
dente dans la série (i), seront convergentes, c. Q. F. D.

Si Inéquation (7) avait une racine multiple /*,, dans Pexpression
g-cuérale de y"^ il entrerait des termes eu m /'^, m2 /'w, ..., mais
la conclusion ne serait pas modifiée.
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II est possible de généraliser ce résultat. Considérons une
série entière à p 4- i variables F(^|, x^ ..., Xp^ y), admettant
des rayons de convergence différents de zéro. Si l'on effectue
les mêmes substitutions que dans le cas particulier précédent,
on obtient encore un polynôme de degré (n— i) en y dont les
coefficients sont des séries entières en •T(, x^^ ..., Xp\ uio,
[jii, ..., [A7i_i, et tous les coefficients de ces séries se déduisent
par des additions et des multiplications seulement des coefficients
de la série F(.z*i, ..., Xp^ y).

Pour démontrer leur convergence, on peut donc remplacer celle
série F par une série majorante telle que

. „ „ » . . . . . , ^ , . ^ " _
\ « i / \ «i/ \ a p / \ p /

Or, si l'on effectue dans cette série auxiliaire les mêmes substi-
tutions, le coefficient de y""' dans le résultat est égal au produit
du facteur

______M______
/.^îl).../,_^\(-S)-(-Î)\ ^i/ \ <W

par le coefficient de y " ' 1 dans le polynôme obtenu en effectuant
ces substitutions dans la série

i Y y1^———— == i 4- '- 4-. . .-4- •— -4-.. .., _ L ? . ̂?
La substitution est donc légitime, quelle que soit la série entière

V^x^Xî^ ..., X p ^ y ) ^ pourvu qu'elle ail des rayons de convergence
différents de zéro, et que les modules de [AQ, [Xi, ..., (Ji/,_i soient
suffisamment petits.

Si (JLoî [^n • - •» y-n-^ sont remplacés par des séries entières enjTi,
yîi • • • î j ' y î s'annulant pour y, ==y2===.. .==yy== o, et admettant
des rayons de convergence non nuls, on sait, d'après les pro-
priétés générales des séries entières, qu'on pourra aussi ordonner
le résultat suivant les puissances de x^ x^, • . . ? Xpi y\^ ys? • • •?yy
Ou peut d'ailleurs supposer que quelques-unes des variables yi
sont comprises parmi les variables .T|, .r:s, * . . . X p .
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3. Considérons maintenant l'équation

(8) ^==90(^1,^2, ..•,a•p)-1-y?l-^-..•-^-^/^o/t-+-y+ls),^+l-T-...,

dont le second membre est une série entière en x^ x^ . . . , X p ^ y ^
admettant des rayons de convergence différents de zéro, qu'on
écrit en l'ordonnant par rapport aux puissances croissantes dey.
On suppose, de plus, que les (/i-(-i) fonctions spo» Ci» • • • î ®/z
sont nulles pour x^ == x^ ==...== Xp= o. Dans ces conditions,
cherchons à déterminer n coefficients «g, u^ . . . , Uu..\\ tels qu'en
posant

(9) 7"= Mo-+-Mly-+-...-^-M/^-ly't-l,

puis en remplaçant y", y"4'1, y"4"2, ... par leurs expressions au
moyen de //o» ^n • • • i ̂ -ny» • . •^J'""1 déduites de la relation (9),
dans les deux membres de l'équation (8), on obtienne deux poly-
nômes de degré (n — i) en y dont les coefficients soient iden-
tiques.

De la relation (9) on déduit successivement

y^\ == Moy -4-M,yÎ4-....+- /^_,^-1-+-...,

y-n == Mo yï-^"Mlyî-^-.•.-+-M„-3y/<-l -h...,

les termes non écrits étant au moins du second degré par rapport
à //o, u^ ..., ^-i; quant à y2", y2""1"1, ..., il;» s'expriment par
des polynômes dont les coefficients sont au moins du second
degré par rapport à ^o» ^n • • • î ^-i- En subslituantdans les deux
membres de l'équation (9), on a, pour déterminer Mo» u\f • • • ?
M/i-iî les n équations

(10)

MO = <?o-»- MoO/î-4-...,

MI == oi-h 1^1 <?„-(- ao®n-+.i-+-...,

Mrt«l== ©n-i-t- ^-1?»-+- «»-1 ?»-+-!-4-. ••-+- Mo?în-l-+-. • • »

les termes non écrits étant des séries entières en UQ^ M(, ..., n/i-tf
dont tous les termes sont au moins du second degré en //p,
</ , . . . . , (///..!. A ce système (10 ) on pcul apj)liquer le tlicorème
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général sur les fondions implicites ( f). Pour j?, ===...=== ̂ == o,
ce système admet les solutions «o= o» • • •» ^/»-< == o< ̂  là valeur
correspondante du déterminant fonclionnel est égale à Punilé. On
en déduira donc pour M^, M,, ..., //„_< des séries entières ordon-
nées suivant les puissances de x^ x^ ..., Xp^ s'annulant pour
x\ === j"a ==...=== Xp= o, et satisfaisant formellement aux équa-
tions (10).

Ces séries sont convergentes pourvu que les modules des va-
riables Xi-soient plus petits qu'un nombre positif p choisi conve-
nablement. En effet, il résulte des lemmes précédents que les
seconds membres des équations (10) sont des séries entières en x\,
•Ta, ...,.r^, Mo? ^i» - • • » Un-^i qui admellent des rayons de conver-
gence différents de zéro. 1 1 en sera donc de même, diaprés le théo-
rème général sur les fonctions implicites, des séries enlières
UQ^X^X^ ...,^), ..., UH-^X^XÎ, ...,.r^), obtenues pria
résolution formelle des équations (10).

La démonstration du théorème de Weierstrass est maintenant
bien facile. Soit

( 1 1 ) F(.ri,.Tt, . . . ,a-p,7)==o

une équation dont le premier membre est une série entière en x\,
x^ ..., Xp^ y, avec des rayons de convergence différents de zéro,
telle qu^on ait

F(o, o, ... ,o, y ) ==A^y»-l- A^i^-n-t-...,

le coefficient An étant différent de zéro. En divisant pur ce
coefficient, l'équation (i i) peut se mettre sous la forme (8), ou,
ce qui revient au même, on peut écrire

(12) F(.ri, ...,.rp,7)=^' l~9o—?l^—•.•—?^^w—9/î+l^^ l.•••

Ayant déterminé les séries UQ (.r», ..., Xp), ..., Un_^(x^ ..., Xp)
comme il vient d'être expliqué, posons

(13) ^== "o-h-Miy-h...-rM,t-i^-l-^P,

v étant une variable auxiliaire, et remplaçons, dans F, y", y"'4"1,

(') Voir, par exemple, le Tonac 1 de mon Cours d'Analyse (p. 4^o)•
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y"4"2, ... par leurs expressions déduites de la relation (i3). Le
résultât de cette substitution est un polynôme de degré n — i en y,
dont les coefficients sont des séries entières en x^ x^ ..., Xp, ^,
admettant dès rayons de convergence non nuls ,

Qo(.ri, ..., x p , v ) -4- Qiy -h.. .-4-Q,,-i.y'1-1.

D'après la façon dont on a déterminé «o, .... Un_^ toutes ces
séries s'annulent pour ^ == o, quelles que soient x\^ x^ ..., X p .
On peut donc encore écrire le résultat de celte substitution

pR(.ri,.Tt, ...,a?p,^),

R étant une série entière en x^ x^ ..., Xp, v dont les coefficients
sont des polynômes en y de degré n — i au plus. Si l'on remplace,
dans^R, v pary"— UQ-— u^y —...—^_i^"~1, cela revient à faire
la substitution inverse de celle qui conduit de F à (^R. On retom-
bera donc sur la fonction F elle-même; mais R(.r<, .2*21 • • " i ^ p i v)
se change en une série entière en x^ .2*2, ..., Xp^ y. Par suite, on
a identiquement

V(x^x^ . . . , X p , y )
= (yn— UQ— u^y -- . . .— Mrt-iy'»-1) S(.ri, x^ ..., x^ y),

S désignant une série entière en .r,, x^ ..., Xp^ y, avec des
rayons de convergence différents de zéro. Le coefficient de y"
dans F(o, o, ...,o,y) étant égal à i, il est clair que le terme
constant dans S est égal aussi à Fumté.

La démonstration précédente montre commeniron doilcalculer
les coefficients Oi, a^ ..., a« du polynôme de degré n en y qui
figure dans l'identité (I). On les obtient par la résolution d'un
système de n équations simultanées de la forme (10); ces équa-
tions permettent de calculer de proche en proche autant de termes
qu'on voudra des développements en séries de ces fonctions.


