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SUR UNE SUITE DE FONCTIONS RATIONNELLES
RATTACHÉES AUX ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES;

PAR M. MICHEL PETROVITCH.

I. — DÉFINITION ET FORMATION DES FONCTIONS N^(.2').

1. Etant donnée une équation algébrique de degré n

(i) /(.y)==o

à coefficients réels, désignons par

(î) PA(^)==O

l'équation de degré n ayant pour racines les (a^)16"1^ puissances
des racines de (i).

Nous appellerons fonction N^a*) rattachée à l'équation (i)
la fonction rationnelle

(3) N.,.)- ̂ >.

La formation de N^(^) se réduit à celle du polynôme P^(a?) de
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degré n. Or, la règle pratique suivante ( < ) fournit le moyen de
former le polynôme

(4) PA-(.y)= Co^d- Ci x'^ -+-...-+- G,,-, .y -+- €„,

en parlant du polynôme

(5) PA-i(;y)= Bo^+ Bi^-i-h.. .•+- ̂ n-i^ -h B,,,

supposé déjà formé.
Le coefficient d^un terme quelconque de (4) égale le carré du

coefficient correspondant de (5), moins le double produit des
coefficients de (5) qui le comprennent, plus le double produit
des coefficients qui comprennent ceux-ci, et ainsi de suite,
jusqu^à ce qu^on arrive à un des termes extrêmes de l'équation (5),
enfin, les coefficients de (4) ainsi calculés, on change le signe de
tous ceux des puissances impaires de x.

Autrement dit, on aura

(6) G/.^^i^-CB^—îBA-iBA+i+îBA-sB^î-...).

En partant donc de

Po(^)=/(^),

on formera de proche en proche, suivant cette règle, la suite de
polynômes

(7) Pl(^), P2(a0, ?3(^ ...,

à Paide desquels se formerait la suite de fonctions

(8) Ni(.zQ, N2^), Na(.y), . . . ,

par la formule (3).
On trouve ainsi, par exemple, pour Inéquation du sixième degré

(9) x^—x^^^x^—3x3-}- 1XÎ-}-x-^- i = o

( * } GRAFFE, Die Auflôsung der hôheren numerischen Gleichungen (Zurich,
1837). — CARVALLO, Méthode pratique pour la résolution numérique complète
des équations algébriques ou transcendantes (Paris, 1896).
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(traitée par Grà(Ïe), la suite

M / — ^ xç> ~~ ;):V^~T~ ^x * — O^-h 4•r2-^- ̂
0 x6 — x^ -\- ix^ — 3 x^ -t- -2 a?'2 4- x -+-1 ^

v / \ — ^^^ i5a'°-+- Sa^-h o-r3-}- 28./^'2+ 3a1

, i l ^ ; ~.y 6 +3a7 5 +2^^+3 .c 3 +I4^+3a '4 - î ?

(10) <'
„ Qx6— a5.y°+ ôô^-h 91 .c3-»- 364;y2-^- 19.^
^ 2^ / - ' a-6__ 5.yâ_^.i^^_p 31 .y34.i82.y-2 4-19^-hi ?

N ^ — 6t:c6-+-15a:'5-4- 348o;z•44-î298T:y3-^- 63948.^•24- 3a-
3 .r6 -+- 3 .r3 -h 870 x1* 4- 4327 a?3 + 31 974 .x'2 -t- 3 .y -(- i

2. Il est possible cTavoir une expression explicite de la fonction
N^(.2") sous la forme (Tune combinaison du polynôme f{x) lui-
même et de sa première dérivée.

A cet effet, remarquons que, si Pon désigne par a^, aa, ..., a,, les
racines de Inéquation (i), on aura

i==n

P^) ̂ v_i_
P^) Â^x—^

I==l *

ou bien
J?==7l

(»I) ^•(^-S"1^'

X

Considérons, d'autre part, Impression

("> t-M=ï["ifê•}-••-l-ï7fêf)]•
où cûi, coi, .... (o/,t désignent les racines primitives de Péquation

x " 1 — i == o,

m étant un entier positif quelconque. Comme on a

œ/r /'(œ/r) _ ̂  coy

f^^ "èi^-^
on peut écrire

i =:n

(i3) 4>,,,(r)=-^^A,(r),
7/2

z'=l
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avec

04) ^-Ï^
;=1 œ/- -^

Or, l'identité

(x—^ù^(x—Wî)...(x—^ùm)==Xm—\

conduit facilement à la suivante,

œi tQg Q)m _ rn
œi—a? 0)2—a? ' * ' 0)^1—x i—a*^

laquelle fait voir que
A / \ m^^w"

ou bien, diaprés (i3),
i==n

(1 5 ) *OT^>=2--/Ia^•
.=.-(7}

La comparaison de (i i) et (i5) conduit alors aux relations

(16) N^(.2") = <ï>w(r), pour r = a?2"*, m == 2^,

(17) ^(a?)= N/^r), poar r = a-21, 771=2^.

YVb^ avons ainsi une expression explicite de Vk(x) sous la
forme de la somme de 2* expressions

W 2-^r^^
/(a)/^)

où il faut poser

r^x^ (j == i ,2 ,3 , ...,2^).

II. — RELATION ENTRE LES FONCTIONS N^(a*) ET LE NOMBRE

DE RACINES DE L'ÉQUATION DONNÉE COMPRISES A L^INTÉRIEUR

D^UNE CIRCONFÉRENCE DONNÉE.

1. On connaît le rôle que jouent les polynômes Pk(x) dans la
méthode de Gràffe pour la résolution numérique des équations.
Nous indiquerons ici une relation qui existe entre les fonctions
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rationnelles NA(.X*), int imement liées aux polynômes PA(^), et le
nombre h de racines de Inéquation donnée ( i ) dont les modules
sont inférieurs à un nombre donné.

Soient a^ , a^, ..., a^ les racines comprises à l'intérieur de la
circonférence C de rayon r, ayant l'origine comme centre; a^,,
aA+2, ..., a,, les racines extérieures à C, en supposant qu^aucune
des racines ne se trouve sur G.

Comme on a identiquement

(19)

avec

(20)

et

(21)

les inégalités

(22)

i==A

2-
*==1 i-

f a, \ m = A-h Si,

i==A

-S- -(?)"? "

2;
< = A + l

= Y
f r \ ̂
< a / /

_ /aAw ^ / r^ / / l

^h; -^{-.J -
=£2»

<i, pour i= i, 2, . . . , A,

<i pour i = A-+- i, ..., 7i,

combinées avec les relations (i i), ( » 5 ) , (17), font voir que

(23) /^N^-ei-^,

avec
i=h a, '"

(24) I^K 2

(25) 1< .1< 2

r M

aï

<•==/< 4-1
,. lm'

a~£\

où l'on a mis pour abréger m == 2*.
xxxvi. 10
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2. Nous en tirerons la conséquence suivante :

Supposons que l'équation donnée f(x)= o n'ait aucune racine
à module compris entre deux nombres R et R 4- S ni égal à un de
ces nombres. En prenant pour r la valeur

(26) r = R - 4 - - ,
ï

le nombre de racines à modules inférieurs à R sera encore A, de
sorte que pour î = = i , 2 , . . . , A o n aura

(27) |

et pour i== h + i , . . . , n

a, | < R = r — ̂ ,

w j a, 1 > R 4- 8 = /' + - .

Considérons d'abord ces dernières racines. L'inégalité (28)
montre qu'en désignant par X la valeur

(29)

on aura

(30)

d'où

et, par suite,

X = R + §
2 R + 8

<^<i,

/• ^m

~^i\i— < ' v L': r".2 r |̂  ' i — X ^ ^à |a/ ï

i = h +1i=A-+-l I —

d'où, en vertu de

2;
<==A-H

F m

\«~i
<(n—h)\»',

on tire

(3i) 1^ |<
(n—h)\^

i — ̂  '
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D'autre part, pour les racines a/ ( î = = = i , 2. ..., A) rinégalîlé (27)
montre que

/3.,\ a' ^ R _ __L_-<-\'
' ) ~r < 7 ~~ 8 ' '

^ÎR

d'où l'on tire, comme tout à l'heure,

(33) I^KT^--i — '><m

de sorte qu'en posant

(34) e^=i+^>,,

(35) ^

on aura
6^—1

(:36) |£i-h&2|<|£i | -+-|£2|<S^.

La combinaison de (3i), (33), (36) el(a3) conduit alors à l'éga-
lité

(37) ^ = = N ( / ^ ) - h ^ ,

où PA ^st une quantité dont le module est inférieur à ç^.

3. On en conclut d'abord que pour toute valeur de l'entier
positif k on aura

(38) NA-fr^)- ̂ ,< h < NA:(^)+S,,/,

et comme, pourÂ"==oo, on a

l imç,«==o,
on aura

(39) A==l imN/ , ( / ^ ) .

Mais on peut avoir des égalités pareilles même pour les
valeurs finies de l'entier k.

Désignons par Mm la partie entière et par y,^ la partie fraction-
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naire du nombre N^/'7"), de sorte que

(4o) ^/.(/^^M^-hY/n,

avec

(40 o<Y,,t<i;

diaprés (38) on aura, pour loule valeur de A",

(4-^) M^4-(Y,/,— $,«)< ̂  < Mw+(Tm -+- S/w).

Donnons maintenant à k la plus petite valeur possible pour
qu'on ait

(43) o<^<i;

diaprés (35), celle condilion sera satisfaite si Pon fait

(44) W=~i<'J

d'où l'on lire
, ^ loglog( / t -4- i )—logloge

(4^} > log2

Distinguons alors les deux cas suivants :

Premier cas — Soit
^ -l- ? < îj //( ' • " Ç m == •

Dans ce cas on ne peut pas avoir ^m>^nn car on aurait alors

YW -+- $//» = î —— 8l ? 7/W —— S/M = ®2ï

avec
o^6i<i, o<02<i

et, par suite,
M,« -4- 02 < /î < M,,, -+-1 — 9i,

ce qui est impossible, le premier et le troisième membre de cette
inégalité ne comprenant aucun nombre entier.

On ne peut donc qu'avoir ^rn^^m^ c'est-à-dire

avec
Y//I ̂ - Ïm = l — ^i) TW— Sw = — 1 •+• ^2î

o<ei<i, o^e,<i,
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ce qui montre qu'on aura

h = M,,,

Deuxième cas. — Soit

T m + S w < i .

Alors : i° Si Yw> Çwî on aura

T/n + Sw = î -+- 9l, -{m— ^m == î — Os,
avec

o < 6 i < i , o < 6 2 < i ,
ce qui montre que

h == M,,, 4- î .

2° Siy^^^, on aura

Y/y» -+- Çw == 1 -+- O l î Y//» — ^m = — l + 0.2,
avec

o < e i < i , o < e 2 ^ i ,
ce qui mon Ire que h est égal à M^ ou bien M^-j- î .

On arrive ainsi au théorème suivant :

Étant donnée une couronne circulaire G ayant [^origine
comme centre, de rayon intérieur R et d^ épaisseur S, ne con-
tenant aucune racine de l'équation algébrique donnée de
degré n, si Von donne à V entier k une valeur quelconque
supérieure à

/ , / , . I ^ l l ^ I l 2 R - + - 2 8 ^(46) ioiil10810^71^0-10^^^-^!-
le nombre h de racines entourées par la couronne G sera égal
à M ou bien à M + î , M désignant la partie entière du nombre
N\ (x) pour

(47) ^(i^y.
En particulier, en désignant par y la partie fractionnaire de

N^(.r) pour (47) et par ç la valeur

(4S) S= /-iR-hîîS^
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i° Si Y -h Ç ̂  i on aura

À = = M ;

2° Si y 4-Ç > i et Y ^ Ç on aura

A = = M - n .

Considérons, comme exemple, l'équation da sixième degré (9)
du paragraphe 1 et cherchons le nombre «le racines entourées par
la couronne G ayant R==o,6 comme rayon intérieur et 5== 0,6
comme épaisseur, en sachant que G ne contient aucune racine.

L'expression (46) a pour valeur 2,75, de sorte qu'on peut
prendre A" == 3. L'expression Ns^), calculée à cet endroit, prend
pour •==(R-^y ==(0,9)8= 0,4305
la valeur 2,06 d^où

M == 2, y == 0,06.

Et comme, d'après (48), on trouve Ç == 0,67, on aura

Y4-$=o,73<i ,

ce qui montre que l'équation a exactement deux racines entourées
par la couronne G. Ceci se vérifie directement, car l'équation a
trois paires de racines imaginaires conjuguées dont les modules
sont (GRAFFE, loc. cit., p. 28)

pi= 1,5-2366,
p2= i,255o5,
p3== o,5î 294,

et la dernière paire est la seule qui soit entourée par G.


