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SUR LES ÉQUATIONS D'ORDRE NOMOGRAPHIQUE 3 ET 4 ( 1 ) ;

PAR M. MAURICE D'OCAG^E.

I.

1. Ordre no mo graphique d'une équation. — Rappelons

( ' ) Les principaux résultats contenus dans ce Mémoire ont été précédemment
communiqués à l'Académie des Sciences (Comptes rendus^ t. CXLII, p. 988;
t. CXLIV, p. 190, 890 et 1027).
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d'abord quelques notions mainlennnt classiques de Nomographie.
Si nous désignons les variables ^( ,53, . .., 5/<, entrant dans une
équation, simplement par leurs indices, et si nous attribuons aux
divers signes fonctionnels les indices de toutes les variables sur
lesquelles ils portent, nous dirons qu'une équation à n variables

Fi.î...^=o

est nomographiquement rationnelle si elle s'écrit

^/./2....A=0.

Si, ordonnée par rapport aux fonctions de la variable z^ elle
contient /?/+ i termes linéairement distincts, elle est dite, comme
l'a proposé M. Soreau ( 1 ) , de Yordre nomo graphique pi par
rapport à la variable Zi. Son ordre nomographique total sera

P^^Ph
<=i

Par exemple, pour l'équation

/i/.+ >/T^Tî {/TTff^f^

nomographiquement rationnelle par rapport aux fonctions

/n /i +./Ï, /., ^ï"^, /3,
on a

et, par suite,
P\ ='2, ^2 =2, ^3=1,

/ ^==5.

Mais, pour faire ressortir que celte notion de l'ordre nomo<*ra-
phique est purement formelle, nous n'aurons qu'à remarquer que
l'équation précédente peut encore s'écrire (2)

^'1+^2=^3,
lorsqu'on pose

^1=10{;(/1+/1+/12), ^2=lûg(/2+/I-+-/f),

^log^^/TF^'T),
( 1 ) Bulletin de la Société des Ingénieurs civils^ août 1901, p. a^S.
(2) Traité de Nomographie (ou, plus simplement, T. N.), p. 4 2 1 .
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cl que, sous celle forme, elle apparaît comme étant de l'ordre 3.
Un tel changement des fouctîons composantes équivaut d'ail-

leurs à une anamorphose transcendante.
Lorsqu'on se borne à des transformations projectives, l'ordre

nomographique se conserve.

2. Genre d'un nomogramme à points alignés. — Nous appe-
lons genre d'un nomogramme à points alignés le nombre des
échelles curvilignes qu'il comporte. Ce genre sera donc o, î , 2
ou 3 suivant qu'il y aura o, i, 2 ou 3 échelles curvilignes, c'est-
à-dire suivant que, dans l'équation représentée, mise sous forme
du déterminant

fi ë'1 hi
(l) fî ^2 ^2 = 0,

/3 fTs ^3

il y aura o, i, 2 ou 3 lignes dont les éléments seront linéairement
dépendants, c'est-à-dire exprimables linéairement au moyen
f une seule fonction de même indice.

En se reportant à la définition précédente, on voit que l'équa-
lion développée sera alors d'ordre 3, 4? 5 ou 6.

Donc, en général, à un nomogramme de genre a correspondra
une équation d'ordre p = q -4- 3. Mais il pourra se faire que celte
équation renferme un ou plusieurs facteurs parasites ne portant
que sur deux des trois variables, de sorte que l'équation repré-
sentée, une lois débarrassée de ces facteurs parasites, ne soit plus
que d'un ordre inférieur à q 4- 3.

Cela aura lieu si les supports de deux des échelles (^) et (^2)?
par exemple, sont confondus (sans d'ailleurs que ces échelles
soient identiques). Entre les valeurs de z\ et ^3 correspondant à
chaque point du support commun existe une relation bien déter-
minée

?1 = <P2-

II suit de là que des valeurs de z^ et z'i satisfaisant à cette rela-
tion, associées à une valeur quelconque pour ^3, se correspondent
en vertu de l 'équation représentée, autrement dit que celle-ci doit
être de la forme

(•2) / 1 . 2 .3 (?1——?2)=0 .
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Et le nomogramme peut être considéré comme représentatif de
Inéquation

/1.2.3= 0

quand on associe à des valeurs de ̂  et z^ affectées à des points
différents du support commun, la valeur de ^3 que donne la
troisième échelle sur l'alignement des deux premières.

Le grand intérêt de celte remarque réside dans ce fait, mis en
évidence pour la première fois par M. Clark, et sur lequel nous
reviendrons plus loin, que certaines équations, non directement
représentables par points alignés, peuvent le devenir grâce à Pin-
troduction d'un facteur parasite convenable.

3. Construction des échelles par projection, — Toute échelle
cotée au moyen des valeurs de la variable (zf) peut être définie
par l'équation en coordonnées parallèles u et v de son point cou-
rant

ufi•4-^^-t- hi =o.

Cette échelle est dite algébrique par rapport à la fonction fi
quand son équation peut s'écrire

U 4- V/,4- W// -h...+ Z/;1 = o,

U, V, W, ..., Z étant des fonctions linéaires en u et v, et nous
avons fait voir qu'une telle échelle peut se construire par des pro-
jections successives à partir de l'échelle de la fonction fi portée
sur un axe rectiligne. En particulier

(3) U-+-V^==o

représente une échelle portée sur la droite, unissant les
points U==o, V == o, et qui est simplement projective de
celle de la fonction /, (1). Appelons faisceau projetant de
celle-ci le système de toutes les droites unissant les points de
cette échelle à un centre de projection quelconque. Toute échelle
projective de celle de/; s'obtiendra en coupant un tel faisceau par
une transversale dont la position sera entièrement définie par trois
de ses points. Donc, toute échelle projeclivc peut être construi te
quand on a déterminé trois de ses points.

( ' ) T. A\, p. i5.
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On peut (Tailleurs, pour la construction, coter les points, non
pas au moyen des valeurs de la variable z^ mais au moyen de
celles de la fonction//, quitte, après la construction, à remplacer
celles-ci par les valeurs correspondantes de z^ En ce cas, l'échelle
à projeter est métrique, ce qui, en bien des cas, peut être avan-
tageux, surtout lorsque, à toutes les valeurs de //, ne corres-
pondent pas de valeurs réelles de ^/(exemple : sin^/ qui ne donne
des valeurs réelles pour ^/ que si | sin^/[ << i).

De même

(4) u + v/,-+. wy/^o

représente une échelle dont le support est une conique et qui peut
se construire par double projection de l'échelle de la fonction/,
attendu que nous avons démontré que tout faisceau projetant
une telle échelle à partir d1 un de ses points se confond avec
un. faisceau projetant de la fonction / ( 1 ). Il suit de là qu'une
telle échelle est complètement déterminée par quatre de ses points,
attendu que le faisceau projetant ayant pour centre l\in quel-
conque de ces quatre points est entièrement déterminé par les
rayons unissant ce, point aux trois autres et qu'il suffit de deux
tels faisceaux pour construire l'échelle conique demandée.

4. Transformation homo graphique générale, — Nous rap-
pellerons enfin qu'on peut (aire subir à tout nomogramme à points
alignés la transformation homographique la plus générale, ce qui
revient simplement à multiplier l'équation, mise sous forme de
déterminant, qu'il représente par un déterminant quelconque du
troisième ordre non nul . Et comme un tel déterminant renferme,
sous forme homogène, 9 éléments, il permet l 'introduction de
8 paramètres arbitraires. Il permet notamment de choisir arbi-
trairement les points correspondant à quatre cotes quelconques,
chacun d'eux équivalant à l'ensemble de deux coordonnées (2).

En particulier, comme nous venons de voir que toute échelle
conique est entièrement déterminée par quatre de ses points, il
en résulte que, si une telle échelle intervient sur un nomogramme

( 1 ) r.A^p. 142.
( 2 ) T. N; p. i3i2.

XXXV. 1 î
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à points alignés, elle peut être choisie d'une façon entièrement
arbitraire.

En pratique, c'est généralement, parmi les trois variables, tou-
jours la même, ^3, qui est prise pour inconnue. Les deux autres, z\
et-Sa, étant, dès lors, qualifiées de données, on sait, dans chaque
cas particulier, entre quelles limites a\ et & < , a^ et 63, elles
restent comprises; et les quatre points que l'on se donne arbitrai-
rement sont ceux qui correspondent à ces valeurs limites (1).

Iï.

8. Points critiques d'un nomo^ramme à points alignés. —
Nous appelons points critiques à? un nomogramme à points alignés
les points de mutuelle rencontre des échelles qui le composent,
valeurs critiques des variables servant à graduer ces échelles les
valeurs que ces variables prennent en ces points; et nous étendons
cette désignation aux valeurs correspondantes des fonctions de
ces variables dont dépendent ces échelles.

Nous verrons, dans le paragraphe III de ce Mémoire, le rôle
capital que joue cette notion de valeur critique dans la construc-
tion des nomogrammes à points alignés; nous allons d'abord nous
occuper de la détermination de ces valeurs.

Celle-ci repose tout entière sur la remarque que voici : lors-
qu'on donne à deux des variables, z^ et z^ par exemple, les valeurs
critiques ^ et Ça q01 correspondent à un même point critique P,
l'alignement Ç< Ça est indéterminé; on peut le confondre avec une
droite quelconque passant par le point P, et, par suite, la valeur
correspondante de ^3 est aussi indéterminée. En d'autres termes,
on a les valeurs critiques correspondant aux points de ren-
contre des échelles (^i) et ( z ^ ) en cherchant les couples de
valeurs de z\ et z^ rendant z^ indéterminé.

Lorsque l'équation est mise sous la forme du déterminant (i),
celte détermination va de soi. Il est clair, en effet, que les valeurs
de z\ et z^ qui annulent ce déterminant, quelle que soit la valeur

( 1 ) T.N.. p. i33.
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de ^3, sont telles que

(5) Ù == s! = h!
fî Sî ^î

système de deux équations d'où l'on tire les valeurs critiques de z\
et ^2; il y a lieu toutefois d'examiner de près, une fois ces valeurs
trouvées, de quelle façon il convient de les associer, aux divers
points critiques.

Ce n'est d'ailleurs généralement pas ainsi que le problème se
pose; le principal intérêt de la considération des valeurs critiques
réside, comme nous Fallons voir, dans la possibilité qui en résulte
de construire le nomogramme à points alignés d'une équation sans
l'amener au préalable (par des transformations algébriques par-
fois assez délicates) à la forme du déterminant (î). Notre premier
objet doit donc être de trouver directement les valeurs critiques
des variables entrant dans une équation nomographiquement
rationnelle. Tel est le problème dont nous allons nous occuper pour
les équations d'ordre nomographique 3 ou 4? les seules, ou à peu
près, qui intéressent les applications pratiques.

6. Valeurs critiques dans le cas d'une équation dt ordre
nomographique 3. — L'équation d'ordre nomograpilique 3 la plus
générale peut s'écrire

(6) A/i/2/3 -4-^ B,/y/A.-+-^ (V.-+- D = 0 (i, J\ ̂ =1 ,2 , 3).

L'étude algébrique complète que nous avons faite précédem-
ment de cette équation ( 1 ) a mis en évidence le rôle que jouent
dans cette théorie certains invariants que définissent les formules
suivantes.

Posant

FO=VB,C,—AD,
(7) ~

E , = = A C , — B y B A , F ,=Fo—2B/C/ , G/== B/D — CyCA,

on a, quel que soit /,

(8) F^-^ï^G^ A,

( 1 ) Actd'mathematica, t. XXI, 1897, p. 3oi, et T. A'., Chap. VI, Sect. ÎIB.
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A étant le dîscrimînant du premier membre de (6) rendu homo-
gène. Posant encore

(9) H,= B,(Fo- •2ByC/- îBkC/,) -4- îACyC^ K == AFo-- ïBiB^

nous aurons aussi

(10) FyB,4-2EyC^== F^B,-4-2E^C,== H,, AF,+2E,B,== K.

Pour déterminer les valeurs critiques o-i et 0-2 de /i e t / a ? nous
écrirons Féquation (6) sous la forme

/3(A/i/<4- Bi/2-h Bî/i 4- Ça) 4- B3/i/2 4- Ci/i 4- C2/24- D = o,

et nous remarquerons que ces valeurs critiques, rendant/a indé-
terminé, doivent satisfaire à la fois aux équations

/ ^ ( A <ri(T2-4-Bi(T2-T-B2<Tl4-G3= 0,

( BaCTiffa-h Ci<Ti4- CaCTa-^ ^ =0,

d'où, par élimination du terme en Œ^ 0-2, on déduit immédiate-
ment, eu égard à (^),

E i Œ i + E î d s + A D — B 3 C 3 = = o .

Si Fon remarque, en se reportant encore à (7), que

A U R p Fi-<-F2A D — B 3 t < 3 = — —————-,

on voit que cette dernière égalité peut encore s^écrire

(12) E^t+E^— F1+F2 =o.
2

Si, de même, on élimine entre les équations (n) les termes
en c'a seulement, on a

( 1 3 ) EgŒiŒa-t- ̂ ^-^Œi- Gi = o.

Retranchant cette dernière équation de l'équation (12) multi-
pliée par (3-1, on a

Eid^ — Fi^i -+• Gi = o.

On trouverait la même équation avec Pindice 2 par l'élimination
de 3-1; et, comme le choix des variables z^ et z^ a été arbitraire
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on peut dire que les valeurs critiques ^ et o-J de fi sont les racines
de Inéquation

( i4) E^-F^+G^o.

Par suite,

d^ ^ F /+/A ,. F,- /A( 1 3 ) <,,=-^__, ^.=-^__,

si nous convenons de représenter par ^/A la valeur arithmétique
de ce radical. Nous répartissons ainsi les valeurs critiques en deux
groupes (o-') et (cr") respectivement caractérisés par le fait que le
covariant

sE^—F,

a la même valeur, ^/A ou —y/A, pour les trois valeurs critiques <r,
du même groupe. Or, l'équation (12) peut s'écrire

(16) 2 E l a • l — F l = — - ( 2 E 2 < ^ 2 — F 2 ) .

Ceci nous montre que les deux valeurs critiques associées en
un même point critique sont nécessairement de groupes diffé-
rents. Il résulte de là que, si P/ est le point critique d'un nomo-
gramme de genre o situé à la rencontre des droites clj et dk por-
tant respectivement les échelles (zj) et (s^), on pourra avoir soit
la disposition

Pl(^D, P2(^ï), W,^), .

soit la disposition

Pl(^2), Ps^l^'â). P^2,0,

d'où, pour la même équation d'ordre 3, deux classes de nomo-
grammes de genre o homo graphiquement irréductibles de
V une à Vautre.

La correspondance des points de la droite di et des valeurs de
la fonction y; étant unîvoque, on voit en outre que les valeurs cri-
tiques (T et les points critiques P sont ensemble réels ou imagi-
naires.

Donc, le nomogramme de genre o représentatif de Uéqua-
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tion d'ordre 3 donnée ne sera réel que si A^o (1). C'est le théo-
rème que nous avions précédemment obtenu par une autre
voie (2).

Si d'ail leurs A = o, les valeurs critiques 7 et <r" devenant égales
deux à deux, les trois points critiques se confondent, ce qui est la
seconde partie du théorème ici rappelé (3).

Nous verrons plus loin comment, une fois connues les valeurs
critiques, la construction du nomogramme peut s'effectuer par une
voie purement géométrique.

7. Valeurs critiques dans le cas d'une équation d'ordre no'
mographique 4. — L'équation d'ordre nomographique 4 la plus
générale peut s'écrire

/ ^ ( /3(ao/l/2-+-al/l-^-a,/2-+-a3)-^-^3(^0/1/2+^1/1+^2/24-^3)
( -+-Co/l/î-hCl/l-+-C2/2-4-C3==0.

L'équation représentée par un nomogramme de genre i, sur
lequel les échelles rectilignes (s^ ) et (^2) (portées parles droites à\
et 6/2 qui se coupent en l̂ ) sont respectivement projectives de/,
et/a, esl de cette forme. Mais, inversement, une telle équation est-
elle toujours représe niable par un tel nomogramme? Par une voie
purement algébrique [en cherchant à ramener l'équation (17) à la
forme canonique correspondant à un nomogramme de genre i}(4 ),
M. Clark a élabli que non, en faisant connaître la condition requise
pour que cette représentation soit possible. Nous allons retrouver
son résultat d'une façon bien simple, grâce à la notion des valeurs
critiques.

En effet, si la représentation en question est possible, les
valeurs Œ( et 3-2 que prennent/< et/a en P^ sont critiques. Or, ces
valeurs devant satisfaire à (17), quelle que soit la valeur de ^3,

( 1 ) II convient de ne pas perdre de vue que nous n'avons égard ici qu'aux
échelles projectives de celles des fondions y;, car lorsque A -< o on peut être ra-
mené au cas où A == o moyennant une anamorphose transcendante, ainsi que
M. Fontené en a, le premier, fait la remarque {Nouvelles Annales de Mathé-
matiqueSf IQOO, p. 494)-

( 2 ) r.TV., p. 440.
( 3 ) T . N . , p. 44^
Or. YY., p. 182.
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doivent être lellcs que Von ail à la fois

C(,Q Œj| (?2 -4- d\ <TI -+- ds ̂ 2 '•+" ^3 = °ï

(l8) ^0^1 ^2-r- 6i(Ti-i- 63 (T^-+- &3== 0,

GO <TI °'2 -+- Cl ^1 -+- ^2 tf2 -4- C3 = 0.

Et cela exige que le résultat de Péli mi nation de ^\ et a'a entre ces
trois équations soit nul. Or, si Pon pose

a\ €1^ ci^
D== &i 63 &3

Ci C2 Ça

et si l'on représente par D/ le déterminant déduit de celui-ci lors-
qu^on y remplace les éléments a^ &/, Ci par Oo, 601 ^Oî o11 voit, en
considérant les équations (18) comme linéaires en o-i 0-2, o-i et 0-2,
que Pon en tire

D Di Dî
-, (Ji= .—» Œ a — ——•
'3 ^S D3(19) ^^-D;' ^"n;1 ^"D

11 vient, par suite, pour la condition cherchée

(20) DDs+DiDa=o.

C'est celle à laquelle M. Clark est parvenu par une voie sensi-
blement plus laborieuse.

Si elle est remplie, les valeurs critiques de o-i et o^ sont données
par les deux dernières formules (19).

m.
8. Construction projective des nomo grammes de genre o et i.

— Plaçons-nous d'abord, pour le genre o, dans Phypothèse
où A > o, c'est-à-dire où les trois points critiques sont distincts
(ce qui, par leur jonction deux à deux, donne trois supports di
non concourants).

Nous pouvons, comme nous Pavons vu au n° 4, nous donner
arbitrairement les points A, e tB i , As et Ba où les variables z^ et z^
prennent leurs valeurs limites rti et b^ a^ et èa» auxquelles corres-
pondent pour les fonctions f^ et f.^ les valeurs a, et jîj, 03 et (îs.
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Tirant les droites A^B, et AaB^, q u i sont les supports d^ et d^
nous avons le point cr i t ique P;» ou les valeurs de/< et/a sont res-
pectivement, par exemple (n° 6), v\ et o^.

Or, sur d^ les points A,, B», I^ cotés a, [3,, ^ appartiennent à
une échelle projective d 'une échelle métrique (n° 3) et la déter-
minent complètement ( * ) ; on peut donc marquer sur cette échelle
le point coté v\ ; c'est le point 1\. Le point P< se détermine de
même sur d^ où l'on connaît déjà les points Aa, Ba, l^.

Tirant la droite P| Pg on a le support 6/3 sur lequel les points P<
et ?2 sont cotés <r^ et 0-3; un troisième point suffira pour déter-
miner complètement l'échelle (^3) comme projective de celle de A.
Or, ce troisième point est immédiatement donné par la rencontre

Pig. i.

PS
W>AW)

^ùL_______________\<^)(a3)
PÎ > d, CcrpP, A^

de </.( avec l'alignement défini par deux points déjà cotés sur </,
ct^, par exemple A^ et A^ la cote du point obtenu se tirant de
l'équation (6) où s, et z^ ont été remplacés par leurs valeurs a<
et 02.

Si A = o, la construction doit être un peu modifiée, attendu que,
par les valeurs critiques, on n'a plus qu'un point (le point critique
unique P) de d^ Pour avoir un second point de ce support, il faut
déterminer sur d^ et d^ les points où aboutissent deux alignements
correspondant, en vertu de (6), à une même valeurde^. Un troi-
sième alignement quelconque, indépendant des deux premiers,

(\) Si l'on possède déjà une échelle de la fonction /^, on peut coter A B P
au moyen des valeurs correspondantes a,, ̂  ̂  de ̂  et construire directement3
lecheik (^) comme projective de celle de/p
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donne ensuite sur cl^ le troisième point nécessaire à la détermi-
nation complète de l'échelle (^3).

La même construction projective s'étend immédiatement aux
nomogrammes de genre i lorsque la condition (20) ci-dessus est
remplie. En effet, la connaissance des valeurs <7< et o-a de f^ elf^
au point critique P, jointe aux valeurs a, et pi d'une part, o^ et ̂
de l'autre, permet la détermination complète des échelles (^<)
et (^2)- On construit ensuite, an moyen de doubles alignements
correspondants, comme ci-dessus, autant de points qu'il est néces-
saire de Féchelle (^3), quatre, par exemple, s'il s'agit d'une échelle
conique (n° 3).

9. Emploi direct des échelles des fonctions composantes. —-
Pour que l'échelle (zi) figurant sur un nomogramme soit non pas
seulement projective de l'échelle de la fonction //, mais cette
échelle elle-même, il faut et il suffit que le point à l'infini sur la
droite d^ corresponde à la valeur infinie de la fonction fi. Appelons
d'une manière générale L le point de di où la fonction // devient
infinie. Pour que les échelles (;?<•) et ( z j ) soient simultanément
réduites à celles des fonctions fi et fj il suffit, par une transfor-
mation homographique, de rejeter la droile I/Iy à Pinfini. Si, par
hasard, le point î/s se trouve iui-même sur celte droite, la troi-
sième échelle se trouve ipso facto réduite aussi à celle de la fonc-
tion fh. ALus il peut se faire aussi que la droite I^ly coïncide avec
le support d'une des échelles, auquel cas elle ne saurait être tout
entière rejetée à l'infini. Il est donc essentiel d'examiner à part les
eus où l'un ou plusieurs des points 1 se confondent avec des points
critiques. C'est cette discussion que nous allons présenter ici
d'une façon complète.

Nous ferons correspondre les numéros I, II, II l et IV aux cas
où o, i, 2 et 3 valeurs critiques des fonctions composantes sont
infinies, en les affectant d'un accent lorsque les trois supports d^
d^, d^ sont concourants et d\in indice a lorsque les trois points Ii,
J2, Î3 sont en ligne droite. Observons d'ailleurs tout de suite que
les hypothèses (II,,), (11^), (IIF) et (ÏV7) correspondentà des im-
possibilités.

La disposition relative à chacune des autres hypothèses est re-
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présentée schémaliquement sur le Tableau ci-joint où la droite J
est celle que l'on rejette à Pinfini. Nous allons donner un exemple
de chacune déciles.

Au préalable, faisons les deux remarques générales que voici :

i° Pour avoir la valeur que prend l'une des fonctions lorsque
les deux autres sont infinies, il faut diviser l'équation (6) par

Pig. 2.

le produit de celles-ci, ce qui montre que la valeur de fi pour
fj=fk=<Xî est donnée par

A//+ B /==o,

et, par suite, qu'elle ne peut devenir elle-même infinie que
si A == o.

2° Pour qu'une des valeurs critiques 07 devienne infinie, l'équa-
tion (i4) montre qu'il faut que E/=== o.

11 suit de là que les divers cas sont caractérisés comme suit (la
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notalion o indiquant une quantité différenle de o) :

A > o .

I . . . . . . . . . . . . E,=0, Ey=e, E/,=0, A = o ,
l a . . . . . . . . . . . 0, 0, 0. 0,

II . . . . . . . . . . . 0, 0, 0, 0,

I I I . . . . . . . . . . . 0, 0, 0, 0,

IIIa. . . . . . . . . 0, o, o, o,
IV........... o, o, o, 0,
IVa.. . . . . . . . . 0, 0, 0, 0.

A = = o .

I ' . . . . . . . . . . . . E, = 0, Ey = o, EA ==0, A = e,
l a . . . . . . . . . . . 0, 0, 0, 0,
II'.. . . . . . . . . . 0, 0, 0, 0,

111 .̂ ........ 0, 0, 0, 0,

IV'a...... .... 0, 0, 0, 0.

Nous retrouvons bien ainsi les diverses conditions établies
naguère par une voie purement algébrique (*).

Remarquons enfin que, étant libres de choisir des axes carté-
siens avec lesquels les trois supports aient des équations aussi
simples que possible, et ayant sur chacun de ces supports les cotes
de 3 points, nous pouvons immédiatement écrire pour chacun
d'eux les coordonnées du point courant en fonction de sa cote.
Il suffit ensuite de remplacer ces coordonnées par leur expression
dans le déterminant

y\ y\ i
Xî y.î i = o,
^3 Yî I

pour avoir, à peu près sans calcul algébrique, la transformation de
l'équation donnée sous la forme de déterminant (i).. C'est ce que
nous aurons soin de faire à l'occasion de chacun des exemples par-
ticuliers ci-dessous.

10. Exemples de tous les cas possibles d7 équation d'ordre 3
représentable par un nomo gramme de genre o. — Représentant

( l) T. N., p. 439. A cet endroit, une faute d'impression s'est glissée dans
l'avant-dernière ligne du Tableau, ou le signe o pour A doit être remplacé par o.
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par J3 la valeur de ^3 pour ̂  == z^ = oo, nous disposons au-dessous
de chaque équalion les valeurs critiques dans Pordre

(< ^i ^\
\^ ^ </

en y ajoutant (Ja).

L -Sl^2^3+^2^3---S3^1+-5l^2-+-^l= 0

/-I 0 0\

( 2 ) (~I)•\ 0 - I I /

Nous indiquerons ici le détail de la mise sous forme de détermi-
nant, sans y revenir pour les exemples suivants où nous nous con-
tenterons de donner le résultat, qu'il est très facile de retrouver en
se reportant à la marche indiquée ci-dessous.

Si nous prenons d^ pour Ox, d^ pour Oy, et d^ comme droite
y == x + i, nous avons

a"i = m^z\-^- Tit,
Xï = Wj^i-t- ^21

== ̂ ^s-t-^
^3-+-P3

.2*1=0, — i , poiir -Si == o,

•^2=0, — î , pour ^2=0, — i ,
^3=0, i, oo, pour ^3=0, i, — i ,

ce qui donne

d^ù le déterminant

^1=2^1,

^2= ^2»

/-ïîr

2^i 0 I

Z-î ^2+1 I = 0.

0 '2^3 -S3+1

Quant à la construction, elle est d'une extrême simplicité,
attendu que les échelles (z^ ) et (^2) sont métriques et que l'échelle
homographique (53), ayant même cote (o) que l'échelle (^ i ) en
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leur point commun 0, est effectivement projectîve de celle-ci; le
centre de projection est à la rencontre des alignements joignant,
par exempte, les points cotés i et les points cotés — i ( ce dernier,
par conséquent, parallèle & O^y).

Pour les exemples suivants, nous bornant à inscrire au-dessous
de chaque équation les valeurs critiques Œ' et Œ" ainsi que Jo, nous
les faisons suivre de la transformée sous forme de déterminant
qui en résulte par une marche analogue à celle ci-dessus.

Lz. ^2^3— Z^Z\-1S- ZiJS^-t- î == 0,

(-1 ° °)
\ 0 ——I I/

(^),

II.

III. l^î^3+ ^2^3— •3l

— i b o \
0 00 OO/

z\. a i
0 Z^ 1

— ^3 l ^3

==0,

(0),

= 0.

IIIa •Î3.Z1 — ZtSî— ^j== O,

(«).
/-, 0 00^

\ 0 00 0 /

-Si 0 I

0 Z.î I == 0.

— I ^3 I
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Z\ -S2-53— î == 0

(0 0 0\

00 00 OO/

Zi o î
0 I ^2-t-I

î — ^ 3 -—^3

(0),

^3zl — ^1 -4- -S2 = 0,

/o o, ,X /o\
\00 0 OO/ \0/

Zt 0 1

Z'î 1 1 =0.

0 1 ^3

^1 ̂ 2 ̂ 3 + ^2 ̂ 3 — ^3 ̂ l + ^1 ̂  -̂ - 4 = °»

( — — 2 — — 2 — — 2 ) (——1),

Z\ 0 I

2 Zî—î — I

——-83 -^3+2 ^3+i

-32 ^3 + -Sa ̂ i — Z\.Zî == 0
^1 ^2 -S3 J

(0 0 0) (OO),

Zl 0 I

0 Zî I

^3 ^3 I i

^1 ̂ 2 ̂ 3 —" <s! — -^2 :== "T

(0 0 00) (û),

Zi 0 î

0 Z^ Ï =0.

1 1 -Zs

32^3

(00

-Si

^2

1

—2^3^

oc o)

0

I

—^3

1 -+- 1 = 0,

œ-
î

•̂
3

== 0.
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l ' a * Z\—2^3-+-<S3==0,

(oo co oo) ( ° ) »

^1 0 0

^2 1 1 = 0.

^3 2 1

IV.

H. Nomogrammes coniques pour équations d'ordre 3. —
Lorsqu'une équation est ordonnée nomographiquement par rap-
port à Pune des variables, ^3 par exemple, sous la forme

< 2 1 ) /3/lî 4- ^3 ̂ 12 4-^3^12=0,

on peut essayer d'effectuer la disjonction des variables en posant

<22) ^/12-^12=0, (// ,2—Ai2=o,

ce qui donne pour ^3 l'éclielle ponctuelle déf inie par

/3+ l^^3+P/^=== 0.

Si, éliminant ensuite successivement z^ cl ^, entre les équa-
tions (22), on trouve des équations linéaires en u et v

/i4- u^t-^-vhi^ o,
/2+ ^^2-^•(;Â2= 0,

la disjonction se trouve effectuée sous la forme requise pour l'ap-
plication de la méthode des points alignés.

Appliquons cela à l'équation (6). Mise sous la forme (21), elle) y • • 's écrira

/3(A/i/2+ B./24- B,/i^ €3) - B3/1/2-4- Ci/i-4- C,/2-4- D = 0,

et les équations (22) seront ici

A /i/2+B2/i-^Bi/2+C3==^
B3/l/24-Ci/i4-C2/2+D ==P.

L'élimination de /a entre ces équations donne, eu égard aux
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formules du n° 6,

Ei/^2.4. (B3 u — A v — Fi )/i -+- €3 u — Bi v -h GI == o,

équation linéaire en u et ^, donc définissant un point dont le sup-
port a pour équation

( 83 u — A p — F, )2 -- 4 EI ( €2 u — Bi v 4- GI ) = o,

que, eu égard encore aux formules du n° 6, on peut écrire

(B^u — Ai/)1— îHalA 4- aKp -4- A = o,

équation qui resterait la même si l'on permutait les indices i et 2.
Il résulte de là qu'on obtient ainsi un nomogramme sur lequel les
échelles (^) et (^2) ont pour support une même conique. Telle
est la remarque fondamentale due à M. Clark; et, comme elle ne
suppose rien sur le discriminant A, on voit qu'elle s'applique
indistinctement à toutes les équations d'ordre 3.

Il résulte d'ailleurs de ce que nous avons rappelé au n° 3 que
chacune de ces échelles (^i) et ( z ^ ) peut être construite au moyen
de deux faisceaux projetants de la fonction f^ ou f^. Pour déter-
miner un tel faisceau, il en faut connaître trois rayons. Or, grâce
à la considération de l'homographie la plus générale (n° 4), on
peut disposer arbitrairement de quatre points A, B, G, D d'une
de ces échelles, cotés d'une manière quelconque. Dans te faisceau
obtenu en prenant pour centre l 'un d'eux, A par exemple, on
connaît les trois rayons AB, AC, AD avec leur cote; par suite, le
choix fait des quatre points A, B, G, D entraîne la détermination
complète soit de l'échelle (^i) , soit de l'échelle (^2), et c'est éga-
lement sur cette remarque que M. Ctark a fondé la construction
de ses nomogrammes coniques.

La question qui se pose est celle qui consiste à trouver la rela-
tion liant ^< et ^2 en chaque point du support conique commun.
M. Clark la résout en ramenant l'équation donnée a la forme
canonique

(23) <Pl92<?3+(?l-^-?2) l^3-+-X3== o^

symétrique par rapport à (pi et e>2, parce qu'alors la relation cher-
chée s'écrit

(24) <? i==92 .
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Mais la considération des valeurs critiques nous a conduit à
trouver le moyen d'écrire cette relation d'après l'équation géné-
rale (6) sans lui faire subir aucune transformation préalable. Il
est, en effet, facile de se rendre compte a priori de la disposition
des valeurs critiques sur un nomogramme conique : si G est le
support conique commun des échelles (Ji)et(^), D le support
rectiligne de Pëchelle (^3), coupant la conique G aux points letJ,
il est clair que les valeurs critiques sont réunies en ces deux
points de façon qu'à l'un d'eux correspondent^ pour z^ et ̂  deux
valeurs de même groupe, et, pour ^3, une valeur du groupe con-
traire; soit, par exemple : o^, <r, et (T^ en I; o^, o-', et ̂  en J.

Ainsi, les valeurs <r[ et (T^ d'une part, <j\ et <r^, de l'autre, sont
associées en un même point de la conique. Or, ces couples de
valeurs satisfont, d'après ce qui a été vu au n° 6, à la relation

2 E i < T i — — F i = a E â ^ — — F z ,

d'où l'on conclut que l'on doit avoir

< p l = - i E , / i — — F i , 93= 2E2/2——F,,.

Et, en effet, si, dans l'équation générale (6), on remplace f^
el/^ par leurs valeurs tirées de là, on obtient

<?i ?2(A/î-h Bs) 4- (?i -+- cpi) ( K/3 -+- II;,) -(- 1.3 ̂  -+- Ma = o,

où
La =AFiF , -+-2BiEiF , - t -2B, ,E2Fi -4- / iC3EiE2 ,

Ma = B Fi Fg -+- 2 (\ 1̂  KI -t- ^ C^ EI Fa 4- 4 D Ei E^,

qui est bien de la forme (a3)»
Ainsi, la forme particulière de la relation (24), déduite directe-

ment de l'équation générale (û), est

(^) 2Ei/i-Fi==2E,/,-F2.

Elle permet une construction immédiate du nomogramme, ren-
dant inutile non seulement toute transformation algébrique préli-
minaire, mais même la simple disjonction des variables, puisque,
l'échelle (^) étant arbitrairement construite comme il vient d'être
dit, la relation (23) permet de doubler sa graduation de celle de
l'échelle (^2).

XXXY. 13
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Remarque. — Nous venons de voir qu'on pouvait arbitraire-

ment choisir quatre points cotés de (^i). Pour ces quatre cotes,
on prendra évidemment, d'une part, les valeurs de z^ qui sont
limites pour Inapplication qu'on a en vue, de l'autre, celles qui,
en vertu de (a5), correspondent de même aux valeurs limites
de ^2.

12. Nomogrammes coniques pour équations d'ordre 4- —
Appliquons la même analyse à Inéquation générale d'ordre nomo-
graphique 4 écrite sous la forme (17) du n° 7, ou, par abréviation,

(17 bis) a i2/3+Pi2^3+Yl2==0,

et, pour cela, posons

(26) T l 2 ^ — — 0 ( i 2 = 0 , Y l 2 ^ — p l 2 = = 0.

Pour que nous puissions ainsi effectuer la disjonction des
variables, remarquons d'abord qu'il faut que les équations en ̂
et/s,

a i2==o , P i2==o, T i2=o ,

ne soient pas compatibles. Si, en effet, elles l'étaient, on aura i t

Y,2=Xai2+ ^Pi2>

et, des équations (26), on déduirait

\u d- y.v = o,

équation indépendante de ^^ et ^i conduisant dès lors à une
impossibilité. Or, si l'on se reporte au n° 7, on voit que la condi-
tion d'incompatibilité des équations ci-dessus [qui, moyennant le
remplacement de la notation f par la notation (T, se confondent
avec les équations (18)] est

DD34-DiP2^o.

Ainsi, la disjonction par les équations (26) pourra se faire
lorsque la condition (20) n'aura pas lieu, c'est-à-dire lorsque
l'équation (17) ne sera pas représentable par un nomogramme à
deux échelles rectilignes; d'où cette conclusion, autrement
obtenue par M. Clark, que, tandis qi^une équation d'ordre 3
est ad libitum représentable par un nomogramme à échelles
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rcctilignes ou coniques, une équation d'ordre f\ est représen-
table soit par F un, soit par l'autre de ces types de nomo-
gramme, à l'exclusion l'un de l'autre.

Reste à vérifier que les équations (26) conduisent bien, pour^
et ̂ , à des échelles coniques de même support.

Si, d\ine manière générale, on pose

m = au— ai, Vi == CiV — bi,

les équations (26) peuvent s^crire

fî(Uofi-^ Uî)-^-Uift-^U3=^

fî (VQ fi 4- Vî ) -+- Vi fi 4- Vî == 0,

et, par suite, lorsqu'on pose encore

( 9.7 ) U/y = Ui vj — uj Vi,

le résultat de Pélimination de f^ entre ces équations se met sous
la forme

(20) UQI/Î+ (Uo3- Ul2)/l+ U23= 0,

équation linéaire en u et (^, car on vérifie immédiatement que

( ̂ O ) U fj == ( hi Cj — bj Ci ) u -4- ( Ci dj — Cj ai ) v 4- ( di bj — aj bi ).

L'équation (^-8) définit donc bien pourri une échelle conique.
De même, on trouverait pour ̂  réclielle

(30) Uo2/J-+- (Uo3- U2l)/2+ U.3= 0.

Il s^agit maintenant de faire voir que les échelles définies par les
équations (28) et (3o) ont même support. Les équations des sup-
ports de ces échelles sont respectivement (en coordonnées paral-
lèles)

(Uos-Ui^-^UolU^o,
et

(Uoa-U^-^UoâU^o,

et la vérification de leur identité, lorsqu^on remarque que
U^i ==— Uis» se réduit à celle de

U u 2 U l 3 - U o i U 2 3 = = U o 3 U i 2 ,

qui est immédiate lorsqu'on y remplace les U par leurs expres-
sions (27) . ____


