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SUR L'INTERPRÉTATION MÉCANIQUE DES TRANSFORMATIONS
DE CONTACT INFINITÉSIMALES;

Par M. E. VESSIOT.

Lie a indiqué brièvement, en divers passages de sa Géométrie
des transformations de contact, que la propagation d'un mouve-
ment ondulatoire, conformément à la loi d'Huyghens, était l'image
d'un groupe de transformations de contact à un paramètre, c'est-
à-dire d'une transformation de contact infinitésimale. Il nous a
paru intéressant d'exposer celte idée avec les développements
qu'elle comporte. Nous avons raisonné dans l'espace à trois dimen-
sions, et indiqué comment les résultats obtenus peuvent s'étendre
à l'espace à n dimensions. Voici les principaux de ces résultats.

Le mode de propagation supposé est défini par un système
de oc3 surfaces d'onde caractéristiques, associées aux oo3 points
(^,y,^) de l'espace; chacune d'elles représente la forme limite
vers laquelle tend la surface, lieu des points atteints au bout du
temps dt par un ébranlement produit au point (x, y, z) correspon-
dant. Supposons l'origine des coordonnées transportée en ce point,
et l'équation d'un plan tangent à cette surface prise sous la forme
(1) j o X - + - < 7 Y - Z - w = o ,

de sorte que Qo, y, w) sont des coordonnées tangentielles cou-
rantes pour celle surface. Le système des surfaces caractéristiques
est alors défini par une équation de la forme

(2) w==W(.r,y,5,jo,y).

Et l'on peut dire que cette équation définit le mode de propagation.
Si l'on imagine une onde origine quelconque, les formes suc-

cessives de l'onde variable qui en résulte sont les transformées de
l'onde origine par les diverses transformations d'un groupe de
transformations de contact à un paramètre <, qui représente le
temps; et ce groupe est défini par les équations classiques :

(3)

/ dx_à\V_ dj^__à\V_ d z _ ô W àW ^
\ dt ~~ àp 9 d t ~ ' à q ï dt ~p àp 4"q ~àq ~ ?

\ dp _ <AV (AV dq _ à\\ àW
\dt~^~àx~~p~àIÏ dt ~"~'"^'~~<7^
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où W est la fonction quî figure dans l'équation tangenlielle de la
surface caractéristique.

En intégrant ce système (3) on déterminera complètement le
mode de propagation considéré. Mais on peut aussi le déterminer
en cherchant les familles d'ondes, c'est-à-dire la famille des ondes
successives issues d'une onde origine arbitraire. Une telle famille
sera donnée par une équation

(4) <=/(^y^),

de sorte qu'on a à trouver une fonction t des variables indépen-
dantes (^,y,^); elle est définie par l'équation aux dérivées par-
tielles

( àt_ àt^\
i^\ àt w àx ^ \(5) ^W ^,.,^,--^l-^=o,

àz as /

dont l'intégration est donc équivalente à l'intégration du sys-
tème (3).

De là découle une théorie géométrique extrêmement simple des
équations aux dérivées partielles du premier ordre, comprenant
aussi-bien la théorie des intégrales complètes et le théorème de
Jacobi que la théorie des caractéristiques. La seule particularité
de l'équation (5) est de ne pas contenir explicitement la fonction
inconnue t.

On arrive à des résultats plus symétriques en supposant l'équa-
tion du plan tangent à la surface caractéristique prise sous la
forme

(6) < x Z - 4 - p Y 4 - Y Z — i = o .

L'équation tangenlielle est alors de la forme

(7) n(.r,y,^,a,p,Y)== i,

où l'on peut toujours supposer que II est homogène de degré un
en a, j3, y. Cette équation (7), en posant

.„. àt àt „ àt
(8) ^==aî ^=^ ^==vl

est aussi l'équation aux dérivées partielles des familles d'ondes; et
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les équations du groupe de transformations de contact prennent
la forme homogène connue, analogue à celle des équations cano-
niques d'Hamilton,

(9)

dx _ àH dy _ àU dz _ an
~dt ~ aï9 ~dt ~ àff9 dt~~à^'
dï _ an d^ _ àU dz _ an
'dLt~~^~ûxï ^it~'^~ày9 dt ~ ~~ ~àz'

L'intervention du groupe de Iransformalions de contact dans là-
théorie ondulatoire conduit à considérer les trajectoires de la pro-
pagation, qui seront définies parle système (3), par exemple, en
y considérant/?, q comme des inconnues auxiliaires. On définit ces
trajectoires directement par un système différentiel analogue aux
équations de Lagrange en mécanique, en définissant les surfaces
d^ondes caractéristiques par leur équation ponctuelle générale

(10) Q( . r ,7 ,^ ,X ,Y,Z)= i ,

où Fon peut supposer que û est homogène de degré un en X, Y, Z.
Le système diflerentiel des trajectoires est alors

d / àQ \ àQ _
di{à^)~~"àï~°'
d /àQ \ àQ

d / àQ \ _ àQ.
7lt \5ï7/ aï
d /àQ \ au

(II) dt^ày1)^^^^diW)^^^^
d /àQ\ _àQ _
'di\àz') 5 ï~0 1

avec l'équation de condition

(12) Q(.r,y,^^,y,^)==i.

Il exprime que la variation de Fintégrale

(13) Ç^,y, z, dx, dy, dz)

est nulle, et que le temps t est précisément la valeur correspon-
dante

(14) t== JQ(x,y,z,dx,dy,dz)

de celle intégrale. On peut, du reste, interpréter l'intégrale (i3),
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prise le long d'un arc de courbe quelconque, comme le temps que
mellraîl un ébranlement à se propager d'une extrémité à l'autre.
de cet arc, en suivant la courbe.

Nous avons ainsi une interprétation géométrique d'un problème
très général de calcul des variations. La condition classique pour
le minimum s'énonce alors sous la forme suivante : Soit M un
point quelconque d'une trajectoire; ce point est l'origine d^unc
onde élémentaire infiniment petite
(i5) û(a7,y, z,dx,dy,dz)=.dt\

la trajectoire, en partant de M, devra percer celte onde élémen-
taire en un point où elle a ses deux courbures de même signe, et
où elle tourne sa concavité du côté de M. Les arcs de trajectoires
correspondent donc toujours à un minimum dans la durée de la
propagation lorsque les surfaces d'onde caractéristiques ont leurs
courbures toujours du même signe, et tournent toujours leur con-
cavité vers leurs origines respectives. Ceci, bien entendu, sous la
réserve que Parc considéré ne contienne pas de couples de points
conjugués (au sens de Weierstrass).

La théorie précédente éclaire donc d'un jour bien intéressant,
non seulement les divers aspects de la théorie des équations aux
dérivées partielles, mais encore ses rapports avec le calcul des
variations.

Elle interviendra utilement dans toutes les questions où inter-
vient la variation d'une intégrale ( i3 ) ; brachistochrones, équi-
libre des fîls, lignes géodésiques, problème général de la dyna-
mique, etc. Dans ces divers cas, elle redonne intuitivement les
théorèmes analogues aux théorèmes de Thomson et Tait, car ils
expriment seulement que les arcs de trajectoires compris entre
deux ondes d'une même famille correspondent à des temps égaux;
et qu'en chaque point d'une onde, la direction delà trajectoire est
liée à celle du plan langent à l'onde par la relation géométrique
qui résulte des trois premières formules (3) ou (9).

Lie avait indiqué (1) le fait que Fintégratipn de l'équation aux
dérivées partielles de la Mécanique

<- 6 ) (ê) î+•••+(ê) l-2u(a•••••••-' t)-2A=ot.
( l) Leipziger Berichte, l. XLI, p. i45.
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revient à la détermination du groupe de transformations de contact
qui a pour fonction caractéristique

(17 ) /p?-^...-4-^1
V/2(U-+-A)

Nous retrouvons ce résultat sons une forme plus générale, et avec
sa véritable origine, qui est dans le principe de la moindre action.

Si la force vive d'un système 9<T(<yl> ' • ̂ x n } dx^ ' " . d x ^ ̂  ̂

pend que des coordonnées du système, et non du temps, et s'il en
est de même de la fonction des forces U(^, ...,.c,,), les trajec-
toires sont les mêmes que pour le mode de propagation ondula-
toire dans lequel la surface d'onde caractéristique a pour équation
ponctuelle générale

< 1 8 ) 2v /U(^ , . . . , ^ )T(^ , . . . , ^Xi , . . . ,X ,0==i ;

mais ce qui correspond au temps T de ce mode de propagation, ce
n'est pas en général le temps t du mouvement dynamique, mais
l'action

( 19 ) T=-2jv/U(^, ...,.y,jT(^i, ...,xn,dœ,, ...,dxn),

de sorte que l'on a

(^o) dt=————d————.
•2U(.ri, ...,.r,»)

On suppose dans cet énoncé que l'on a donné une valeur fixe à la
constante des forces vives, et qu'on l'a fait entrer dans la fonc-
tion U, de sorte que l'équation des forces vives serait

(21) T(^, .,.,^|ûtei,...,â^)==ur^, ...,^)^2.

Cette identité de forme entre les trajectoires des problèmes de
dynamique et de certains problèmes de propagation ondulatoire
est certainement curieuse, quoique la différence dans la loi suivant
laquelle sont parcourues les trajectoires lui ôte de son intérêt. Le
parallèle classique entre la théorie de Rémission et la théorie des
ondulations en peut être considéré comme un cas particulier, si
l'on suppose que dans la théorie de l'émission les corpuscules lu-
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mineux obéissent à des lois analogues à celles de notre dynamique.
Nous étudierons, dans un autre travail, les conséquences à lirer

de ce parallélisme général pour l'intégration des équations de la
Mécanique. Il y aura lieu également d'étudier le problème de la ré-
fraction, et la propagation d'un ébranlement dans un milieu dont
la nature varie avec.le temps. Nous avons voulu nous limiter, dans
celte note, aux faits les plus simples.

I. — ONDES ET TRANSFORMATIONS DE CONTACT.

1. Considérons un milieu élastique bien défini; et supposons
qu 'un ébranlement de nature déterminée se propage dans ce milieu.
Nous admettrons d'abord que, si cet ébranlement s'est produit à
l'origine en un point isolé A du milieu, au bout de chaque temps t
il atteint tous les points d'une surface ^,< dont la forme est dé-
terminée pour chaque point A et pour chaque durée t.

Nous admettrons ensuite que, si l'ébranlement se produit à l'o-
rigine sur toute une courbe C, ou sur toute une surface S, i l
atteint au bout de chaque temps t tous les points de la multiplicité M
enveloppe des surfaces 0^,< correspondant aux divers points de C,
ou de S (respectivement).

Si nous appelons onde le lieu des points atteints par l'ébranle-
ment à un même instant, C ou S est l'onde origine, et M est ce
qu'est devenue, au bout du temps t, cette onde origine. Et le
principe que nous admettons peut s'appeler le principe de l'onde
enveloppe.

11 s'interprète immédiatement, dans la théorie des transforma-
tions de contact. Le système des surfaces $A,( définit en effet, pour
chaque valeur de ^, une transformation de contact T^, et M est la
transformée de l'onde origine (C ou S) par cette transformation.

Donc à chaque milieu élastique et à chaque nature d9 ébran-
lement pouvant se produire dans ce milieu correspond une
famille de transformations de contact T^, de telle sorte que
toute onde origine devient, au bout du temps t, une onde nou-
velle qui est la transformée de Inonde origine par la transfor-
mation Tf.

Soient ^05 yo? ^o les coordonnées d'un point quelconque A, et
j?, y, z les coordonnées courantes. La surface ^^i ayant pour
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équation

( i ) *(^y>^[a'o,yo,^o| 0 =o,
celle équalion définit, comme l'on sait, ia transformation de con-
tact Tf, en lui adjoignant les équations

(•2)

/ à^ à^ à^ à^
\ — -+ - /? -—== o, -— -+- <7 — == o,
} àx ' àz ày 1 as

\ à^ à^ à^ à^
\ -,— -t-/?o 3— = o» 3— -t- <7o ^— = ^•'\ (̂ PO ()-So ày^ 1 à^o

2. Admettons de plus que les ébranlements considérés se pro-
pagent conformément au principe d^Huyghens, c'est-à-dire que
Fonde origine Sç, étant devenue au bout d^un temps quelconque t
une certaine onde S, continue h se propager comme si cette onde S
était, à partir de cet instant, Ponde origine.

Cela revient à dire que la transformation de contact Tc^e' est
identique au produit T^ Tf, c'est-à-dire que les transformations
de contact T( forment un groupe à un paramètre, ayant tpour
paramètre canonique.

Dès lors, sous les hypothèses faites, à chaque milieu élastique
et à chaque nature d } ébranlements pouvant se propager dans
ce milieu correspond une transformation de contact infinité-
simale ^y et toute onde existant à un instant quelconque se
modifie successivement suivant les transformations de con-
tact Tt du groupe à un paramètre qu'engendre S.

Suivant les résultats de Lie, bien connus, si W(^,y, -s,/?, q)
est la fonction caractéristique de G, M[ s'obtient en intégrant entre
o et ^, avec les valeurs initiales .yo^Voî ^ O î T ^ o ? <7o? les équations

(3)

. dx _àW dy _ à\V dz __ à\\ à\\
\~dt'~~~àp9 'dt-'àq' ^- /? "̂  + y "^"~ •vî

\ dp _ _ ^W _ àW r f 2___ ( ? w _ àw

\~dî ~~~~ôx ^p~à^î Tt ~"~ ày ~~q àz '

La fonction W est donc caractéristique pour le milieu et la
nature des él)ran lements considérés.

Elle est liée aux considérations géométriques suivantes. Repre-
nons la surface 0^,< el construisons son homoihétique, par rapport

au centre A d'homoihétie et au rapport d'homothétie -• Lorsque t
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tend vers zéro, celle homothélique tend vers une forme limite W^
que nous appellerons la surface caractéristique du milieu^
ayant A pour origine, parce que le système de ces surfaces ^\
définit, comme nous allons le voir, le mode de propagation d'é-
branlements considérés.

En eflel, ^.^ a pour équations, en posant

Wo= W(a^yo, ̂ POÏ ^o),

et considérant/?oî ç9 comme des paramètres,

àWo
X=Xo-r-t-.—— -h...,

opo

(Wo
•r==y0-^^-4--

/ à\Vo àV^o ^r \
^^^'V^^^-ô^^^0)-^--

les termes non écrits étant d'ordre supérieur en <. L'homothélique
considérée aura pour équations

(Wo
x =.ro+ -5— •+-...,

àpo

<)Woy-y^-^-^---
àWo àWQ „,

'==^4-^-^d-^^o"-wo+••• î

les termes non écrits contenant le facteur t. La surface W^ est donc
représentée, en transportant les axes au point A, par les équa-
tions

(Wo ^ (Wo „ àw^ ^o w(4) x==-^ Y="^o-? ^^-^"^^^r-^-
Si l'on différentie par rapport à po, q^y on en conclut

po d\ -+- (JQ d\ — o?Z = o,

et par suite/?o, <7o? — ! sont l^ coefficients de direction du plan
tangent à W^ au point X, Y, Z qui a pour coordonnées curvi-
lignes/Pô; ^o* Et l'équation du plan langent est

(5) /?u\+.7uY - Z — W o = o .
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La fonction caractéristique W correspond donc à V équation
tangentielle de la surface caractéristique W^ du milieu, en ce
sens que, si l'équation du plan langent à la surface d'origine A est,
en transportant les axes en A,

(6) PQ\ -}- q^\ — Z — Wo== o,

l'équation langenlîelle est

(7) ^0= W^c^o^o^o^o)»

où XQ^ yoi zo sont les coordonnées du point A. Les surfaces W^
définissent donc entièrement la fonction W, et, par conséquent,
le mode de propagation des ébranlements considérés, dans le mi-
lieu considéré.

On peut encore substituer à la surface W^ son homothétique
prise avec A pour centre d'homothétieetû^ pour rapport d'homo-
thétie; c'est ce que nous appellerons Y onde élémentaire qui a A
pour origine. Ses équations, toujours avec A pour origine des
coordonnées, sont :

Y <wo ̂  Y àwo ̂  7 ( n àwo ̂  <wo W ^ ̂
x=-^^ Y==^^ z==^0^7•4-yo^7-wo^

Si A' est le point de cette onde élémentaire, pour lequel le plan
tangent a pour coefficients de direction /?oi < 7 o » — I » les compo-
santes du vecteur AA' sont les ditTérenti elles dx^^ dyoj dz^ pour
l'élément de contact E (^oVoî ^oy/^o? ^0)-

Pour avoir les différentielles rf/?o, rf^o» il suffit de chercher
l'élément de contact commun à toutes les ondes élémentaires ayant
pour origines des points infiniment voisins de A dans l'élément de
contact E. L'onde élémentaire d'origine A ayant pour équations

. àW(!Fo,yo,2o,p,q) ̂
x •==. VQ 4- ——————3———-—— dt,àp

y^y^ÔW(^y^^P^)^

. [ à\rf(x^y^SQ,p,q}z^^^^p—————^—————

^y^^'^-^^^W^,^^)]^
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nous aurons, pour trouver cet élément de contact caractéristique,
les équations

^^^e^v(^yo,^^,y)
àp

^^^W(^,^y)^

^^^W^.,,^),^.W^^
0 == ô^o 4- 0

o = po 8.2-0 -^ yo 8^0 — ^o?

d'où Fon conclut, S^?o et Syo étant arbitraires,

^_/,_ [̂ f»^^ ̂ ^/-ïif-^^jrf^o,

^ - ̂ W(^.^, ,) _^ OW(^.,^)J ̂  ̂  ,

On voit donc que p , q tendent vers poy yo» lorsque dt tend vers
zéro, et que les parties principales de p—p^^ q —yo sont préci-
sément données par les mêmes équations qui définissent les diffé-
rentielles dp^ dq dans les équations (3).

L'interprétation géométrique des équations (3) au moyen de
Fonde élémentaire est ainsi complète.

On peut encore dire, d'après les principes des approximations
successives, que la propagation de l'ébranlement se fait par
ondes élémentaires successives, dt étant alors infiniment petit.

3. On peut remplacer les équations (3) de la propagation des
ondes par des équations plus symétriques, analogues aux équa-
tions canoniques d^Hamilton. Il suffit de mettre Féquation tan-
gentielle de la surface caractéristique W^ sous une forme symé-
trique.

Nous écrirons dans ce qui suivra a*, y, z pour les coordonnées
de A; et /?, q à la place de po, q^. Le plan tangent courant de ̂
étant

(8) /?X.4-yY—Z--w=o,

son équation langentielle était

(9) w=W(a-,y,.;,/?, y).
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Prenons le plan tangent sous la forme

(10) a X 4 - p Y - ^ Y Z - - C T = = o ,

et son équation langenlielle pourra s'écrire

(11) CT=n( .y ,y ,^ ,a , (3, y),

où II sera homogène et du premier degré en a, (3, Y. On aura de
plus les formules d'identification

a P CT
( l2) p = = — — - , ÛT = = — — - 9 ( ? = = — — — ,v / ' T ' Y Y
(13) T t ( x , y , z , a, jî, y) == — y W ^a-, y, z, —a, — l ) »

(14) W(.r, ̂ , ,̂ /?, y) = n(.r, y, ^, /?, y, — i).

On en conclut immédiatement, vu l'homogénéité de II et de ses
dérivées,

dx _ àïl dy ^ àV dz __ à\\
'dÏ'~~~àiï ' d i ^ à ^ ' 3F~^;(i5)

et, par un calcul facile,

( 1 6 )

dy. àîl a^ àïl d^ an drs
~dî^"àx _ ~dl 4" 'ày _ dî 4" àz _ "dt^

a p ~ y ro

Le dernier rapport s'obtient par combinaison des autres, en te-
nant compte de l'homogénéité de II, de l'équation (i i) et des équa-
tions (i5).

Pour obtenir des formules simples, on s'imposera la condition

(17) C T = = I ,

ce qui donnera les équations

do. _ an d^ __ àU d-( _ an
( 1 0 ) Tt~^~~àx' ' d i ~ ~ ^ à y ) ~dt~~~à^ï

avec la condition

(19) n(.r,y,^,a, P , Y ) = I .

Celte dernière équation demeure l'équation tangcntielle de W^^
l'équation du plan langent s'écrivant désormais

(20) a X + p Y + y Z - i = o.
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Les équations annoncées sont les équations ( i3) et (i8), où il

faut observer que II est homogène de degré i en a, (3, v. Elles de-
vront être intégrées en tenant compte de (19). Mais il faut remar-
quer que Finlégrale première II == const. résulte de (i5) et (18), ez
que l'on pourrait rem placer F hypo thèse ra === i par l'hypothèse plus
générale Tîy==consl., sans altérer les calculs précédents. La seule
particularité qui subsiste réellement est donc relative à l'homo-
généité de II.

Remarquons enfin que, à cause de cette homogénéité, la con-
dition (19) se remplace par

(il) acte 4- ̂ dy -\-^ds— dt =. o,

qui résulte aussi de l'interprétation géométrique de -,-» -^-j -.-;

car ce n'est alors que l'équation (20) du plan tangent à V^.

4. On peut encore se débarrasser de l'hypothèse relative à Fho-
mogénéité de II. Supposons en effet que, l'équation du plan lan-
gent courant à la surface caractéristique V^ étant toujours supposée
écrite sous la forme

(20) aX-+- p Y - i - Y Z — i ==o,

l'équation langentielle de cette surface soit donnée sous une forme
quelconque

(22) ^'(•y,y, -s, a, p, Y)=O.

Cette équation est équivalente à (19), qui s'en tirerait en résol-
vant par rapport à CT l'équation (22) rendue homogène, c'est-à-dire

(23) ^=^(^,y,.,^^i)=o,

et en faisant vs = i dans l'équation (i i) ainsi obtenue.
On en conclut que, moyennant (28), on a identiquement

dV, àW . àW , i (' àW , àW ,. JV^—dx——dy——dz—- \ ——^a+——d^^-——
àx ^ àz CT \ô(^\ à ^ a i }^^ ___________ L W___W___W.

i d<F - àW àW••t-rv^.
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et, par conséquent,

?=M^, Î^M^, (m M^<te Ar <^ M^' 57 =M^'

rfp-^ àv ^!_M «w <?" "M <W

" '-(s.) <p --(!)' "'•-(i)
-L - 2- fa <><Ir ^ a <)ïf <>v 1B -re '-(D^-W

Et, dans l'hypothèse (17), c'est-à-dire (19), c'est-à-dire (22), on a^»».,

donct\ /v r» /» v '

S •'"S. l5-*.^, £-MÏ,

S-S- ^'"^. ^-M^,

M
w w <)<p

a5^•+P^-- )-^fd7•

De sorte que le système (i5), (18), (19) peut se remplacer par
le système

(,/,) da ^ ̂ L- ̂  d'ï _ dx _ dy d, .
_<W _àV _dV ~~àV ~'àV:=•^'=d•t•'

àx àjr <fz as' JpT ^Y

<'•(2) 1P(a•,^,^,^,p,Y)==o;

(a5) -("S-^-Y^)^

dont l'intégration revient à celle du système (24), (22), de forme
entièrement analogue à celle du système (i5), (,8), (19), et à une
quadrature. El, dans ces équations, la fonction V est absolument
quelconque.

Mais, si l'on y remplaçait l'équation (22) par une autre, de la
forme

V(.P,^,^, a, p, y) = consl.,

on n'obtiendrait plus la représentation du même groupe de trans-
formations de contact. Tandis que, au numéro précédent, rem-
placer (19) par une équation II = const. revient à remplacer seu-
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lement t par Â-^, où k est une constante; ce qui n'altère pas le
groupe de transformations de contact considéré.

Au point de vue géométrique, le système des surfaces caracté-
ristiques W=h (où k est constant) est essentiellement différent
de celui des surfaces (22); tandis que le système des surfaces II == k
a même forme que celui des surfaces II == i.

Remarquons encore que l'équation (a5) peut se remplacer par
Féquation

(•21) v.dx-\- pû^-h ̂ dz— dt= o.

Ce qui résulte aussi de l'intégration géométrique des quantités

—9 —9 —9 comme au numéro précédent.

On pourrait supposer, en particulier, que l'équation (22) soit
de la forme

y==G(.c,y,^a,P,Y)-i=o,

G étant homogène de degré m en a, (3, y, on a alors le système ca-
nonique

(2.Î bis)

dx _ àG dy _ àG ds àG
7h ~ 'aï9 ch """ ^y cK 3:= ÏY^
dï _ _àG d^ ___àG r f ï__ ( ÎG .
dt ~~ àx f d^ ày ' dt as 9

avec la condition

(22 bis) G(x, y , s, a, ^, y) == j,

et, pour déterminer le temps, la formule simple

(a5 bis) dt == m Û?T.

On pourra donc remplacer T par t sans altérer le groupe de
transformations de contact; et l'on pourra aussi, pour les raisons
expliquées plus haut, supprimer la condition (22 bis). Tout cela
revenant à changer seulement l'unité de temps.

II. — PROBLEMES D'INTÉGRATION.

"S. Le problème d'intégration de la théorie précédente consiste
à déterminer la propagation d'une onde quelconque connaissant le
système des surfaceé caractéristiques, c'est-à-dire le système des
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ondes élémentaires correspondant à chaque point de milieu.
Ce problème sera résolu si l'on détermine les équations finies

du groupe de transformations de contact qui correspond au.mode
de propagation considéré, c'est-à-dire si l'on intègre le système (3).
Soient, en edel,

x = ̂ (x^y^ ZQ,P^ qQ\t),
y ==9'(^0^0, ̂ po, ̂ ol0,

W Z == ^(0-0^0^9, Po,Ço\t),

P •= ̂ (x^y^z^p^q^t},
q = ̂ (.ro»7oî ^o^o» ̂ olQi

les équalions ainsi obtenues, où t == o correspond à la Iransfor-
mation identique. Si l'onde origine est donnée, on pourra sup-
poser que ses éléments de contact (^Jo» ^Qi Poi ?o) sont donnés
en fonclion de deux paramètres, et, en portant ces expressions
dans les formules (26), on aura l'onde qui en résulte au bout du
temps t.

Mais on peut prendre la question autrement en cherclian l direc-
tement les familles d'ondes, c'est-à-dire l'ensemble des ondes
issues successivement d'une même onde origine. L'équalion géné-
rale d'une telle famille peut être supposée mise sous la forme

(27) f(v,y,z)=t,

et tout revient à chercher les fonctions f correspondantes.
Si nous associons à l'équation (27) le système

àf àf àf àf
(28) —-^/? T-== o, T--+-^-r-== °i' / àx ' àz ày •' àz

de manière à obtenir le système qui définit l'ensemble des élé-
ments de contact de l'onde origine, la condition nécessaire et suf-
fisante qui détermine y s'obtiendra en écrivant que ce système (27),
(28) est invariant par la transformation infinitésimale

à¥ (AV àF àW à¥ / àW àW ,,,\ àF^__ i ___. __ i ___ __ i 1 jr\ ___ | Q ___ __ yy l __
àt àp àx àq ày \ àp -* àq ) àx

_ /(AV t)w\à¥_fàw. àW\àF
"~ \~ôx' ~{~p ~àz)~àp "~ \ày ^~ q ~àz ) àq'

Comme cette transformation change toute multiplicité en une
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muhiplicité, il suffira d'opérer sur l'équation (27). Oh vérifierait,
du reste, par un calcul direct, que les conditions qu'on obtiendrait
en opérant sur les équations (28) sont des conséquences de celle
que nous allons obtenir.

Nous écrivons donc que

à\\ àf àW àf ( (W àW —\ àf
^^^^é^^^r^^^^^é--1-0

est une conséquence des équations^a^), (28), ce qui se réduit à
l'équation

/ ^ ^\

(•29) ^w(a7^^—•^y~^)+^=o•
\ as as /

La condition nécessaire et suffisante cherchée est donc que / soit
une intégrale de cette équation aux dérivées partielles (29).

Les considérations précédentes nous fournissent alors tous les
faits essentiels relatifs à l'intégration de celte équation.

D'abord elle admet une solution, et une seule, telle que l'équa-
tion (27) se réduise, pour t = o, à l'équation d'une surface donnée;
ce qui caractérise le degré de généralité de l'intégrale générale
de (29).

Ensuite, l'intégration de (29) résulte de celle du système (3),
puisque, si l'on remplace dans les équations (a6) Xo,y^ ^o»/?o» Ço
par les fonctions de deux paramètres M, y correspondant à une
onde origine arbitraire, il n'y a qu'à résoudre par rapport à ^, en
éliminant u et v^ les trois premières équations (26) pour obtenir
la solution .générale (12) cherchée. On peut, par exemple, prendre
l'onde origine

(3o)
àQ ÔQ ÔQ à^

XQ=——9 .yo==T~î ^0 = u T~ 4' v 3~—^»au v àv au àv

PQ== u, qo ==P,

0 étant une fonclion 'arbitraire de u et v seulement.

6. On voit aussi qu'inversement l'intégration de l'équation aux
dérivées partielles (29) entraîne celle du système (3) qui lui est
associé. Car, pour avoir le mouvement d'un élément de contact
quelconque, il suffira de prendre deux ondes origines qui aient

XXXIV. l6



- 346 —

en commun ce seul élément de contact. Les ondes qui en résulte-,
r0nj| auront constamment en commun un élément de contact, qui,
p0ur chaque valeur de t, sera la position de Pélément de contact
initial considéré.

Pour pouvoir appliquer cette méthode, il suffit même de con-
naître oo3 familles d'ondes; car, parmi les oo3 ondes origines, il y
en aura une passant par un élément de contact Eo arbitrairement
donné, que Pon pourra considérer comme commun à cette onde
origine et à deux autres ondes origines infiniment voisines conve-
nablement choisies*

Supposons, à cet effet, que Pon connaisse une intégrale de (29),
dépendant essentiellement de deux constantes arbitraires non ad-
dilives. Soit /(*r, y, ^^ a, b) cette intégrale. Les oo3 ondes origines
à considérer seront définies par Péquation

(3i) /(•y,.T, s, a, 6)= c;

le point de contact de Pune d'elles, avec deux ondes infiniment
voisines (du même système) quelconques, s'obtient en adjoignant
à celle équation (3i) les deux équations

<32) ï.=< ^
et Pélément de contact commun est défini par (3i), (3a) et

(33) ?^?=", f-^?--àx • as ày - as

Pour passer de là à la position de cet élément au bout du temps ty
il n'y a qu'à remplacer Péquation (3i) par Péquation

(34) /(•y,y,^a,6)==<?-+^,

qui donne ce que sont devenues alors les oo3 ondes (3i).
En résumé, Pinlégrale générale du système (3) est donnée par

/(•^.r»^ «, b) ==c-+-^ ,
V^. ' ^-,/'

(35) 5a ~ a î 'àb ^ v •
àf àf àf àf
— -^ p — == °i — -t-^ — == o,àx ' àf î ùy 1 os ?
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où les cinq constantes a, fc, c, a', &' doivent être déterminées par
les conditions initiales.

Enfin, comme une onde origine quelconque pourra être consi-
dérée comme l'enveloppe de oo2 ondes origines (3i) convenable-
ment choisies

/(^J'î^«» b)^^(a, ^)»

qui deviennent, au bout du temps /,

(36) f(^y^,a,b)==^(a,b)+t,
la solution générale de Inéquation (29) s'obtiendrait en tirant a
et b des équations

(3;) ^-^-o, S-$=o,àa àa àb àb

et en portant les valeurs trouvées dans (36); la fonction ̂  étant
alors une fonction arbitraire.

7. En reprenant les notations des n08 3 et 4, on peut remplacer
Inéquation aux dérivées partielles (29) par une équation quelconque
ne contenant pas la fonction inconnue.

L'identité ( i4) donne

/ y y\ / y ^
,,,| àx ày \ I àx àyWl^^,--^,~^-l^nf^,.,-^-^, -,

\ As àz / \ àz as

et, à cause de rhomogénéité de H, l'équation (29) se réduit à

<"> "(-^W.)-
Pour simplifier les notations, remarquons que trouver une équa-

tion de la forme (29) revient à calculer t comme fonction .de x,
y, ^, c^est-à-dire qu'on peut remplacer dao$ ce qui précède la
lettré f par la lettre t\ et, si l'on pose

/, x <^ ai àt
(39) ^ôî' P-^ ^= =^ ?

l'éqtialion (19)

('9) , n(.r,y,^ a, ? , Y ) ^ I
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est déjà l'équation aux dérivées partielles (38) à laquelle nous
sommes arrivés.

Toutes les théories des n08 S, 6 (théorie des caractéristiques et
théorie des intégrales complètes) s'appliquent immédiatement à
celte équation, en remplaçant le système (3) par le système qu'on
en a déduit au n° 3 par changement de variables, c'est-à-dire

(4o) dx' = dy. = -̂ - rfa - ^ _ d^ .
an M M ~ _ an "" —an ~~ —àÏT == / ;

àx à^ fh( àx """ 'ày '~"àz

auquel il faut adjoindre réquatiori de condition (19). L'équa-
tion (33) devra aussi être remplacée par les équivalentes

^ ^ àf
àx __ ày _ as
a ~"T '"T"

8. On peut enfin, comme au n° 4, remplacer Féqualion (19) par
une équation équivalente de forme quelconque

^ T(^^,a ,^Y)==o.

Il n'y aura qu'à remplacer le système (4o) par le système (a4), ( a5)

(4i) dx- -. ET ^ dz _ df d^ d^ rfy
^ ^ W W W - àV^ÔW———W^—W^—W^—W9

^ ^ ^ ^a^P^-*-^-^ -^ ^ày -ÏI

Enfin l'équation (ai), qui y est implicitement contenue, s'écrit

(21) d t ^ y . d x ^ ^ d y ^ ^ d z

et s'accorde entièrement avec les notations (39), pour les déri-
vées partielles.

9. On voit ainsi comment l'équation générale des surfaces ca-
ractéristiques TA peut s'interpréter comme l'équation aux déri-
vées partielles des familles d'ondes. On peut expliquer ce fait
géométriquement, sans faire appel à la théorie des groupes de
transformations invoquée au n° 3.

Écrivons en effet que la surface

W 'f(^y^) =<-+-$<



est tangente à chacune des ondes élémentaires issues des divers
points (.yoîyoî^o) appartenant à Fonde, à Pinslani ^, c'est-à-dire
tels que Pon ait

(W f(^y^^)^t.

L'équation '(42) r quand on transporte F origine en un tel point,
devient

/(3-o-t-X, .TO-+-Y, ^-+-Z)==t-+-6^

et le plan langent en Fùn de ses. points X==5.r, Y==5y, Z === 5^
est

(^^^^-(^-^.D^)^^-^^^
L'équation tangentielle de l'onde élémentaire étant, d'autre part,

8f II(.ro, yo, 'so, a, P, Y) — i = o,

on a la condition

^[^y^^à^^ à^i^à^^)]
""" x à(a?o-+-^x) y0(^9 -+- fy) ^()(«o-+-S-s)*

Négligeant les infiniment petits d^ordre supérieur au premiery cette
relation devient

'-(—^.^.•X)-8-^^^*8'^-
Et comme ron a aussi

/(a-o -4- Sa-, yo + ST» -so -4- &5) == < -h S<,

qui se réduit, en y négligeant aussi les termes d'ordre supérieur
au premier, et en tenant compte de (43), à

y.^^^^0/^^^
axe àye u à3Q

il reste, en définitive,

„ / àf àf àf \n(^^^^;,^;-^)-iî
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et, comme le point («Poï^oi ^o) es^ quelconque, c'est précisément
ïéqualion aux dérivées partielles qu'il s'agissait de retrouver*

III. — LES TKA1ECTOIKES.

10. Nous appellerons trajectoire, dans le mode de propagation
considéré, le lieu des positions successives du point faisant partie
d'un élément de contact quelconque dans le mouvement de cet
élément de contact. Ces trajectoires s^obliennent donc, par l'inté-
gration du système (3), en considérant/?, q comme des inconnues
auxiliaires, c'est-à-dire qu'elles sont définies par les trois pre-
mières des équations (26). Si l'on lient compte, comme cela a
lieu dans ces équations, de la manière dont elles sont décrites,
elles dépendent dé cinq constantes arbitraires; mais elles forment
seulement un système de oo1 courbes de l'espace.

On peut les définir par un système différentiel analogue aux
équations de Lagrange en Dynamique.

Nous introduirons à cet effet l'équation ponctuelle de la surface
caractéristique du milieu, c'est-à-dire de la surface W^. Soit

(44) Q(;r,y,^X,Y,Z)=i

cette équation. Nous pouvons supposer que û est homogène et du
premier degré en X, Y, Z; on le montrerait en partant d'une
forme quelconque de l'équation de cette surface, en la rendant
homogène et en résolvant par rapport à la variable d'homogénéité,
comme on a fait, dans une circonstance analogue, au n°4. On est,
du reste, nalurellement conduit à introduire celte forme particu-
lière d'équation, parce qu'elle donne immédiatement l'équation
de l'onde élémentaire qui serait

.(45) û(.r,y^,X,Y,Z)=:À,

Écrivons que celle surface (44) est l81 même que celle qui est
définie, en coordonnées langenliclles, par l'équation (19)

09) DT^y,^a,p,Y)==i.

Le plan tangent à (44)? en un point quelconque

x=^, Y=y, z==^,
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a pour équation

v ^û ^ràQ ^àQ ,àQ , ÔQ , àQ(46) x -—+Y—4-Z-—==a ï —••7-^ - .yT-7- -^ - • 3 T->— / àx ày as àx " ày àz

en posant, pour abréger,

et l'on a
Q=U(;r,y,^.t-Sy-»-s');

, ÔQ , àQ ,àQ
Q = ="^+^^4-55?= = l î

de sorte que cette équation (46) est simplement

X^Y^Z^..àx ày as

On obtiendra donc l'équation (19) en posant

ail a àQ àQ
(47) a=y ?=^, Y=^,

et éliminant x1\ y', ^ entre (47) et

(48) Q(x,y,^,x',yf,J^f)=l.

Par suite, la relation diflerentielle unique qui résulte de (19),
c^est-à-dire

an , an , an , an , an ,. an ,
(4q) —ûte-4- —dy-^ —dz 4- — a a 4- -To-dp4- -r- »Y =o»" ()3? ^y ^ ^ à^ ' à^ *

est une conséquence des relations (47)5 (48) et de celles qu'on
en déduit par différenliation totale.

Or, en déduisant de l'équation langentielle (19) l'équation
ponctuelle correspondante, on serait conduit à écrire les relations

, an , an ^ an(5o) "-^ y-^ z-^
qui sont, par suite, des conséquences de (47) et (48); de sorte
que (4p) devient

an . an , an , , , , ,0 , ,(5l) — dx -r- — dy + -^ ûf<î -h .r' ̂ a .+- y' d^ + ̂  ̂ 7 == o.(j,x oy os
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On tire alors de (47)

^rf,+yrfp+^= ^•^ Q - ,+y^ Q +^ d ! Q ^< fc
* \ àx1àx J ày^ àx àz àx ]

-+-. ..*................................
/ , à^Q , à^Q , à^Q \ , ,

^(x àx^i ^<y^^cro)^
-+-....................................

qui se réduit, à cause du degré d'homogénéité de Q et de ses
dérivées partielles, à

1 1 i ir\ i v àQ , àQ , àQ •x d y . ' J f y ' d^^-z'«Y == ^- dx -+- ,- dy -\- .-dz.

Et comme c'est la seule relation différentielle en dx, dy^ rfs, rfa,
rfp, rfy que Pon puisse tirer de (47) et (48), elle doit être iden-
tique à (5i) si l'on tient compte des équations finies (47) et (48);
c'est-à-dire que l'on a, comme conséquence du changement des
coordonnées tangentielles en coordonnées ponctuelles effectué,
les identités

,, , àîl au M àQ àll àQ
(52) —- -4 -——==o, —— -i-—— =s 0. ——-+-T—==0 .

àx àaî ày ày l as àz

Cela posé, le changement de variables en question se fait
immédiatement dans les équations (i5), (18), (19). En comparant
(i5) et (5o), on voit qu'il n'y a qu'à poser dans les formules
précédentes
,.,. dx , dy , djz ,(53) Ti^^ Tt-y- dt==^
(Cela résulte d'ailleurs des considérations géométriques du n° 2.)
Et les équations (18), comparées à (52) et à (47)» donnent le
système annoncé

/ d /àQ\ àQl d . / à Q \
13<W"
1 d fàQ\
'dtW)
d /àQ\

^t\à3)

['^{àx'/^àx^01

,,,. 1 d fàQ\ àQ
<54) \diW^Ty^dt\ôj

d (àQ\_àQ^
'<à3j'~"às

auquel il faut adjoindre l'équation (48)

(48) Q(x\y,z,x\y^)
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Ainsi se trouvent définies directement les trajectoires; et, si
Fon a intégré ce système, on en déduit le mouvement des éléments
de contact eux-mêmes au moyen des équations (47)- 0" a donc
là une forme nouvelle des équations d'une transformation de
contact infinitésimale.

On peut remarquer qu'on déduit des équations.(54), en multi-
pliant par x^y ^ z9 et ajoutante

d / ,àQ ,àQ ,àQ\ i _
—- ( x —, -+- y •—, -+- s — ] — -7- au = o,
dt \ àx' ' ày' as'/ dt î

ce qui est une identité, vu l'homogénéité de Q. Ces équations se
réduisent donc, en réalité, à deux seulement.

11. Si Fon prenait réqualion de W^ sous une forme quelconque
équivalente à (44)

(55) ®(^.7î ̂  ̂ \ y\ ̂ ) ̂  o;

on aurait, en raisonnant comme au n° 4,

^û - î ^° îîa - r de ^-i^9

àx J àx ày J ày as J as

àQ — î àe, ^û — ï àe. àQ. — î ^0

'àx' ~~ J àx' ' ày* ~"~ àyf as' ~~ as' ^

i , àQ . (?0 , àQ
L ^ ^ à x ^ ^ ^ ^ 3 ^ '

La première équation (54) deviendrait donc

/- àe\ , àQ^ / ^e\ ()e
'dt\ àx'/ àx

( L —7 ) — L — == o,
\ àx f àx

c'est-à-dire
dL

d àQ àQ _ _ ~dl_ ^e _ / d_ \\ ^9
'di'àxl~~"àx ~'~T' àx' ~~ \dt ogL/^'

On aurait donc à adjoindre à Féquation (55) le système

d àQ àQ d àQ àQ dà0_ __ à0^
~dt'àx'~~^x ~dt 'ày' " ày __ dt as' as

(36) ^e———-———^e———~——~~àQ_———'

àx' ày1 àz9

On voit, de plub, que la valeur commune de ces rappocts (56)
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est
d » / , <)Ô , o^O , ̂ 0• / , à0 , o^O , à0\to^'^,+y^+^)'3i lo^a7^+^^4-55?

mais c'est une conséquence de l'équation (55).
Le système différentiel général des trajectoires est donc formé

seulement des équations (56) et (55).
Supposons, en particulier, que l'équation (55) soit de la forme

(.57) e = H (a-, y, z,x\y\ z ' ) — i == o,

H étant homogène de degré men ;r', y', z\ On peut toujours
faire en sorte qu'il en soit ainsi en prenant pour H une puissance
de û. On a alors

,àH ,àïî ,àHx —, -+- y — -h s —, == m Hàx' J ày à^'

et la valeur commune des rapports (56) est zéro. Les équations
des trajectoires prennent alors la forme de Lagrange

d^ àH àH _
'di àx' """Ar ~ oî

,,. d àH àH
(^ diày^-ôy-^

\ d. ̂ ïi^^î -
' ~dt à! ~~ ~àz '~ 0

avec la condition (5^). Mais, si m -yé. i, on peut supprimer la con-
dition (5^). Car, en multipliant les équations (58) par x^ y', -s'et
ajoutant, il vient

d I ,àH ,àH ,àH\ dll , .d\\
^^dî7^^^4-s^-^-=(w'- l )^=o)

c'est-à-dire

(59) H(.r,y,<s,.r f,^^^)= h = consi.

Or, remplacer dans l'équation (07) le terme — i parle terme —h
revient à remplacer les surfaces caractéristiques W^ par les sur-
faces homothétiques (avec im rapport d'homothétie conslant) et
n'altère pas essentiellement les trajectoires. D'une manière plus
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précise, cela revient à remplacer t par f^t dans toules les équa-.
lions.

Il est clair que, si Von partait inversement d'un système (58),
où H serait une fonction homogène en a?', y', ^'quelconque, on
pourrait toujours l'interpréter comme correspondant à une trans-
formation de contact infinitésimale et le ramener, par cuite, à la
forme canonique.

12. Revenons aux équations (54) 5 ^l^ ne contiennent le
temps qu'en apparence. En effet, ,-> .—> .-7 sont de degré zéro

en A'', y', 5'; de sorte qu'on a, par exemple,

ÔQ- — àQ(x'>y^z^ dx^dy^dz)
'àx' ~ à ( d x ) "

. . àQ àQ àQ , < ji i . i<Au contraire, ,-» ,-» — sont homogènes de degré un ; et 1 on
a, par exemple,

à Q , àQ(v,y,z,dx,dy,dz}
àx av •" àx——————9

donc, en posant, pour abréger,

(5;) Q^Q{x,y,z,dx,dy,dz),

les équations (54) s'écrivent

. àÛ _àQ_
à(dx) àx " " î

/ / ;o\ , au àQ(58) ^———— —=o,^^dy} ày
, àQ àQ
^'à^^'àz^^

Et Fon voit qu'elles définissent les trajectoires, indépendamment
de la loi suivant laquelle elles sont décrites. Bien entendu, elles se
réduisent à deux équations distinctes seulement.

C'est l'équation (48) qui détermine ensuite la manière dont les
trajectoires sont décrites, car elle s'écrit

(5o) Q{x,y,z,dx,dy,d3)^dt,



- âso —
c'est-à-dire que t esl donné par la quadrature

(60) t =fû(x,y, s, dx.dy, ds) = = f û -

13. Les équations (58) donnent une propriété caractéristique
dès trajectoires; elles expriment, en effet, que la variation de
l'intégrale

(61) Q == /Q(.r,y, s, dx, dy, dz)

Ncst nulle quand on se déplace sur une trajectoire; et la for-
mule (60) montre que le temps t est justement là valeur corres-
pondante de celle intégrale (61).

Cherchons à interpréter l'intégrale (61) prise entre deux points A
et B d'une courbe quelconque. 11 suffit pour cela de se représenter
celte courbe comme un canal, de diamètre inf iniment petit, à l'in-
térieur duquel l'ébranlement se propage sans frottements. Nous
admettrons que, si l'ébranlement atteint à un instant quelconque
le point M de cette courbe, de coordonnées *r, y, ^, au bout du
temps dt il atteint le point M' d« la courbe qui se trouve sur
l'onde élémentaire qui a M pour origine; c'est-à-dire que le temps
qu^il met pour aller de M en M' est donné, à un inf iniment petit
près d'ordre supérieur, par l'équation

Q(x,y,s,dx,dy,dz)^ dt.

Alors V intégrale (61) représente le temps que met li ébranle-
ment à se propager de A et B en suivant la courbe considérée.

El les trajectoires sont les courbes pour lesquelles la varia-
tion de ce temps {quand on les déforme infiniment peu) est
nulle.

Si nous cherchons à quelle condition elles correspondent au
temps minimum, il nous faudra, suivant la théorie classique de la
variation seconde, exprimer que la formé quadratique

/ , . yi (^û,,, v< à^Q ^(b2) À^^Z^^
est constamment positive, sauf pour les valeurs de la t'ormc

;=u-', •>)=xy, ;=xa'.
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Nous allons interpréter celte condition géométriquement.
Considérons, a cet effet, en un point quelconque A ( x , y , z )

d\ine trajectoire, la surface ^\ caractéristique. La tangente en A
à celle trajectoire perce W^ au point P qui a pour coordonnées.
(Forigine étant transportée en A) x'^ y\ ^\ car on peut supposer
que Fon a

(63) û(^y^,^y,^)-i=o.

Le plan tangent en P à W^ a pour équation (voir n° 10)

/ ^ / \ v àQ v àû ^àQ
(64) xc^Y<y-hz^-I:=o•

Cherclions la position d'un point quelconque N de ̂  supposé
infiniment voisin de P, par rapport à ce plan langent. Les coor-
données de N étant ^4-ç, y'-}-y,, s'4-^ il faudra chercher le
signe de "•^-^•»^(-^>^-
qui se réduit, à cause de (63), à

,^, „ au àQ au(63) ^^cy-^-

Or, le point N étant sur W^ on a

û^-t- s, y-h ïi, ̂ -+- o -1 == o,
c^esl-à-dire, en développant,

^•-^•ËS-^)--»
ou encore

<«' ^—îM^-^)--
Si donc la forme (62) est positive, le résultat de substitution

esl négatif, c'est-à-dire du même signe que pour le point

M ( X = = o , Y = o , Z=o).

Les valeurs exceptées ç == ). '̂, ^ == \y\ Ç = = = X ^ ' n e corres-
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pondent à aucun point N, car la condition

Q(x1 -+- \x\ y'-^ xy, ̂ + x^') == i

se réduit, à cause de Phomogénéilé de Q, à

i+X==i,
c^est-à-dire

X == o,

ce qui donnerait le point P lui-même.
Si donc la condition analytique du minimum est remplie, la

surface W^ a, en P, ses deux courbures de même signe, et tourne
sa concavité vers M.

Supposons réciproquement cette condition géométrique rem-
plie. La forme (62) a .son discriminant nul, à cause des relations
que donne le théorème d'Euler appliqué aux fonctions homogènes

de degré zéro —f —» —7 (voir n° 10). Si elle était une différence0 àx ày dz v /

de deux carrés, elle s^annulerait pour deux relations de la forme

(67) AS.+-B-»i-+-Cî=o

vérifiées pour Ç == À a?', r\ = Ay'\ Ç == X-s', puisque ces valeurs
annulent les dérivées partielles de cette forme. Ces relations re-
présentent géométriquement deux plans passant par la droite AP
et qui, dans riijpolhèse faite sur la forme de W^ coupent cette
surface suivant des courbes passant en P. 11 y aurait donc des
points de la surface, infiniment voisins de P, et pour lesquels, en
vertu de l'équation (66), leur distance au plan tangent en P serait
d'ordre supérieur au second. Or cela est contradictoire avec 1 hy-
pollièse de deux courbures de même signe.

La forme (62) ne peut pas non plus se réduire à un carré par-
fait, car elle stimulerait de nouveau pour tous les points d'un
plan passant par AP, et la même contradiction se présenterait.

La condition géométrique trouvée est donc équivalente à la
condition analytique classique.-

Nous concluons donc que les trajectoires sont les courbes
suivant lesquelles les ébranlements se propagent le plus rapi-
dement toutes les fois que les ondes élémentaires sont des
surfaces ayant en tous leurs points leurs deux courbures de
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même sens, et tournant toujours leur concavité vers leurs ori-
gines respectives.

L'application de ce résultat aux divers cas envisagés en Optique
serait immédiate. Il est clair que, d'après la théorie du calcul des
variations, il n'est vrai qu'en général, c'est-à-dire qu'autant que
les arcs de trajectoires considérés ne contiennent pas de couples
de fojers (points conjugués de Weierstrass).

14. La propriété des trajectoires de correspondre à l'évanouis-
sement de la variation d'une intégrale subsiste quel que soit le
système différentiel qui les définisse.

Le système ( i5) ( i8)( i9) est fourni parla condition

(68) 8 Ç<3idx-^^dy-}-^dz=. o,

lorsque a, jî, Y soûl liés par la condition (19)

(19) n(.r,^,^,a, P , Y ) = I

et que t est donné par (21)

(-21) dt =- arfa74- ̂ dy-^^ds.

Le système (3) est donné par la condition équivalente

(69) S/^-^-^^o

avec l'équation qui définit le temps, c'est-à-dire

(70) ^^pd^^y-d^

Mais ces nouvelles formes du théorème, qui se rapprochent de
résultais exposés par MM. Yoshiye ( < ) et E.-R. Hedrick (2),
d'après les idées de M. Hilbert, se prêtent moins bien à une inter-
prétation géométrique simple.

15. Nous insisterons, en vue des applications, sur la propriété
des trajectoires, relative aux familles d^oudes, qui résultç de

( 1 ) Math. Annalen, t. LVII, p: i8.5.
( 2 ) Ann. of Math., 2" série, t. IVy p. i4<, i3;.
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l'assimilation de la propagation des ondes à un groupe dé trans-
formations de contact. El, pour rendre les énonces plus concis,
nous introduirons le triode de langage suivant :

Soient A un poYnt quelconque, E un élément de contact de ce
point; à cet élément correspond une trajectoire déterminée ; nous
dirons que la direction de la tangente à la trajectoire est conju-
guée à F élément et aussi que la trajectoire elle-même est conju-
guée à l'élément, Si a^ p, y sont les coefficients de direction de la
çorniale à Télén»entel'x^ y!^ z' ceux de la trajectoire, les condi-
tions qui expriment que la trajectoire est conjuguée à l'élément
sont les équatiôps (47) que nou$ écrirons, en supposant que a, 8,
y ne sont ici déterminés, ainsi que a?', y, ̂ , qu'à un facteur près,

(71) -ÎL ==JL-.J_.
û̂ àQ "~ àQ

àx 'à? as'

Nous dirons de même que la trajectoire est conjuguée en A
à toute surface et à toute courbe admettant Pélémént E pour l'un
de ses éléments de contact. Dans le cas d'une surface, le fait
s'exprimera toujours par les équations (71), où a, jî, y seront
coefficient^ de direction de ta normale à la surface. Dans le cas
d'une courbe ayant ç, r», Ç.pour coefficients de direction de sa
tangente, on aura la condition

<7a) ^^^ê—
Elle exprime que la tangente à la courbe est parallèle à une des

droites qui sont tangentes à Ponde élémentaire au point où cette
onde est percéje par la direction de la trajectoire.

On peut dès Iprs énoncer les faits suivants :

Si oo2 trajectoires sont conjuguées à une surface/elles sont
conjuguées à oo1 surfaces et les arcs des trajectoires compris
entre deux de ces surfaces correspondent à des temps égaux.

Si oo1 trajectoires sont conjuguées à une courbe, elles sont
conjuguées à co^ courbes et les arcs des trajectoires compris
entre deux de ces courbes correspondent à des temps égaux.
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Ces deux énoncés résultent, en effet, de la propagation d'une

onde origine, surface ou courbe, au moyen du groupe de trans-
formations de contact considéré* Relativement au second énoncé,
on remarquera que lôs oo1 courbes issues de la courbe donnée
sont tracées sur les ondes superficielles issues de la courbe qui
constitue Fonde origine. On remarquera aussi qu'étant données
oo1 trajectoires formant un système continu, il existe toujours une
famille de oo* courbes auxquelles elles sont conjuguées; car les
coordonnées a*, y, z d'un point de l'une quelconque de ces tra-
jectoires sont des fonctions de ( et d'un paramètre s

(74) a-=/(^), .r==^(^), z=h(t,s)

et les courbes cherchées seront définies par l'équation différen-
tielle
. . . àQ . àQ , àQ ,(75) ^dx^ ̂ y^y^-àsdz =o î

où a?, y, 5, dx, dy, dz devront être remplacés par les fonc-
tions (7^) el leurs différentielles et où x ' ^ y', z ' doivent avoir les
valeurs

^ -^ y-ï- •-S-
On peut enfin joindre aux deux énoncés précédents le suivant :

Les oo2 trajectoires issues d'un point A sont conjuguées à
oo * surfaces et les arcs des trajectoires compris entre A et une
de ces surfaces correspondent à des temps égaux.

Les surfaces en question sont, en effet, les surfaces 4>^.< dont
pous sommes partis au n° 1 .

IV. — RESUME GÉNÉRAL. APPLICATIONS.

16. Les considérations précédentes peuvent se reprendre, sans
modifications essentielles, en passant de l'espace ordinaire à un
espace à n dimensions. Nous en énoncerons les points les plus
importants.

xxxiv. i7
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I. Cet espace étant considéré comme rempli par un milieu, de
nature constante, dans lequel se propagent, suivant une loi déter-
minée, des ébranlements d'une certaine nature, le mode de propa-
gation est déterminé par le système des ondes élémentaires qui
ont pour origines les divers points du milieu.

Celle propagation peut être considérée comme un déplacement
des éléments de contact de l'espace, défini par un groupe de trans-
formations de contact à un paramètre. L'onde élémentaire, qui a
pour origine un point quelconque (.Ti, x^ ..., x^) est le lieu des
extrémités des déplacements élémentaires {dx^ dx^..'., dxn)
dont varie ce point, considéré comme associé successivement avec
tous ses éléments de contact, lorsque le temps varie de dt.

Son équation générale est donc de la forme

(77) 0(^1,^2, ...,^1^1,^2, ..^dxn)=dt,

û étant homogène de degré un en dx^ dx^ ..-,, dxn-
On peut également définir le système des ondes élémentaires

par leur équation générale écrite en coordonnées tangentielles,
qui sera de la forme

(78) U(x^x^ ...,^|T?I,T?Î, ...,^) ==^

où II est homogène de degré un en /?,, p^^ ..., pn. On suppose
ici que l'équation générale d\in plan tancent, l'origine étant trans-
portée en (x\, ^21 • • • ? ^/ï)j esl prise sous la forme

(79) 7?iXi-+-/?îXî4-.. .-4-7?,»X,»—i =o.

On peut considérer, au lieu des ondes élémentaires, les surfaces

caractéristiques, lieux des extrémités des vitesses (—1^ • • • » -^)'
En posant

/a \ dv{ ^ dxï f dxn ^(80) ^-=^, ~dt^x^ • • - -dT^^

elles sont définies par l'une ou l'aulre des deux équations

(81) Q(x^y^ ..^xn\x\,x'^ ...,.r',,)==i,

OU

(82) 11(^1,^2, ...,^|/?1,/?2, . . . , 7^ )==I ,
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suivant que l'on se place au point de vue ponctuel, ou au point de
vue tangentiel. L'équation (82) est identiquement vérifiée par les
formules
/Q^ àQ àQ ÔQ
(83) pl=à^9 Jpi==^ • • • ? pn=^

et l'équation (81) est identiquement vérifiée parles formules

, - , , an , an , an(84) a? '==——, a———, ..., a-»== -—;1 api i api n àpn'

et l'on doit associer à ces formules la condition

(85) /?i.ri-+-/?î^+... 4-^^=1.

II. Un élément de contact quelconque aura pour coordonnées
{x^x^..^Xn\p^p^ . •• ,7^)? c'est-à-dire que {x^ x^ .. ,,^)
seront les coordonnées de son point ; et ( p ^ , p^ ..., pn ) les coef-
ficients de direction de sa normale. Elle groupe de transformations
de contact considéré sera défini par les équations canoniques (1)

,/,̂  ^i <m ^Pi àU , .
<86) -St-^' -I^-^- ( l =«^•••>7 l)•
Pour qu'elles définissent exactement la propagation considérée,
c'est-à-dire pour que le paramètre t y représente bien le temps,
et non le temps multiplié par une constante, on doit y joindre
l'équation (82), ou la condition (85), qui peut s'écrire

(87) dt-^pidx^pïdx^^.-^pndxn.

III. Le même mode de propagation peut se définir en cherchant
directement les oo' surfaces qui proviennent d'une onde origine
quelconque. Une telle famille d'ondes étant représentée par une
équation de la forme

(88) <=/(^i,^2, ...,^),

le problème revient à chercher t en fonction de A*|, ..., Xn. La

( 1 ) Cette forme des équations d'une transformation de contact infinitésimale
a été donnée par Lie. Voir, par exemple, Théorie der Transformations-Gruppen^
t. II, p. a63.
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formule (87) étant alors supposée représenter la différentielle
lolale de' /, la solution du problème consiste à intégrer l'équa-
tion (82), considérée comme une équation aux dérivées partielles*

El, si l'on a une intégrale de cette équation, renfermant (n—i)
constantes arbitraires essentielles, et dont aucune ne soit additive

(89) t^f^t^iï •..,^|<2i,<ar,, ...,rtrt-i),

rinirgralion du système (86), (87) est donnée par les formules (*)

(90) i^â' â"^ <=/(^»^.--,^|^,a,,....a^)-*-a,

( ( 1 = 1 , 2 , ...,/i), (A:==i,a, ...,7i—i).

IV. Si, dans le mouvement des éléments de contact, on con-
sidère seulement le mouvement des points de ces éléments, on
obtient ce que l'on peut appeler les trajectoires de la propagation.
Elles sont définies directement par le sjstèroe différentiel

au àQ^ d^lîr)-^-o (t=.,^,...,»);
et la manière dont elles sont décrites est donnée par l'équation

(92) dt^Q(x^x^ ^.,Xn\dx^(ÎXî, ...,dxn)'

Cela équivaut à dire qu'elles annulent la variation de l'intégrale

(93) 0 == j Q(x^Xi, .. ...r,, | dx^dx^ ..., dxn\

La valeur de cette intégrale prise le long d'un arc de courbe
quelconque donne le temps que met un ébranlement à se propager
Je long de cet arc.

Enfin, si l'on convient de dire qu'une trajectoire est conjuguée
à une multiplicité, si elle correspond au mouvement d'un élément
de contact de cette multiplicité, on a le théorème suivant :

Si X>P trajectoires sont conjuguées à une multiplicité
à p dimensions / elles sont conjuguées à oo' multiplicités de

( t ) C'est, sous l'une de ses formes^ le théorème de Jacobi. Si Fou veut faire
abstraction de la condition (87), il sufHt de multiplier t par une nouvelle cons-
t«i nie arbitraire, dans les formules (90); cela résulte de ce qui précède*
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même nature, et les arcs de ces trajectoires compris entre
deux de ces multiplicités correspondent tous au même inter-
valle de temps.

17. Les applications sont nombreuses. Considérons cTabord la
propagation de la lumière dans un milieu isotrope, mais non
homogène; les ondes élémentaires sont des sphères, c'est-à-dire
que

Q == <D (a?, y, z ) v^-hy1-»-^1.

Les trajectoires sont les rayons lumineux; et les conditions (71)
ou (72) deviennent des conditions d'orthogonal! té.

D'où le théorème que des rayons lumineux issus d'un point, ou
normaux à une surface, sont normaux à une inunité de surfaces.
Les familles d'ondes sont les familles de surfaces orthogonales
à une même congruence de rayons. Ces rayons sont curvilignes,
en général.

Si le milieu est homogène, mais non pas nécessairement iso-
trope, û est fonction de x\y\ z1 seulement; on conclut alors des
équations (58) et (SQ) que «r7, y', z1 sont constants. Les rayons
lumineux sont rectilignes, et la vitesse de propagation est cons-
tante sur chaque rayon. A chaque direction de rayon est associée
une direction de plan; c'est le plan tangent à la surface d'onde au
point où elle est percée par la direction du rayon (().

18. Tout problème où intervient une intégrale de la forme (Q3),
dont la variation doit être nulle, constitue une application de ce
qui précède; et la notion de transformation de contact y inter-
viendra utilement. Tel le problème des brachistochrones; le pro-
blème général de Y équilibre des fils; le problème des lignes géo-
désignes. Tel enfin le problème général de la Dynamique. Le
théorème général sur les multiplicités et les trajectoires conjuguées
donne la clef des théorèmes de Thomson et de Tait, et de leurs
généralisations.

Sans insister sur les détails, examinons «e cas des équations de

( 1 ) Compares : LEVISTAL, Recherches d'Optique géométrique (Annales de
l'École Kormale, 7* série, t. IV, p. 19.5 ).
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la Djnamique. Parlons des équations de Lagrange, où nous suppo-
serons que, ni la force vive 2T(^,..., ̂  \x\, ... ,^) du sys-
tème, ni la fonction des forces U(.c,, x^ ..., Xn) ne dépendent du
temps. Ces équations sont

, ^ d àT àT àU . .
w) ' d t à ^ - à X i ^ à X i ( l='^,•. . ,7^);

et, en supposant que Fon a donné à la constante des forces vives
une valeur particulière, on peut écrire Féquation des forces vives,
qu'il faut joindre à (94),

(95) T = U .

Au mojen de celte équation, nous allons éliminer le temps des
équations (94 ). Posons

T== T(.ri^,, ...,xn\dx^dx^ ...,rf^),

et nous écrirons (90) sous la forme

T==U^,
c'est-à-dire

Donc

T= î. -^L^l-^L ^I-.l^
S2 ' àx'i S àdxi9 àxi ~~ §« 5î/*

Par suile

^1=1 ^IJSÎ} - îi às « à(VS)
àx', S àdx, ~a àdxi'-^Tclxi9

^1-^ à(vst).
àxi S^ ,̂- ;

et les équations (.94) deviennent

i ,à(\JS) t^àS àV àV^""^r-s"^-^^^ (»=i,2,...,^),
ou enfin, en posant,

(97) Q=2US=2V/UÏ ,
, àQ àQ
"j^T)^^"0 (<==!,•2,...,n).
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El comme Q est homogène de degré un par rapport aux différen-
tielles, c'est un système de la forme (91), où Û a seulement la
forme particulière

(98) û ==-2v/U(.ri, ...,.r^)T(.ri, ..., ,r,J ̂ i, ..^dxn),

caractérisée par ce fait que T est une forme quadratique définie
positive des différentielles.

Cette fonction Q est V action élémentaire du système; et nous
arrivons ainsi, par un calcul classique, au principe de la moindre
action. Mais 0 a pour nous une autre signification : l'équation
il = (h définissant le système des ondes élémentaires d'un mode•/
de propagation d'ondes, dans lequel les trajectoires sont les mêmes
que celles du mouvement dynamique considéré. Seulement ce qui
correspond au temps T du mouvement ondulatoire, c'est Y action
du mouvement dynamique.

En d'autres termes, les trajectoires de tout problème de dyna-
mique sont identiques à celles d'un groupe de transformations de
contact à un paramètre; mais le paramètre canonique de ce groupe
est, non pas le temps ^, mais l'action

(99) ^ == ̂ f\/^

du problème de dynamique.
Il résulte de ce qui précède qu'en gardant cette action pour

variable indépendante, on pourra ramener l'intégration du pro-
blème à celle d'un système canonique (86), ou d'une équation aux
dérivées partielles (82). Il faudra ensuite déterminer le temps par
la quadrature

(.(M)) ^yî'
qui provient des deux formules

Comparons le calcul avec celui d'Hamillon. Nous aurons, pour
arriver à l'équation (82), à éliminer x\^ ..., x',^ des équations
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homogènes de degré zéro (83), c'est-à-dire

(101) p,=^/Ç.^ (^^_^

Dans le calcul d'Hamilton, pour arriver à l'équation aux déri-
vées partielles de Jacôbi,

•
(102) l̂» a-», - •^n 1 Pt, .. ., /?„) == 0,

il faut éliminer x\, ..., ̂  entre les équations

(I03) ^^Sï9 T-U=o (^,^...^

Or, on déduit de ces équations les équations homogènes (101).
L/équation (82)

(i0^ D(^...,^|/?i,...,/>n)--i=o

est donc équivalente à l'équation (102) de Jacobi-Hamilton ( < ) . El,
si l'on écrit (102) sous la forme

,/H+U
^ /———Q———~l==0,

le radical qui y figure étant homogène de degré un, on a identi-
quementco5) "-/{r^-

Quant à notre système canonique

(10^ dxi <m û '̂ àn
(Î06) ^k^Jp^ -^=-^ (.==1,2,..,^),

pour en déduire le système de Hamilton, il faut faire intervenir,
non seulement la formule (100), mais encore l'équation des forces
vives H ==o. Le calcul résulte immédiatement de la formule (io5).

Remarquons enfin que cette formule (io5), qui donne la fonc-
tion caractéristique de la transformation de contact infinitésimale,

( 1 ) C*est le fait constaté par Lie/dans le cas particulier du niouvement d'un
point matériel (Leipziger Berichte, t. XLI, p. 145 ).
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peut s'écrire

(107) n = = <

en désignant par G la forme adjointe de T, ou plus exactement ce
que devient T par le changement de variables

àT(108) y?,=^- ( 1 = 1 , 2 , ...,n).


