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SUR L'INTERPRETATION MECANIQUE DES TRANSFORMATIONS
DE CONTACT INFINITESIMALES;

Par M. E. Vessior.

Lie a indiqué briévement, en divers passages de sa Géométrie
des transformations de contact, que la propagation d’'un mouve-
ment ondulatoire, conformément i la loi d’Huyghens, était 'image
d’un groupe de transformations de contact & un paramétre, c’est-
a-dire d’une transformation de contact infinitésimale. Il nous a
paru intéressant d’exposer celte idée avec les développements
qu’elle comporte. Nous avons raisonné dans I'espace a trois dimen-
sions, et indiqué comment les résultats obtenus peuvent s’étendre
a l'espace a 7 dimensions. Voici les principaux de ces résultats.

Le mode de propagation supposé est défini par un systéme
de o® surfaces d’onde caractéristiques, associées aux o3 points
(z,y, 3) de Pespace; chacune d’elles représente la forme limite
vers laquelle tend la surface, lieu des points atteints au bout du
temps d¢ par un ébranlement produit au point (z, y, z) correspon-
dant. Supposons l'origine des coordonnées Lransportée en ce point,
et I’équation d’un plan tangent a cette surface prise sous la forme

(1) pPX+qgY—Z—w=o,

de sorte que (p, ¢, w) sont des coordonnées tangentielles cou-
rantes pour cette surface. Le systéme des surfaces caractéristiques
est alors défini par une équation de la forme

(2) w=W(z,y,3p,q)

Etl'on peut dire que cette équation définit le mode de propagation.
Si I'on imagine une onde origine quelconque, les formes suc-
cessives de 'onde variable qui en résulte sont les transformées de
Ponde origine par les diverses transformations d’un groupe de
transformations de contact a un paramétre ¢, qui représente le
temps; et ce groupe est défini par les équations classiques :

‘ drz oW dy oW dz oW oW W
Ty -y ’

’

&&= op’ a7 & Pop T
dp W OW  dg oW W

3)

de = oz Pz dt oy 03
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ol W est la fonction qui figure dans I’équation tangentielle de la
surface caractéristique. _

En intégrant ce systéme (3) on déterminera complétement le
mode de propagalion considéré. Mais on peut aussi le déterminer
en cherchant les familles d’ondes, c’est-a-dire la famille des ondes
successives issues d’une onde origine arbitraire. Une telle famille
sera donnée par une équation

€)) t=f(z,y,3)

de sorte qu’on a a trouver une fonction ¢ des variables indépen-
dantes (z,y, 5); elle est définie par I'équation aux dérivées par-
tielles

dat at
ot oz oy

(5) -&z‘v .’L',‘}’,Z,—"B‘t‘—)"'ﬁ + 1 =0,
93 03

dont D'intégration est donc équivalente & l'intégration du sys-
teme (3).

De la découle une théorie géométrique extrémement simple des
équations aux dérivées partielles du premier ordre, comprenant
aussi-bien la théorie des intégrales complétes et le théoréme de
Jacobi que la théorie des caractéristiques. La seule particularité
de I’équation (5) est de ne pas contenir explicitement la fonction
inconnue ¢.

On arrive a des résultats plus symétriques en supposant I’équa-
tion du plan tangent & la surface caractéristique prise sous la
forme

(6) al +BY+yZ—1=o0.
L’équation tangentielle est alors de la forme
(7) Mz, yy5,4,By)=1,

ou l'on pent toujours supposer que II est homogéne de degré un
en 2, 3, y. Cette équation (7), en posant

ot dat ot

(8) a-:“l 5‘;;—?‘1 E=‘(v

est aussi I'équation aux dérivées partielles des familles d’ondes; ct
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les équations du groupe de transformations de contact prennent
la'forme homogéne connue, analogue a celle des équations cano-
niques d’Hamilton,

dr ol dy Jl dz ol

ss?—a? “=B @
(9) ds o 48 om  di_ on

\Z=—% @=-—% @=-—a

L’intervention du groupe de transformations de contact dans la-
théorie ondulatoire conduit a considérer les trajectoires de la pro-
pagation, qui seront définies par le systéme (3), par exemple, en
y considérant p, ¢ comme des inconnues auxiliaires. On définit ces
trajectoires directement par un systéme différentiel analogue aux
équations de Lagrange en mécanique, en définissant les surfaces
d’ondes caractéristiques par leur équation ponctuelle générale

(10) ) e(z,y,5 X,Y,Z)=1,

ot 'on peut supposer que Q est homogéne de degré unen X, Y, Z.
Le systéme différentiel des trajectoires est alors

d(dQ) Q
_— ) — — =0,

dt \ oz’ ox

d (02 0Q
£(®)-2--

am)_om_,

m(dz’ oz '

avec I’équation de condition
(12) Qz,y, 3, z’:}"1 zf)=l‘

Il exprime que la variation de l'intégrale
(13) fQ(:v,y,z, dx,dy, dz)

est nulle, et que le temps ¢ est précisément la valeur correspon-
dante :

(14) t=f0(x,y,z,dz', dy, ds)

de cette intégrale. On peut, du reste, interpréter I'intégrale (13),
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prise le long d’un arc de courbe quelconque, comme le temps que
metirail un ébranlement & se propager d’une extrémité a l'autre.
de cet arc, en suivant la courbe.

Nous avons ainsi ure interprétation géométrique d’un probléme
trés général de calcul des variations. La condition classique pour
le minimum s’énonce alors sous la forme suivante: Soit M un
point quelconque d’une trajectoirve; ce point est l'origine d’une
onde élémentaire infiniment petite

(15) Q(z,y, 5, dr,dy,ds)=dt;

la trajectoire, en partant de M, devra percer cette onde élémen-
taire en un point ot elle a ses deux courbures de méme signe, et
ou elle tourne sa concavité du co6té de M. Les arcs de trajectoires
correspondent donc toujours & un minimum dans la durée de la
propagation lorsque les surfaces d’onde caractéristiques ont leurs
courbures toujours du méme signe, et tournent toujours leur con-
cavilé vers leurs origines respectives. Ceci, bien entendu, sous la
réserve que I’arc considéré ne contienne pas de couples de points
conjugués (au sens de Weierstrass).

La théorie précédente éclaire donc d’un jour bien intéressant,
non seulement les divers aspects de la théorie des équations aux
dérivées partielles, mais encorc ses rapports avec le calcul des
variations.

Elle interviendra utilement dans toutes les questions ol inter-
vient la variation d’une intégrale (13); brachistochrones, équi-
libre des fils, lignes géodésiques, probléme général de la dyna-
mique, etc. Dans ces divers cas, elle redonne intuitivement les
théorémes analogues aux théorémes de Thomson et Taitj car ils
expriment seulement que les arcs de trajectoires compris entre
deux ondes d'une méme famille correspondent a des temps égaux;
et qu’en chaque point d’une onde, la direction de la trajectoire est
liée a celle du plan tangent 4 I'onde par la relation géométrique
qui résulte des Lrois premiéres formules (3) ou (9).

Lie avait indiqué () le fait que I'intégration de I'équation aux
dérivées partielles de la Mécanique

05 \? S \* . .
(I6) (\d_a:_,> +~--+<&‘,—”') —-QU(.Z‘“...,.Z‘”)—Q’!:O,

.

(') Leipziger Berichte, t. XLI, p- 145.
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revient & la détermination dua groupe de transformations de contact
qui a pour fonction caractéristique

Vpi - P

(7) Va0 h)

Nous retrouvons ce résultat sous une forme plus générale, el avec
sa véritable origine, qui est dans le principe de la moindre action.
2T (2, ..., 2z, | dzy, ..., dz,)
de

pend que des coordonnées du systéme, et non du temps, et s’il en
est de méme de la fonction des forces U(z,, ..., x,), les trajec-
toires sont les mémes que pour le mode de propagation ondula-
toire dans lequel la surface d’onde caractéristique a pour équation
ponctuelle générale '

Si la force vive d’un systéme ne dé-

(18) 2/ U(Z1y ey Z0) T (21, o eey Zn | Xiy oeey Xn) =13

mais ce qui correspond au temps t de ce mode de propagation, ce
n’est pas en général le temps £ du mouvement dynamique, mais
Paction

(19) T = 2[;/U(zh ey Zy) T(24y oo ey Ty, dyy oo, dzy),

de sorte que I'on a
dz

dt = —o— .
(20) 2U (2, o .ey 2p)

On suppose dans cet énoncé que I’on a donné une valeur fixe a la
conslante des forces vives, et qu'on I'a fait entrer dans la fonc-
tion U, de sorte que I'équation des forces vives serait

(21) T(zyy ooy @n|doey,...,dey) =U(wy, ..., z,)de2.

Cette identité de forme entre les trajectoires des problémes de
dynamique et de certains problémes de propagation ondulatoire
est certainement curieuse, quoique la différence dans la loi suivant
laquelle sont parcourues les trajectoires lui 6te de son intérét. Le
paralléle classique entre la théorie de 1’émission et la théorie des
ondulations en peut étre considéré comme un cas particulier, si
I'on suppose que dans la théorie de I'’émission les corpuscules lu-
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mineux obéissent & des lois analogues a celles de notre dynamique.

Nous étudierons, dans un autre travail, les conséquences a tirer
de ce parallélisme général pour l'intégration des équations de la
Mécanique. Il y aura lieu également d’étudier le probléme de la ré-
fraction, et la propagation d’un ébranlement dans un milieu dont
la nature varie avec le temps. Nous avons voulu nous limiter, dans
cette note, aux faits les plus simples.

I. — ONDES ET TRANSFORMATIONS DE CONTACT.

1. Considérons un milieu élastique bien défini; et supposons
qu’un ébranlement de nature déterminée se propage dans ce milieu.
Nous admettrons d’abord que, si cet ébranlement s’est produit a
Porigine en un point isolé A du milieu, au bout de chaque temps ¢
il atteint tous les points d’une surface ®, , dont la forme est dé-
terminée pour chaque point A et pour chaque durée ¢.

Nous admettrons ensuite que, si 'ébranlement se produit a I'o-
rigine sur toute une courbe C, ou sur toute une surface S, il
atteint an bout de chaque temps ¢ tous les points de la maltiplicité M
enveloppe des surfaces ®, , correspondant aux divers points de C,
ou de S (respectivement).

Si nous appelons onde le lieu des points atteints par 1'ébranle-
ment 4 un méme instant, G ou S est 'onde origine, et M est ce
qu’est devenue, au bout da temps ¢, cette onde origine. Ei le
principe que nous admettons peut s’appeler le principe de l’onde
enveloppe.

11 s’interpréte immédiatement, dans la théorie des transforma-
tions de contact. Le systéme des surfaces ®, , définit en effet, pour
chaque valeur de ¢, une transformation de contact T, et M est la
transformée de 'onde origine (C ou S) par cette transformation.

Donc a chaque milieu élastique et & chaque nature d’ébran-
lement pouvant se produire dans ce miliew correspond une
Jamille de transformations de contact T,, de telle sorte que
toute onde origine devient, au bout du temps t, une onde nou-
velle qui est la transformée de l'onde origine par la transfor-
mation T,.

Soient Zy, 4, 5o les coordonnées d’un point quelconque A, et
z, ¥, 5 les coordonnées courantes. La surface ®,, ayant pour
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¢quation
(1) “’(1',.}’,z|-2‘o,.7’o,zolt)=_0,

cette équation définit, comme 'on sait, la transformation de con-
tact T;, en lui adjoignant les équations

2% op 0P b
‘ (;;-f—])'d—z—-—,(), W+q52—o,
) 0 oe 0> op
\3;;+p03;;—0, mﬁ-qod—zo—o.

2. Admetlons de plus que les ébranlements considérés se pro-
pagent conlormément au principe d’Huyghens, c’est-a-dire que
I'onde origine 3,, étant devenue au bout d’un temps quelconque ¢
une certaine onde I, continue a se propager comme si cetle onde 2
élait, a parlir de cet instant, 'onde origine.

Cela revient & dire que la transformation de contact T, . est
identique au produit T; Ty, c’est-a-dire que les transformations
de contact T, forment un groupe & un paramétre, ayant tpour
paramétre canonique.

Dés lors, sous les hypothéses faites, @ chaque milicu élastique
et a chaque nature d’ébranlements pouvant se propager dans
cé milieu correspond une transformation de contact infinité-
simale €, et loute onde existant & un instant quelconque sc
modifie successivement suivant les transformations de con-
tact T; du groupe & un paramétre qu’engendre ©.

Suivant les résultats de Lie, bien connus, si W(z,¥,5,p,q)
est la fonction caractéristique de G, M, s’oblient en intégrant entre
o et ¢, avec les valeurs initiales ,, ¥4, %0, Po, ¢o, les équations

%= op’ a9 @t P tiag W

‘ dr oW dy oW dsz oW oW
<

La fonction W est donc caractéristique pour le milieu et la
nature des ébranlements considérés.

Elle est liée aux considérations géométriques suivantes. Repre-
nons la surface ®, , et construisons son homothétique, par rapport

au centre A d’homothétie et au rapport d’homothétie % Lorsque ¢
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tend vers zéro, cetle homothétique tend vers une forme limite ¥,
que nous appellerons la surface caractéristique du milieu,-
ayant A pour origine, parce que le systéme de ces surfaces W,
définit, comme nous allons le voir, le mode de propagation d’é-
branlements considérés.

En effet, ®, , a pour équations, en posant

Wo= W(xo,}’o, 305 Poy 99))

et considérant p,y, ¢o comme des paramétres,

oW,
T=Zy+t—— +...,

dpo

= +td~%+
Y =X dqo oy

oW, oW,

9o +qo—‘—0qo —Wo) -+ .y

z=Zo+l(Po

les termes non écrits étant d’ordre supérieur en ¢. L’homothétique
considérée aura pour équations

o=zt IO
opy ’
=y Wo
Y =X dqo ooy
_ oW, oW,
z ._zo+po——0p0 +q°—dq., —Wo+...,

les termes non écrits contenant le facteur t. La surface W, est donc
représentée, en transporiant les axes au point A, par les équa-
tions

oW, oW, oW, oW,
4 X = IWo Y= Z=p, 200 o W0
(4) opo ’ g0’ Po%9g T 5g

WO.

Si I'on différentie par rapport & p,, ¢,, on en conclut
PodX + qodY — dZ = o,
et par suite p,, ¢o, — 1 sont les coefficients de direction du plan

tangent a4 ¥, au point X, Y, Z qui a pour coordonnées curvi-
lignes py, ¢o. Et 'équation du plan tangent est

(5) I’o-\+f]oY—Z——-\Vo=0.
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La fonction caractéristique W correspond donc & I’ équation
tangentielle de la surface caractéristique W, du milieu, en ce

sens que, si 'équation dua plan tangent a la surface d’origine A est,
en transportant les axesen A,

(6) Pox-l-qu——Z—-wo:o'
I’équation tangentielle est
(7) wo = W(Zo, ¥0, %0, P0s q0),

ol Zy, Yo, 3o sont les coordonnées du point A. Les surfaces W,
définissent donc entiérement la fonction W, et, par conséquent,
le mode de propagation des ébranlements considérés, dans le mi-
lieu considéré.

On peut encore substituer a la surface W, son homothétique
prise avec A pour centre d’homothétie et d¢ pour rapport d’homo-
thétie; c’est ce que nous appellerons I'onde élémentaire qui a A
pour origine. Ses équalions, toujours avec A pour origine des
coordonnées, sont :

oW, oW,

X = e
opy 90 0q,

‘Lvodt, Y= lL‘;odt, Z=(p0

-W )dt.
dpo dq o

Si A’ est le point de cette ondc élémentaire, pour lequel le plan
tangent a pour coefficients de dirvection po, go, — 1, les compo-
santes du vecteur AA’ sont les différentielles dz,, dy,, dz, pour
I'élément de contact E (2, ¥4, 50, Po, ¢o)-

Pour avoir les différentielles dp,, dqo, il suffit de chercher
I’élément de contact commun & toutes les ondes élémentaires ayant
pour origines des points infiniment voisins de A dans I'élément de
contact E. L’onde élémentaire d’origine A ayaunt pour équations

Z = x4+ ow(”“’-";;)"N P 2) g,
¥ =yo+ dW(z‘o,};oq, 30, Py q) dt,
3 = &3¢+ [p O\V(zo,}:}; %oy P 7)
+q oW (z,, }:)o(/q 3 Py q) _ \v(-l'u,)’o, 2 q)] dt,
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nous aurons, pour trouver cet élément de contact caractéristique,
les équations

0=20xy+ O d‘V(xo,yo.'zo, P q) dt,
0 =8z + 8 [p dW(xo‘,,;.,p,q) +q dW(xo:).q...p. q) —W(z‘o,....p,q)] de,

0 = po8xs + ¢4 8y9 — 83,

d’ou 'on conclut, 8z, et 8y, élant arbitraires,

dw(“’m -"7p7q)+p d\v(z’o»---’l’,q)] dt=0

P°_p_[ oz, o 03,

oW (zgy ...y p, q) + g0 oW (z,, ...,p,q)] dt = o.

o—9— l 97, 520

On voit donc que p, g tendent vers p,, q,, lorsque d¢ tend vers
zéro, et que les parties principales de p — p,y, ¢ — g, sont préci-
sément données par les mémes équations qui définissent les diffé-
rentielles dp, dg dans les équations (3).

L'interprétation géométrique des équations (3) au moyen de
I'onde élémentaire est ainsi compléte.

On peut encore dire, d’aprés les principes des approximations
successives, que la propagation de I’ébranlement se fait par
ondes élémentaires successives, dt étant alors infiniment petit.

3. On peut remplacer les équations (3) de la propagation des
ondes par des équations plus symétriques, analogues aux équa-
tions canoniques d’Hamilton. 1l suffit de mettre I'équation tan-
gentjelle de la surface caractéristique W, sous une forme symé-
trique.

Nous écrirons dans ce qui suivra z, y, z pour les coordonnées
de A; et p, ¢ ala place de po, go. Le plan tangent courant de Wy
étant

(8) pPX+gY—Z—w=o,
son équation tangentielle était

(9) w=W(z,y, 3, p, q)
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Prenons le plan tangent sous la forme
(10) aX+BY +yZ —wm=o,
et son équation tangentielle pourra s’écrire
(11) w=1(z,y, 2, B 1)

ou II sera homogeéne et du premier degré en «, 8, y. On aura de
plus les formules d’identification

: a B o]

2 = — - = — = = ——
(12) P 7 q "(, w Y’
13) (2, ¥, 3 a, B, “()=—-‘YW(Z‘,)’, z,:T—aa _—T),
(14) Wz, ¥, 3 p, q)=1(z,y, 5, py ¢, — ).

On en conclut immédiatement, va ’homogénéité de IT et de ses
dérivées,
dz _on  dy o0  ds_ ol

(13) AT’ At TR’ dt T o’

et, par un calcul facile,

da ol aB ol dy oI duw

@ o ATy _a e _dr
(o]

.
& a B 7

Le dernier rapport s’obtient par combinaison des autres, en te-
nant compte de '’homogénéité de I1, de I'équation (11) et des équa-
tions (15).

Pour obtenir des formules simples, on s’imposera la condition
(17) T=1,
ce qui donnera les équations

o8 de __on dp__on  dy _ ol
) & T AT Ty @
avec la condition

(19) M(z,y,3,2 8,Y)=1.

Cette derniére équation demeure I'équation tangentielle de Wy,
I'équation du plan tangent s’écrivant désormais

(20) 2X+PY+vZ—1=o0.
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Les équations annoncées sont les équations (15) et (18), ol il
faut observer que II est homogéne de degré 1 en «, {3, y. Elles de-
vront étre intégrées en tenant compte de (1g). Mais il faut remar-
quer que l'intégrale premiére Il = const. résulte de (15) et (18), e1
que I'on pourrait remplacer ’hypothése = = 1 par 'hypothése plus
générale w = const., sans altérer les calculs précédents. La seule
particularité qui subsiste réellement est donc relative a I’homo-
généité de II.

Remarquons enfin que, & cause de cette homogénéité, la con-
dition (19) se remplace par

(21) adr + Pdy +vdzs —dt = o,

dy dz
>dt’
car ce n’est alors que 'équation (20) du plan tangent a \IfA.

qui résulte aussi de l'interprétation géométrique de

4. On peut encore se débarrasser de I’hypothése relative a I'ho-
mogénéité de II. Supposons en effet que, 'équation du plan tan-
gent courant a la surface caractéristique ¥, étant toujours supposée
écrite sous la forme

(20) aX+BY+yZ —1=o,

I'équation tangentielle de cette surface soit donnée sous une forme
quelconque

(22) Y(z, y, 3 a, {3’ ‘Y)=0

Cette équation est équivalente a (19), qui s’en tirerait en résol-
vant par rapport & w I’équation (22) rendue homogéne, c’est-a-dire

(23) ﬁ:‘lf(z,y, z,g,%,},)=o,

et en faisant ® = 1 dans I'équation (11) ainsi obtenue.
On en conclut que, moyennant (23), on a identiquement
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et, par conSéquent,

ol — ¥ ol — oW P | -
i M oF on M v i M v
- = = - y - = = —7a!? — = — =T
% w d(f) J w d(E) a9y © d(l)
© w ©

L BN

Et, dans I'hypothése (17), c’est-d-dire (19), c’est-a-dire (22), on a
donc

oIl o ol o ot ow
-0_1‘=MI';’ Ey——Mdj;’ a;—M£7
oan o ofl ol ow
Ja = M—d;, p M dﬂ 3‘_( =M dT{,

-'——-a——+B—+ A
M=% 0 o8

De sorte que le systéme (15), (18), (19) peut se remplacer par
le systéme

, de  d} _ dy _dr _dy ds _ ,
) T = Tw =T T w T T =
_ T ox oy oz ox  df oy
(22) ¥(z,y, 3,2, {3, ) =o0;
o ow
(25) dt = ( el d? (){)d:,

dont l'intégration revient a celle du systéme (24), (22), de forme
enti¢rement analogue a celle du systéme (15), (18), (19), et & une
quadrature. Et, dans ces équations, la fonction ¥ est absolument
quelconque.

Mais, si 'on y remplagait ’équation (22) par une autre, de la
forme

¥ (z, y, 5 4, B, ) = const.,

on n’obtiendrait plus la représentation du méme groupe de trans-
formations de contact. Tandis que, au numéro précédent, rem-
placer (19) par une équation [l = const. revient a remplacer seu-
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lement ¢ par k¢, oi k est une constante; ce qui n’altére pas le
groupe de transformations de contact considéré. :

Au point de vue géométrique, le systéme des surfaces caracté-
ristiques W'=~A (ol k est constant) est essentiellement différent
de celui des surfaces (22); tandis que le systéme des surfaces =k
a méme forme que celui des surfaces T =1.

Remarquons encore que I'équation (25) peut se remplacer par
Péquation

(21) ade+Bdy +yds—dt=o.
Ce qui résulte aussi de I'intégration géométrique des quantilés
Z—f—» %, g—?, comme au numéro précédent.

On pourrait supposer, en parliculier, que 1’équation (22) soit
de la forme
¥ =G(z,y, 3593 y)—1=o0,
G étant homogéne de degré m en «, 3, v; on a alors le systéme ca-
nonique

do_ G dy oG di_ 96
bi ‘I" 92’ dx T g’ & T W’
CIO0 e e a6 4w,
L dz = oz’ &~ oy’ dt 93’
avec la condition
(22 bis) G(x, Vi By @ ay Y)=r1,

et, pour déterminer le temps, la formule simple

(25 bis) dt = m dx.

On pourra donc remplacer = par ¢ sans altérer le groupe de
transformations de contact; et I'on pourra aussi, pour les raisons
expliquées plus haut, supprimer la condition (22 bis). Tout cela
revenait a changer seulement 'unité de temps.

II. — PROBLEMES D'INTEGRATION.

‘5. Le problé¢me d'intégration de la théorie précédente consiste
a déterminer la propagation d’une onde quelconque connaissant le
systéme des surfaces caractéristiques, ¢’est-a-dire le systéme des
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ondes élémentaires correspondant a chaque point de milieu.
- Ce probléme sera résolu si 'on détermine les équations finies
du groupe de transformations de contact qui correspond au. mode
de propagation considéré, c’est-a-dire si I'on intégre le systéme (3).
Soient, en ellet,
z = N(Z0y Yos 501 Poy 90'}‘%
Y =3I (Zos Yoy %0y Pos Gol2),
(26) L 3 =X (20, Y0y 50, Pos G| 2),
P =L (x0. Y05 %0, Pos Qolt),
q= Q,(z'o))’oa 505 Pos 9ol ),

les équations ainsi obtenues, ol ¢=o0 correspond 2 la transfor-
mation identique. Si 'onde origine est donnée, on pourra sup-
poser que ses éléments de contact (o, ¥y, 30, Po) o) sont donnés
en fonction de deux paramétres, et, en portant ces expressions
dans les formules (26), on aura I'onde qui en résulte au bout du
temps ¢.

Mais on peut prendre la question autrement en cherchant direc-
tement les familles d’ondes, c’est-a-dire I'ensemble des ondes
issues successivement d'une méme onde origine. L’équation géné-
rale d'une telle famille peut étre supposée mise sous la forme

(27) Sz, y,2) =t

et tout revient a chercher les fonctions f correspondantes.

Si nous associons a I’équation (27) le sysiéme

of of of  of

(28) %"’P'&;‘—ov Q_},""’qu—oa
de maniére a obtenir le systéme qui définit I'ensemble des élé-
ments de contact de I'onde origine, la condition nécessaire et suf-
fisante qui détermine f's’obtiendra en écrivant que ce systéme (27),
(28) est invariant par la transformation infinitésimale

oF oW oF oW oF oW oW W oF

GrmET gy (P i V)%
A% YW\ oF - oW oW\ oF
~(mrrw)e - (1w

Comme cette transformation change toute multiplicité en une
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muhtiplicité, il suffira d'opérer sur I'équation (27). On vérifierait,
du reste, par un calcul direct, que les conditions qu’on obtiendrait
en opérant sur les équauons (28) sont des conséquences de celle
que nous allons obtenir.
Nous écrivons donc que
OW of  OW of oW | OW of _ . _
Fatagar(Priag-v)Eoi=e
est une conséquence des équations.(27), (28), ce qui se réduit a
I’équation

/A of
(29) d—W .’L‘,}’,‘Z,-—T“f-) -——07— -+ 1 =0.
03 0z

La condition nécessaire et suffisante cherchée est donc que f soit
une intégrale de cette équation aux dérivées partielles (ag).

Les consnderahons précédentes nous fournissent alors tous les
fails essentiels relatifs a I'intégration de cette équation.

" D’abord elle admet une solution, et une seule, telle que I'équa-
tion (27) se réduise, pour £ = o, 4 I'équation d’une surface donnée;
ce qui caractérise le degré de généralité de l'intégrale générale
de (29).

Ensuite, I'intégration de (29) résulte de celle du systéme (3),
puisque, si I’an remplace dans les équations (26) o, ¥o, 50, Poy G
par les fonctions de deux paramétres u, ¢ correspondant a une
onde origine arbitraire, il n’y a qu’a résoudre par rapport a ¢, en
éliminant u et v, les trois premiéres équations (26) pour obtenir
la solution générale (12) cherchée. On peut, par exemple, prendre
I'onde origine
Ty =

98 = — z—u—+v;—6
(30) ou’ Jo= 557 °~ % ou ’

D Pe= Uy Qo =0,

O élant une fonclion arbitraire de u« et ¢ seulement.

6. On voit aussi qu'inversement l'intégration de I'équation aux
dérivées partielles (29) entraine celle du systéine (3) qui lui est
associé. Car, pour avoir le mouvement d’un élément de contact
quelconque, il suffira de prendrc deux ondes origines qui aicnt

XXX{V. : 16
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en commun ce seul élément de contact. Les ondes qui en résuhe-.
ront.auront constamment en commun un élément de contact, qui,
pour chaque valeur de ¢, sera la_position de I’élément de contact
initial considéré.

Pour pouvoir appliquer cette méthode, il sulfit méme de con-
naitre oo® familles d’ondes; car, parmi les 3 ondes origines, il y
en ayra une passant par un -élément de contact E, arbitrairement
donné, que I'on pourra considérer comme commun a cette onde
origine et i deux autres ondes origines infiniment voisines conve~
nablement choisies.

Supposons, i cet effet, que I'on connaisse une intégrale de (29),
dépendant essertiellement de deux constantes arbitraires non ad-
ditives. Soit f(x, y, 3, @, b) cetie intégrale. Les =% ondes origines
3 considérer seront définies par I’équation

('31) J(z, ¥, 3,a,b)=c;

le point de contact de I'une d’elles, avec deux ondes infiniment
voisines (du méme systéme) quelconques, s’obtient en adjoignant
a cette équation (31) les deux équations

of of .
(32) L=w, L=vu,

et 'élément de contact commun est défini par (31), (32) et

o L, _ Y-
(33) (_):';’+Pb.‘;—0, 3‘;-{- = = 0.

Pour passer de la & la position de cet élément au bout du temps ¢,
il n’y a qu’a remplacer I’équation (31) par I'équation

(34) f(xy.yazva’b)':'c""tv

qui donne ce que sont devenues alors les w3 ondes (31).
En résumé, l'intégrale générale du systéme (3) est donnée par

/ Sf(@y,5a,b)=c+t

of _ of _ 4
(35) w=% ap=t
of . of _ of f _
2z P T T =
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ou les cinq constantes a, b, ¢, a', b’ doivent étre déterminées par
les conditions initiales. ,
" Enfin, comme une onde origine quelconque pourra étre consi-
dérée comme I'enveloppe de «? ondes origines (31) convenable-
ment choisies

f(x,]’, 3, a, b) = X_(at b)r

qui deviennent, au'bout du temps ¢,
(36) Sf(z, ¥y, 3,a,b)=y(a, b)+¢t,

la solution générale de I'équation (29) s’obtiendrait en tikant @
et b des équations.

(37) f %, W%

da da= " o6 o6

et en portant les valeurs trouvées dans (36); la fonction y élant
alors une fonction arbitraire.

7. En reprenant les notations des n°* 3 et 4, on peut remplacer
I’équation aux dérivées partielles (29) par une équation quelconque
ne conlenant pas la fonction inconnue.

L’identité (14) donne

f ' 0/ df
0. ')

A\ 3',}’,3,-—?2-1-——0-%— =H .’E,y,},-—-df, —?.f—’ —_—1 ,
dz 0z 9z 03

et, & cause de 'homogénéité de 11, I'équation (29) se réduit a

o (L)

Pour simplifier les notations, remarguons que trouver une équa-
tion de la forme (29) revient a calculer ¢ comme fonction de z,
Y» 3, cest-a-dire qu’on peut remplacer dams ce qui précede la
letwe f par la lettre ¢; et, si 'on pose
39) img Be=g 1=
Péquation (19)

(19) . (x, y, 5, 2, ﬁ, Y) =1
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est déja 'équation aux dérivées’ partielles (38) ‘4 laquelle nous
sommes arrivés.

“Toutes les théories-des n** 8, 6(théorie des caractéristiques et
théorie des intégrales complétes) s’appliquent immédiatement a
cette é({uation, en remplagant le systéme (3) par le systéme qu’on
en a déduit au n° 3 par changement de variables, c’est-a-dire

dr _dy dz _ du . dp _ dy. _ =
(o) ST =om=oW= —am~ —om - _oi =
oz B X " Ta T

auquel il faut adjoindre I'équation de condition (1g). L'équa-
tion (33) devra aussi étre remplacée par les équivalentes

of L of of

= _ Yy _ o

a F Ty
8. On peut enfin, comme au n* 4, Eemplacer I'équation (19) par
une équation équivalente de forme quelconque
(22) - W(z y 5 8,1)=o.

Il n’y aura qu’a remplacerle systéme (40) par le systéme (24), (25)

de _dy _ds _ de _dx 48 &
WD G =ow = oW = oW v o T oW = v - v
% 8 oy *w TPHETIH Tz iy oz

Enfin I'équation (21), qui y est implicitement contenue, s’écrit
(21) dt=adc+fdy +vds

et s’accorde enliérement“avec les notations (3g), pour les déri-
vées partielles.

9. On voit’ ainsi comment I'équation générale des surfaces ca-
ractéristiques W', peut s’interpréter comme I'équation aux déri-
vées partielles des familles d’ondes. On peut expliquer ce fait
géométriquement, sans faire appel a la théorie des groupes de
transformations invoquée au n° 3.

Ecrivons en effet que la surface

(42) f(xy y,z)=t+ 8t
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est tangente & chacune des ondes élémentaires:issues des-divers
points (Z,, ¥e, 30) appartenant 2 'onde, a l'instant ¢, c'est-a-dire
tels que l'on ait

(43) J(oy Yoy 30) = 1.
L’équation*(42), quand on transporte l'origine en un tel point,

.devient
S(@o+X, yo+Y, 20+ 1) =t + 8¢

et le plan tangent en I'un de ses. points X =8z, Y =3y, Z=085

est ’ ‘ '
N of o _ _F

(X —dz) (g + o) + (Y —¥) I(ye+8y) +(Z_8‘) 3G +82)  °

L’équation tangentielle de I'onde élémentaire étant, d’autre part,

‘ 8‘"(30’}'0, %0, @, B} Y)_l =0,

on a la condition

of of of
Senl [z‘.,yo, 0y 0(@o +0x)” 0(yo + 8y)  0(Z0—+ 8:)]‘
o O i

= S me+ ) Y (e = 5) +8 Sy

Négligeantles infiniment petits d’ordre supérieur au premier, cette
relation devient

of df)

9 of .. 9
StH(xo,yo, 2oy dzf 3y’ 35 of H f + 0z L

b;'; oy ;,—JTO 93,
Et comme ’on a aussi
(o + 82, yo+ 8y, 5o+ 083) =t -+38¢,

qui se réduit, en y négligeant aussi les termes d’ordre supérieur
au premier, et en tenant compte de (43), a

of of of o o
(T.l'—o 8$+‘63’—08}'+E 03 = ot,
il reste, en définitive,

9 of o
I (xm Yo, Sos 3’;"; }{ d{;) 1
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et,.comme le point (e, ¥4, 50) est quelconque, c’est précisément
‘T'équation aux dérivées partielles qu’il s’agissait de retrouver.

ITI. — LES TRAJECTOIRES.

10. Nous appellerons trajectoire, dans le mode de propagation
considéré, le lieu des positions successives du point faisant partie
d’un élément de contact quelconque dans le mouvement de cet
élément de contact. Ces trajecloires s’obtiennent donc, par I'inté-
gration du sysiéme (3), en considérant p, g comme des inconnues
auxiliaires, c’est-a-dire qu’elles sont définies par les trois pre-
miéres des équations (26). Si 'on tient compte, comme cela a
lieu dans ces équations, de la maniére dont elles sont décrites,
elles dépendent de cing constantes arbitraires; mais elles forment
seulement un systéme de o* courbes de 'espace.

On peut les définir par un systéme différentiel analogue aux
équations de Lagrange en Dynamique.

Nous introduirons a cet effet I’équation ponctuelle de la surface
caracléristique du milieu, c’est-a-dire de la surface ¥,. Soit

(4%) Q(J‘,_}’,z,x,Y,Z)=l

celte équation. Nous pouvons supposer que Q est homogéne et du
premier degré en X, Y, Z; on le montrerait en partant d'une
forme quelconque de I'équation de cette surface, en la rendant
homogeéne et en résolvant par rapport a la variable d’homogénéité,
comme on a fait, dans une circonstance analogue, au n° 4. On est,
du reste, naturellement conduit & introduire cette forme particu-
liére d’équation, parce qu’elle donne immédiatement l’éqdation
de I'onde élémentaire qui serait

(45) Q(x, y,35,X,Y,2)=dt.

Ecrivons que cette surface (44) est la méme que celle qui est
définie, en coordonnées langenticlles, par Péquation (19)

(19) “\(.1'1.773;0‘:31“():'-‘
Le plan tangent a (44), en un point quelconque

X=.’l:'., Yz_y', Z:F',



.
a pour équation
0Q J9Q 00 , 0Q , 0Q , 00

0—17+Y—+Zd—#=wﬁ+y——;+z Fyd

en posant, pour abréger,

Q= u(l’;)’{’y x":}"» zl);
etl'on a

090, 02 00
- ("z_l ydyl dzl"‘ ’

de sorte qué cette équation (46)95& simplenient

. 0Q 0Q o0
Xd—x-;-G—Y(—);—;-i—ZE;——I.

On obtiendra done I'équation (19) en posant

o Q 20
4 —_— = — LV iy
(47) = 0.1;‘” p dyl’ 1 l)}',

ct éliminant ', y/, 5’ entre (47) et
(i8) Qaz, y, 3,2, y,5")=1.

Par suite, la relation différentielle unique qui résulte de (19),
c'est-a-dire

oll oll

ol oIl oll
(49) G dz+ 5;‘1}'"-;; T

on
do+ada+d§dﬂ+;;d(=o,
est une conséquence des relations (47), (48) et de celles qu'on
en déduit par différentiation totale.
Or, en déduisant de P'équation tangentielle (19) P'équation
ponctuelle correspondante, on serait conduit a écrire les relations

,_on ol oo
(56) .Z'—-a-;) }’—-E’ z—~b_‘{-

qui sont, par suite, des conséquences de (47) et (48); de sorte
que (49) devient

ol o om, , o
(51) (Tidx+d-;dy+-d—5d~+xd1+ydﬁ+.. dy=o.
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* On tire alorss de (47)
) , , , 0rQ . ore , 010
dit+y df +3dy= (.v aior T dy'dx.-‘—z dz’dz')
T e J

+ (' ) “+y' e F4 Qe dz’
ozt T dy' o’ i)

qui se réduit, a cause du degré d’homogénéilé de Q et de ses
dérivées partielles, a
, , . 0Q o9
gdr+y df +3'dy= 54+ jdy-l—-——d‘.

Et comme c’est la seule relation différentielle en dx, dy, ds, da,
dp, dy que l'on puisse tirer de (47) et (48), elle doit éire iden-
tique a (51) si Uon tient compte des équations finics (47) et (48);
c’est-3-dire que I'on a, comme caonséquence du changement des
coordonnées tangentielles en coordonnées ponctuelles effectué,
les identités

ol o0 oIl 00 oll o0Q
(52) -+

9 5;:0, @'*7&':"* B—ze+-d—;=o.

Cela posé, le changement de variables en question se fait
immédiatement dans les équahons (15), (18), (19)- En comparant
(15) et (50), on voit qu'il n’y a qu'a poser dans les formules
précédentes

dx dy

(53) =

’

:i_t"_".ya

SR
I
L]

(Cela vésulte d’aillears des considérations géométriques du n° 2.)
Et les équations (18), comparées a (52) et a (47), donnent le

systéme annoncé.
S| .d {99\ __oa
di\oz') "oz~ ”

d (0Q 0Q
dt <b?) T =°
auquel il faut adjoindre I'équation (48)

(48) Q(z, y, 5,2, y,3)=1
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Ainsi se trouvent définies direclement les trajecloires; et, si
'on a intégré ce systéme, on en déduit le mouvement des éléments
de conlact eux-mémes au moyen des équations (47). On a donc
la une forme nouvelle des équations d’une transformation de
contact infinitésimale.

‘On peut remarquer qu’on déduit des equauons (54), en mulu-
pliant par 2/, y/, z’ et ajoutant,

d [ ,0Q , 0Q , 00 1

"—{E( '——+)’o‘7' dz)-—a—t'dﬂ.—o,
ce qui est une identité, vu I’homogénéité de Q. Ces équations se
réduisent donc, en réalité, a deux seulement.

11. Sil'on prenait I'équation de ¥, sous une forme quelconque
équivalente a (44)
(55) 8(x, y, zaxly.}/’ &) =o,
on aurait, en.raisonnanl comme au n° 4,

oQ 08 0Q 00 oQ 08

-d; =L-5;) ‘F =L:,;’ 75:'13;9
Ja _ 08 o _ 080  da_ 08
or ~ oz’ o~ oy’ 93~ oz’
L _ %8 08 06
L™ 7 o ‘ydy' P

La. premiére équation (54) deviendrait donc

i(L"_") L2 _,,

dt ox’ oxr
c’est-a-dire
dL
dio 2% T _(d1)0
dt ox' or ~ L ox' dt

On aurait donc a adjoindre a I'équation (55) le systéme

d 08 L) d 08 00 d 08 00
56 atow or_didy “dy _dio7 oz
) 08 08 08

On voit, de plus, que Ja valcur commune de ces rappoets (56)
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i‘lo z’§+ ’ﬂ;v’;‘g
dt 8\ or TV 5y T5F)

rais c'est une conséquence de 1'équation (55).

Le systéme différentiel général des trajectoires est donc formé
seulement des équations (56) et (55).

Supposons, en particulier, que 1’équation (55) soit de la forme

(57) 8 =H(z, ¥y, 32,2,y,3)—1=o0,

H étant homogéne de degré m en ', 3/, 5. On peut Loujours
faire en sorte qu'il en soit ainsi en prenant pour H une puissance
de Q. On a alors

,oH oH ,oH

r— 4y =

o7 P + 3 7= mH

et la valeur commune des rapports (56) est zéro. Les équations
des trajectoires prennent alors la forme de Lagrange

d o _ o _
dtor oz
d oH oH

(58) Tii @7 0}’ = 0,
4ot oH _
dt 03’ 9z ¢

avec la condition (57). Mais, si m £ 1, on peut supprimer la con-
dition (57). Car, en multipliant les équations (58) par z/, y/, 5’ et
ajoutant, il vient

i

d/ ,oH ,oH ,'dH) dH _ . _
3 —@w =g =

a\Cw Ty e
‘c’est-a-dire
(59) H(z,y,3,2',y',3')= h = const.

Or, remplacer dans1'équation (57) le terme — 1 parle terme —
revient & remplacer les surfaces caractéristiques W, par les sur-
faces homothétiques (avec un rapport d’homothétie conslant) et
n’altére pas essentiellement les trajectoires. D’une maniére plus
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précise, cela revient a remplacer ¢ par 2™ ¢ duns toules les équa-.
tions.

1L est clair que, si'l'on partait inversement d’un systéme (58),
oi H serait une fonction homogéne en #', y/, 3’ quelconque, on
pourrait toujours 'interpréter comme correspondant a une trans-
formation de contact infinitésimale et le ramener, par suite, 4 la
forme canonique.

12. Revenons aux équations (54); elles ne contiennent le
02 92 o0Q

9 5_" ‘W’ ;—i

en z', ', 3'; de sorte qu ‘on a, par exemple,

lemps qu’en apparence En effet sont de degré zéro

R dQ(z,y,3, dz,dy, dz)
o o(dz) ’

Q2 0Q

. 0Q
Au contraire, % o' 0

sont homogénes de degré un; et I on
‘a, par exemple,

d—gdt 0Q(=z, y, 3,dz, dy, dz)
or ox
donc, en posant, pour abréger,
(57) Q = Q(x,y, 3, dz, dy, ds),
les équations (54) s'écrivent
0 og
43z T =
00 JQ
58 92 oo _
(%5 ady) oy ="
08 de _
o(ds) 03

Et I'on voit qu’elles définissent les trajectoires, indépendamment
de la loi suivant laquelle elles sont décrites. Bien entendu, elles se
réduisent & deux équatlons distinctes seulement.

C’est ’équation (48) qui détermine ensuite la maniére dont le:
trajectoires sont décrites, car elle s’écrit -

(59) Q(x, y, 3, dz,dy,ds) = dt,
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c’est-a-dire que ¢ est donné par la quadrature

(60) t=fﬂ(.z',y, 2, dz, dy, dz).—_fb‘.

13. Les équations (58) donnent une propriété' caractéristique
dés trajectoires; elles expriment, en effet, que la variation de
I'intégrale

(61) n,-_—fn(x, 7+ 5, dz, dy, d3)

est nulle quand on se déplace sur une trajectoire; et la for-
mule (60) montre que le temps ¢ est justement la valeur corres-
pondante de cette intégrale (61).

Cherchons a interpréter 'intégrale (61) prise entre deux points A
et Bd’une courbe quelconque. 1l suffit pour cela de se représenter
cette courbe comme un canal, de diamétre infiniment petit, a I'in-
térieur duquel I’ébranlement se.propage sans (rottements. Nous
admettrons que, si I’ébranlement atteint a un instant quelconque
le point M de cette courbe, de coordonnées z, y, 5, au bout du
temps dt il atteint le point M’ de la courbe qui se trouve sur
I'onde élémentaire qui a M pour origine; c’est-a-dire que le temps
qu’il met pour aller de M en M’ est donné, & un infiniment peltit
prés d'ordre supérieur, par I'équation

Q(x,y, s, dz,dy,ds) = dt.

Alors I'intégrale (61) représente le temps que met I’ébranle-
ment a se propager de A et B en suivant la courbe considérée.

Ex les trajectoires sont les courbes pour lesquelles la varia-
tion de ce temps (quand on les déforme infiniment peu) est
nulle.

Si nous cherchons a quelle condition elles correspondent au
temps minimum, il nous faudra, suivant la théorie classique de la
variation seconde, exprimer que la forme quadratique

00 2 02 Q
5 —_— —t
(02) . dz,qe 2 ) dyl dz' n&

est constamment posilive, saul pour les valeurs de Ja forme

t=A0, 7 = Ay, I=2xz.

=
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Nous allons interpréter cette condition géométriquement.
Considérons, 3 cet effet, en un point quelconque A(z, y, z)
d’une trajectoire, la surface W, caractéristique. La tangente en A
a celte trajectoire perce W, au point P qui a pour coordonnées
(Vorigine étant transportée en A) z’, y/, 5'; car on peut supposer
que I'on a

(63) =z, y, 5, 2,y,5)—1=o0.

Le plan tangent en P a W, a pour équation (voir n° 10)

o  ,o@ 00
(6.6) xl—)?—l—\b—y—,-l—Zﬁ-——l-—O.

Cherchons la position d’un point quelconque N de W, supposé
infiniment voisin de P, par rapport a ce plan tangent. Les coor-
données de N étant 2'+ &, ' 47, 3’4+ &, il faudra chercher le
signe de

0@ e o0
@+ oy gy +(E+D5m -
qui se réduit, a cause de (63), a

. oQ a0Q oz
(63) Eax:-i—’nw—*'(ﬁ'

~ Or, le point N étant sur ¥,, on a
Q@+ Y+ 5+ —1=0,

c’est-a-dire, en développant,

0Q Q
e — 2 -
XEdz,—i— ( Edz,‘-i—n nzd_ydz>+ =0
ou encore
0Q 1 02Q 02 Q
2898 = L (2022 S )
(66) 25 =— g (20T e ) +

Si donc la forme (62) est positive, le résultat de substitution
est négatif, c’est-a-dire du méme signe que pour le point

M(X=0,Y =0, Z=0).

Les valeurs exceptées & =2nrz'; n =4y, {=12As' ne corres-
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pondent a aucun point N, car la condition
Q&'+ A2, Y+ Ny, 5+ h3') =1
se réduit, a cause de ’homogénéité de Q, a

I+A=1,
c’est-a-dire
A=o,

ce qui donnerait le point P lui-méme.

Si donc la condition analylique du minimum est remplie, la
surface ¥, a, en P, ses deuz courbures de méme signe, et tourne
sa concavité vers M.

Supposons réciproquement cette condition géoméirique rem-
plie. La forme (62) a son discriminant nul, a cause des relations
que donne le théoréme d'Euler appliqué aux fonctions homogénes

de degré zéro o8 o2 o9
8 oz’ 9y'’ 97

de deux carrés, elle s’annulerait pour deux relations de la forme

(voir n® 10). Si elle était une différence

(67) At +Bn+Cl=o0

vérifiées pour § =iz, n =21y, {=02A3', puisque ces valeurs
annulent les dérivées partielles de cette forme. Ces relations re-
présentent géométriquement deux plans passant par la droite AP
et qui, dans hypothése faite sur la forme de W,, coupent celte
surface suivant des courbes passant en P. 1l y aurait donc des
points de la surface, infiniment voisins de P, et pour lesquels, en
vertu de I'équation (66), leur distance au plan tangent en P serait
d’ordre supérieur au second. Or cela est contradictoire avec I'hy-
pothése de deux courbures de méme signe.

La forme (62) ne peut pas non plus se réduire & un carré par-
fait, car elle s’annulerait de nouveau pour tous les points d’un
plan passant par AP, et la méme contradiclion se présenterait.

La condition géométrique trouvée est donc équivalente a la
condition analytique classique:

Nous concluons donc que les trajectoires sont les courbes
suivant lesquelles les ébranlements se propagent le plus rapi-
dement toutes les fois que les ondes élémentaires sont des
surfaces ayant en tous leurs points leurs dewr courbures de
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méme sens, et tournant toujours leur concavité vers leurs ori-
gines respectives.

L’application de ce résultat aux divers cas envisagés en Optique,
serait immédiate. Il est claiv que, d’aprés la théorie du calcul des
variations, il n’est vrai qu'en général, c’est-d-dire qu’autant que
les arcs de trajectoires considérés ne contiennent pas de couples
de foyers (points-conjugués de Weierstrass). .

14. La propriété des trajectoires de correspondre a I'évanouis-
sement de la varialion d’une intégrale subsiste quel que soit le
systéme différentiel qui les définisse.

Le systéme (15) (18) (19) est fourni par la condition

(68) 8fadx+{3dy+-{dz=o,

lorsque a, {3, v sont liés par la condition (19)
(19) U@, 5,2 94 By)=1
et-que ¢ est donné par (21)
(21) dt = adz + Bdy + v da.
Le systéme (3) est donné par la condition équivalenlﬁ

‘.afdz——pdx—qdy_:o

(69) W

avec 'équation qui définit le temps, c’est-a-dire

_pdr+qdy—ds

(70) dt W

Mais ces nouvelles formes du théoréme, qui se rapprochent de
résultats exposés par MM. Yoshiye (') et E.-R. Hedrick (),
d’aprés les idées de M. Hilbert, se prétent moins bien a une inter-
prétation géométrique simple.

15. Nous insisterons, en vue des applicalions, sur la propriété
des trajectoires, relative aux familles d’ondes, qui résulte de

(1Y Math. Annalen, t. LVIL, p."183."
(?) Ann. of Math., 2° séric, t. IV, p. 141,137,



‘ < 960 —
l'assimilation de la propagation des ondes d un groupe de trans-
formations de contact. Et, pour rendre les énoncés plus concis,
nous iatroduirons le mode de langage smvant :

Soient A un pomt qnelconque, E un élément de contact de ce
pomt a cet élément correspond une trajectoire déterminée ; nous
dirons que la direction- de la tangente & la trajectoire est conju-
guée & I'élément et aussi que la trajectoire elle-méme est conju-
guée & 1'élément, Si «, B, v sont les coeflicients de direction de la
normale. 3 'élément et 7', ¢/, ' ceux de la trajecloire, les condi-
lions qui expriment que la trajectoire est conjuguée a I'élément
sont les équations (47) que uous écrirons, en supposant que a, 3,
Y ne sont ici déterminés, ainsi que 2/, y/, 3, qu'a un facteur prés,

(7) N

Nous dirons de méme que la irajectoire est conjuguée en A
a toute surface et a toute courbe admettant I’élément E pour 1'un
de ses éléments de contact. Dans le cas d'une surface, le fait
s’exprimera toujours par les équations (71), ol «, 3, y seront
coefficients de direction de k4 normale 4°la surface. Dans lé cus
d’une courbe ayant §, 7, §.pour cqefﬁcwnls de direction de sa
tangente, on aura la condition

.02 o2 . .on
(72) - Ea?-*'na?-i-c;,?—o-

Elle exprime que la tangente & la courbe est paralléle & une des
droites qui sont tangentes a Ponde élémentaire au point oir- cetle
onde st percée par la dnrecuon de la traje( toire.

On peut dés lors énoncer les faits suivants :

Si wo? trajectoires sont conjuguées & une surface, elles sont
conjuguées a oo surfaces et les arcs des trajectoires compr is
entre deux de ces surfaces correspondent a des temps égaux.

Si o' trajectoires sont conj,uguees a une caurbe, elles ;c_mt
conjuguées a o' courbes et les arcs des trajectoires compris
entre deux de ces courbes correspondent a des temps égaux.
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Ces deux énoncés résultent, en effel, de la propagation d'une
onde origine, surface ou courbe, au moyen du groupe de trans-
formations de contact considéré. Relativement au second énoncé,
on remarquera que lés o' courbes issues de la courbe donnée
sont tracées sur les ondes superficielles issues de la courbe qui
constitue I'onde origine. On remarquera aussi qu’étant données
w! trajectoires formant un systéme continu, il existe toujours une
famille de o' courbes auxquelles elles sont conjuguées; car les
coordonnées z, y, z d’un point de I'une quelconque de ces tra-
jectoires sont des fonctions de ¢ et d’'un paramétre s

(74) z‘_“f(t,’)r y=2g(4s) z=h(‘)‘)

et les courbes cherchées seront définies par I'équation différen-
tielle

oQ 00 Q
(,5) lTl"dw—f_:’?'d‘yJ._d—,«’.'dz:()’
ou z, y, 3, dz, dy, ds devront éire remplacés par les fonc-
tions (74) et leurs différentielles et o 2/, ', 5’ doivent avoir les
valeurs

,_9of - 1 o Oh
(76) =9 YT w = o

On peut enfin joindre aux deux énoncés précédents le suivant :

Les o trajectoires issues d’'un point A sont conjuguées a
' surfaces et les arcs des trajectoires compris entre A et une
de ces surfaces correspondent a des temps égaux.

Les surfaces en question sont, en effet, les surfaces ®,, dont
pous sommes partis au n° 1.

IV, — RESUME GENERAL. APPLICATIONS.

16. Les considérations précédentes peuvent se reprendre, sans
modifications essentielles, en passant de I'espace ordinaire A un
espace 4 n dimensions. Nous en énoncerons les points les plus
importants. -

XXxIv. 17
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I. Cet espace étant considéré comme rempli par un milieu, de
nature constante, dans lequel se propagent, suivant une loi déter-
minée, des ébranlements d’une certaine nature, le mode de .propa-
gation est déterminé par le systéme des ondes élémentaires qui
ont pour origines les divers points du milieu.

Cette propagation peut étre considérée comme un déplacement
des éléments de contact de 'espace, défini par un groupe de trans-
formations de contact & un paramétre. L'onde élémentaire. qui a
pour origine un point quelconque (z,, &y, ..., Z,) est le lieu des
extrémités des déplacements élémentaires (dx,, dz,, ..., dz,)
dont varie ce point, considéré comme associé successivement avec
taus ses éléments de contact, lorsque le temps varie de dt.

Son équation générale est donc de la forme

‘4

==) Q(x1,Zg,y « v+, Tn | dy, doy, ..., dx,) =dt,

Q étant homogéne de degré un en dz,, dz,, ..., dx,.

On peut également définir le systtme des ondes élémentaires
par leur équation générale écrite en coordonnées tangentielles,
qui sera de la forme

1
(78) "(xh‘l‘h---,xnIPth---aPn)=7t’
ot IT est homogéne de degré un en py, pa, ..., pa. On suppose

ici que ’équation générale d’un plan tangent, l'origine élant trans-
portée en (&y, X2, ..., Z,), est prise sous la forme

(79) X+ prXat. o+ puXp—1=o0.

On peut considérer, au lieu des ondes élémentaires, les surfaces

L. . . L e, . dx, dz,
caractéristiques, lieux des extrémités des vitesses o A )

En posant

dz dz dx ,
(80) 'd—tl'z‘z"h _Jtz:z',w ey _d—tli=xm

elles sont définies par 'une ou 'autre des deux équations
(81) Q(z‘,,.’rg,...,.z',,]x',,x’z,...,m',,)=l,
ou

(82) Nz 29 ooy Zu | p1y P2y ooy ) =1,
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suivant que I'on se place au point de vue ponctuel, ou au point de

vue tangentiel. L’équation (82) est identiquement vérifiée par les
formules

00 0Q 00
(83) pl—d_z’;’ Pz——E;,;’ ey Pn=3'z—,,;:

et I'équation (81) est identiquement vérifiée par les formules

on an ofl
A Y ) ,‘ —_——
(84) x| = dp., x, dp,’ ’ xy, apn’

et 'on doit associer a ces formules la condition

(85) P1Zy 4+ PrZy+. .o Pa®,=1.

I1. Un élément de contact quelconque aura pour coordonnées
(Z4yZ3y ooy Zn|Piy P2y -+-y Pa), Cest-d-dire que (y, Za;..,,Zn)
seront les coordonnées de son point; et (py, pa, ..., pn) les coef-
ficients de direction de sa normale. Etle groupe de transformations
de contact considéré sera défini par les équations canoniques (')
de; _ou  dp; __ ol

(86) —z':a—!—);) dt =—‘5}‘, (l=l121"'7n)'

Pour qu’elles définissent exactement la propagation considérée,
c’est-a-dire pour que le paramétre ¢ y représente bien le temps,
et non le temps multiplié par une constante, on doit y joindre
I'équation (82), ou la condition (85), qui peut s’écrire

(87) dt =P|d$|+P3d$’+...+Pnd.’lf,,.
III. Le méme mode de propagation peut se définir en cherchant
directement les oo’ surfaces qui proviennent d’une onde origine

quelconque. Une telle famille d’ondes étant représentée par une
équation de la forme

(88) t=f{z, T2y ..., Zp),

le probléme revient & chercher ¢ en fonction de 2y, ..., z,. La

() Cette forme des équations d’une transformation de contact infinitésimale

a été donnée par Lie. Voir, par exemple, Theorie der Transformations-Gruppen,
t. II, p. 263.
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formule (87) étant alors supposée représenter la différentielle
totale de ¢, la solution du probléme consiste a intégrer 1'équa-
tion (82), considérée comme une équation aux dérivées partielles.
Et, si 'on a une intégrale de cette équation, renfermant (n — 1)
constantes arbitraires essentielles, et dont aucune ne soit additive

(89) t=f(z'hxzy "'axnlah'ah"',an—l)v
intégration du sysiéme (86), (87) est donnée par les formules ()

1 9 9
(99) ‘ Pi= 5.%’ d_af/: =bi, t=/f(21,23...,%n|01,84, ..., 8n—1)+ Gn
(

( (=1,2,...,n0), (k:l,-a....,n—l).

1V. -Si, dans le mouvement des éléments de contact, on con-
sidére seulement le mouvement des points de ces éléments, on
obtient ce que I'on peutappeler les trajectoires de la propagation,
Elles sont définies direcltement par le sysieéme différentiel

0Q 0Q

(91) oidzn) " om; =° (i=1,2,...,n);

et la manié¢re dont elles sont décrites est donnée par 'équation
(92) dt =Q(x|, 23, ..., Tp|dz), dzy, ..., dz,).

Cela équivaut & dire qu’elles annulent la variation de I'intégrale
(93) 0‘=f9(.1:,,.1:,,'...,m,,]dz,;d.t,,...,dz',,).

La valeur de cette intégrale prise le long d’un arc de courbe
quelconque donne le temps que met un ébranlement a se propager
e long de cet arc. ‘ '

Enfin, si I'on convient de dire qu’uhe trajecloire est conjuguée
4 une multiplicité, si elle correspond au mouvement d’un élément
de contact de cette multiplicité, on a le théoréme suivant :

Si P trajectoires sont conjuguées & une multiplicité
a p dimensions, elles sont conjuguées a. o' multiplicités de

(*) Clest, sous l'une de ses formes, le théoréme de Jacobi. Si Von' veut faire
abstraction de la condition (87), il suffit de mauliiplier £ par un¢ nouvelle cons-
tante urbitraire, dans les formules (go); cela résulte de ce qui précéde.
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méme nature, et les arcs de ces. trajectoires compris. entre
deuzx de ces multiplicités correspondent tous.au méme mter-
valle de temps.

17. Les applicalions sont nombreuses. Consuduons d’ abord la
propagation de la lumiére dans un milien isotrope, mais non
homogéne; les ondes élémentaires sont des sphéres, c’est-a-dire

que

Q=w(z,y, 3)yz't+ y't+ 38,

Les trajectoires sont les rayons lumineux; et les conditions (51)
ou (72) deviennent des conditions d’orthogonalité.

‘D’ou le théoréme que des rayons lummeux issus d’un point, ou
normaux A une surface, sont normaux i une infinité de surfaces.
Les familles d’ondes sont les familles de surfaces orthogonales
4 une méme congruence de rayons. Ces rayons sont curvilignes,
en général. '

Si le milieu est homogéne, mais non pas nécessairement iso-
trope, Q est fonction de 2/, ', 2’ seulement; on conclut alors des
équations (58) et (59) que 2/, y/, 7' sont constants. Les rayons
lumineux sont rectilignes, et la vitesse de propagation est cons-
tante sur chaque rayon. A chaque direction de rayon est associée
une direction de plan; c'est le plan tangent a la surface d’onde au
point ou elle est percée par la direction du rayon (*).

18. Tout probléme ou intervient une intégrale de la forme (93),
dont la variation doit étre nulle, constitue une application de ce
qui précéde; et la notiorr de transformation de conlact y inter-
viendra utilement. Tel le probléme des brachistochrones; le pro-
bléme général de Véquilibre des fils; le probléme des lignes géo-
désiques. Tel enfin le probléme général de la Dynamique. Le
théoréme général sur les multiplicités et les trajectoires conjuguées
donne la clef des théorémes de Thomson et de Tait, et de leurs
généralisations. ‘

Sans insister sur les détails, examinons e cas des équations de

(') Compares : LivistaL, Recherches d’ Ophque geéométrique (Annales de
UEcole Normale, 7* série, t. IV, p. 195).
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la Dynamique. Partons des équations de Lagrange, ot nous suppo-
serons que, i la force vive 2T (zy,...,zu |2}, ..., 2,) du sys-
téme, ni la fonction des forces U(xz,, Z3, ..., 2,) ne dépendent du
temps. Ces équations sont

d T 0T U .
(94). Tt o 0w = oz (i=1,2,...,n);

et, en supposant que I’on a donné a la constante des forces vives
une valeur particvliére, on peut écrire I'équation des forces vives,

qu’il faut joindre a (94),

Au moyen de cette équation. nous allons éliminer le temps des
équations (94). Posons

T= T (@1, 2y ooy 75| doy, dexy, ..., dxy),

et nous écrirons (95) sous la forme

T:Udt’,
c’est-a-dire
T
(96) dt = —0-=S(z‘,...,,xn|dx,,...,d.z‘,,).
Donc

T = T JT 1 JoT ?.."_‘__',ﬁ

= s m_gd .l‘," ox; St ox;
Par suite

0T _l a(US?) U 29S _QO(US)
S oddx; =1 ddxi_ dd:n’
dT 1 0(US?)
S‘ ox; ;

et les équations (94) deviennent

o(US) 2. 05 oU _oU .
SdT—gU—E_-d_ﬁ—d—a;; (z-n,z,...,n),

ou enfin, en posant,

(97) 2 = 2US = 2y/UT,

02 - 99

o(dz;)  oxy 0 (f=1,2,...,n)
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Et comme Q est homogéne de degré un par rapport aux différen-
tielles, c’est un syst¢éme de la forme (g1), ot Q a seulement la
forme particuliére '

(98) - Q=2yU(xy, .., Zn) T(24, e, Zn|dzyy ..., dzy),

caractérisée par ce fait que T est une forme quadratique définie
positive des différentielles.

Cette fonction Q est 'action élémentaire du systéme; et nous
arrivons ainsi, par un calcul classique, au principe de la moindre
action. Mais Q a pour nous une autre signification : I’équation
Q = d= définissant le systéme des ondes élémentaires d’un mode
de propagation d’ondes, dans lequel les trajectoires sont les mémes
que celles du mouvement dynamique considéré. Seulement ce qui
correspond au temps T du mouvement ondulatoire, c’est 'action
du mouvement dynamique.

En d’autres termes, les trajectoires de tout probléme de dyna-
mique sont identiques a celles d’un groupe de transformations de
contact & un paramétre; mais le paramétre canonique de ce¢ groupe
est, non pas le temps ¢, mais I'action

(99) T = jvﬁ

du probléme de dynamique.

Il résulte de ce qui précéde qu'en gardant cette action pour
variable indépendante, on pourra ramener l'intégration du pro-
‘bléme a celle d’un systéme canonique (86), ou d’une équation aux
dérivées partielles (82). Il faudra ensuile déterminer le temps par
la quadrature

(100) t=—;- %—T,

qui provient des deux formules

dl=\/g’ dt:‘lVUT.

Comparons le calcul avec celui d’Hamilton. Nous aurons, pour
arriver a P'équation (82), a éliminer x|, ..., z, des équations
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homogeénes de degré zéro (83), c'est-a-dire
. T 4T .
(1o01) Pi:\/T"&?{ (i=1,2,...,n)

Dans le calcul d’Hamilton, pour arriver & I’égquation aux déri-
vées partielles de Jacobi,

.

(102) H(xy, ey vo oy @n| p1y«oes Pn) =0,

il faut éliminer 2}, ..., z, entre les équations
T .
(103) ) ”=3§.?’ T—U=o (t=1,2,...,n).

Or, on déduit de ces équations les équations homogenes (101).
L’équation (82)
(104) O(&yy ...y@n| P1y ooy Pn)—1=0

est donc équivalente A 'équation (102) de Jacobi-Hamilton (*). Et,
si 'on écrit (102) sous la. forme

H+U—1—-o
U - ]

le radical qui y figure étant homogéne de degré un, on a identi-
quement

(105) H.E\/{J—l‘ +1.

Quant & notre systéme canonique

dr; _Jll c_l& _o:n

(106) -2;—5;;;) e —-—b-x—: (i=|,z,...,n),

pour en déduire le systéme de Hamilton, il faut faire intervenir,
non seulement la forraule (100), mais encore ’équation des forces
vives H = o. Le calcul résulte immédiatement de la formule (105).

Remarquons enfin que cette formule (105), qui donne la fonc-
tion caractéristique de la transformation de contact infinitésimale,

(1) Cest l¢ fait constaté par Lie, dans le cas particulier du mouvement d'un
point matériel (Leipsiger Berichte, t. XLI, p. 145).
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peut s'écrire

(107) n =\/%,

en désignant par © la forme adjointe de T, ou plus exactement ce
que devient T par le changement de variables

oT .
(108) Pi= 5o (t=1,2y...,n).
7 ‘



