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SUR CERTAINS GROUPES D'ORDRE p™g”;

Par M. J. pe Stcuien.

Dans la recherche des groupes d’ordre p™gn (p, ¢ premiers)
pour les premiéres valeurs de m et de n, un cas s’impose de suite
a 'attention : c’est celui ou le groupe considéré G contient nor-
malement un g, abélien principal (') A, aucun ey n’étant per-
mutable a tout élément de A.

C’est ce cas et un autre cas voisin que je vais considérer.

1. B étant un gy quelconque de G, on a G = AB, et comme B
divise ici le groupe L(m, p) des isomorphismes de A (2), G divise
I’holomorphe K de A. Je supposerai K, L, et B pris sous la forme
de groupes concrets de substitutions linéaires, en sorte que G est
complétement déterminé par B (tout systéme de générateurs réels
de B joint & une base de A forme un syst¢éme de générateurs de G
sur lequel on lit les équations du groupe). Soient ¥ un systéme
de générateurs de B, (W) I'ensemble des conjugués de ¥» dans L;
wh, W', ..., des systémes de générateurs de B non conjugués dans L.
Jappellerai I'ensemble (W) + (W) +... la catégoric des sys-
témes des générateurs de B. Si b parcourt un systéme de repré-
sentants des calégories des divers go» de L, [A, ¥h{ fournira tous
les types cherchés chacun une fois, car deux gg distincts de L ne
peuvent étre formés des mémes isomorphismes dé A avec lui-
méme.

On remarquera que, 'ordre de B étant premier a p, la forme
canonique d’un élément quelconque de B est complétement déter-
minée par la fonction caractéristique de cet élément.

(1) Je me servirai de la méme terminologie et des mé¢mes notations que dans
mes Eléments de la théorie des groupes abstraits (Paris, Gauthier-Villars, 190} ),
auxquels je renverrai par la letire E.

(?) Cf. HoLDER, M. A., t. XLVI, 1895, p. 325. Le groupe L(m, p) est le
groupe des substitutions linéaires (mod p) & m variables. Sur ce point et sur la
définition de I’holomorplie, voir MooRrg, S. M. A., t. II, 1895, p. 33; IIGLDER,
loc. cit., ou BURNsIDE, Theory of groups, p. 213, 218.
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2. doit désormais B = | b} cyclique. On sait construire a priori
toutes les formes canoniques de b. Cherchons les b8 ayant méme
forme canonique que b. Si (b) = (bF) (B est alors premier a ¢),
on a évidemment (6%) = (b82). Si donc (b) = (bB) = (0F'), on a
(6)=(0P#). Donc B,f', ... forment un groupe B, qui divise
le go(4") engendré par une racine primitive o de g%. B, est donc
cycligue; soit By={B{. (By, 1) = & est 'ordre de 8 modg~. (4%),
(bB=), ..., (68*'7) coincidant quel que soit z, les o(g") classes (b7)

ol z est premier 2 ¢ coincident 3 a 3 et les ?(g”) classes distincles

se réunissent en une calégorie. Supposons que ¢~ soit diviseur
propre de pi—1 ({=o, ..., n; ro=r). Les facteurs irréduc-
tibles de la fonction caractéristique A; de b appartiendront chacun
a un des g7~ Soit p; le nombre des facteurs irréductibles appar-
tenant a 'exposant g”~* (ils sont Lous de degré r;), p;s le nombre
de ceux qui sont de multiplicité s que je désignerai par Py, ...,
Pigp,,. po=pseraZ1 et pp=m— 337" pir: est le nombre des fac-
teurs lincaires de racine 1. Si § est une racine de Py, et &' de Py,
(¢'5£ ¢t), & sera, pour z premier & g, de méme ordre que § et dis-
tinct de §'%, car, si zz'=1 modq”, I'égalité Er=1E* (je sous-
entendrai toujours le module p) élevée a la puissance =’ donnera
§=¢. Les nombres r;, p; sont donc les mémes pour b* que
pour b, et Uon pourra dire que G, b, (b), A5, B appartiennent a
la répartition (pory Pozy +++3 Prry P12y ++.) (lorsque les p;s seront
donnés, je supprimerai dans la parenthése ceux qui sont tous nuls
a partir d’un certain rang).

B, étant formé de tous les x mod g” tels que (b7) = (b) ou
A .= A4, 4 chaque z de B, répondra unc substitution (s, 57) des
racines 5 de A;. Donc B, est isomorphe au groupe B, = {(3, b))
etl'on peut définir 3 et 8 par la condition que (s, 5B) soit une
substitution d’ordre mazximum & conservant As. Je dirai que o
estl'indice de Ay. Sizappartienta 'exposant g4, le cycle de (5, 58)
ouil figure est (3, 58, ..., 5% 1), §; étant Pexposant auquel appar-
tient B mod ¢~ [o; divise 8;_, et ¢,= o divise p(q")]. Si B* est
la premicre puissance de 3 qui soit congrue mod ¢*~/ a une puis-
sance de p, (3, 58) permute Py, ..., Pigp, par cycles de w;; donc
w; divise pjs, pis divise 6, cL le plus petit commun multiple & des w;
divise celui des 2 ct celui ¢ des 8;. 37 est la premiére puissance
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de B congrue mod g" & une puissance de p, et (3, z8)® est la
premiére puissance de (3, 38) qui ne permute pas les P;,. Donc
(3, 28)®” =1 et & divise mr. On remarquera que B, devant con-
tenir {(, zP)}, & est multiple de r. Si & = kr, (3, 5B)* est d’ordre r;
donc Bk est d’ordre 7 mod ¢* et est par suite une puissance de p
(B4 n’a qu’un diviseur d’ordre r qui est {(3, 37)|). Donc k est mul-
tiplede m et d =wr.

Soit ns le nombre des fonctions caractéristiques d’indice &
répondant & une répartition (poy, -..). Le nombre N, . des types
de G répondant a la répartition sera 33 %-

3. En particulier la répartition (1) donne lieu a ?—(:{;‘)fonctions
caractéristiques. Si 7 > 1, on peut supposer  esl, pour chacune
d’elles, = p mod ¢*, et comme p est d’ordre 7 mod ¢g*,ona d=r,
d’ott N;=1. Soit donc § d’ordre g* dans Cpr el ==, ' ;0.
Sin=u,

o= (—1)r-1 0}:‘5_""= (—r1)r-1

(g, diviseur propre de p”— 1, divise Z;' p;). La forme canonique
générale de b répondant a la répartition (1) est

| yi=0Wysyi=y;] (=0, ccc,r—1;,J=7ry ccoy m—1);

yi est une fonction des variables réelles a coefficients dans Cpr,
yj une fonction des variables réelles a coefficients dans C,. Si
yi=S"0% 2, yj=w;, la forme canonique réelle qui s’obtient
en prenant les z pour variables est

-l = - =
b =&y = Tpy, T; = Ty + XUTr—y, Tj= ;|
(=1, ..,r—Gj=r ..., m—i).

Les substitutions
ar=|Zh=as+1,2i=x;] (@, hk=o0,...,m—1;i%k)

engendrent A, et les équations de G s'obtiennent en adjoignant a
celles de A

b1"=1, b1a)b = apyy (h=o, ..., r—12),

btar 1 b=T"1a%, brlatb=a; (k=r,...,m—1).
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Comme ces équalions sont vérifiées par des substitutions engen-
drant effectivement un gymgr, on est assuré a priori qu'elles défi-
nissent bien un gymge (£., 18). Il est clair que { b n’est primaire ()
que si r =m, et le groupe G correspondant divise le g =,»_, de
Mathieu. On voit d’ailleurs que, pour la répartition (1) (r < m),
G est le produit direct d’'un diviseur du gpr(,r_,) de Mathieu par
un groupe abélien principal. Ces résultats complétent ceux obte-
nus par MM. Miller et Moreno sur les groupes dont tous les
diviseurs sont abéliens (Transact. of the Am. math. Soc.,
t. 1V, 1903, p. 398).

4. Soit n=1 et p = 2. Considérons d'abord la répartition (2).
Elle donne lieu a - 2—! (g—':-'- —_ 1) fonctions caractéristiques de
2 r r

la forme A= PP, P et P’ étant distincts, irréductibles, de degré r.
Sir>1, gestici > 2. Sir=1 et ¢ =2, lenombre des fonctions
caractéristiques est 1 et il n’y a qu’un type dont on trouvera les
équations au n° 5. Soit donc ¢ > 2 et p = g"mod g, g étant une

. o e __q—1 . . St I
racine primitive de q(n._. — ) On sait @ priori que 8=1

ou 2r. Cherchons dans quel cas § =2r. Alors B? est de la

forme g™, = étant premier 4 1 et pris mod r. © ne peut pas étre
T

impair, car r et T seraient pairs et 8 =t p* serait une puissance

dep (— 1= p*mod q). Soit donc = = 2%’ et d’abord r pair =2/’.

Alors — 1= p” mod ¢ et les racines de tout polynome P ou P’

sont deux & deux inverses 'une de I'autre. De plus < est impair,
T

sans quoi B = p* serait une puissance de p. En remplagant au

besoin 8 par B% (75, =1mod r) on peut supposer que 3?= g™ et

que B = g™. Alors (3, 58) est bien d’ordre 27 et pour chaque P il

. . —1_ =
y a un seul P’ ayant les racines 58, c’est-a-dire que PP'a q” =3

déterminations pour lesquelles 8 = 27. Soit maintenant 7 impair.
En changeant aa besoin 7 en 7 -+ r, on peut supposer 7 pair = 2'.
Alors = — p¥, P’ est déterminé par la condition que ses racines

(') JORDAN, Traité des substitutions. p. s1o.
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soient les inverses de celles de P et il y a encore 1; fonctions PP’
telles que & =2r. Donc si p est non carré mod g (alors = est
impair donc r pair), 8=r; n,= in(n-—:); Ny= %‘:_'

. , o T
Si p est carré mod g (alors = est pair),8=r ou 2r; nyy= >

1 T _ = qg—1.
= - 0 — — e TT e 0 .
ny 2-ﬂ:( 1) : 5 m; N, "

Soit par exemple 7 = 1. En remplacant au besoin b par une de
ses puissances, on peut toujours représenter la catégorie de b par

’ .
b= | o) = azy, ¥} = dzy, 2;= ;| (=2 ..., m—1; A1 mod q),

« élant une racine primitive arbitraire de a?=1. LesZ

lypes
s’obtiennent alors en faisant parcourir & A un systéme de valeurs
52 1 mod ¢ dont aucune ne soit inverse d’une autre mod g; car,
pour que by et by appartiennent a la méme catégorie, c’est-a-dire
pour que b} soit conjuguée de by dans L(m, p), il faut et suffit
(si X ¥ mod ¢) que a*=o¥, a*=a ou que AN'=1mod g. De
la les Lypes

3
al=bi=1, aa;=a;a; b-lajb=af, b-lajb=a%, blab=ap;

(6, j=0y ceo,m—1; h=2, ..., m—1).

La répartition (o, 1) donne de suite Ny ; =1. Les équations du
type correspondant se déduisent des précédentes en y faisant A=1.

5. Considérons pour 7 = 1 larépartition (pgy, -++, Pov) - 25 D€ sera
#Zoquesi:i1°®8divise poy =13, ..., py="~y8 et o(g")=Q =X 3;
2" on peut ranger gpos_ Po=2 des Q nombres 3 appartenant a
I’exposant g* en séries de 8 termes, la ii*™ étant 3, 38, .. ., n?‘_‘.
Alors on pourra prendre pour les poy Py, les racines de &, quel-
conques de ces séries, puis pour les po2 Poue celles de &, quel-
conques des séries restantes, etc. l.e nombre

(K) K—#h _ K!
hy ha )_ hylhy!...

des déterminations de A; ainsi obtenues, est 2 ng (car on peut
sculement affirmer que ces A ont pour indice un multiple de ¢);
il est égal a 5 si ¢ est le plus grand commun diviseur des py, ct
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de Q; si ce plus grand commun diviseur d est premier, & prend les
Qo
Pot !Po’! oo
A chaque choix des 3; répondent une forme canonique de b et

des équations de G qui s'écrivent immédiatement. Mais il est plus
simple encore de former 2 la fois tous les types répondant a une
valeur de p. La forme canonique générale correspondante de'b est
| & =0izi, zj=xj| (=0, .., p—15] =py ceey m—1; ;£ 1).
Les types de G qu’elle détermine sont

seules valeurs 1, d, et n, = — ng.

alh =br" =1, apar= aia;, b1a;b = a?‘, b-1a;b = a;

(hyk=0, ..., m—15i=0, e, p—1;J=p, ..., m—1).

On peut prendre 8;= (£ 1), « étant une racine primitive arbi-
traire de a?"=1, Ag=1 €t A. ..., A,_, parcourant des valeurs
telles que, dans deux des sysiémes a, oM, ..., ale—~, les exposants
n’aient jamais de valeurs proportionnelles mod g7, quel que soit
P'ordre ot l'on prend les aX.

6. Cherchons enfin les g,ms» G ayant un g,m normal A de
Sigure (1) (11...1) et un gg cyclique, lorsque G/D (D étant le
central de A) répond a la répartition (1) pour r=m —1.

m étant impair (£., 143), soit m = 2v +1. G aura des équa-
lions de la forme (£., 144, 145)

aP=j1"=1, cl=at,, di=an, cj=d}=1 (h=12, ..., v),
CiCp= CkCiy d;dr= did;, c;dg= dicy, citdic;=dia
(L k=1, ...,v;i# k),
Jlaj=af,  jleij=ahcMidfu,  j-dj = al‘s[l,c]"d?“;
si p>2, e=o0,1, 7 =0; si p=2, e=7n=0,1,

les «, B, v, 8 satisfaisant aux conditions suivantes :

£ et le déterminant A des z, B, ¥, 8 sont £ o,
Zj(apl— Byyx)=o0 si =k, =t si i=k,
(i — Bienju) = 24 (Yji8— 3jey k) = 0,
et, en observant que M,c3#df par exemple est égal a

nin—1 Q..
a—-’———i Xki ﬁh "‘-C’L’,zh d’;;’k'

oL k=1, ...
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et que, si p = 2, tout nombre z est = z?,

(2) si p>2 et e=1, ay=§ au=o0, yu=o0, A>1, i1,

. o e sii=1
(3) si p=2a, ZSiapBru+ce(a}s+ Ph)=Siyribrit+e(y};+ 8= o si i>lj
Ce sont les conditions d’automorphisme, etc. (£., 19). Un calcul
direct montre que, d’aprés (1), A2= £,

7. Pour Dintelligence de ce qui va suivre je présenterai d’abord
sous une forme particuli¢re des résultats dus 4 M. Jordan ( Traité
des substitutions).

Remplagons un instant I'équation j7"=1 par j*=1 et consi-
dérons j comme un isomorphisme de A avec lui-méme, remplagant

a par at=da, ¢ par aNIl;cidPi=akc],

d; par abillclidd = awd;.

On aura les équations de {A, j{. Or le groupe des substitutions
|Deiy Dd;; Dci, Dd;| (D={a}) qui représente I'action du
groupe J des isomorphismes de G sur G|D est le groupe H des
isomorphismes contragrédients de G (HoLper, Burnsioe, loc. cit.)
et divise le groupe L(2v, p) des isomorphismes de G| D. G |D est
isomorphe au groupe € des substitutions | z;, ¥&; Zi+ g, Yk + kx|
et H a celui § des substitutions

(4) s= |z, yi5 Si(auze+ ik yi)s Ze(Pixe+ S yk) |-
Un calcul direct montre d’aprés (1) que
8'= |z, yi; el 2w+ Y ya)s Za(PuziSixya) |

vérifie ss'=1 toujours et seulement si )= 8, EYj=— Yair
EBix = — B, £8}, = axi. Les conditions (1), (2), (3) écrites pour s
donnent donc les conditions suivantes respectivement équivalentes
en vertu de (1) :

21(1,’/3‘-/— @i/‘{kJ)EO si Kk, =t si (=k,
(i Buj— Bijanj) = (8170 — Sij1ey) = o,
(2") si p>2 et e=1, Sy =¢§2, Sn=o, Yu=o, h>1, 21,

(')

b Jok=1, ..., v,

e sii=1,

(3) si p=n», E‘AY‘-/‘.SM-{- s({i?;+8,’,) =3 ik + s(a?l+’{1’1)—=‘ o sii>t
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Comme (1) donne, d’aprés (2), 8,,=1, (2') montre que §2=1
(lorsque p est > r et e =1). La condition (1) ou (1’) qui dérive
des équations de A est nécessaire et suffisante pour que I’exposant
F = 2;(X;y:— Y:z;) de a dans I'un des commutateurs de II;c7dY,
I;clid}t garde sa forme (modp) au facteur § prés lorsquon lui
applique la substitution s (opérant sur les X;, Y; comme sur
les z;, y:). Si s multiplie F par§, s~ multiplie F par §~1. Si p > 2,
(2) ou (2') qui dérive des équations de A est la condition néces-
saire et suffisante pour que le carré z} de I'exposant de a dans
(;cjidy)P garde sa forme (modp): si p =12, (3) ou (3') est né-
cessaire et suffisante pour que I'exposant Z;z;y;+ ¢(z} + y?) dea
dans (IIcjid)? garde sa forme (mod 2).

On voit donc que les substitutions s vérifient (1) ou (1’) quand
E(z£ o) et les coefficients sont dans un C; (® = p™) formant un
groupe J(2v, ). Clest le groupe linéaire abélien général
quand § reste indéterminé. Son diviseur relatifa § =1 est le groupe
linéaire abélien spécial 4, (2v, ). Lorsque p =2, le diviseur
Bo(2v, ) de & vérifiant (3) ou (3') pour e =o est le premier
2 [} (m2— 1) 2!

V(Y1)
Dickson, Linear groups). Le diviseur §4(2v, =) de & vérifiant (3)
ou (3') pour e =d, d rendant 32+ z + d irréductible dans Cg
2IY (w3 — 1) w2

wV(nV—1)
(1bid.). Pour p > a, le diviseur de & qui vérifie (2) ou (2') sera
désigné par X (2v, ).

groupe hypoabélien d’ordre (Joroan, loc. cit.;

(E., 45) est le second groupe hypoabélien d'ordre

8. Revenons maintenant au groupe G du n° 6. On voit comme
au n° 1 que G divise 'holomorphe K de A. Supposons que la
substitution (4) corresponde a I'élément j du n°® 6. Cette substi-
tution appartient alors, pour p > 2, & &(2v, p) ou a K(2v, p),
pour p =2, & §o(2v, p) ou a §,(2v, p). Par hypothése la fonction
caractéristique ©(z) de s est irréductible. Donc, si p>2, il
faut ¢ = o, sans quoi, d’aprés (2), o(3) aurait le facteur 1 — 3;
nous retrouverons d’ailleurs ce résultat tout 2 Pheure. Il faudra en
outre que g* soit diviseur propre de p?—1, en sorte que g”
divise p*+1. Donc, si p =2 et v =1, ¢g"=3 divise l'ordre de §,
et non celui de §, c’est-a-dire que s est dans §y et que e =7, =1.

S
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G | D n’ayant qu’un type déja trouvé (2), on pourra, par un chan-
gement de générateurs, ramener les équations de G a la forme

ar=jr"=1, c?=av, df=a’, cilac;=d;' ad;= a,
cien=cncr, didy=dpd;y, cidp=duc;, ci'dici=dia, j-laj=at

(G h=1, ...,v).

‘ J ‘-'cj = a%’0¢+£; J"doj. = a)“'“dc-o-h

5
) | j ovj =ardy, jdyj = adwe®. . ctd. . di

(6=1....,v—1),

0% — =™ 14,0/= f(0) étant irréductible dans C, et appartenant a
I'exposant g”. Les conditions (1) donnent E =1, ag=1 (siv=r,
elles donnent seulement § = — a,; mais alors — a,=0'+? el ¢g"
divise 1+ p)et, siv>1, oy y=...=aa_y=o0. Si p>1, ousi
p=2avecy>1, les conditions (2) et (3) donnent ¢ = o et, sauf
siv=1 avec p>1, 2y=...=a,_y=o0. Donc s est dans A, si
p>2etdans §, si p=12 avec vy>1. Si p=2avecvy=1,0na
vu que e =1 et que s est dans §,. En prenant c;a%i pour ¢; et d;a®wi
pour d;, M est remplacé par M+ Exx— 2pyy (K =1, ..., 2v—1)
et Ay par hgy+ Exgy— IV 'a;z;,,. Les équations obtenues en
annulant ces quantités mod p déterminent x,, ..., Z;y en fonction
de z,, puis z, par une équation linéaire ou le coefficient de z,
est f(E) = o ( fest irréductible). On pourra donc supposer nuls
Ay «oey Aaye Si p>a, 0usi p=2a avec vy >1, on sait a priori
(E., 144, 148) que A n’a que des ¢,; donc v;= 8;= 0. Au con-
traire, si p = 2 avec v=1, A a des ¢, en sorte que les v;, 3; ne
peuvent pas étre tous nuls. D’ailleurs (5) montre que ¢y, ..., ¢,
dy, «.., d, sont da méme ordre; donc y;=8;=1. Ainsi on n'a
qu’un type pour p2 a2, et ce type n'existe que s'il y a un poly-
nome irréductible de la forme 92— al"—1 appartenant &
Uezxposant g" mod p (il faut d’abord pour cela que g soit divi-
seur propre de p* —1).



