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SUR CERTAINS GROUPES D'ORDRE pmqn\

Par M. J. DE SÉGUIER.

Dans la recherche des groupes d'ordre pmqn (p^ q premiers)
pour les premières valeurs de m et de 71, un cas s'impose de suite
à l'attention : c'est celui où le groupe considéré G contient nor-
malement un gp^ abélien principal ( < ) A, aucun e^") n'étant per-
mutable à tout élément de A.

C'est ce cas et un autre cas voisin que je vais considérer.

1. B étant un gy" quelconque de G, on a G == AB, et comme B
divise ici le groupe L(m,/?) des isomorphismes de A(2), G divise
l'holomorphe K de A. Je supposerai K, L, et B pris sous la forme
de groupes concrets de substitutions linéaires, en sorte que G est
complètement déterminé par B (tout système de générateurs réels
de B joint à une base de A forme un système de générateurs de G
sur lequel on lit les équations du groupe). Soient ilb un système
de générateurs de B, (ifc) l'ensemble des conjugués de ifc dans L;
ilî», irt/, ..., des systèmes de générateurs de B non conjugués dans L.
rappellerai l'ensemble (•HS>) + (iH/) +.. • la catégorie des sys-
tèmes des générateurs de B. Si ift» parcourt un système de repré-
sentants des catégories des divers gy" de L, jA, irt>| fournira tous
les types cherchés chacun une fois, car deux gyi distincts de L ne
peuvent être formés des mêmes isomorphismes dé A avec lui-
même.

On remarquera que, l'ordre de B étant premier à /?, la forme
canonique d'un élément quelconque de B est complètement déter-
minée par la fonction caractéristique de cet élément.

(') Je me servirai de la même terminologie et des mômes notations que dans
mes Éléments de la théorie des groupes abstraits ( Paris, Gauthier-Villars, IQO'J ),
auxquels je renverrai par la lettre E.

(2) C/. HÔLDER, M. A., t. XLVI, 1895, p. 3a5. Le groupe L(m, p) est le
groupe des substitutions linéaires (mod /?) à m variubles. Sur ce point et sur la
définition de l'holomorphe, voir MOORE, S. M. A., t. II, i8fp, p. 33; UOLDER,
/oc. cit., ou BURNSIDE, Theory of groups^ p. •?i3, •j-i8.
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2. ooil désormais B === } 6 j cyclique. On sait construire a priori

toutes les formes canoniques de b. Cherchons les 6P ayant même
forme canonique que b. Si (6)==(6P) (gi est alors premier à y),
on a évidemment (b») = (6P^). Si donc (6) == (&P) = (&?'), on a
(b)={bW). Donc (i, (i', ... forment un groupe Bo qui divise
le gy(y") engendré par une racine primitive a de q'1. Bo QSt donc
cyclique; soilBo=[p|. (Bo, i )==Ses t l'ordre de p modq". (b^),
(b^), ..., (b^-^) coïncidant quel que soit a-, les ©(y") classes (b^)
où a? est premier à q coïncident 8 à 5 et les <?{9n) classes distinctes

se réunissent en une catégorie. Supposons que q""1 soit diviseur
propre de /^—i (<==o, ..., n\ ro=r). Les facteurs irréduc-
tibles de la fonction caractéristique A^ de b appartiendront chacun
à un des q^1. Soit p, le nombre des facteurs irréductibles appar-
tenant à l'exposant q11'1 (ils sont tous de degré r,), p,, le nombre
de ceux qui sont de multiplicité s que je désignerai par P/,,, ...,
P^p... ?o= p sera ^i et p,,== m — S^-1?,/-, est le nombre des fac-
teurs linéaires de racine i. Si ç est une racine de P^ et ç' de P^'
{t1^. ̂ ), ̂  sera, pour x premier à y, de même ordre que ç et dis-
tinct de ç'^, car, si xxl==\ modq'1, l'égalité ^= ̂ x (je sous-
entendrai toujours le module/?) élevée à la puissance x ' donnera
S=S'. Les nombres /'„ p/j sont donc les mêmes pour bJC que
pour &, et Von pourra dire que G, &, (6), A^, B appartiennent à
la répartition (poi , po2, • • • ; pu, p » 2 , • • . ) (lorsque les p/, seront
donnés, je supprimerai dans la parenthèse ceux qui sont tous nuls
à partir d\in certain rang).

Bo étant formé de tous les x mody" tels que (bJr)=(h) ou
A^==; AA, à chaque x de Bo répondra une substitution (^, z^) des
racines s de A^. Donc Bo est isomorphe au groupe B, = S(^, ^P){
et Von peut définir ^ et 8 par la condition que (:?, ^P) soit une
substitution d'ordre maximum 3 conservant A^. Je dirai que 3
e^\.V indice deA^. Si z appartient à l'exposant^-', le cvcle de(-;, ̂ ?)
où il figure est (s, 5?, ..., <sP8* l), 3, étant l'exposant auquel appar-
tient pmod^-' [3, divise 3/., cl 3o= 3 divise ©(y7')]. Si ^•)t est
la première puissance de j3 qui soit congrue mody^à une puis-
sance de/?, (s, ̂ ) permute l\,i, ..., P/^ par cycles Je (.)/; donc
(o/divise p/^, p/, divise 3/, et le plus petit, commun multiple TO des (Q(
divise eclui des p/.ç cl celui 3 des 3/. p" est la première puissance
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de (3 congrue mod y" à une puissance de /?, el (<s, ^P)° est la
première puissance de (2, sft) qui ne permule pas les P^. Donc
(s, ̂ P)07^ i et 8 divise wr. On remarquera que B| devant con-
tenir S(<s, zPy^ 5 est multiple der. Si 8 ==ÂT, (5,-sP)* est d'ordre r;
donc [3* est d'ordre r mod y" et est par suite une puissance de p
(B, n'a qu'un diviseur d'ordre r qui est j(5, zP)\). Donc k est mul-
tiple de rs et 3 == w/\

Soit /i$ Je nombre des fonctions caractéristiques d'indice 8
répondant à une répartition (pon •••)• Le nombre Np .̂. rfe5 (y/?^
de G répondant à la répartition sera S$ ^ .

3. En particulier la répartition (i) donne lieu à * - fonctions
caractéristiques. Si T'>I, on peut supposer j3 est, pour chacune
d'elles, = p mod y", et comme p est d'ordre r mod q1^ on a 8 == r,
d'où N < = = i . Soit donc 6 d'ordre q'1 dans Cpr et 9r=S;~<a(0<.
Si 7l == 15

ao = (— i)^-1 e^"*^ = (--1)^1

(y, diviseur propre de^— i, divise S^"1/?,). La forme canonique
générale de b répondant à la répartition (i) est

\yli=^iyi\y'j^yj\ (1=0, ..., r—i ;y==r , .,., w—i);

yi est une fonction des variables réelles à coefficients dans C^r,
yj une fonction des variables réelles à coefficients dans Cp. Si
yi-==- S^~16^*.rJ^,yy==»z•y, la forme canonique réelle qui s'obtient
en prenant les x pour variables est

b = j a?o = «o^r-i» a'1- = a -̂i 4- a^a^i, a-y = vj \
(t=i, ..., r— i ; y= r, ..., w—i) .

Les substitutions

a^= |a?Ii=a?A+i, a^==;r<| (i, ^ = o, ..., w—i; i ̂  À')

engendrent A., et les équations de G s'obtiennent en adjoignant à
celles de A

6r=i, ^aA^ffA+t ( A = = o , . . . , r—a) ,
^-* a^-i ô = n;-1 a»*, 6-< a^^ = ai, (k == 7-, . . . , m — i).
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Comme ces équations sont vérifiées par des substitutions engen-
drant effectivement un g;»"v, on est assuré a priori qu'elles défi-
nissent bien un gp^q» (£,, 18). Il est clair que \b\ n'est primaire^)
que si /•=== w, et Je groupe G correspondant divise le g/»11*^"1-!) de
Mathieu. On voit d'ailleurs que, pour la répartition (i) {r <. w),
G est le produit direct d'un diviseur du gp^p^) de Mathieu par
un groupe abélien principal. Ces résultats complètent ceux obte-
nus par MM. Miller et Moreno sur les groupes dont tous les
diviseurs sont abéliens (Transact. of thé Am. math. Soc. y
t. iv, 1903, p. 398).

4. Soit n = i et p = a. Considérons d'abord la répartition (2).
Elle donne lieu à s- ^""I ( ̂ l — i ) fonctions caractéristiques de

la forme A&== PP', P et P' étant dislincts, irréductibles, de degré /••
Si r >• i, q est ici > 2. Si r == i et q = 2, le nombre des fonctions
caractéristiques est i et il n'y a qu'un type dont on trouvera les
équations au n° 8. Soit donc q > 2 et p =s g^ mod y, g étant une
racine primitive de q(n=q-:=L~\• On sait a priori que 8==r

ou 27'. Cherchons dans quel cas 8=27'. Alors p2 est de la
forme ̂ w, T étant premier à /• et pris modr. TC ne peut pas être

^
impair, car /• et T seraient pairs et p =s±: p1 serait une puissance

de/^—isEs/?1 mod y). Soit donc TC == 2îc' et d'abord r pair = 2/<
Alors — i s p ^ m o d q et les racines de tout polynôme P ou P'
sont deux à deux inverses l'une de l'autre. De plus T est impair,

T

sans quoi 8==/^serait une puissance de /?. En remplaçant au
besoin jî par ̂  (rr, == i mod /•) on peut supposer que ^ESS g^ et
que P s== ̂ < Alors (5, 5?) est bien d'ordre 27- et pour chaque P il

y a un seul Payant les racines <5P, c'esl-à-direquePP'a q^1 = ^
déterminations pour lesquelles 8 == 2/\ Soit maintenant /• impair.
En changeant aa besoin T en ï4- ̂  on peut supposer T pair = 2-c'.
Alors (3==—/^, P' est déterminé par la condition que ses racines

( * ) JORDAN, Traité des substitutions, p. 110 .
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soient les inverses de celles de P et il y a encore- fonctions PP'
u 2

telles que 8== 2/\ Donc si p est non carré mod y (alors v. est
impair donc r pair)^ S== r, Ur= ^ ? t ( w — i ) ; N2===^—;———'

Si p est carré mod q (alors TC est pair)^ 8 === r ou ir\ 71^== ->
I / \ w <Jtî 1VT y — l '^ = = ^ T C ( T C — i ) — ^ = - ^ — - n ; ; N.,==^-.

Soit par exemple r === i. En remplaçant au besoin b par une de
ses puissances, on peut toujours représenter la catégorie de b par

^= |a^=ad?o» y\=-9>3!^x'i=Xi\ ( t=a , ..., w — i ; \yàï mod y),

a étant une racine primitive arbitraire de a^== i. Les ̂ j types
s'obliennent alors en faisant parcourir à \ un système de valeurs
^ i mod y dont aucune ne soit inverse d^une autre mody; car,
pour que b\ et by appartiennent à la même catégorie, c^esl-à-dire
pour que bf soit conjuguée de b\' dans L(m,jo), il faut et sufût
(si \-^ V mod q) que a"= a^', a^= a ou que ^5/E= i mod q. De
là les types

afs^s:!, 0(0,== «y a/, &-lao6=a5, 6-1 ai 6=0^, ^-^^aA;
( l , y ï=0 , ..., W — I ; A =2, ..., W — l ) .

La répartition (o, i ) donne de suite N0,1 == i. Les équations du
type correspondant se déduisent des précédentes en y faisant X==i .

5. Considérons pour /'== i la répartition (pon • • • ? pov) • ̂ 8 ne sera
7^0 que si : i° 8 divise poi = AI S, ..., pov==Av5etç(y /<)= Q == \ 3;
2° on peut ranger 2po^==po==? des Q nombres z appartenant à
l'exposant q11 en séries de 5 termes, la î'"*"0 étant ^<, 5?, ..., ̂  .
Alors on pourra prendre pour les poi POK ^es racines de A( quel-
conques de ces séries, puis pour les poa ^w celles de h^ quel-
conques des séries restantes, etc. Le nombre

/ K \ / K - A A K!
\hJ\ h, / • ••- /ii!A,!...

des déterminations de A^ ainsi obtenues, est ^/ig (car on peut
seulement affirmer que ces A^ ont pour indice un multiple de 3);
il est égal à o si S est le plus grand commun diviseur des poj cl
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de Q; si ce plus grand commun diviseur ef est premier, 8 prend les
seules valeurs i, d, el ̂  = —Q ! , . — 71.

Poi'Pot'...
A chaque choix des si répondent une forme canonique de h et

des équations de G qui s'écrivent immédiatement. Mais il est plus
simple encore de former à la fois tous les types répondant à une
valeur de p. La forme canonique générale correspondante de' b est
|^=9^,;r;.==.r,|(/=o, • • . , p — i , y = = p , . . . , w — i ; 9 ^ i ) .
Les types de G quelle détermine sont

ag = bT = î, ai, ai: = ak a/,, &-i a^ô = a0*, é-i ay b = aj
(A,^=o , ..., w-i; 1=0, ..., p — i ; y = p , ..., w—i).

On peut prendre 9,== ̂ «(^ î), a étant une racine primitive arbi-
traire de a^^i, \Q=\ et 5^, ..., Xp_, parcourant des valeurs
telles que, dans deux des systèmes a, a\ ..., aV-«, les exposants
n'aient jamais de valeurs proportionnelles mod y", quel que soit
Fordre où Pon prend les oA.

6. Cherchons enfin les gp^n G ayant un gp^ normal PL de
figure (î) (î î . . . î) et un g^ cyclique, lorsque G/D (D étant le
central de A) répond à la répartition (î) pour r = m — î.

m étant impair {E., 143), soit m = av -+- î. G aura des équa-
tions de la forme {E., 144, 14S)

a^y^i, c?=aS ^=^, cg = ̂  = î (A=a,...,,),
<?/CA.= ̂  c/, ^û4= rf^, c/û?^== rf^.c/, c71 dfa= dia

(1 ,^=1, ...,v; I^Â:),

/-la/ = aS, y-'c/y == a^n/c^^, j - \d i j = a^n/cp.^;
si p>î, e=o, î , r^=o; si /? =-2, ê=ï i=o, i ,

les a, p,y, 8 satisfaisant aux conditions suivantes :

ç et le déterminant A des a, p, y, 8 sont yé o,
l Sy(a/,8^.—py^)5=o si i^Â-, =ç si i=X-,
( sy(ay'P^-Py/^)=Sy(Yy,S^-$,/^)=o, ^7^=1, ..., V,

el, en observant que n/c^rf?1* par exemple est égal à
M ( M — 1 1 V -, 0

^———————^^'^^.^



— 248 —
el que, si /? == a, tout nombre x est = a?2,

(2) si / ?>2 et e=i , fltii5=S, ai/,so, Yt/sso, A > i , ^i,

(3) si /?=2, SAa^P^4-e(aî/-4-Pî/)s2A.Y^8^+e(YÎc4-8î/)s{ s.ll~"ï'
f o si i ^> i.

Ce sont les conditions (Tautomorphisme, etc. (2?., 19). Un calcul
direct montre que, d'après (i), A2 s ç^.

7. Pour Inintelligence de ce qui va suivre je présenterai d^abord
sous une forme particulière des résultats dus à M. Jordan (^Traité
des substitutions).

Remplaçons un instant Féqualion y^^i pary^ssi et consi-
déronsy comme un isomorphisme de A avec lui-même, remplaçant

a par aS=a', €{ par a^U/c^^s a^-c^,
di par aH-* H/ cp1^* == a^. ̂ .

On aura les équations de jA , y) . Or le groupe des substitutions
|Dc/, Drf/; Dc^, Dû^| ( D = = j a j ) qui représente raction du
groupe J des isomorphismes de G sur G| D est le groupe H des
isomorphismes contragrédients de G (HÔLDER, BUHNSIDE, toc. cit.)
et divise le groupe L(av, p) des isomorphismes deG| D. G|D est
isomorphe au groupe C des substitutions | x^yk\ Xi-\- g^y'h-^- hk \
et H à celui Q des substitutions

(4) 5=| Xi, yi\ SA.(a^.TA-+- ̂ ikyk\ S^( ̂ ikXk-^r 8/A^) j.

Un calcul direct montre diaprés (i) que

^= \^hyi\ ^k^ik^k-^^ikyk), SÂ-( ̂ ik^k^- 8^^) |

vérifie ss'=î toujours el seulement si Ça^===o^, ^Y^=—YÂ<»
çp^===— p '̂, $5^== a^-. Les conditions (i), (2), (3)écrites pour^"1

donnent donc les conditions suivantes respectivement équivalentes
en vertu de (i) ;

„. l Sy(a^^y-@<7W)^o si i^k, s ç si i == Ar, ^ y ^ ^ , ^
7 ( 2y(a/y^-?/y^y)=Sy($,y$^~8/y^)-0. ' / > '"* ' l

(2') si /?>2 et £ = = i , 811^ S1, S/u=s o, Yfisao, A > i , ^i,

(3^) si /?=-2, 2:A.Y/AS/A.+£(Ph+^)s^.x,AY,A-+-£(a?i4-Y?»)=j^ ^^i11
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Comme (i7) donne, d'après (2), 8n==i , (a') montre que ç2^!
(lorsque/? est >r é té ==i). La condition ( i) ou ( i ' )qui dérive
des équations de A est nécessaire et suffisante pour que l'exposant
F = S,(X,y(— Y,a?,) de a dans l'un des commutateurs de n,cj'*rf^,
îlfC^d]1 garde sa forme (modp) au facteur ç près lorsqu'on lui
applique la substitution s (opérant sur les X,, Y( comme sur
lésa?;, y,). Si s multiplie F par ç,^-1 multiplie F par ç-1. Si/? > a,
(a) ou (a') qui dérive des équations de A est la condition néces-
saire et suffisante pour que le carré x\ de l'exposant de a dans
(HiC'pdy^P garde sa forme (modp) : si p === a, (3) ou (3') est né-
cessaire et suffisante pour que l'exposant S;.r,y<+ e{x] "h y,2) de a
dans (IIcprf^)2 garde sa forme (mod a).

On voit donc que les substitutions s vérifient (i) ou (i') quand
Ç(^o) et les coefficients sont dans un Cn (w =pm) formant un
groupe Jl»(av, w). C'est le groupe linéaire abélien général
quand ç reste indéterminé. Son diviseur relatif à ç === i est le groupe
linéaire abélien spécial Jl»i(av, w). Lorsque p= a, le diviseur
5o(2v,TC) de Jl> vérifiant (3) ou (3') pour e==o est le premier

groupe hypoabélien d'ordre 2^i^(vTCÎ^">)^ (JORDAN, toc. cit.;
DICKSON, Linear groups). Le diviseur J^2^ <re) ^e ^> vérifiant (3)
ou (37) pour e==rf , rf rendant ^^^ ^ + rf irréductible dans C^

(^., 45) est le second groupe hypoabélien d'ordre î11^1^^
^ \" -/

(Ibid.). Pour/? > a, le diviseur de X qui vérifie (a) ou (a') sera
désigné par9C(av, w).

8. Revenons maintenant au groupe G du n° 6- On voit comme
au n° 1 que G divise l'holomorphe K de A. Supposons que la
substitution (4) corresponde à l'élément y du n° 6. Cette substi-
tution appartient alors, pour p > a, à Jl»(av,/?) ou à 9C(av,/?),
pour/?=== a, à 5o(2V, p ) ou à fi^2^ p ) ' ^ar hypothèse la fonction
caractéristique ®(a) de s est irréductible. Donc, si /?>a, il
faut e==o, sans quoi, d'après (a), y ( z ) aurait le facteur i — 5 ;
nous retrouverons d'ailleurs ce résultat tout à l'heure. II faudra en
outre que q'1 soit diviseur propre de p^—i, en sorte que q"
divise p^ + i. Donc, si/? = a et v = i, y"= 3 divise l'ordre de §,
et non celui de 5o? c'est-à-dire que s est dans ̂  et que e == T( = i.
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G|D n'ayant qu'un type déjà trouvé (a), on pourra, par un chan-
gement de générateurs, ramener les équations de G à la Forme

aP == jy = i, cf = aY», d? = aï*', cjl ac/ = a71 aef/ = a,

C/CA==CAC/, didf^dhd^ c/a/(=a/,c/, c71rf/c/=dr/a, j'^aj'=cA

(i, A=i, ...,v).

( J^Cffjssa^Cff+i, J^dyj^a^dff+n _
1 J^^J == a^oi, J^d^j = aW?0.. .c^S-i^v.. .aç»v-i 1 < ' ' *1 v t

9«v_5y-ia,e<==jf(9) étant irréductible dans Cp et appartenant à
l'exposant y". Les conditions (i) donnent ç == i, ao == i (si v == i,
elles donnent seulement ç==—ao; mais alors —ao^O1'1'^ et q'1

divise i +p) et, si v > i, ay+i ==...=== aav-i == o. Si p > i, ou si
p == 2 avec v > i, les conditions (2) et (3) donnent e == o et, sauf
si v == i avec p > i, a, ==.. .== Ov_i == o. Donc s est dans Jl>i si
/? > 2 et dans 5o si /? == 2 avec v > i. Si p = 2 avec v === i, on a
vu que e == i et que s est dans /}r En prenant c/aa?lpourc^etrf(Œ•rv+^
pour rf,, >.A est remplacé par ^-+- S"PA— ^*+< (A- == i, ..., 2v — i)
et ^av par ^av+S-^av—Sy^ai^+i. Les équations obtenues en
annulant ces quantités modjp déterminent x^ ..., x^ en fonction
de •fi, puisai par une équation linéaire où le coefficient de .r«
esiy(Ç)^o (/est irréductible). On pourra donc supposer nuls
\^, ..., Xav Si p > 2, ou si jo == 2 avec v > i, on sait a priori
(E.f 144, 145) que A n'a que des €p\ donc Y(== S/= o. Au con-
traire, si/? == 2 avec v= i, A a des épi en sorte que les y,, 8< ne
peuvent pas être tous nuls. D'ailleurs (5) montre que Ci, ..., Cy,
rf(, ..., rfv sont du même ordre; donc Y(== 5;== i. Ainsi on /l'a
qu'un type pour p ^ 2, ̂  c^ ^yw n'existe que s7 il y a un poly-
nôme irréductible de la forme 0^—o^—i appartenant à
l'exposant q11 modp {il faut d'abord pour cela que q'1 soit divi-
seur propre de p^— i).


