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MÉMOIRES ET COMMUNICATIONS.

DÉTERMINATION EXPLICITE DES SUBFACES
QUI PRÉSENTENT UN RÉSEAU DOUBLEMENT CYLINDRE;

Par M. L. R A P I Y .

Pour poser le problème que je vais résoudre ici, je citerai le
début d'une Note que j^ai publiée il y a quatre ans ( î ) :

« Si une surface présente un réseau conjugué (^, v) tel que les
plans oscillateurs, menés aux courbes ^==const . en tous les
points de chaque ligne ^==const . , soient parallèles à une direc-
tion fixe (U,, Us, Us), je dirai que la famil le u == const. est
cylindrée. (On sait que toute famille de lignes de courbure
planes est cylindrée.) Si la même propriété appartient aux deux
familles du réseau, on dira que la surface est doublement cylin-
drée : telles sont, par exemple, les surfaces de translation et
d^autres dépendant d\in plus grand nombre de fonctions arbi-
traires. Je reviendrai sans doute sur la théorie générale de ces
surfaces, qui me paraît mériter d^être développée. »

Quelques semaines après Fapparition de cette Note, M. Gui-
chard ( 2 ) , qui avait retrouvé, sous le nom de loi de parallélisme
des réseaux, une remarquable transformation, due au géomètre
russe K. Peterson (3), donna i t Inintéressante indication que voici :

« Parmi les réseaux parallèles à un réseau doublement cylindre,
i l y en a un dont les deux tangentes rencontrent chacune une
courbe fixe. Cette propriété permet de construire tous ces ré-
seaux. On peut diriger les calculs de façon à ^introduire que des
quadratures dans les résultats . »

( * ) Surfaces doublement cylindrées et surfaces isothermiques ( Comptes
rendus de U Académie des Sciences, t. CXXVIH, 1899, p. 280).

( '•! ) Sur quelques applications de la loi de parallélisme des réseaux et des
congruences {Ibid., p. 728).

(3 ) Recueil mathématique de Moscou, 1866. — Voir aussi une Note de
M. Sluckel Sur la déformation des surfaces {Comptes rendus de l'Académie
des Sciences, l. CXXIII, 1896, p. 677) et un Mémoire du même nnteur insère
dans les Mathematische Annalen ( t . XLIX).

x\xi . G
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Ces lignes rn^a valent décidé à ne pas revenir sur le problème
général des surfaces doublement cylindrées. Mais mon attention
ayant été rappelée récemment sur la transformation de Peterson,
je reconnus que le théorème de M. Guichard ne fournit pas les
réseaux doublement cylindres dont une famille est composée de
courbes de contact de cylindres circonscrits (réseaux singuliers).
Cela tient à ce que les réseaux singuliers se correspondent à
eux-mêmes, comme il sera prouvé plus loin (n° 16), dans la
transformation considérée. J'ai ainsi été conduit à reprendre le
problème par la méthode indiquée dans ma Note, et j^ai obtenu
la détermination entièrement explicite des surfaces qui pré-
sentent un réseau doublement cylindre, par des formules où ne
figure aucun signe de quadrature.

J^ai comparé mes résultats relatifs aux réseaux non singuliers
avec ceux que fourni t la méthode de M. Guichard; cette méthode
conduit effectivement à des quadratures portant sur des fonctions
arbitraires; mais, si Pon fait disparaître les signes de quadrature,
on retrouve exactement les formules obtenues au paragraphe III
du présent travail..

En vue d'applications éventuelles, je détermine, dans un der-
nier paragraphe, toutes les surfaces qui présentent un réseau
doublement cylindre à invariants égaux.

I. —— FAMILLES CYLINDRÉES ET RÉSEAUX DOUBLEMENT CYLINDRES.

1. On sait que, quand les courbes u •-==: const. et v == const.
forment un réseau conjugué sur une surface (S), les coordonnées
ponctuelles cT, y, z de cette surface satisfont à une é q u a l i o n de
Laplace

(E) ^B^B.^ .
011- ÔV OU ÔV

Cela posé, nous énoncerons quelques lemmes qui caractérisent
comme familles cylindrées certaines famil les de courbes, com-
munes à toutes les surfaces.

LEMME 1. — Le réseau (uy c) étant conjugué, pour que les
lignes u: = const. soient des courbes de contact de cylindres
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circonscrits, il faut et il suffit que l'on mi identique m ciU

( i ) B i = = o .

LEMME 1 1 . — Le réseau (u, v) étant conjugué, si les
lignes u = const. sont des courbes de contact de cylindres cir-
conscrits, les plans osculateurs menés aux courbes ^ == consl.

• en tous les points de chaque ligne u == consl. sont parallèles à
un plan fixe, et réciproquement.

LEMME III. — Le réseau (u^ v) étant conjugué, pour que
les lignes u === const. soient des courbes de contact de cônes
circonscrits, il faut et il suffit que V on ait identiquement

(.) BB,-Ç=o.

LEMME IV. — Le réseau (u, v) étant conjugué, si les
lignes u == consfc. sont des courbes de contact de cônes cir-
conscrits, les plans osculateurs menés aux courbes v= const.
en tous les points de chaque ligne u == const. passent par une
droite fixe, qui est la tangente au lieu du sommet des cônes,
et réciproquement.

Il suit évidemment de ces lemmes que toute famille de courbes
d9 ombre, faisant par fie d'un réseau conjugué, est une famille
cylindrée.

2. Voici maintenant, diaprés ma Note précitée, le caractère
analytique général d'une famille cylindrée.'

LEMME V. — Le réseau (u, v) étant conjugué, pour que les
lignes u = const., supposées n^être pas des courbes de contact
de cylindres circonscrits, forment une famille cylindrée, il
faut et il suffit que Von ait identiquement

(3) ^B-^)^-^)^.v / au \ àv I \ àv I

En effet, nous avons à exprimer que le plan oscillateur a la
courbe de paramètre ^, mené au point (^,y, ^) où cette courbe
rencontre une ligne de la famille u == const., est parallèle^ quel



— 80 —

que soit v^ à une droite dont les coefficients directeurs a(u),
b(u)^ c(u) ne dépendent que de u. Or l'équation de ce plan oscil-
lateur est

X — x Y — y X — < ;
^« Vn ^u>2'»a y^ ^««

On a donc la condition de parallélisme

a ( u ) h ( u ) c ( u )

X'n Vu ^'n

^"„a. y"^ z"^

En conséquence, il faut et il suffit qu'il existe deux fonctions p
et y. telles qu'on ait

^;(p0.+ Î<Q - o (0 = x,y,z\

ce qui peut s^écrire

à f à2^ \ au. à^Q ^6 <)? ^6
______ * ________________ 1 1 ' __________ 1 Q _______________ 1 ___•__ ______ .

àu\àuàvj <)v au2 ' au àv àv au^-^

Si Pon remplace 9^ par sa valeur tirée de Inéquation fonda-
mentale (E) et qu'on ordonne suivant les dérivées de 9, il vient

/ _ ^a \ ^20 / àB - ào\àQ
( ( jLB-4-—)- r— -+- (fJiBBi-h ^^-+pB+-J-)-,-\' àv f au2 y ' au r àv I au

/ - -, àBi\àQ
+^B,+(xBî+tx-^^=o.

Cette condition étant vérifiée par les trois coordonnées x ^ y ^ z^
on reconnaît aisément qu'elle doit se réduire à une identité. On
aura donc

(4)

W

(6)

àp
àv

-+-

P'

^

àv

pB-}-

Si-4-^

+
^
BÎ

(XB

SB,

-h

-1

y-

= 0,

ÔB
^à^
àBt
~àu ~

0.

Or nous supposons que les lignes u = const. ne sont pas des
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courbes de contact de cylindres circonscrits, c'est-à-dire (lemme 1)
que la fonction B| ne se réduit pas à zéro. Il suit de là que y. ne
peut pas être pris égal à zéro, parce que p devrait alors être nul
aussi et que la double supposition p == y. == o est inacceptable.
La solution y. == o étant écartée, Inéquation (4) donne

— Cufir
(z = e •'

On tire de Inéquation (6)
/ cHogBt\p=-^B,+-^-^

Substituant ces expressions de p et de (JL dans l'équation (5) et
négligeant le facteur commun y., on trouve

s (B-^?) -»•(--w1)-
ce qui est la condition annoncée. Elle est évidemment nécessaire
et suffisante, d'après la façon même dont elle a été obtenue (1) .

Il est à peine besoin de faire observer que cette condition (3)
est vérifiée si l'on a, en particulier,

w "".-'S-0'
c'est-à-dire si les lignes u •=== consl. sont des courbes de contact
de cônes circonscrits (lemme III), ce qui s'accorde bien avec le
lemme IV.

3. Nous pouvons maintenîmt aborder la détermination des sur-
faces admettant un réseau (^, v) doublement cylindre. L'analyse
précédente impliquant essentiellement la condition B^^o, les
réseaux dont fait partie une famille u == const. de courbes de
contact de cylindres circonscrits et qui sont caractérisés (lemme I)
par l'hypothèse B»==o, ne rentrent pas, bien que cette famille
soit cylindrée (lemme II), dans la classe générale des réseaux dont

( * ) Elle exprime (en vertu du lemme I) que les arêtes de rebroussement des
dévcloppables circonscrites à la surface (S) suivant les lignes u == const. sont,
sur la surface (S) qu'elles engendrent, des courbes de contact de cylindres cir-
conscrits.
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une famille est cylindrée. Si la seconde famille v == const. d^in
pareil réseau (B( == o) esl cylindrée, ce réseau sera doublement
cylindre, sans pouvoir être donné par les formules générales des
réseaux doublement cylindres que nous établirons ci-après ; c^est
donc un réseau doublement cylindre singulier, qu^il faut
rechercher à part.

î l . — R É S E A U X DOUBLEMEJNT CYLIWDRÉS SINGULIERS.

4. Proposons-nous de déterminer toutes les surfaces q u i pré-
sentent un réseau doublement cylindre dont une famil le ^== const.
est formée par des courbes de contact de cylindres circonscrits.
A la condi t ion

il faut associer celle qui exprime que L< Emilie v — const. esl
cylindrée. En vertu du lemme V, nous obtiendrons celte relation
en échangeant u et ^, ainsi que B et Bi dans la relation (3), ce
qui donne

(3- ) ^^-^^H/B.-^^^o./ àv \ f)u I \ au '

Mais il ne faut pas perdre de vue Fhypothèse B == o, exclue par
le lemme V et en vertu de laquelle (lemme 11) la famille v== const.
est cylindrée. 11 faut donc, avant tout, mentionner ce cas extrême
B=B,=o.

o. Cas extrême B == B^ -== o. —Celle double hypothèse, ré-
duisant Inéquation fondamentale à On,,=== o, ne correspond qu'aux
surfaces dites surfaces de translation

( I ) .r-Ui-t-Vi, ^=U2^V2, ^=U3-+-V3,

qui, toutes, sont doublement cylindrées (n° 1).

6. Cas intermédiaire. — Supposant désormais B^o, nous
pouvons faire usage de la condition (3'), que l'hypothèse B, == o
réduit .'»

^^-^--o.
(.hi \ àv I
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On conclut de ià
cMesB^^V

àv V

en désignant par V une fonction de v seulement, par V et V'7 ses
deux premières dérivées. Le résultat précédent s^écrit

-"-^-Vùv \ B 1 •

Intégrant et désignant par U une fonction de u seulement,
nous trouvons
( 7 ) ^^îTTv*

Supposons que la fonction U se réduise à une constante : on
peut alors prendre U = o. L'équation fondamentale (E) devient

On a donc, par une première intégration,

<= U,V, r,= U,V, ^= U 3 V ;

et, par une seconde intégration,

. r = U i V - r - V i ,
(II). y=U. ,V-+-V. î ,

Z =U.3V4-V3,

les U^ désignant trois fonctions arbitraires de u et lesV^ trois nou-
velles fonctions arbitraires de v. Ces formules, qui ne contiennent
en fait que cinq fonctions arbitraires (au lieu de sept), repré-
sentent toutes les surfaces qui admettent un réseau conjugué
formé par une famille u == const. de courbes de contact de
cylindres circonscrits et par une famille v = const. de courbes
de contact de cônes circonscrits. En effet, B< étant nul et B indé-
pendant de Uy on a bien

BB.-^=o,
OU

ce qui est (lemme III) la condition nécessaire et suffisante pour
que les lignes v == const. soient des courbes de contact de cônes
circonscrits.
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7. Cas général. — Revenons à la relation (7)

Vr> •B== L J + V

et supposons maintenant la dérivée U' différente de zéro. L'équa-
tion fondamentale (E) s^écrit

O';/. V
^ u -+- v

et donne, par une intégration immédiate,

^ = ( U - + - V ) y ( < / ) .

Il convient de prendre

^)==^^ «-i^,3),

ce que nous sommes en droit de faire, diaprés riijpotlièse
actuelle U'^ o. Nous aurons donc, pour x par exemple,

àx d U'i
^^-^^Tr

Intégrant |)ar parlies et désignant parV, une fonction arbi traire
de ^, nous trouvons

^ = -^-(U -r- V)—y*Ui du -== 1̂ (U -+- V ) - ( U i + V , ) .

En conséquence, /e.ç surfaces qui admettent un réseau dou-
blement cylindre formé par une famille u == const. de courbes
de contact de cylindres circonscrits et par une famille de
lignes v = const. qui ne sont ni des courbes de contact de cy-
lindres circonscrits, ni des courbes de contact de cônes cir-
conscrits, sont représentées par les formules

[ x = ^ 1 ( U + V ) - ( U , - 4 - V , ) ,

( I n ^ \y-= - ^ 2 - (U-^ -V) -<^J ,4 -v , ) ,(7
u:»^- U : ; ( U 4 - V ) - ( U 3 + V . 3 ) ,V

où les U sont des fonctions arbitraires de //, les V des fonctions
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arbitraires de v. Elles dépendent effectivement de six fonctions
arbitraires.

8. On peut se proposer de distinguer parmi ces surfaces celles
sur lesquelles les courbes u •== const. sont des courbes de contact
de cylindres parallèles à un plan fixe. Il est bien connu que,
dans ce cas, les courbes v = const. sont situées dans des plans
parallèles au plan fixe. Les surfaces correspondantes sont donc la
généralisation des surfaces moulures cylindriques de Monge, puis-
qu^elles présentent un réseau conjugué dont une famille est com-
posée de sections parallèles à un plan, et Pautre de courbes de
contact de cylindres circonscrits parallèles à ce plan. Pour les
trouver, supposons, par exemple, les sections planes v == const.
parallèles au plan z = o. Il suffira décrire que, dans les for-
mules (III), Fexpression de z est indépendante de u. On trouve
ainsi les formules

1 .r=^l(U+V)-(Ui-V»),

(8) jy - -^(U+V)-(U,4-v, ) ,
f .; -W(P),

qu i ne contiennent , en fait, que cinq fonctions arbitraires et
qu^on peut écrire plus simplement en prenant U = = ^ , W==^.
On arrive sans difficulté à un résultat tout à fait équivalent en
considérant le cylindre variable

y—ux== ̂ {z,u),

et en déterminant la fonction (? de telle sorte que, sur la surface
enveloppe de ce cylindre, les plans osculateurs aux courbes de
contact u= const., menés aux divers points de chaque section
plane z = const., soient parallèles à une droite.

9. Remarque, — On connaît trois classes de surfaces, dépen-
dant de fonctions arbitraires^ sur lesquelles un réseau con-
jugué (^, v) reste conjugué dans une série continue de déforma-
tions. Ces réseaux persistants sont tous des réseaux doublement
cylindres :



— ^6 —

i ° Les surfaces de Peterson et Bianchi,

z=X(x)^-\(^

sont doublement cylindrées, comme surfaces de translation:
2° Les surfaces de Peterson,

. y = = U i V , r = U , V , z = ¥3,,

rentrent dans notre type (il) , c'est-à-dire dans le cas intermédiaire
des réseaux singuliers;

3° Les surfaces de MM. MIodzieiowski et Goursat,

x == ^1(U - V) - U,, y = ^(U + V) - U,, ^ = W(^) ,

rentrent dans notre type (111) , c'est-à-dire dans le cas général des
réseaux s ingu l ie r s .

0

I I I . — RKSEA 11 X DOUBLE MEiNT CYLINDIŒS JNON SINGULIERS.

10. D'après le lemme V, pour obtenir toutes les surfaces pré-
sentant un réseau doublement cylindre non singulier^ c^est-à-
dire dont aucune des deux familles n'est formée par des courbes
de contact de cylindres circonscrits, i l faut intégrer Péquatio-n
ion da mentale

( E } ()20 1̂ ° -4-H ^( L ) ^.= = B^+ B 1^ Î

dont les coefficients B et B< satisfont au système

( 3 ) ^B-^l^+B/B-^J^l^o,
au \ àv / \ àv I

(3', ^(B.-^^BfB,-^) =o.
àv \ au I \ au I

11 est naturel de former les invariants h et k de l'équafcio-n (E).
On trouve ainsi :

A=ll(•l.-,^)• '-».("-à)-
et il est visible que le système (3), (3') est vérifié quand on sup-
pose à la fois

// == o /» —. o ;
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on sait qu'alors l'intégration de l 'équation (E) est immédiate.
Supposons maintenant A ^ o . Je dis que V équation (E,)

fournie par Inapplication de la méthode de Laplace a son
invariant h^ égal à zéro. On a, en effet,

. , , à^o^/ï
AI =-2/< —/.—————&—,

au àv

ou, en développant les calculs,

z, pi> ^B , ^1 ^ lo^B ^ , /„ 0\} \h^ == bbi — •2 —— 4- —— — ———-— — ,——,- lo<^ ( P>, — _—— ) .
au àv àuàv <)uàv ^ \ \ } ô u /

Or, Inéquation (3') donne

à . /, à[ï N

^1^(B1-B^

II vient, en conséquence,

h^n^-^^^-^sK.
au Ov au àv

c'est le premier membre de Féquation (S^) ; donc h^ = o.
A raison de la symétrie des équations (3) et (3'), on verrait de

même que si k est différent de zéro, \'équation (E_i ) a son inva-
riant Â _ < égal à zéro,

En conséquence, nous distinguerons trois' cas : le cas extrême
11 =z o, k == o ; le cas intermédiaire h y^. o, k == o, ce qui entraîne
A/= o; le cas générale h -^- o, k ̂  o, ce qui entraîne A ( == o,
k_, = o.

H. Cas extrême. — La double hypothèse h == k == o revient,
d'après le lemmeIII, à supposer que les deux familles du réseau
sont des courbes de contact de cônes circonscrits; et, d'après le
lemme IV, les surfaces qui présentent un pareil réseau sont dou-
blement cylindrées. Des considérations géométriques simples
montrent que leurs coordonnées ont des expressions de la forme

(IV) x- IJ1+V1 r-1^-^ - ^-V.3{i^ ^--mr-v-7 ^--inr-v^ z^ u-4-v )

les U ne dépendant que de M, les V que de c.
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On peut aussi intégrer très facilement les équations

àB àK,BBi = , _ ,au àv
II suffît de poser

V VR — v n — •t
B — — ^ , Bi-- -^.

On trouve immédiatement
v \vX _ = o , X = U + V , B = = — — — — , B i = = — ^ , -

U - + - V 7 "1- U - r - V 5

et Inéquation (E) devient
^(XQ) _
"É^M^ -0'

ce qui donne bien pour x ^ y et z les valeurs écrites plus haut.

12. Ca^ intermédiaire, — La condition À" == o exprime
(lemme III) que les lignes u == const. sont des courbes de con-
tact de cônes circonscrits; mais, h étant différent de zéro, les
lignes v == const. ne sont pas des courbes d'ombre.

Pour intégrer les équations (3) et (3'), remarquons que, com-
binées par voie d^addîtion, elles donnent toujours

ù-^^^.^.ou, àv

C'est là une équation de Liouville, dont l'intégrale bien connue est

U'VBB,=:
(U-hV)^

LJ désignant une fonction de u seulement, dont la dérivée est U',
et V une fonction de v seulement, dont la dérivée est V.

De cette relation, qui est valable dans tous les cas, rapprochons
la condition k = o, qui donne

BB,̂ .
àv

1 1 viendra
à^ _ V'V
77 -- aj~-h~V)i ••
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d'où résulte, par une intégration immédiate,

B.=-n^v+./(»).

Pour plus de ressemblance avec ce que nous trouverons dans le
cas général, nous écrirons

( Q ) B - u/ U o _ U o ( U ^ V ) - i y U o(9) ^ - -u-rv+T^- ——Uo(U-+-V)——

Or B est ici la dérivée logarithmique de B< par rappori à r; nous
aurons donc

V VU'( I O ) B=- ÏT+TV -+- U o ( u -+-V)°- inio*

Sillon porte ces valeurs de B, et B dans Inéquation (E), Fin-
variant k sera nul, ainsi que l'invariant h^ de l'équation (Ei).
Or on sait que l'hypothèse k = o réduit Féquation (E) à la forme

d (^M)-B(,d o -B,6)=o.
àv \àu ) \àu I

Nous aurons donc une intégrale particulière 9 en posant

^-B.O^o,
an

d'où Pon tire, avec une nouvelle fonction arbitraire V\ dépen-
dant seulement de v^

FB, du Vi Un

(,,) 0=V,^- =-^-

D'autre part, si nous effectuons la transformation de Laplace

(12) e.=g-B9,

nous serons conduits à l'équation (E,), qui, ayant son invariant h\
égal à zéro, peut s'écrire

i ^ à ( M t ft <noSÏÏ\ r /A fi '^"g1^-,.( l i ) ^ (^ - el ̂ ~) ~ h' \~d^ ~~ f)' ~^~-) - "'
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et l'on sait que 0 est lie à 9< par la relation

04) A O = ^ - B , O p

Nous aurons donc une intégrale particulière pour Q| , et consé-
quemment pour 6, en posant

c)log0i __ (HO^B(i3-)
àv àv

ce qui donne d'abord 9, == BUi, puis

( i 5 ) 0 = ^ U , - U . ,

Ui désignant une fonction arbitraire de u seulement et U^ la
dérivée de U<.

Diaprés la théorie des équations de Laplace, nous obtiendrons
l'intégrale générale de l'équation (E) en ajoutant les deux solu-
tions ( i ï ) e t ( 1 5 ) , ce qui donne

0=^-1^- uovl
A " 1 "• ' U^-V

11 n'y a plus qu'à calculer le coefficient de U',, dont l'expression
générale est

B _ r
h ~ - . ^ T o p '

'~~àn~

Or, si l'on substitue dans ce rapport les expressions (9) et (10)
des coefficients B) et B, on trouve aisément

(10)
^-^(U-^-U,

h= (^)'(^v)'

et l'on est assuré que le rapport Uy : U' ne se réduit pas à une
constante, sans quoi A serait nul, contrairement à notre hypothèse
actuelle.

Pour passer de Fune des coordonnées aux deux autres, on doit
conserver les fonctions U, Uo et V et remplacer par de nouvelles
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fondions arbitraires les fonctions U^ et Vi qu'a introduites l'in-
tégration. On trouve ainsi :

( V )

x

( y

^cu+v)-

^y'"-
^(m-vi-

("„•)<"-
^°(U+V)-

(^)<"-

-Uo ^ ^
IT IJ i' 0 1

V)

-Uo
u'., u,-^-

V )

-Uo
————IJ';,- U3-+-

V)

u + v 7

UoV-,
IJ+V

UoV3

u -+- v

Telles sont les expressions générales des coordonnées des sur-
faces qui présentent un réseau doublement cylindre dont une
famille (u == const.) est formée par des courbes de contact de
cônes circonscrits, les lignes v = const. n'étant point des courbes
de contact soit de cônes, soit de cylindres circonscrits.

13. De même que nous avons obtenu précédemment (n° 8) une
généralisation des surfaces moulures, on peut ici généraliser la
double propriété des surfaces de Joachimsthal en dist inguant
parmi les surfaces (V) celles pour lesquelles les cônes circonscrits
suivant les lignes u = const. ont leurs sommets en ligne droite.
On sait, d'après un théorème dû à M. Kœnigs, que les lignes
v = const. senties sections faites dans la surface par les plans qui
contiennent cette droite. Prenons cette droite pour axe des z, et
exprimons que les tangentes aux courbes v = const., menées aux
divers points de chaque ligne u = const., vont passer par un point
(o, o, U i ) de Oz\ nous trouvons

xli. — xu == zlu

x y z — Û4

On reconnaît immédiatement que la valeur commune de ces
rapports est égale à B|. On a donc

fUo^x ^ à logy ^ ^ ^ Uo
au 1 ~ au ° U + Vau
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(Ton l'on déduit

/ /., U o V l 1)0^2(I(n •^u-Tv- -^u-^V

Rapprochant de ces équations la dernière des formules (V),
on a les coordonnées de toutes les surfaces qu i présentent u n
réseau azimut al doublement cylindre.

Il serait d^ailleurs facile de résoudre le problème directement,
à Faide des formules

y == vx^ z == u -4-.ro(^, P), ;r(p^4-i==o,

qui représentent une surface quelconque, rapportée à ses sections
azimutales r === const. et aux courbes de contact u == const. des
cônes circonscrits qui ont leurs sommets sur F axe Oz. La famille
u = const. est cylindrée, puisque les plans des courbes v = const.
passent par l'axe Oz. En exprimant que la famille plane est éga-
lement cjlindrée,. on obtient une équation aux dérivées partielles
du troisième ordre, d^où Pon peut tirer l'expression entièrement
explicite de la fonction o.

14. Cas général. — Les deux invariants h et À' sont différents
de zéro. Il suit de là (n° 10) que Inéquation (Ei) a son Invariant
h\ égal à zéro et que Pinvariant k__^ de Inéquation (E_.<) est nu l
également.

Nous sommes donc en droit de reprendre toutes les déductions
du n° 12 relatives à inéquation (Ei ), de sorte que inéquation

(E) T^——"?^?au àv au (î^

admet la solution particulière déjà trouvée dans le cas intermé-
diaire

( i5) 0 = ^ - 0 , — U i .

Les mêmes considérations sHapp l iquan t à inéquat ion (E_i ); nous
aurons aussi une autre solution particulière

07) 0=ÏV.-V. ,

si V, est une fonction arbitraire de cet \\ sa dérivée. On sait que
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Fintégrale générale de Inéquation (E) est la somme de ces deux
solutions particulières :

( 1 8 ) o=^U^Ui4-Ç-V^-Vp

Tout revient donc à déterminer les expressions les^ p l u s géné-
rales des fondions B et Bi ( j u i satisfont aux équations

^(,-^). »,(»-»•)=,.,
^(".- •%'')-("- "s")-

A cet effet nous poserons

ii ii
r> °/«' 0 ^ I I V

< I f ) ) 0 = = — — — , - ^ HI =———,-•
20;, -2^

Les deux équations proposées se réduisent a la suivante

à2 , i;/l l ̂
( 20 ) -,——- 10g ———— = - —"—.

OU ÔV ° (T,,. <Jy 1 7n Œ y

C^est une équation de Liouville, dont l'intégrale est

, ^ .\\]'\1<2I) ï;x== or̂ r
ce qui s^accorde bien avec la relation générale

""-o^'
remarquée à propos du cas intermédiaire (11° 12).

Inéquation (21) est l'une de celles qu'a intégrées M. Goursat
(Bail. Soc. math., t. XXV, p. 44)* On a pour les dérivées de 7
les expressions suivantes

(u -^^^Uo+VoV , r u - h V ) 2 / < ) Uo-^-VoV
( • > 2 ) .«=———^__-^-^-^^, ^=———^———^^__^,^,

Uo elVo étant deux fonctions arbitraires, Punc de //, l 'aulre de r.
X X X I .
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Dès lors les formules (19) donnent par différenlialion

1 B - A 1<W?--- -u—— V(Uo4-Vo)-Vo(U+V)
) ~^ o b v ^ - U4-V U /(Uo-+-Vo)-Uo(U-^V)?

J R ^/^ r ^(Uo^Vo^UoCU+V)
( B l=^ i ogv^=-U -^~VV'(Uo4-Vo)--Vo(U+V)•

Remarquons en passant que, siPon introduit la double hypo-
thèse

Uo = const., Vo = consl.

dans ces formules,on retrouve les expressions de B et B< relatives
au cas extrême (n° 11). Si Fon suppose que la seule fonction Vo
se réduise à une constante, on retrouve les expressions (9) et ( 10)
de B( et de B relatives au cas intermédiaire (n° 12).

Il ne nous reste plus, pour avoir effectivement les coor-
données *r, y, z comprises dans le type (18), qu^à calculer les
deux rapports B : h et B, : À-, au moyen des formules (a3) ou,
mieux, au moyen des formules (19), (21) et (22).

Diaprés les expressions générales (n° 10) des invariants A et /»',
nous avons

B i Ri _ i
A - àlo^9 ^ R ^logB/

151 •—" ——-——— -D — •——.———•au àv

11 vient donc, eu égard aux formules (19),

/( ~ à ^
àu^-W

Mais on a, en vertu de ces mêmes formules et de l'équation (21),

JL = ̂ _ ̂ ^_ = ^vf _.
/^ /<'2/<^ (U4-V)v/<'

Remplaçons ^/o-^ par son expression (22); nous trouverons

\/_^ _ ( v -'- v )2 à Uo-4-Vo
R ~ uVv ^ u'^v?
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ou, en effectuai! l la différentiation,

^-^[ï^^-^^]-
De là résulte immédiatement

W)
^ ^•(U+V)-(U«+Vo)

i= (ï-)("-v, •

formule qui se réduit à la formule analogue (10') quand on sup-
pose Vo==const. A raison de la symétrie des calculs, nous pou-
vons écrire immédiatement

(M)

^ ^(U+V)- (Uo+V, )
T = W Tlv"( V 1 \ '

^)(U+Vj

Portons ces expressions (a4) et (20) dans l'expression géné-
rale (18) des coordonnées .», y, 5, et désignons parU, , V,, Ua,
Va, U3, Va, les fonctions arbitraires qui correspondent aux trois
coordonnées. Nous trouverons

"«(U+V^Uo+V,,) ^(U-t-V^U.+Vo)
x == ——7W^'—————— ul + ——TV7^—————— V,-(U,+V, ),

(-^(^V) ^ (^)(U+V) •

u»(U+V)-(Uo+Vo) ^ (U+V^-^Uo+Vo)
(VI) y=———Y-yr--,————————V,+———-——,——————.v',-(U,+V,),

1 (^)(u+v) (^)(U+Y)
u^.(U+V)-(Uo+Vo) ^(U+V)--^,)-^,))

z =———TV-^'———————IJ3+——7W———————V,-(U,+V,).
(^)(U+V) (^)(U^V)

Telles sont les expressions générales des coordonnées des sur-
faces qui présentent un réseau doublement cylindre, aucune
des deux familles de ce réseau ne se composant de courbes de
contact, soit de cylindres, soit de cônes circonscrits. Elles dé-
pendent en fait de huit (et non dix) fonctions arbitraires.
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IV. — DIGRESSION SUR LA TRANSFORMATION DE PETERSON
OU TRANSFORMATION PAR RÉSEAUX PARALLÈLES.

lo. A une surface (S) dontles coordonnées ponctuelles (a*,y, z)
sont exprimées en fonctions de deux paramètres (^, v) on veut
faire correspondre une surface (S)' de coordonnées a*', y', z\ de
telle manière qu'à tout couple (^, v) correspondent sur lés deux
surfaces des points M et M' ou les courbes coordonnées aient
leurs tangentes respectivement parallèles. Cest en cela que con-
siste la transformation imaginée par Pelerson en 1866. Pour la
réaliser, on -pose

(26) cW=P^du-^-q^dv, ^=x,y,z'^'=xl,yl,^').

i '
La condition .d^inlégrabilité de cette expression différentielle

donne
^6 . àP à^ à(jàQ

' " / àuàv ' àv au au àv ~ J

ce qui montre que le réseau («, v) doit être conjugué sur la sur-
face ( S) ; si donc on écrit

(E) - ^ B ^ B ^ ,au àv au àv

on voit, en identifiant cette équation avec la précédente, que P
et Q doivent satisfaire aux deux conditions

(Î7) ^^l^-O)-0- S"^1^-1^0'

Comme, d^autre part, on peut alors passer de (S7) à (S) par la
transformation
...6)' </e=^-.^,

le réseau («, v) est conjugué aussi sur la surface (S'); d'où
Inéquation

^0 ^^' à^-—— = B — -t- B, — •au àv au • àv

Sillon remplace P et Q parleurs inverses dans les équations (2^)
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en même temps que B et B( par B' et B^, on trouve immédiate-
ment

B - = ^ B , B^B,.

Il suit de là, entre autres conséquences, qu'à un réseau conju-
gué dont une famille ^==const. est formée par des courbes de
contact de cjlindres circonscrits (B^ == o), la transformation con-
sidérée fait correspondre un réseau dans lequel la famil le
^===const . est également formée par des courbes de contact de
cylindres circonscrits (B^ == o). C'est cette propriété que nous
avons visée dans l'introduction du présent travail.

Le procédé qui semble le plus élégant pour traiter les équa-
tions (2^7) consiste à poser

P _ Q = . ^ p _ , _ Q ^ ^

11 vient alors

à! - ^ nr (h _ ^ p f
àv ~ ~ Ô v ~ ' ^ ^• -^'4 ' ' ) l^

d^où la condition d^inlégrabilité

^+B^+B^- . (^^^)ç=o.
ou àv au uv \ ou ov /

Telle est l'équation dont, dépend le problème dans le cas géné-
ral. Cest Vadjointe de Inéquation (E); elle a ses deux invariants
nuls, quand le réseau (ity v) de la surface (S) est formé de deux
familles de courbes d'ombre, et alors seulement, d^ou l'impor-
tance particulière de ces réseaux.

16. Dans ce qui suit, nous supposerons que sur la surface (S) le
réseau Çu, v) est un réseau à invariants égaux, c'est-à-dire
qu'on a identiquement

(.8) f = ̂
au àv

Pour satisfaire à cette condition, nous poserons

n ̂  _ Â^ R = — /^ •
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d'où résulte pour l'équation (E) la forme bien connue

(^Yftv _ ^^
X6 ~ À '

l'équation en Ç deviendra
X6 A

^; _ à\og\ à^ _ ^log^ ^Ç __ ^logA ^ _
(̂  àv àv au au àv " au Ov ^ ~

ce qui peut s'écrire

au àv àv au au àv " au Ov ks f

(f)/^ / in' A/(^ _ "UV ,

s >. '
x

On vérifie évidemment cette équation en prenant Ç proportion-
nel à À2. D\ine manière plus générale, si l'on pose

S = ̂ 0,

on retrouve pour 6 l'équation que vérifient les trois coordonnées
(*r, y, z ) de la surface (S).

Sans nous arrêter aux conséquences que l'on pourrait déduire
de cette remarque, revenons à la solution particulière ̂  = À2 ;
elle entraîne T = const. (1). Si nous prenons T== o, il viendra

P==^ , Q = ~ A Î ,

ce qui montre que, si Von connaît une surface (a;, y, z) rap-
portée à un réseau conjugué (^, v) à invariants égaux, pour
lequel on ait

V V
B=-^, B.=-^,

les formules

'-/^(^-S^) (°=w)
représenteront une surface (.%•', y', z ' ) sur laquelle le réseau
(«, v) sera un réseau conjugué à invariants égaux, et les
coefficients de Inéquation de Laplace à laquelle satisfont les
trois coordonnées x ^ y , z ' auront respectivement pour valeurs

B'==—B, B ; = = — B i .

( 1 ) II est aisé de voir que l'on ne peut réduire T à une constante que si le
réseau est .'» in variants éî;aux.
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La réciproque de celle proposition s^établil facilemeni; elle
nous servira dans le paragraphe qui suit.

On voit que la transformation de Peterson pour les réseaux à
invariants égaux conduit à la transformation de Moutard (DAR-
BOUX, Théorie des surfaces, t. II, n° 891).

V . — R É S E A U X DOUBLEMENT CYLINDRES A I N V A R I A N T S ÉGAUX.

17. A raison de rimporlance spéciale des réseaux conjugués a
invariants égaux, nous allons déterminer tous ceux de ces ré-
seaux qui sont en même temps des réseaux doublement cylindres.
Nous avons donc à introduire dans nos résultats antérieurs la
nouvelle condition

àH _ àB^_
('^) au àv

caractéristique des réseaux à invariants égaux.
Parmi les réseaux singuliers, ceux qui correspondent au eas

extrême
Bi=o , B === o,

et ceux cjui correspondent au cas intermédiaire

sont évidemment des réseaux à invariants égaux.
Les réseaux singuliers qui correspondent au cas général

Bl==oî ^È^09

ne sont pas à invariants égaux, puisque ces deux hypothèses sont
contradictoires avec la condition (28).

Parmi les réseaux non singuliers, ceux qui correspondent au
cas extrême

ÔB àB,
BB1=^=="^"

sont évidemment des réseaux à invariants égaux.

En conséquence, les réseaux conjugués formés par deux
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familles de courbes d'ombre (courbes de contact de cylindres ou
de cônes circonscrits) sont à invariants égaux. Les surfaces qui
présentent de tels réseaux sont définies par les formules (I)
(II) et (IV).

Ceux des réseaux non singuliers qui correspondent au cas
in ter média ire

BB.^^
au àv

ne sont pas à invariants égaux, puisque l'une de ces hypothèses
est contradictoire avec la condition (28).

'18. II nous reste donc à chercher, parmi les réseaux non sin-
guliers qui correspondent au cas général, ceux qui sont à inva-
riants égaux. On pourrait effectuer cette recherche en partant des
formules générales (2 3)

B __ Lr V ' ( U o + V o ) - V o ( U - h V )
U - 4 - V i r ( U o - 4 - V o ) - U o ( U + V /

B r ir(Uo+Vo)- ,u ,(u. t -v)
j U - + - V V / ( L T o + V o ) ~ V o ( U 4 - V ) t

dans lesquelles on introduirait la condition

(.8) ^=^1.
au àv

Mais il est plus simple de reprendre les équations générales
des réseaux non singuliers, savoir

( 3 ) BB -̂ à[ï àïïl ^logBt
' ^^àu-^-^uàv--^

^ BB^-^+^-l-^10^ -o
au ôv au àv ~ f

et de les intégrer a nouveau en tenant compte de Phjpothèse (28).
A cet effet, nous poserons

( • > < ) ) B = = Œ , , Bi=:cr,,

ce qui réduit les équations (3) et (3') aux suivantes

^o.. ^^^Og^^lo^-
au àv au àv
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L'égalité des deux derniers rapports entraîne

^ _ ^
V ~~ V 1 9

les deux dénominateurs, run fonction de v, l'autre fonction de u^
étant différents de zéro; sans quoi l'un au moins des coefficients
B et BI serait nul, et le réseau serait singulier. Celte dernière
relation montre que 7 est une fonction de la somme U 4- V ; nous
écrirons donc

<T = c^U-f -V) ,
d'où résultera

B = = W , Bi= U 'Œ' Î

et les équations concordantes (3o) nous donneront

-($)••
Pour intégrer cette équation, qui est du second ordre par rap-

port à la fonction inconnue o-', nous poserons

II vient ainsi

II suffit de multiplier par 200^(1) pour obtenir Fin tégrale pre-
mière

(3i) ( w - } — -1, =const.==77i2,
\ CO / t02

Nous avons ici deux cas à distinguer, suivant que m est nul ou
différent de zéro.

19. Première hypothèse : m = o. L'équation (3i)se réduit à

tu' = =p I ;

'où deux solutionsd'où deux solutions
( 0 = = q = ( U - + - V ) .

La première donne

v = - r p - lr - _ vr

t., - U 4 - V 7 '"' (.) ~ I I -4-V
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et nous retrouvons, comme il fallait s'y attendre, les réseaux
formés par deux familles de courbes de contact de cônes cir»
conscrits. Les surfaces correspondantes sont représentées par les
formules (IV).

La seconde solution donne

B== 7o ==\]~^\9 Bl= -^o•==T^rv•
Les valeurs de B et B( sont égales et de signes contraires aux

précédentes. Diaprés ce qui a été vu à la fin du n° 16, les coor-
données W des surfaces cherchées pourront être calculées au
moyen des coordonnées 0 des surfaces précédentes (ci/==—i)
par la transformation de Peterson, particularisée de manière à
conserver Fég'alité des invariants,

-f^^-^')-
On sait (n°H) qu^ici \ représente U + V et 0 le quotient de

U<+V(parX; nous prendrons

U,+V,(J- u'̂ v"
11 vient alors, après un calcul facile,

O f = ( U - 4 - V ) ( U 4 — V 4 ) — — 2 firU4^4-'2 Ç\'\!,dv.

Pour effectuer les intégrations, il suffit de poser

fv y'
-=^ vt=-^^=-^ v*=--,,

Ui et Vi étant deux nouvelles fonctions arbitraires. On trouve
alors, en effaçant les accents des coordonnées 6',

/ U -+-V /U'i \\\ ,„ ,, ,^=-,—(-^+v;-)-(U^vo,

i TT _i. v / TT' V \(vu) ÎLLî .- .̂-dĵ v,),
u+v/u, v,\ ,„..,.

S = ——————^-,jT-+--y7-^—(U3+V,).
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Telles sont les formules qui définissent les surfaces pour les-
quelles on a co^i. On les déduit des formules (VI) en faisant
dans ces dernières 2Vo===V2 , 2 Uo ==—U2.

20. Seconde hypothèse : m -^. o. L'équation (3i) s'écrit

0/2— W2^2 == I.

Son intégrale générale est

co = -I- Shw(U 4-V-}-c) .

Nous avons mis en évidence, dans l 'argument du s inus hyper-
bolique, une constante arbitraire c, que l'on pourrait évidem-
ment faire rentrer dans la somme des deux fonctions arbi-
traires U et V. Mais, à raison de la remarque qui a été faite
(n° 16) sur les réseaux à invar iants égaux, il y a intérêt a retrou-
ver les deux solutions où B et B^ ont des couples de valeurs
égales et de signes contraires. On les obtient en faisant d'abord
c == o, ce qui donne

S h m ( U - f - V ) ... mY _ mV
oj=————-———, B = — — — — — — , 1^1= cïin Sh m ( U -+- V) * Sli m( U -+- V )

?'7T . ,puis c= —? ce qui donner m l

Shm(U-hV) - fnV „ mVco-'~———„,———? B ^ — ,,,.,, , ,,,> B,=m Shw(U-l-V) Sh// i (U-^"V)

On voit que les deux classes de surfaces qui se correspondent
par la transformation

o'= /W^-^A,/^0 , àQ , \•- I > 2 ( ~ du — — dv ) ,J \àu àv /J \àu àv

au lieu d^être distinctes comme elles l'étaient pour m == o, ren-
trent dans un type unique, indépendant même de la valeur de m'y
ce qui nous permet de prendre m=\ avec c === o, d'où

B=——v-_ ^
Sh(U+V)' ^ Sh(U+V)*

Si nous faisons dans ces formules (?"=== Uo, (?~v==Vo, elles
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B - - -^Jovft- n - ^o^o- uii-v^ ^-îî^r-vi

et nous devons intégrer avec ces valeurs de B et Bi Inéquation

m - ^B^B/ 0
ou ôv au àv

Maïs nous avons vu (n° 14) qu'à cause des relations /^ == Â-_i == o
l'intégrale générale de cette équation était

0 =- , ; j^-Ui+——^^——Vi,
"l ^ —— 13 —— ———-———au àv

Ui et Vi désignant de nouvelles fonctions arbitraires. Si l'on
calcule les dénominateurs de U', et de V^, on trouve

_ àlosB _ Uo(Lïo-^Vo)
1 au Uo(Uo-Vo) î

_ à}os;B, __ V^Uo4-V,)
àv ~ V,(Uo-Vo) '

Nous avons donc, pour représenter les surfaces cherchées, les
équations

^o-Vo /Uo,,, Vo,,/ffi;11'1-^"1)"^1-^(vm) ^^:(^L-^VO-(U--+-V-)-
^-U——V n / ^ -V^VJQ— Vo \Uo V o ^

__Uo-Vo /Uo Vo \ ^ ,v ,
- - Uo+Vo W; 3 ~ v^ ^ 3 ) ~(u34"V3)'

Ces dernières formules, jointes aux formules (I), (II), (IV)
et (Vil), font connaître ^ensemble des surfaces qui admettent
un réseau conjugué (^/, v) doublement cylindre à invariants
égaux. Le problème que nous nous étions proposé est donc
c n ti è re m eut ré sol u .


