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SUR UN GROUPE DE TRANSFORMATIONS ;

Par M. E. GOURSAT.

\. Dans son Mémoire Sur la transformation des fonctions
abéliennes (^Comptes rendus, i855) M. Hermite a considéré un
groupe de substitutions linéaires, où figurent seize nombres en-
tiers a,, 6(, c<, di (i = o, i , 2 , 3), liées par les six relations

cto ds -4- bo <*3 --- CQ 63 — do ci^ = i,
ai c?2 -4- b\ Cî •- Ci 63 — d\ 02 == i,
a^d\ -\- b^c\ — ai do — b^c^ == o,
(tQd^-\- by Cs— a^d^— ^iCo == o,(0

(^1 ^3 -+- ^1 <?3 - <ï3 ^1 — ^3<1! = O?

^î ^3 '+' ^2^3 — CL^d^ — 63 Cç == 0.

Ce même groupe joue un rôle imporlant dans un grand nombre
de travaux publiés depuis, par exemple dans le Mémoire de
M. Picard Sur les fonctions hyperabéliennes, et dans les Mé-
moires de M. Humbert Sur les fonctions abéliennes. Quand on
applique à une équation aux dérivées partielles du second ordre
de Monge-Ampère une transformation de contact, on est conduit
à considérer un groupe de substitutions linéaires, dont les coeffi-
cients ont exactement la même expression que ceux de M. Her-
mite, mais où a,, 6,, c<, di ne sont plus des nombres entiers. Il
m'a semblé intéressant de signaler ce rapprochement entre deux
parties, en apparence si éloignées, des Mathématiques.
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C'est la forme même des conditions (i) qui a été le point de
départ de cette remarque. Si, en effet, on pose, dans ces rela-
tions,

„ àx A àx àX àXao=^ 60=^ ^-^ ^o=^

. ^ , ^Y à\ , àT
al==^ bi=^ c^^9 ^-y

n - ^Q A ^Q ^Q . àqaî-^ ^=^ ^-J-- ^=^
•à^

 vî-^
 c^^ ^=^

àP , àP àP , àP
aï9 b^^ C 3 = ^ î ^àpn. àp 1 àp àp ^ àP

aî=^ ^-W C 3 = ^ î ^-ITn

^? Y, P, Q étant des fonctions des quatre variables x ^ y ^ p ^ y,
elles deviennent

(2) ) ( X » Y ) = = 0 » ( X , Q ) = = o , ( Y , P ) = o , ( P , Q ) = o ,
' ( P , X ) = i , ( Q , Y ) - i ,

la parenthèse (u, v) ayant la signification habituelle

(u v\ = ̂ u ^p _ ^p ^" ^" ̂  ^ ^M

' ~ àp àx àp ~àx ~^~ ~àq'ày ~^ 'àq ~ày9

Ces conditions bien connues expriment que

P dX -+- Q d\ — (^ dx -4- y û^)

est une différentielle exacte ( < ) rfû, et les formules

.2?'= X ( x , y , p , y),

y=Y(.y,^Jo, ç),
^^(a-^^ç),

y'=Q(^y,/? , ç)

définissent une transformation de contact en ( x , p).

2. Considérons maintenant une transformation de contact

(1) Voir, par exemple, mes Leçons sur les équations aux dérivées partielles'
du premier ordre, page 283.
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générale définie par les formules

î x' = X (a-, y, z, p, q),

|y^Y(.y,y,^,7», y),

(3) \ z ' ^ Z ^ y , z , p , q ) .
^ p ' == P (a?, y , z , p , y),
' ^=Q(^.Tî ^7?» y),

et posons
dX _ dX , ^x , <^X
3î - a0' ^ " boî àp= doî àq == coî

d\ d\ , <^Y - <)Y
^-a,, ^=^1, ^=^» ^=fl l î

dP dP , ()P , ()P
^=a3» ^==63t ^"^ ^==C3Î

û?Q ^Q , ()Q , àO
di^^ ^=^ ^-^ ^=^

ou
d_ _ à_ ô_ d _ à à
dx àx p àzf dy ~~ ày ^ àz "

Les formules (3) définissant une transformation de contact, on »i
l'identité

dZ — P dX — Q dX =. p (dz —p dx — q dy),

p étant une fonction de a-, y, ^, /?, y, et les conditions

[X,Y1=o, [X ,Q]=o , [Y,P]=o, [P ,Q]=o ,
[ P , X ] = p , [Q,Y]=p ,

où [u^ v] représente le crochet jacobien

.- -. _ àu^ dv_ ^ àv^ du au dv àv du
~~~ àp dx àp da? àq ~dy ^q dy9

peuvent s'écrire, avec une notation abrégée,

i (ad)oi-^-(bc)oi== o,

^ (ad)oî-^-(bc)oî== o,

(4) \ (^)i3+(6c)i3==o,
^ («^)î3-H(ÀC)t3==0,

\ (^)o3-1-(^)o3=(arf)n-4-(6c)iî= p;
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(ad)ij== d i d j — a jb i ,

(bc)ij == biCj — bjd,

les indices f , / pouvant prendre les valeurs o, 1 ,2 , 3. A ces rela-
tions on peut en ajouter d^autres de même forme, qui en sont des
conséquences algébriques. Pour les obtenir facilement, posons,
en désignant par u^ u^y ^3, u^ quatre indéterminées,

/ PI = 0?3 Ut -r- dï Uî— (ÎQ Us— (If ̂ 4,

} PS == Cs Ui-hCî ^2— Co Us— CiU,,,
(5) <1 ^ ==——^3^^——a2<A2-+-OoMa- i -<2 iM4,

\ ^3 =—— ^3 ^1 — ^ï ^2 + ̂ 0 ̂ 3 -+- ^1 ^4 '»

on en tire, en les ajoutant après les avoir multipliées respective-
ment par a/, &/, â^, c/ (/== o, i, a, 3), et en tenant compte des
formules (4),

pMi== ao Vi-}- bo Vî -+- CoP3-4- û?o^,
p M, == ai PI 4- &i Pî + Ci ^3 -{- di ^4,

p 03 = 03 PI 4- 63 PS -4- C3 P3 -+- Û?3 P4,

p ^4 = Oî PI -+- 62 ^2 + C2 ^3 + <^2 (?*-

En remplaçant u^ Us, «3, «4 par les valeurs précédentes dans
les formules (5), on doit évidemment être conduit à des identités,
puisque p < , v^ (^3, ^ sont arbitraires comme u^ u^^ 113, u^. En
écrivant qu'il en est ainsi, on est conduit aux relations

(ad)o3-^-(ad)^= p, ( bd)o3 -+- (bd)^= o, (cd)o3 -^-(cd)^ = o,

(ac)o3-+-(ac)i2 = o, (6c)o3+(6c)i2 = P, (^c)o3 -^-(û^)i2 ==o,
(a6)os4-(a6)i2== o, (ac)o3+ (00)12 ==o, (0^)03 + (ad)iî== p,
( a6 )u3 4- ( ab )i2 == o, ( 6c )o3 -+- ( 6c )is = p, ( bd)o3 4- ( 6û?)i2 = o,

qui se réduisent à six :

/ («c)o34-(ac)i2 =o,
\ (^)o34-(M)i2^=0,

(f)) < (CûOo3-+-(CûOi2==0,

^ (^)o3+(a6)nr= 0,

\ (^)o3-+-(^)lî=(^C)o3+(6c)n=p,
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les expressions (ac)^, (cd)^ (bd)^ (ab),j se définissant comme
(ad),jel(bc),j.

Les relations (6) sont absolument équivalentes aux rela-
tions (4) et, en les comparant, on en déduit que Pon a

(^) (^)i2==(^)o3, (ad)^==(bc)^

3. Calculons encore les formules qui définissent la transfor-
mation de contact prolongée (3), en nous bornant aux éléments
du second ordre. Lorsque l'élément {x,y, z , p , q) décrit une
multiplicité Ma, ayant pour support ponctuel une surface S, l'élé-
ment (X, Y, Z, P, Q) décrit également une multiplicité M;, et
nous supposons que Mg a pour support ponctuel une autre sur-
face S. Soient

(8) ^=/(^y)

l'équation de la surface (S) et

(9) Z = F ( X , Y )

l'équation de la surface S. Nous poserons

^/ __ à^f à^f
àx^ '-'àx'ày9 t == •à^'

R-0!! s- à2F T à2¥

^-àX^ ^-ÔXàî9 T=à^;

pour prolonger la transformation (3), il s'agit de calculer R, S, T
au moyen de x, y , z, p , q, r, s, t. Ces quantités se déduisent des
deux relations

(10) dP=RdX-^-Sd\, r fQ=S^X-4-T^Y,

qui deviennent, en développant les différentielles rfX,^Y, rfP, </Q,
et employant la notation convenue pour les dérivées partielles,

a^dx -h b^dy -+- d^r dx^- s cty) -+- c^Çs rix -+- tdy)

= R[aoû?a?-+- b^dy -^d^rdx-^- s dy) -4- Co(s dx -+- tdy)}

-+-S[airf;2? ^-b^dy^-d^(rdx-^sdy)-^Ci{sdx-^- tdy)},

a^dx-\- b^dy-}- d^r dx-\- s dy) + c^(s dx-+- tdy)

= S[aodx+ bQdy-{-dQ(rdx-^-sdy)-^-CQ(sdx-^- t dy)\
-h T [ai dx -+- bi dy-{- o?i (/• dx + sdy) -+- Ci(s dx -h / dy )|.
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En égalant les coefficients de dx et de dy dans les deux

membres, on parvient aux quatre égalités

R(ao-4- dor-i-CQs)-T- S (01-4-û?i/--i- c.s) ;= 03 -h û^r -4- Ca^,
R(^o-t-û?o5 -hCoO-4- S(6i+ûfi^-hcin= b^^-d^s^c^t,

00

\ ç:>(ao — dof-^CoS)—T(ai-^ d i / ' -+ - r i s ) =-. a^-h d^r-^-ds,
( S(^o —dos -+- c o t ) -h T(6i-+- 6/15 -4- c i t ) = 62 -+-û^5+c^.

Des deux premières formules (i i) on tire

( i3) R-- (^)3i4-(^)3rr-+-(ac)3i^-+-[(a^)i3+(c^)3i]^-^(^c)3i(^—^)
(a^oi+(^)oi^+(ac)oi^+[(ŒûOoi -h (cb)oi]s -+- (dc)^(rt — s^Y

04) S _ (^oa^- (db)^r -h (ac)o^ 4- [(0^)03-4- (0^)03] s -+• (dc)^(rt — ̂ ).
(a^)pi -4- (û^)oi r -h (ac)oi t -+- [(aû?)oi-t-(c6)oi] 5 -4- (û?c)oi(^ - s2') ''

des formules (12) on tire de même

( rq )^ S = (^)2i-+-(^)2i^+(^)2i^4-[(a^)2i-4-(c6)»]^-4-(^c)^(^~-^)
( a&)oi -4- (â?6)oi /l -i- (ac)oi < -r- [(aû?)oi 4- (c6)oi] 5 -h (û?c)oi(^ -- 52) î

( i5) >r _ (^)oz^(^)oîr-^(ac)o^t-{-[(ad)oî^-(cb)^]s+(dc)^(rt--sï)
(ab)oi-^-(ab)oir-^(ac)oit-{-[(ad)ot-^-(cb)oi]s -^ (dc)oi(rt — s^y

les valeurs de S fournies par les formules (i4) et (i4)6" sont
identiques en tenant compte des relations (6) et (7).

Des formules (i i) et (12) on tire également

( i (> > HT — S2 = ̂ -b^î~^db^r "4" (ac^t -h [(g^î-h (ad)^]s -+- (dc)3î(rt — s^)
(ab)oi^(db)olr-^(ac)ott-^-[(cb)oi^-(ad)oi]s-^(dc)o^(rt—sî) '

On pourrait aussi inversement résoudre les équations (i i) et (i 2)
par rapport à r, s, t. Observons pour cela qu'on peut les écrire

(i i)^ r(d:i ~ do R — dl s ) + s(c:i~ COR^' cl s) ==~ a3 -4- ̂ R-^ ai S,
r ( û?2 — </o S — rf, T ^ -h 5( Ci — CQ S - ci T ) == — ̂  -+- ao S 4- ai T,

(12)^ ( 5(û^3-^OR-â?1s^-4-^c3-coR-ClS)=-634-^R4-&^S,
) ^(^2-û?oS-^T)4-<(c2-coS--ciT)==—6,-i-6oS-+-&iT;

on peut les déduire des formules (i i) et (12) en permutant r e tR,
s et S, t et T, ao et — ^3, co et rf,, a, et — 03, 60 et — d^ 6, et
-- Ça, 63 et 03, sans changer les lettres 03, 62, ^n û?o. On obtien-
dra donc r, 5, ^, /^ — s1 en fonction de R, S, T, RT — S2 en
effectuant les mêmes permutations dans les formules (i3), (i4)' ^ \ / r\ \ \ 1 1 \ » / 1^ i o ) e t ( i 6 ) .



Les transformations de contact formant un groupe, il est clair
que les substitutions définies par les formules (i3) à (16), où les
coefficients a^ bi, c/, di sont des quantités quelconques, vérifiant
les relations (4), forment également un groupe (1).

4. Étant donnée une équation de Monge-Ampère

(17) u\ (r't'— s'2) -+- u^r'-\- u'^t'-r- u\ -+- u^s' == o,

dont les coefficients sont des fonctions de x ' ^ y ' ^ z ' y p ' r , q ' ' , si on
lui applique la transformation de contact définie par les for-
mules (3). elle se change en une équation de même forme

( 1 8 ) Ui(rt— s2) -+' u^r 4- u^t ^- u^-\- us,s == o,

dont les coefficients s^exprimeront au moyen de u\, M g , u^ u,^ u^
par les formules suivantes :

. Mi== (dc)3îU\-+- (dc)3iu^-^- (dc)oîU^-h (â?c)oi u\-^ (dc)^u'^
^ Uî== (db^îU't-^- (db)^u\— (db)oîUs-^- (db)oi u\ -+- (db)osu^

(19) \ ^3= (ac)sîU\-^ (ac)3i^2-+- (^)û2^3-+- (ac )oi u\ -4- (ac)os u\,
1 ^== (ab)sîU\-r- (06)31 u^-+- (<a^>)o2^3-H (ab)oi u\ 4- (ab)^u'^,
1 ^5== 2(0^)32^1 d-2(ao?)3iM'2-f- 2(ao?)o2M3-+- ï(ad)oi u\-^- [(ad)os-+- Çcô)os]u^

Les substitutions linéaires définies par ces formules (19) for-
ment encore un groupe pour lequel

M J — — 4 M 2 M 3 - h - 4 M i M 4

( 1 ) Pour retrouver le groupe de transformations considéré par M. Hermite, il
suffit de changer, dans les formules (i3 à (16), r en G, s en H, t en G', R en Gp
S en HI, T en G[, et de permuter en outre les coefficients a^ b^ c,, d, de telle
façon que les lignes du Tableau

«O ^0 dy CQ

a, bt d^ c^

«3 ^3 ds €3
a^ 63 dy c,

se changent en colonnes et vice versa, ce qui remplace les relations (/i) pur les
relations équivalentes (6).

XXX.
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est un invariant; on vérifie en effet que l'on a

(-ÎO) U^-—^UîU3-r- 4^ i î<4 == p2 j U^— 4 ̂ î ^3 -+- 4 U\ U\ j . .

Ce résultat s'explique aisément a priori puisque la relation

u-^ — 4 u\ u\ -+- 4 ̂ i ^1 = °

exprime que les deux systèmes de caractéristiques de Péq na-
tion (17) sont confondus. Si l'on suppose ? == [, le groupe (19)
est identique au groupe formé par les substitutions linéaires qui
reproduisent une forme quadratique.

Parmi les covariants que l'on peut associer à l'équalion du
second ordre, il en est un de très simple qui a une signification
intéressante, c'est l'expression

( , /do d^ d^ d^\ fà9 d^ à^ d^\
W(T,+)=«, ^^-^^)-K^^-^^)

(„) + n,(? ̂  - ̂  y\- «j^s ̂  - ̂  ̂  )
\dv àp dy àp I \àp àq àp àq /

Us ( d^ à^ d^ à^ à^ d^ à^i cfcp \
ï \dy àp dx àp ^ àq iiy àq dy 1

où y et ^ sont des fonctions quelconques de x^ y, ^,/?, y. Si l'on
cherche à quelles conditions doivent satisfaire les deux fonctions
'5 (.r, y, ^, p^ q) et ^ (.r, y, 2, /?, q) pour que les deux équations

(22) 9(37, y, .s, p, ç )==a , <K^,y, z , p , q ) = - b ,

où a et b sont deux constantes arbitraires, forment un système
complètement intégrable, dont toutes les intégrales vérifient
l'équation du second ordre (17), on trouve qu'il faut et il suffit
que l'on ait

[o,<l/]=--o, W(^)=o.

8. La méthode suivie plus haut, pour prouver que les deux
systèmes de relations (4) et (6) sont équivalents, peut se géné-
raliser aisément. Considérons un système de 412quantilés

A?, B?, G?, D? (^=1,2, .. . , , i)
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satisfaisant aux relations

(23)

^(A?C?-A?C?)=o,
i

^(B,*D?-R*D,*)=o,
1

^(A^-B^C.^o, h^k,
i

^(A^D?-B?C?)=p ,

les indices h et A* étant constants dans toutes les sommations
indiquées. Soient i^, u^ ..., M,/, (^, ^•••» ̂  u" système de
in indéterminées auxiliaires; posons

/ pUi=A}Ki-t-...4-A?MA-+-...-hA?M,,-+-B{^i-+....+Bî(/,,,

( • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • - • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • » •
(24) ' pU,= AjMi4-...-+-A?«A-+-...-T-A?M,,+B^i+...4-B;^,

^ ........................................................
I pU^=AiMi-h...-+-A^iiA-h...-hASM,t-h-B,^i+...-+-B;{p,,,

(25)

p Vi = G} Ut +... -}- G? un +...4- C? M,» -+-DJ (/i-+-... 4-D?^,
• , . • . • . . • » • • • • • . • • • • . • . . . . . . • . • . . • • • • . • • • • • . • • • • • • • • • • • <
pV,-=C,1 Ml-t-...-+-C?MA+...-4-C;lM„-^-D(lPl4-...-hD?P,„

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • • • . . • • • • • • . . • • . . • • • • ï

^ pV»=±CAMl-^...+Câ^^-+-..•- l-C;;^-+-D„^+...4-DSp„.

On déduit de ces formules, en tenant compte des relations (ï3)y.

(26)
MA = D?Ut 4-.. .-4-D^Un- BÎV, -...- B^V,,,
^=AÎVt4-. , .+A5V»-CAUl-. . .-C5U„

(A ==i , a, ... /i);

en substituant ces expressions de UA et de ^ dans les- for-
mules (a4) et en observant que U, et VA sont des quantités arbi-
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Iraires, comme Ui et PA» on est conduit aux relations

; V^A^B^ A^B'n -«j ^V-"* "A""^0/ /' — 0'
h

^^ l r»A r\^ n/1 T\^\
Z^^i Dk—ck D() =0>
A

2(A^-B^G?)=o, k^i,
h

^(A?D?-B?Ct)=p,

(27)

Pindice h étant le seul qui varie dans les sommations indiquées.
On rencontre des systèmes de relations de la forme précédente

dans la théorie générale des transformations de contact. Soient
Z, X< , Xa, ..., X^, Pi, PS, ..., P,,, 271+1 fonctions des in -\- \
variables indépendantes z, x^ x^^ ..., x m p\ 5 pi^ •. • , pn telles
que l^on ait identiquement

(%8) dZ —PI^XI—.. .—Pnd\n==p(dj5—pidXi -PndXn),

ou p est une fonction de ^, a?(, x^^ ..., a?,,, /?<, p ^ y ..., ^?^. Cette
relation (28) est équivalente à a n 4- i relations distinctes que
l'on peut écrire

(29)

àZ
àz

dZ
dx/t

> ( h == T - i
àZ

àph

<«, àX»
~vt~à^~•••~ln~5z~=^

VP dx•\=2,p(^
-Vp/.^

A / < /̂,
\ - 7 — î

Si l'on regarde dans ces formules Z comme une fonction incon-
nue, les conditions d'intégrabilité conduisent a des relations que
Fon peut mettre sous la forme (î3) en posant

A* - dx/
^-3^'
pA <<P;tif == -3—»
' dxh.

•oh ^l
B•=^'

D7=?.< 40*
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Les relations équivalentes (27) sont précisément les relations
bien connues

[X , ,XA]=O, [P^P^]=0 , [ P / , X Â , ) = O ( l ^ Â - ) ,

[P / ,X , ]=p ,

qui se trouvent ainsi établies d'une façon très naturelle.


