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SUR LES VARIÉTÉS UNICURSALES A PLUSIEURS DIMENSIONS;

Par M. LÉON AUTONNE.

INTRODUCTrON.

Christoffel a inséré, au Tome XIX desMathematischeAnnalen
(pages 280 à 290), un très remarquable article, où, par une dis-
cussion strictement algébrique, il aborde et résout les deux pro-
blèmes suivants :

I. Établir Inexistence des invariants absolus (rationnels)
projectifs, afférents à une forme d'ordre n à p variables;

II. Chercher dans quels cas Inégalité des invariants absolus
correspondants assure l7 équivalence de deux formes.

Il m'a paru qu'il suffisait, dans l'analyse de Christoffel, de
changer et de compléter fort peu de chose pour obtenir, sur les
variétés unicursales à plusieurs dimensions, plusieurs propositions
nouvelles.

Tel est le principe de cette Note. Le fond des idées appartient
à Christoffel ; mon travail a consisté à généraliser un peu les
théories et surtout à les interpréter géométriquement.

Voici les résultats saillants contenus dans les recherches ci-
après.

Soient Z^[^ === i , 2, . . ., m -\- /z] les m 4- n coordonnées recli-
lignes d'un point Z dans un espace (£ à m 4- n dimensions.

Soient tj [j === i , a, ..., m] les m coordonnées rectilignes
d'un point T dans un espace ^ à m dimensions. Introduisons
m + n polynômes Py(a i , . . . , a^; < i , t^ ..., tni) == P.y(a; t) en t,
avec les coefficients a^ . . ., a^;

- ( n , , ^ ( M : + . ) ( M ^ - 9 . ) . . . ( M + m )1; == i îH -4- fl ) ———————————-—————————— ,
m\

M étant le degré maximum des P et quelques-uns des a pouvant
être nuls; définissons un point Z de (K par les relations

(o) Z , = = P , ( a ; ^ ) .

Quand T parcourt (^, quelle figure Z de (Ê est décrite par le
point Z? Tel est notre premier problème.
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Définition /. — Une variété E, située dans (S, sera à m di-
mensions lorsque pour un point Z, assujetti à se trouver sur E,
on peut prendre encore m et seulement m coordonnées arbitrai-
ment

Si = Zi, Çs = Zg, . . . , Ç,,, = Z,^,

tandis que les n dernières

sont définies par le système Ç des Ç.

Définition 77. — La variété E est indécomposable lorsque,
pour Ç quelconque, E ne peut avoir de point commun avec une
variété E', à m dimensions, sans être située tout entière sur E'.

La réponse à la question est alors la suivante :

THÉORÈME L — Le lieu Z du point Z, défini par le système (o),
est une variété indécomposable à m dimensions E, comptée une
ou plusieurs fois. Les n équations de E peuvent s9 écrire

F, = z^ -4- ̂ -1 cy) + ̂ -2 c^ +... = o,
[ i =i, 2, ...,/i]

oà les Ci sont des polynômes par rapport aux Zy,( ( T ^ ( — r), à
coefficients rationnels en Ç. A un système Ç donné quelconque,
correspondent sur E, y. == [A, 03 ... ̂  points, y. est le degré de E.

Ainsi les yî équations de E peuvent être écrites et disposées de
façon que, lorsqu'on passe de l'une à la suivante, on introduit
chaque fois une seule coordonnée z nouvelle.

E est unicursale par définition.
Supposons maintenant que les T coefficients a soient des poly-

nômes, à coefficients numériques, par rapport aux coordonnées Xj
d'un point X de (£. Les équations (o), qui s'écrivent dans ce cas

(i) Z , = P , ( X ; Q ,

définissent alors une variété Ex, de même nature que E.
Je cherche de quelle façon influe sur la nature de E la position

dn point X dans l'espace (K. Voici ce que l'on constate.
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THÉORÈME II. — Plusieurs points X, X', X", ... peuvent
fournir la même variété Ex =6, mais on a dans ce cas un
certain nombre de relations telles que

R ( X f ) = R ( X y ) = . . . = R ( X ) ,

où les R sont des fonctions rationnelles des m -4- n lettres.

On peut nommer les R les invariants absolus de la variété e.
Il est à remarquer que le lieu Z de Z défini par le système (o)

peut exceptionnellement avoir moins de m dimensions. Ce cas
particulier est exclu par hypothèse.

Introduisons trois définitions suggérées par la théorie des
formes, où les hypothèses faites se trouvent réalisées.

Définition 111. — Un point Y est équivalent à un point
X[YsX] quand il existe au moins un point T fournissant Y au
moyen du système

Y,=P,(X;Q.

Définition IV. — L'équivalence est une propriété réversible
[Y==E X entraîne X ssiY et vice versa].

Définition V. — Pour que deux points soient équivalents en-
semble [YiisX] il faut et il suffit qu^ils soient équivalents à un
troisième [X =• Z, Y SES Z],

Nous aurons le théorème suivant :

THÉORÈME III. — La variété Ex, aux n-\-r 4-p(^o, p ^ o )
invariants absolus R(X), est te lieu des points équivalents à un
point donné X quelconque.

Parmi les invariants absolus R on peut choisir ;

i° n fondamentaux |Di., ..., T^u tels que tous les autres soient
algébriquement exprimables avec ces n là ;

2° n-\-r semi-fondamentaux |ll<, . . . , ^nj y/<+i» • • • > ^ / / + r
tels que chaque R soit rationnellement exprimable avec les semi-
fondamentaux, tandis qu'aucun semi-fondamental n^est rationnel-
lement exprimable avec les semi-fondamentaux précédents.

THÉORÈME IV. — Pour que deux points X et Y soient équi-
valents^ il faut et il suffit que les semi-fondamentaux soient
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égaux :
îï i(Y)=pi(X), ..., y,^,(Y)=î^,(X).

Les /i équations

yi(Y)=pi(X), ..., p,,(Y)=y,,(X)

fournissent pour le lieu Y de Y non seulement Ex mais encore une
variété parasite £, indécomposable ou non. Les r équations

y,^i(Y)==y,,4-irx), ..., Î^(Y)=}I,^,(X)

ont pour résultat d'écarter la variété parasite £.
Il est facile de retrouver dans l'espace ordinaire l'analogue de

quelques-uns des précédents résultats.
Prenons m == i, n == 2 ; E devient une courbe gauche unicursale

ordinaire, définie, si Ci = x == Z^ , z^ ==y == Zg, z^ == ^ === Zs, par
les deux équations

Fi== Ao(.y)y^+Ai(^)jP-t-iH- . . . = = = o,
Fs== Bo(^)^^+Bi(a',y)^^-i+B2(.r,y)^. 2-+-. . . =o,

où les A et les B sont des polynômes. On sait que la courbe plane
Fi === o est la projection (conique, de sommet o == x =y, ̂  == oo)
de la courbe E et qu'en général [jig === i. On retombe sur la repré-
sentation des courbes gauches au moyen d'un cône et d'un mo-
noïde. Pour plus de détails sur la question je renvoie à mon tra-
vail Sur la représentation des courbes gauches algébriques,
inséré aux Annales de l'Université de Lyon, 1896.

Les n équations F<== o de E sont la généralisation du procédé
qui repose, dans l'espace ordinaire, sur l'emploi du cône et du
monoïde.

J'espère revenir ultérieurement sur la matière dans un travail
plus étendu, auquel la présente Note servirait de préliminaires.

DÉMONSTRATIONS.

1. Prenons, dans un espace (C à m -(- n dimensions, un point Z
déterminé par ses m + n coordonnées reclilignes

Z, [s == i. 2, ..., m-\- n].

Effectuons sur les Zj le changement de coordonnées le plus
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général. Alors le système de référence [ ( m + n + i ) — è d r e ]
occupera une situation absolument quelconque tant dans <£ que
par rapport aux diverses figures (variétés) qu'on étudiera ci-après.
Tous les îs joueront un rôle géométrique analogue et symétrique.

Soit de même, dans un second espace ̂  à m dimensions, un point
T déterminé par ses m coordonnées rectilignes tj [j = 1 ,2 , ...,m].

On admettra, comme pour les Z,, que tous les t jouent un rôle
géométrique analogue.

2. Je dirai qu'une variété E, située dans (Ê, est à m dimensions
dans le cas suivant : pour un point Z, assujetti à être sur E, on
peut prendre arbitrairement m et seulement m des m-\- n coor-
données; en vertu du § 1 les m coordonnées à prendre arbitraire-
ment peuvent être choisies ad libitum. Les n coordonnées res-
tantes sont fonctions de ces m là et E est définie par n équations
distinctes entre les Z,. Si ces n équations sont algébriques, E
sera une variété algébrique et n coordonnées îs quelconques
sont fonctions algébriques des m autres.

3. Répartissons les ïs en deux catégories de m et de n lettres
respectivement, en posant

Zi == Ci, Z^ = î^i, . . .» ï/ii == ^m'j

fAln-\-\ == ^\f "/n-t-2 =— Z2î • • • î "m+n == ^if

Cette répartition peut se faire (§1) d'une façon quelconque sans
nuire à la généralité géométrique.

Établissons maintenant, entre les points Z de l'espace (Ê et T
de l'espace S (§ 1), une correspondance résultant des relations

(o) S i==Pi (0, ..., Ç/«==P^ (0,

O) ^l = P//i+l(^)» • • • » ^/t — ^m+n (<)»

où P^(<) == I^(^, t î , • ' • - ) t m ) est un polynôme.
Quand T parcourt ^, le point correspondant Z, dont les coor-

données sont fournies par les systèmes (o) et (i), parcourt dans (Ê
une variété E à o- dimensions. Quel est le nombre T?

^ comprend oo7" points T dont chacun fournit un point de E ;
donc (T ne peut dépasser m. Le cas <r<< m peut parfaitement se
présenter, mais je ^écarte par hypothèse. Alors <r ==; m.
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Les équations (o) et (i) définissent une variété E à m dimen-
sions, unicursale par définition.

Je me propose de construire les n éqiiations de E.

4. Rappelons ce que Christoffel nomme Yélimination systé-
matique d'une variable x entrer équations algébriques

<pi(a-)==o, <p2(.r)==o, ..., <p^(.r)==o.

Annulons le résultant R(yo 92) des deux premières équations
et le plus grand commun diviseur y,^)? qui existe en vertu
de R==o,des deux polynômes <pi et ya* Les deux équations
y, === îpa == o sont remplacées par deux équivalentes, R(®i y ^2) == o
et ^(.z')==o, dont une ne contient plus x. On n'a plus en x
que p — i équations

ç2(*y)=<p3(;y)== ... ==<pp(;r)=o.

On annulera encore le résultant R^i ys) et le plus grand commun
diviseur (pg des polynômes y^ et ya. On aura une seconde équation
sans x etp — 2 équations en x

?3 ( x ) == <?4(.y) = . . . = ̂ (aQ = 0.

Procédant de proche en proche, on aura :

i° p — i équations d'où la variable à éliminer x a disparu ;
2° une équation en x^ qui fournit les racines communes aux p

équations coi === <p2 = = = . . . = = î0p == o, qui les fournit toutes et qui
ne fournit que celles-là.

Ce calcul se nomme, d'après Christoffel, V élimination systé-
matique de x entre les p équations.

8. Rangeons les ( dans un ordre quelconque, ce qui est indiffé-
rent au point de vue géométrique (§1), par exemple, dans l'ordre
décroissant des indices. Reprenons les m + n équations (o) et ( i)
du §3; appliquons à tm le procédé de l'élimination systématique.

Il viendra une équation en tm

o = Q(^//t, t.'/i-i, - - . ; Ç i ? Ç 2 ? . . . î ^iî ^î-s • • • ) ?

où Q désigne un polynôme, et m 4- n—i équations [système (3)]
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d'où t,n a disparu. Il peut se faire que tm-t, ^w-2» • •? ^w-p+i aient
disparu avec ̂ , mais non ^w-p- On appliquera dans le système (3),
à ^w-pî l'élimination systématique. On aura une équation avec
tm-ç et m -{- n — 2 équations [système (4)] où l'indice maximum
des t qui y figurent sera m — p — p'.

Continuant l'élimination systématique des ^/, successivement
rencontrés dans l'ordre décroissant des indices, on construira
finalement N équations, où figureront les Ç, les z^ les t [système (5)]
et m 4- n—N équations, où les Ç elles -s figureront seuls [sys-
tème (6)].

Par la loi même de construction N ̂  m. Je dis que N == m.
SiN<;m, plaçons Z sur E et d'ailleurs en une situation quel-

conque. Le système (6), dont les m 4-n — N équations sont une
conséquence des n équations de E, sera satisfait; le système (5)
fournira au plus N des coordonnées tj de T, les m—N autres
restant arbitraires. La position du point Z sur E dépendra seule-
ment de. N variables au plus et il ne pourra y avoir sur E plus
de^ points. E aura moins de m dimensions, cas exclu par hy-
pothèse (§3). Ainsi N== m. Les entiers p, p', ... sont tous égaux
à i. Les n équations du système (6) sont celles de la variété E.

6. En résumé : les m 4- n équations (o) et (i) du § 3 peuvent
se mettre sous la forme suivante :

0= Qy(î; -5; <1» ^2, ..., t j ) [j'= I, 2, ..., W],

0= Sf (Ç; Z) [ î= 1, 2, ..., 7l],

où l'on a écrite pour les polynômes Q et S, Q(Ç; z, ...) et
S(Ç; z) au lieu de

Q(îl» • - -î Swî z\1 • - •» zn'1 • • •)* S(Çi, . . ., Ç,,(; ^i, . . ., Zn)

et où t j figure effectivement dans le polynôme Qy.

On peut aussi, dans les n équations S<== o, ranger les z dans
Fordre décroissant des indices; puis éliminer systématiquement
les z dans l'ordre indiqué. Raisonnant sur les z comme on vient
de le faire sur les t\ on remplacera les n équations S< == o par
n équations équivalentes

[i= î, 2, ..., 7i] F,(Ç; z^ z^ ..., ̂ )=o
où Zi figure effectivement dans le polynôme F,.
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Les m 4- n équations

Qy(î ;^ ; ^i, /2,. . . , ^-)==o, F,(Ç;^,^, ..., ̂ )=o,

assurent la représentation de la variété E.
Prenons arbitrairement les Ç; les égalités F<== o achèveront de

fournir les coordonnées du point Z de E. F< == o donnera la seule
inconnue z ^ . F 2 = o, z^ étant calculée, donnera ^21 etc.

Qi ==o donnera en fonction des Ç et ^ la seule inconnue /, .
Cette dernière calculée, Q^ == o donnera ^? etc., etc,

7. Le but des recherches qui vont suivre est de discuter et
d'approfondir la nature des n équations F, == o de E.

Je supposerai, jusque nouvel ordre, qu'on a attribué aux Ç des
valeurs constantes quelconques et ne ferai plus mention des va-
riables Ç.

Les propriétés de l'équation algébrique F i ( z i ) = o en Zi seront
toujours supposées sous le bénéfice des relations antérieures

F I = O , F2=o , ..., F,-i=o

entre z ^ y ^25 • • - , ^/-i.
Enfin si l'on avait F/ = S^ où q est un entier positif et Si un

polynôme, c'est l'équation ̂ = o que l'on écrirait aux lieu et place
de F, = o (voir § 16).

8. Si, F, étant divisible par le polynôme ^(Ç; ^i , ..., ^ /_ i ) ,
on a

^^•(Ç;^,..., ;;,),

il est licite de remplacer Inéquation F/ = o par <ï>^• == o.
Il faut montrer qu'en b i f fante on ne néglige aucune portion de

la variété E.
Formons, en effet, le résultant A(Ç) des i équations

F, == Fs = ... == F,-i = $ = o

aux t — i inconnues z^ ..., zi_^ A sera un polynôme en Ci , .... Ç^.
Si A(Ç) == o, la relation $ === o, c'est-à-dire F,= o, n'ajoute rien
aux relations F, -==.. .= F,., == o, ce qui est absurde, car il n'y
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aurait plus n équations pour E. Si A ( ^ ) ^ o , les ^ n^ peuvent
plus être simultanément quelconques.

Bref, pour des Ç quelconques, il est licite de supprimer dans F(
le facteur $. c. Q. F. D.

9. Inéquation F((^-) == o en zi ne pourra avoir toutes ses ra-
cines égales, car F, serait la puissance exacte d'un polynôme, cas
déjà exclu par hypothèse (§ 7).

Soient alors zi et z\ deux racines différentes quelconques. Je
dis que lorsque les quantités complexes 2^, ..., î^w, z ^ y ..., zi_\
décriront, chacune dans son plan, des circuits fermés conve-
nables, Zi sera remplacée par z\.

En effet Zi et z^ conduiront par Pintermédiaire des équations

F(-M == o, ..., F,t = o, Qy == o, [j = i, 2, ..., m]

du §6, à deux points différents

Zo Ci, Ç?, ..., Ç/,i, Zi, ..., /s/-i, -s/, ^/+i, ..., Zni

^•0 ^ i î ' ' " > Çwî -Si» • • • » -2/-1» Z'i-1 • ' • ? ^rtî

de la variété E et à deux points différents To et T^ de ^espace ^.
TQ etT'Q fourniront respectivement Zo et Z'̂  au moyen des équa-
tions (o) et (i) du §3. Joignons To à T'̂  par un itinéraire IHH situé
dans Fespace ^. Quand T parcourt W, Z marche sur E deZo à Z^.
-S( se change en z'^ les Ç et les ^ < , ..., zi_\ décrivent des circuits
fermés (^), (^i ), • • ., (^/-i) chacune dans son plan.

Réciproquement, si les Ç, ..., ^/_< décrivent ces mêmes cir-
cuits, zi se change en z\.

10. Si, comme toujours (§ 7), les Ç sont quelconques et les
z\, ..., ^/_( liées par

F,•= Fa = = . . . = = F,-i == o,

Inéquation F,(^/) =o en Zi est irréductible.
En effet, si F(== o n^est pas irréductible, on a

F, ==^a\. ,

les équations ^(s/) == o, 5'(<s/) == o, ..., étant irréductibles et ïess
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étant des polynômes en zi à coefficients rationnels en Ç, z^ ...,
Zi_^. On ne peut avoir un seul facteur s (§ 7). Soient alors s et s'
deux facteurs différents de F/, Zf une racine de s=o^ z^ une
racine de s ' == o. Quand Ç,, .... Ç^, ^, ...,^-i décrivent'(§9)
des circuits convenables, les coefficients de s et de / ne changent
pas ; il en est de même de s et de s1. Mais^-se change en z\\ 5=0
et s'=o ont donc une racine commune et, en vertu de l'irréduc-
tibité, les deux facteurs s et s ne sont pas distincts, ce qui est
absurde.

Bref F i ( Z t ) == o est irréductible. C. Q. F. D.

11. Explicitons F( == o,

F, = A^«-+- B,.̂ 1^- ... = o,

A,,B/, ... = polynômes en Ci, .... ̂ , ^, ..., 5^.
On ne peut avoir A(EEEO, pour Ç quelconques etF<=...==F/_<=o

car alors on aurait pris l'exposant [JL, trop fort. Enfin les A,,
B/, ... n'ont aucun facteur commun (§ 8).

Soit ^p, ( p ^ î — i), le z d'indice maximum qui figure effective-
ment dans A,. Les deux équations A/(^p) == ô, Fp(^p) = o n'ont
aucune racine commune, car, en vertu de Pirréduclibilité (§ 10)
de Fp == o, A( serait = o.

Alors il existeradeuxpolynômesL(Ç;^,...,^p)etM(Ç;^,...,^p)
et un polynôme A;.(Ç;^,, ..., ̂ ) o. < p, tels que

LA,+MFpE=A;.;

cela résulte d'un théorème bien connu d'Algèbre élémentaire.
Si Fon multiplie F, par L, on n'introduit pas dans E déportions

parasites, car on peut raisonner sur L comme au § 8 sur $, sous le
bénéfice de Fp==o, LA<==A^ Cela revient à écrire dans F,, A;
pour A(, etc.

A^ contient, comme z d'indice maximum, Zy, (o-<p). On abais-
sera ainsi de proche en proche l'indice maximum des z qui fi-
gurent dans le coefficient dez^. Finalement on mettra F( sous la
forme

^^•(O+^B^; ̂ , . . . , ̂ 0+ ....
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A/, B/, . .. étant des polynômes, ou sous la forme

^-h^CKÇ;^, ...,^-0+...,

les G étant des polynômes en z à coefficients rationnels en
Si > • • • ? Sw

Une conséquence à signaler de la proposition est que le maxi-
mum de lexposant de Zi dans un polynôme est (JL/— i, quel
que soit ce polynôme.

12. En résumé, le système des m 4- n équations^) et (i)
du § 3, q ui représentent la variété unicursale E à n dimensions
peut être remplacé par le système équivalent

Qy(Ç; z\ ti, tî, .... ^)==o, [y= i, 2, ...,w]
o=F,==^A,(04-^-lB,(S;^l,....^-l)-4-...,

où les Q, les A, les B, ..., 5<m< des polynômes, tj figure effec-
tivement dans le polynôme Qy. A(^E o. Inéquation F((S/)==O
^ irréductible. F( n^5< divisible par aucun polynôme en
^, ..., ^__,. Les n équations F( == o sont les n équations de E.
Les m équations Qy == o [y === i, ..., m] fournissent la corres-
pondance entre les points Z de E e^ ^5 points T l 1 espace ^, le
tout, bien entendu, sous les réserves du §7. C^est le théorème 1
de rintroduction.

13. Soient
OÏL ==£5l(Ç)2Ï.^...^,

ô1V=S5l'(0^i^...^,

deux polynômes en z^ à coefficients rationnels en Ç. 5ï 3TI/ === DTL
CM un point quelconque rfeE, /^ deux polynômes peuvent être
écrits identiques coefficient à coefficient.

Ordonnons par rapport aux puissances décroissantes de ^,,;
sous le bénéfice du § 11 (in fine), il viendra (§ 12)

^.^-M,-.^-.M^...g ,
'̂= .̂-IM',+... ( » / > • »

les M et M' étant des polynômes en z,, . . . , z/i_i à coefficients ra-
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lionnels en î^. Alors

X(^) = 01V — c)TL == ̂ "-1 (Mi — Mi) + ̂ "-^ M; — Mg) + ... = o

en un point quelconque de E. Les deux équations en z,ii ̂  ==. o
et F,, == o, Fune de degré y.n — i , l'autre irréductible et de de-
gré y.ft-f ont une racine commune. Donc, partout sur E,

M ' i = = M i , M '2==M2, ...,

Les M et M' se comportent comme OÏL et 01L' mais ont un z, sa-
voir z/n de moins. On continuera le raisonnement et l^on parvien-
dra à des relations telles que

0==^l[OCl(0-<l(S)]+^l-2K2(0-</2(0]4-...

qui ont encore lieu partout sur E. Par suite, partout sur E,

^i(0==-Ci(0, ^(0=^(0,...•

Les Ç doivent êtrç traitées comme des variables indépendantes;
si .Çj et ̂  sont des polynômes, l'égalité

•G ==•(:!

entraîne l'identité ̂ , E= ̂ .
Supposons .Ç^ et ̂  fractions irréductibles

y rn sl/o J-^r^ s f ( ç )^1(0=^)- •^^Rïçr
S, S', R, R'== polynômes. On aura

SfV—RS'=o , SR'= RS'

pour tout système des Ç.
S divise RS^ et est premier avec R; donc

enfin
S' (O^K(Î)S(Ç) , R ' ( 0 = K ( O R ( 0 ;

,̂ s SR-1 =ES S' R'-1 ̂  <i.

Ainsi quand, dans OÏL et Dïl', on a ramené, au moyen des équa-
tions F/ == o, l'exposant de chaque Zi à ne pas dépasser u.i— i,
les deux polynômes en z ainsi réduits sont identiques coefficient
à coefficient, c. Q. F. D.
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14. La proposi lion subsiste quand OÏL et OlV sont, par rapport
aux /s, non plus des polynômes, mais des fractions rationnelles.

Soit en effet
-w Q(^)^pTçTT)-

P, Q = polynômes en z à coefficients rationnels en Ç. Supposons
que le z d^indice maximum, qui figure effectivement dans le dé-
nominateur P, soit ZQ. En vertu de Firréductibilité de Fp(-3p)==o,
les deux équations Fp(^p) == o et P(^p) = o n'ont pas de racine
commune, et il existe deux polynômes (§ H)

L ( Ç ; zi, . . . , ^p) , M ( ^ ; ^i, . . . , / sp) ,

et un troisième
P ' (Ç;^ , , . . . , ^ ) , ( d < p ) ,

tels que
LP-+-MFp== P',

d^où, avec Fp == o,
nn LQJIL == -p-^

et le dénominateur ne contient plus que z^ .. ., ^ç. Continuant
de proche en proche, on réduira OÏL à être, par rapport aux ^, un
polynôme à coefficients rationnels en Ç. On est ainsi ramené au
cas du § 13.

13. Désignons, pour abréger le langage, par Ç le système des
m coordonnées ^i , ..., ̂ m et envisageons dans le même espace (£
deux variétés à n dimensions E et E' définies respectivement par
les équations

F, = 4«+ z^-^i^ ^i, ..., 2/-i) -T-. .. = o,

F',= 4<+ ̂ -^CKS; ̂ i, ..., ̂ -i) +... = o,
1=1 ,2 , . . . , ^ .

57^ 7?on/' ^ quelconque, E ̂  E' o^^ un point Z commun, E 6^
E' coïncident,

En effet, les deux équations

Fi(^) == ̂  4- Ci(Ç)^-1 -4-.. .== o,

Fi^,)-=^4-C^(î)^ ^-i-.-.-o,
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ont par hypothèse une racine commune; or, elles sont, l'une et
l'autre, irréductibles; donc y.\ =± [JL< , C\ EEE C^, ....

En se reportant au §13, in fine, on constate en effet que, si
C\W=C,^), pou rÇ quelconque, C^C,. Bref, F, EEE F<.

Je dis que, s i F ^ = = F < , F'^Fa, ..., F;^=;F^, on a aussi
F;=F,.

F^-{zi) = o, F/(^,)==o ont une racine commune et, en vertu
de leur irréductibilité commune,

(4= y-h C,.(Ç; ^i, ...,^,_i)== G/(Ç; zi, ...,^_i), ....

Réduisons au moyen des équations F, === o, ..., F(_< == o, les
exposants de z^ ..., Zi_^ dans C^ et C, à ne pas dépasser respec-
tivement

y - t — î ? ^ 2 — — » , . . . , ^-1——I.

Les polynômes C^ et G, en ^ 4 , . .., ^_^ à coefficients ration-
nels en Ç, ainsi réduits^ doivent être identiques (§ 13, in fine).
F^ et F, ont, en Zi, même degré [JL( et mêmes coefficients; donc
F^F,

La conclusion est que les variétés E et E' coïncident, comme
définies par les mêmes équations.

On peut dire que la variété E est indécomposable^ en ce sens
qu'une autre variété E' ne peut avoir de portion commune avec E,
sans coïncider entièrement.

16. Nommons degré de E le nombre de points Z qui corres-
pondent à un Ç donné quelconque. Ce degré est évidemment

(A== ^1^2...^.

Au § 7, in fine, nous sommes convenu que, quand on rencontre,
par le procédé de l'élimination systématique, l'équation F<==^,
on fait abstraction, dans la représentation de E, de l'exposant qi.

Si l'on avait conservé les exposants q^ au lieu d'obtenir la
variété E de degré (JL

F,==o ( i = = i , 2, ...,7i),

on aurait eu la variété E, définie par les équations Ff* == o, dont
le degré est u.q (y == y , q^.. .^).
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E contient seulement des points de E et les contient tous;
chaque point de E est compté q fois sur E. On peut dire que E
est la variété indécomposable E comptée q fois.

Ainsi, les équations (o) et ( i ) du § 3 définissent une variété
unicursale, à m dimensions E, indécomposable, comptée une
ou plusieurs fois. C'est le théorème 11 de FIntroduction,

17. Reprenons les polynômes Ps{t) d11 §3? al1x m variables
indépendantes tj (j == ï , 2, . . . ,m). On peut (§ 1), sans restreindre
la généralité, attribuer aux m 4- n polynômes P, le même degré M.
Il y aura T coefficients B) , a^ • , a-r, où

( M - + - i ) ( M - t - î ) . . . ( M - + - 7 ^ ) •^ = ( m + n ) ———-———^——-—————-.

Les expressions F( sont, par rapport aux a, des fractions ration-
nelles.

Attribuons aux a deux systèmes différents a et a' de valeurs,
qui conduisent à deux variétés unicursales à m dimensions E, E'
définies respectivement par les deux systèmes

F,=^••-+-^•'-lC,•(a; î:: z^ ...^-0-r-...=o,

^=^+^-^+...=0,
ou

C/ = Ct(3.' ; î; ^i, .... ̂ •-i),

En vertu des explications qui précèdent (§ 13), comme les deux
variétés sont indécomposables, il faut et il suffît , pour que les
deux variétés coïncident, que

^ = [J-h F;=Ff ( î ' = ï? ÎA, 3, ..., n).

Pour assurer ces identités il faut, dans les polynômes Ci et G,,
en ^ .poursu ivre ridentifîcalion des coefficients. Ces derniers
sont des fonctions rationnelles des Ç, à coefficients rationnels par
rapport aux a et a' respectivement.

En dernière analyse, la coïncidence des variétés E et E' sera
assurée par un certain nombre de relations de la forme

(o) î ^ (a )=^ra / ) ,
X X V i ï . K)
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oùTA désigne une fonction rationnelle des ̂ arguments a ouo.'.
Les formations H qui ne changent point de valeur quand on ne

change pas de variété E, peuvent s'appeler les invariants absolus
rationnels de la variété unicursale à m dimensions E, située dans
l'espace <E à m + n dimensions.

18. Admettons : i° que les T coefficients a des m -r- n poly-
nômes P^(^) soient des fondions entières à coefficients numé-
riques des m -+- n coordonnées X^ d'un point X de l'espace ®;
2° que les a' soient construits, avec les coordonnées Y, d'un
point Y de (E, de la même façon que les a' sont construits avec
les X,.

On peut alors parler des deux variétés Ex et Ey. Si l'on veut
que Ey coïncide avec Ex, on aura à écrire plusieurs égalités

R ( X ) = R ( Y ) ,

où R est une fraction rationnelle de m -4- n leltres Xj ou Y,. C'est
le théorème II de l'Introduction.

Quand X parcourt l'espace (Ê, Ex coïncide successivement avec
les oo^"^ variétés d'un système C de variétés. Si l'on a fixé la va-
riété Ex^de£, le point X est assujetti à parcourir une variété e\
algébrique, représentée par les équations

R ( X ) = R ( X o ) , ^

où les X, désignent les coordonnées courantes sur ex .

19. Mettons en évidence, dans les polynômes Ps(t) du §3, les
variables X^. On pourra écrire P^(X; ^), Prêtant un polynôme
par rapport aux X, et aux <y, à coefficients numériques.

Si l'on a Y,=== P^(X; t), où les tj sont un système convenable-
ment choisi de m paramètres, je dirai que le point Y est équiva-
lent au point X.

On exprimera le fait par la notation

Y^X.
Je ferai deux hypothèses :

I. L'équivalence est une propriété réversible, c'est-à-dire que
Y EEE,X entraîne X^ Y et X,== P,(Y; t ' ) .
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1[. Pour que X ^ Y , la condition nécessaire et suffisante est
qu'il existe un troisième point Z tel que

X^Z, Y^Z.

La proposition suivante est évidente : la variété Ey (§ 18) est
le lieu des points Y équivalents à X. C'est le théorème III de
riniroduction.

De même '.pour que deux points X et Y soient équivalents,
il faut et il suffit qu'ils soient sur une même variété E .̂

L'équivalence X^ Y est exprimée par les relations du § 18

Si l'on posait

les équations

R ( X ) = R ( Y ) .

R ( Y ) = r, = const..

R ( Z ) = R ( Î , ^ ) = = 7 , .

où les Z sont les coordonnées courantes, représentent la variété Ey.
Il convient de discuter ces relations.

20. Considérons les n'4- r + p équations (r^ o, p ^ o ) ,

(o)

OT/ == fraction rationnelle,
T O / ( Z ) = ^/(Ç, z) ==/)/, pf== const.

(l = i. '2, . . ., n -+- r 4- p).

et admettons par hypothèse quelles représentent en coordonnées
courantes Z (ou Ç el z) la variété E à m dimensions étudiée au
cours du présent Mémoire. En d'autres termes, toutes les équa-
tions (o) sont satisfaites pour les différents points de E et exclusi-
vement pour ces points-là.

Donnons-nous arbitrairement le système Ç des Ç et envisageons
les n + /• + p équations à n inconnues z

^ / ( ^ ^ ) =pi-

On peut évidemment (et même de plusieurs façons quelquefois)
en choisir n

(i) Tn,=y,.(Ç,^) == p, ( t== i ,^ , ..., /i).

dont aucune ne soit conséquence algébrique des autre*-;. Si, «'n
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effet, il en était autrement, les Zj seraient effectivement liées par
moins de n équations et E aurait plus de m dimensions.

Nos CT actuels sont les invariants absolus du § 17. Les /i inva-
riants y peuvent prendre le nom de fondamentaux.

Adjoignons au système (i) l'équation v5n^=p^. Les n + i
équations ont des solutions communes; le résultantA(Ç,/?), poly-
nôme en Ç et /?!,..., pn^i est nul. Mais les Ç sont des variables
indépendantes; A doit s'évanouir indépendamment des Ç et il
existe au moins une relation

^(pif ' • -fpnfpn+i) == o, «ï» == polynôme.

Aussi tes n •+- r + p invariants absolus CT/ sont fonctions algé-
briques des n fondamentaux 3H(.

21. Supposons d'abord que '|H ,̂ == rs,^ ne soit pas une
fonction rationnelle des |H( ( î== i , . . . , 7 i ) et l'équation algé-
brique ^{pn+\) = o a plusieurs racines différentes.

Que représentent les n équations |H/ ==/?,? Évidemment une
variété à m dimensions e. e comprend E. Je dis que e comprend
aussi une variété parasite C, distincte de E.

En effet, quand le point Z parcourt e, les y/ ou les pi restent
invariables et ^4.1 peut devenir égal aux diverses racines de
l'équation <î>(yo,,_^ ) == o.

Une seule convient à E, c'est la valeur de pn^ qui figure dans
le sjstème (o) du § 20. Les autres racines conviennent à la variété
C. D'ailleurs la racine qui convient à E peut convenir aussi à une
portion s de C, mais non à la portion restante s'.

Ainsi, l'adjonction aux n équations fondamentales 3ll,==n/
de V équation surabondante rsn^ = ̂ n-^.\ = pn+\ ci eu pour effet
de diminuer, par la suppression de la portion e', la variété
parasite C et cela dès que |Hw+i n'est pas une fonction ration-
nelle des fondamentaux H,.

Au contraire, si ^n+\ est une fonction rationnelle des fonda-
mentaux, l'adjonction, aux équations fondamentales, de l'équation
T^n+\ =7?/î-M "e modifie en rien la variété parasite £. Cette équa-
tion n'exprime rien de plus que les n fondamentales et devient
superflue.

Écartons cette dernière hypothèse,
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Prenons maintenant

Vn+t = y/M-2 ==.P»-4-2*

Si IHw+2 n'est pas rationnelle en 11,, ..., y/z+i, alors l'adjonc-
tion de ^n+2=pn+2 supprime encore une portion nouvelle de
la variété parasite C. Si T^n^.2 est rationnelle en 1 ,̂ ...,^+1,
l'équation nouvelle est superflue.

22. On procédera ainsi de proche en proche jusqu'à ce qu'on
ait supprimé toute la variété parasite C. Cela arrivera sûrement,
au plus tard sur le dernier invariant absolu CT, car, par hypothèse^
les n -h r + p équations (o) du § 20 représentent exclusivement
la variété E.

Supposons qu'aucun des invariants absolus, au nombre de
n-¥ r^

Vl, 1^2» • • • » VHÎ CT»-M==y»-H» • • • » ^n+r = V/t-t-r»

ne soit exprimable rationnellement au moyen des précédents,
tandis que les p invariants OT restants soient rationnellement expri-
mables au moyen de ces n -h r premiers-là, que je nommerai semi-
fondamentaux.

Les n 4- r équations semi-fondamentales

fi==pt, ..., y/»4-r = jp/t-t-r

représentent la variété E tout entière et sans portions parasites.
Les autres équations

VSn-ï-i'-¥-l == pn+r+ti • - • > W/t-t-r+p == />»+/'-4-p

sont superflues.

23. Revenons au problème du § 19 et à l'équivalence X^ Y
des deux points X et Y.

Introduisons les n -h r -h p invariants absolus w/(Z) d\ine va-
riété Ez; construisons les /i fondamentaux (r^o, p^o)

V,(Z) ( î== i ,2 ; ...,n; ^ = 1 , 2 , ...,n4-r-i-p),
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cl les n -4- /• semi-fondamentaux

ÎIK(Z) (K=r ,9 , . . . ,^+/-) .

Les conditions d^équivalence^L^EÈ^Î nécessaires et suffisantes
sont

î » K ( X ) = y K ( Y ) .

Il y en a n + /'. CTesl le théorème IV de rintrodaction.


